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382 MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

SUR LES QUADRATURES MECANIQUES;
Par M. H. POINCARE.

1. Quand I'excentricité du corps troublé est trop grande pour
que I'on puisse développer suivant les puissances de cette quantité,
on a ordinairement recours aux quadratures mécaniques. Le plus
souvent, le corps troublé reste sur une partie de son orbite trés
éloigné de la planéte troublante, de sorte que dans cette partie les
perturbations sont trés pelites et souvent presque négligeables.
Dans I'autre partie de 'orbite, au contraire, il se rapproche beau-
coup de la planéte troublante et les perturbations sont relative-
ment considérables. ' '

On est donc obligé, au moins dans cette seconde partie de or-
bite, de multiplier beaucoup les intervalles, non seulement parce
que la quantité & intégrer est trés grande, mais surtout parce
qu’elle varie trés rapidement. Je me suis demandé s’il n’y avait
pas moyen d’abréger un peu le travail de ces quadratures méca-
niques en s’affranchissant de cette circonstance.

2. Je supposerai d’abord que Porbite du corps troublé soit trés
excentrique et celle de la planéte troublante circulaire. Je prendrai
pour variable I'anomalie excentrique du corps troublé que j’appel-
lerai u. Les coordonnées du corps troublé, le temps et, par consé-
quent, les coordonnées du corps troublant seront des fonctions
entiéres de u. Si donc j’appelle F(«) le carré de la distance des
deux corps, la fonction F(«) sera aussi une fonction entiére de u,
c’est-a-dire développable suivant les puissances de «, quelque
grande que soit cette variable.

Les 1ntégrales qu’il s’agit de calculer sont de la forme

SG(w)[F(u)] *du,

s étant un entier positif impair et G () une autre fonction entiére.
Je suppose que le moment ou les deux corps sont le plus rap-
prochés 'un de I'autre correspond a la valeur u = u,.
La difficalté provient de ce que, pour u voisin de u,, F(u)

s
devient trés petit et que, par conséquent, [F(u)] * est grand et
varie rapidement. "
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Considérons les racines de 1'équation
F(u)=o.

Soient u,, u,; us, u,; les quatre racines, imaginaires conju-
guées deux & deux, les plus rapprochées de u,.
Soit

(1) P(u) = (t — ) (u — u))(u — ) (u— ),
(2) F(u) = P(u)Q(w).

Q(u) sera encore une fonction entiére; mais elle ne deviendra
plus trés petite pour u voisin de u,.
Si alors nous considérons la fonction

G(w)[Qu)] 2,

cette fonction, dans le voisinage de u = u,, ne deviendra plus
trés grande et ne variera plus trés rapidement; j'ajouterai que
dans le voisinage de « = u,, elle pourra étre développée en série
ordonnée suivant les puissances de u — u, et que la convergence
de cette série sera rapide. Nous pourrons donc poser

s

(3) G(u)[Q(u)] 2=H(u)+R(u)[P(u)lr,

p étant un entier plus grand que s;, H(«) un polynome et R(«)

une fonction qui reste trés petite. Il vient alors

fG(u)[F(u)]_gdu =fH(u){P(u)]"§du —l—fR(u)[P(u)]p—;du.

La premiére intégrale est une intégrale elliptique; la seconde
peut se calculer d’une fagon relativement rapide, puisque la fonc-
tion sous le signe f est petite et ne varie pas rapidement.

J’ajouterai que l'intégrale elliptique en question est & pea de
chose prés égale a une intégrale elliptique compléte, c’est-a-dire a
une période de I'intégrale indéfinie. Comparons, en effet, I'inté-
grale compléte '

f—*‘mH(u)[P(u)]'gdu
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et I'intégrale a calculer

: [ M) [P ()] 3.

7N

La valeur u, sera comprise entre les deux limites d’intégration
Uy €t uy; or, c’est seulement dans le voisinage de u, que la fonc-
tion sous le signe f acquiert une valeur notable; la différence des
deux intégrales

1, 4+ »
’ l/ ' f
» us

est donc petite et le calcul n’en présente pas de difficulté.

3. Supposons maintenant que l'orbite du corps troublant ne
soit plus circulaire, mais elliptique, quoique trés peu excenlrique.
Les coordonnées du corps troublant seront encore des fonc-
tions entiéres de 'anomalie excentrique du corps troublant; mais

“celle-ci, qui ne sera plus proportionnelle au temps, ne sera plus

une fonction enti¢re de u, c’est-a-dire de 'anomalie excentrique
du corps troublé.

Soit donc ¢ 'anomalie excentrique du corps troublant; ¢ n’est
plus fonction entiére de w; mais ¢ peut se développer suivant les
puissances de P'excentricité et la convergence de ce développe-
ment est trés rapide puisque cette excentricité est trés pelite.

So1t donc

$=Vo+ e +...—eMy,; ...

ce développement et soit ¢’ la somme des m premiers termes. La
différence v — ¢' sera trés petite el ¢’ sera une fonction entiére de .

Ce que Je viens de dire de ¢ s ‘applique & une fonction entiére
quelconque de ¢ et de u et, en particulier, aux coordonnées du
corps troublant et au carré de la distance des deux corps.

Les deux fonctions que j’ai appelées F(u) et G(u)ne sont donc
plus des fonctions entiéres de u; mais elles différent trés peu de
deux fonctions entiéres F'(u) et G’(u)

On peut ainsi remplacer I'intégrale

‘ fG(u)[F(u)]_;du
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par la suivante
£G () [F'(u)] 2du

(ou F’ et G' sont des fonctions enliéres), en commettant une
erreur qui est de Pordre de la m'*™® puissance de I'excentricité de
la planéte troublante (et cela en prenant /n aussi grand que 'on
veut).

Cette seconde intégrale se traiterait comme celle du numéro
précédent.

4. On pourrait objecter que le calcul des racines u,, u/, u,, u
pourra présenter autant de difficulté que le calcul direct lni-méme;
mais il faut observer qu’il n’est pas nécessaire de calculer ces
racines exaclement.

Si u,, U, us, u, désignent non plus les racines de F = o,
mais des valeurs approchées de ces racines, et si ’on conserve les
formules (1), (2) et (3) qui définissent P, Q, H et R, la fonction R
restera encore petite, si 'approximation des racines est suffisante,
et les mémes procédés resteront applicables.

Je crois qu'il suffira le plus souvent de prendre pour P(u) les
cing premiers termes du développement de F («) suivant les puis-
sances de u— u,.

- . . . .
5. On pourra aussi quelquefois, au lieu de quatre racines u,,
u,, us, u,, en considérer deux seulement u, et | et poser

P(u)=(u—u)(u—u).

Les intégrales elliptiques seront alors remplécées par des inté-
grales circulaires.

On pourra surtout introduire cette simplification, si la masse
troublante est trés petite ct si les perturbations ne deviennent

sensibles que parce qu’a un moment donné les deux corps se rap-
prochent beaucoup.

Soit, par exemple,
F(u)=(u—u)(u—u))Q(u);
nous pourrons poser

(v —uy)(u—ul) = (1 —uy)?+ 2,
Bull. astr. T. XVIL. (Oct. 1899.)

9
o
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puis
U= uy—+ g (e — e-%),
d’ont 4
du = aTdE(ei—!— e—%),
(U — wy )2+ a?= %2 (ef+ e—t)2

et
FBIP ()] Fdu = FGG Q)| 3 [ (ehr et)]
Or la fonction

6(u)[Q(u)] 2
peut se développer suivant les puissances de u — u,; soit

(B) §o+§1(u—u..)+32(z¢—u0)?—t-...

ce développement.
Si s =1, il reste & calculer 'intégrale

I S O R I Caos e ]
et I'on trouve pour I'intégrale indéfinie une série dont le terme le
plus important est 7
a3, akf,
t (@ IR 6—.. >

et dont les autres termes sont de la forme

An(en’é_*_ e—n?;').

Il 0’y a plus qu’a substituer dans cette série les limites d’inté-
gration ; mais il nous reste & nous rendre compte de la rapidité de
la convergence de cette série.

Jobserve d’abord que les coefficients 3, sont du méme ordre

de grandeur que
T

(ug— ug)®
D’autre part,

S(ef—etymdt =CE+ aneni,
ot G=o0 st n est impair et ot C= =+

&)

Shpent < (ek+ e§)n,

s1 n est palr et ou

John G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics * Provided by the NASA Astrophysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1899BuAsI..16..382P

T-.71%6. “382P0

[T89DB0.

MEMOIRES ET OBSERVATIONS. 387

Pour n trés grand et pair, C est du méme ordre de grandeur
que 227, de sorte que le coefficient du terme en §, dans notre
série, convergera avec la méme rapidité qu’uue progression géo-
métrique dont la raison est

o2 _ (u,-—-uo)(u'l——-—uo).
(us— uy )2 (Uua—up)?

Quant & 'ensemble des termes exponentiels, il convergera avec
la méme rapidité qu’une progression géométrique dont la raison est

et JU=u)U—up _

Uz — Uo Us— Uy

U —u,

3
Uy — Uy

U représentant 'une des valeurs de u qui correspondent a I'une
des limites d’intégration, c’est-a-dire & 'une des limites de I'inter-
valle auquel la méthode doit s’appliquer.

Ceci nous fait voir quelle est la condition pour que cette mé-
thode puisse s’appliquer avec avantage. Il faut, d’une part, que
uy — U, soit petit par rapport & u, — u,; d’autre part, que U — «,
et, par conséquent, U — u, solent petits par rapport a Uy — .

Rappelons que wu,, U, u,, u, représentent les valeurs de « qui
correspondent respectivement & la distance minima des deux
corps, a I'une des limites de I'inlervalle d’intégration, a la racine
de F = o la plus voisine de u,, et enfin a la racine de cette méme
équation la plus voisine de u, aprés u, et sa conjugude. 1l faut
donc que deux racines conjuguées soient beaucoup plus voisines
de u, que les autres; sans quoi, il vaudrait mieux avoir recours
aux fonctions elliptiques.

Le cas de s >>1 se raméne facilement a celui de s =1, car les
intégrales de la forme

(w— ug)*du

[(u—uo)+at]

se raménent facilement par des procédés connus au cas de s =1.
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