
IX. Sur les Groupes Continus. Par H. POINCAK&

[Received 25 Septembei, 1899]

I. INTRODUCTION.

LA throne des groupes contmus, ce titre immortel de gloire du regrettd Sophus

Lie, repose sur trois thdoremes fondamentaux

Le premier the'oreme de Lie nous apprend comment dans tout groupe contmu il

y a des substitutions infimte'simales et comment ce groupe peut etre forme
1

a 1'aide

des ope'rateurs

Conside'rons r operateurs de cette forme

(1) Xl (f) t
Xt (f), ......

,
Xr (f),

et convenons de poser

D'apres le second the'oreme de Lie si les symboles (XtX^) sont he's aux ope'rateurs

Xt par des relations hne'aires de la forme

(2) (JW-Sewar.,
ou les c sont des constantes, les r ope'rateurs (1) donneront naissance a un groupe.

Les relations hne'aires (2) pourront s'appeler relations de structure puisqu'elles

de'finissent la
"
structure

"
du groupe qui depend umquement des constantes c

C'est le troisieme theoreme de Lie qui attirera surtout notre attention Quelles

sont les conditions pour qu'on puisse former un groupe de structure donne'e, c'est-a-

dire pour trouver r ope'rateurs Xlt X3) ...... , Xr satisfaisant a des relations de la

forme (2) dont les coefficients c sont donnas ?

On voit tout de suite que les coefficients c ne peuvent e"tre choisis arbitrairement,

On doit d'abord avoir

(3) Cfc.~-c.fa.
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Ensuite d'apres la definition mSme du symbole (XiXk) on a iden'tiquement

(4) ((XaXb) Xe) + ((XbXc)Xa) + ((XeXa) Xb)
= 0,

d'ou r^sultent entre les c certames relations connues sous le nom d'identites de Jacobi

Une condition necessaire pour que Ton puishe former un groupe de structuie donn^e,

c'est done que les coefficients c satisfassent a ces identity's de Jacobi auxquelles il

convient d'adjomdre les relations (3),

Le troisieme the"oreme de Lie nous enseigne que cette condition est suffisante

Pour la demonstration de ce the"oreme, nous devons distmguer deux families de

groupes.

Les groupes de la I 6re famille sont ceux qui ne contiennent aucune substitution

permutable a toutes les substitutions du groupe

Les groupes de la 2e
famille sont ceux qui contiennent des substitutions permutables

a toutes les substitutions du groupe.

En ce qui concerne les groupes de la l^ro famille, la demonstration de Lie, fonde'e

sur la consideration du groupe adjoint, ne laisbe rien a de"sirer par sa simplicity.

En cc qui concerne les groupes de la 2e famille, Lie a donn4 une demonstration

entierement diffe'iente, beaucoup moms simple, mais qui permet cependant de former les

ope'rateurs X l (b) par I'lnt^gration d^quations diffdrentielles ordinaires

Dans une note recemment insdr^e dans les Comptes-Rendus de I'Acade'mie des

Sciences de Paru, j'ai donne" une demonstration nouvelle du 3e th^oreme de Lie.

Les rdsultats contenus dans cette note etaient moms nouveaux que je ne le croyais

quand je 1'ai pubhee

D'une part en effet, Schur avait dans les Benchte der k sachsischen Gesellschaft

der Wissenschaften 1891 et dans le tome 41 des Mathematische Annalen donn^ du

th^oreme en (question une demonstration entierement difterente de celle de Lie

Cette demonstration pr^sente la plus grande analogic avec celle que je propose ,

mais elle n'a pom amsi dire pas, ete poussee jiibqu'au bout Comme le f?iit remarquer

Engel, le rdsultat depend de sdnes que Schur forme et dont il d^montre la convergence ,

an contraire Lie ramene le probleme a 1'mt^gration d'equations diflferentielles ordinaires.

Je suis airive comme Lie liu-m^me a des Equations diffdrentielles ordinaires qui

meme sont susceptibles d'etre completement mt^gr^es

D'autre part Campbell a donn^ sous une autre forme quelques-unes des formules

auxihaires qui m'ont servi de point de de*pait (Proceedings of the London Mathematical

Society, tome 28 page 381 et tome 29 page 612)

II m'a sembie n^anmoms que cette note contenait encore assez de re"sultats nouveaux

pour qu'il y eut quelque mt^ret a la developper
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Je ramene en effet la formation d'un groupe de structure donne*e, a Integration

d'e'quations differentielles simples, integration qui peut se faire en termes finis

Ces equations sont moins simples que celles que Lie a forme'es pour les groupes

de la I 6re
famille; mais m&me dans ce cas, il peut y avoir mte*rt a les connattre, car

elles Bont d'une forme diffe'rente et me s'en de'duisent pas imme'diatement.

De plus elles sont applicables aux groupes de la 2e famille et dans ce cas elles

nous fournissent une solution du probleme plus simple que celle de Lie.

II DEFINITION DBS O^RATEURS.

Soit / une fonction quelconque de n variables x1) #3 ,
.. , xn .

Soit X un ope"rateur qui change / en

ou les (JSTr) sont n fonctions donne'es des n variables a?lf #2 ,
.

,
xn ,

de sorte que-

*</>-S<*>

Soient Y, Z, etc d'autres ope'rateurs analogues de telle faon que

les (Ft), les (Zv),
etant d'autres fonctions de xl} o?2 ,

. ,
xn >

Dans ces conditions

seront des combmaisons hndaircs des ddriv^es partielles des divers ordres de la fonction

f, multiplies par des fonctions donne'es des xt

Amsi se trouveront d^finis de nouveaux ope"rateurs Xz
, XY, X*Y, XYZ,... t qui

sont des combmaisons des ope'rateurs simples X, F, Z, ... . On voit que ces produits

symbohques obe"issent a la loi associative mais n'obe'issent pas en ge'ne'ral a la loi

commutative de sorte que XY ne doit pas etre confondu avec YX.

Ces operateurs sont amsi symboliquement repr^sente's par des mon6mes, mais on

peut de'fimr des ope'rateurs qui seront symboliquement repre'sente's par des polyndmes
tels que'

1 + aX, aX + bY, aX* + 26ZF+cF3
, ...... ,

en convenant d'dcrire par exemple .
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On voit que les polyn6mes operateurs amsi ddfims obeissent a la fois a la loi

associative et a la loi distnbutive, de sorte qu'on aura

(aX + 67) (cX + dY) acX* + adXY+ bcYX + UY\
et en particuher-

(X + F) = Z* + XY+ YX+Y\
expression qu'il ne faut pas confondre avec Xa + 2JfF4- F2

On peut aussi mtroduire des opeVateurs qui seront repre'sente's symboliquement par

des series mfimes Je citerai par exemple 1'ope'rateui

que je reprdsenterai symboliquement par

[i-
on plus simplement par _1 __

1 - a (X + F)
'

et 1'ope'rateur

que je repre'senterai par eaY
'

(f) ou simplement par e
a*

On peut se demander si 1'emploi de ces operateurs repr^sentes par des series est

l^gitime et si la convergence des operations est assured

II y a des cas ou cette convergence est certame. C'e->t amsi que Lie a ddmontrd que

ou les x\ sont definis par les Equations diffe'rentielles

^-ww.*'..... *'),

et par les conditions initiales

x\ ^ pour t =

Les operateurs definis par des series symbohques obeissent ^videmment aux lois

distnbutive et associative, ce qui permet par exemple d'dcrire des %aht^s telles que

celle-ci

II y a aussi un cas ou ils obdissent a la loi commutative Solent

<f> (X) = 2anXn
, ^ (X) = 2bnXn

,

deux sdnes symbohques dependant d'un seul opeYateur dldmentaire X

On a alors

Les deux produits symbohques <j> (X) -^ (X) et ^(X)<f)(X) sont en effet des sommes

de mondmes dont tons les facteurs sont egaux a X Si tous les facteurs sont
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identiques, il eat clair que 1'ordre de ces facteurs est indifferent et que les operations

sont commutatives

Mais cela ne sera plus vrai si les sdnes symbohques dependent de plusieurs

operateurs eiementaires differents; il ne faudrait pas par exemple confondre

ml

III CALCUL DES POLYNOMES SYMBOLIQUES

Soient X, F, Z, T, U, .
, n operateurs e"iementaires Par leurs combinaisons on

pourra former d'autres ope'rateurs represented symbohquement par de& monomes ou des

polynomes.

Deux mon6mes seront dits e'quipollents lors qu'ils ne differeront que par 1'ordre de

leurs facteurs, il en sera de meTne de deux polynomes qui seront des sommes de

mon6mes equipollents chacun a chacun

Nous appcllerons polyndme rdgulier tout polyndme qui peut 6tre regard^ comme
une somme de puissances de la forme

II r^sulte de cette definition

1. Que si un polyn6me r^guher contient parmi ses termes un certain mon6me,

tous les monomes e"quipollents figureront dans ce polynome avec le meme coefficient

Cette condition est d'ailleurs suffisante pour que le polyn6me soit reguher

2. Que parmi les polyn6mes equipollents a un polyndme donne il y a un polyn6me

reguher et un seul.

Le polyndme
XY-YX

jouit de la meme propriete que les op^rateurs eiementaires, c'est-a-dire que

est comme X (/), Y(f) etc. une combmaison Im^aire des denvees du premier ordre

seulement de la fonction / multiplies par des fonctions donne"es des x%

Nous supposerons que les ope'rateurs eiementaires et leurs combinaisons hneaires

sont seuls a jouir de cette propriete (Si cela n'avait pas lieu, nous mtroduirions parmi

les operateurs eiementaires tous ceux qui en jouiraient) Nous devrons done avoir des

relations de la forme.

(1) XY-YX
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ou (XY) est une combmaison lin^aire des opErateurs eie"mentaires . nous reconnaissons

la la relation de Lie dite relation de structure

Cela pose", deux polynOrnes seront Equivalents lorsqu'on pourra les require Tun a 1'autre

en tenant compte des relations (1)

Par exemple le produit

(2) P[Xr-YX-(XY)]Q
(ou le premier et le derniei facteurs P et Q sont deux monomes quelconques) est

Equivalent a zero ,
et il en est de meme des produits analogues et de leurs combi-

naisons hne'aires. Les produits de la forme (2) sont ce que j'appellerai des produits

trindmes

La difference de deux rnon6mes qui ne different que par 1'ordre de deux facteurs

conse'cutifs est e'quivalente a un polyndme de degre* momdre

Soient en effet X et F ces deux facteurs conse'cutifs Nos deux mondmes s'e'criront

PXYQ, PYXQ,

P et Q etant deux monomes quelconques, et leur difference

P[XY- YX]Q
sera equivalente a

P(XY)Q,

dont le degre est d'une unite plus petit, puisque (XY) est du l
m

degre, XY YX
du 2d

degi4

Soient mamtenant M et M' deux monomes e'quipollentb quelconques, c'est-a-dire

ne diP6rant que par 1'ordre des termes On pourra trouver une suite de rnon6mes

M, Mlt Mit ,
Mp , M',

dont le premier et le dernier soot les deux monomes donne's et qui seront tels que

chacun d'eux ne differe du pr^c^dent que par 1'ordre de deux facteurs conse'cutifs La

difference MM' qui est la bomme des differences M -Mlt Ml -M9> . , Mp
- M' sera

done encore e"quivalente a un polyn6me de degr^ momdre

Plus geneYalement, la difference de deux polyndmes ^quipollents est equivalente a

un polyn6me de degre momdre

Je dis mamtenant qu'un polyndme quelconque est toujours Equivalent & un polyndme

re'guher

Soit en effet P un polyndme quelconque de degre n, il sera Equipollent a un

polyn6me reguher P'n ,
on aura alors 1'Equivalence

Pn = P'n + Pw_1 ,

ou Pn-i est un polyndme de degre n 1 qui sera a son tour Equipollent a un polyndme

P7

*-,, d'ou 1'Equivalence
r> jy i P
*n-\ fn-\ + r'n-j,

VOL. XVIII. 29
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et ainsi de suite
,

on fimra par arnver a un polyndme de degre' ze*ro, de sorte que
nous pouvons e'crire I'^quivalence :

dont le second membre est un polyndme re"guher

On a done un moyen de re*duire un polyn6rae quelconque k un polynome r^guher

en se servant des relations (1) II reste a rechercher si cette reduction ne peut se

faire que d'une seule maniere

Le probleme peut encore se presenter hous la forme suivante
,
un polynome rdgulier

peut-il dtre Equivalent a zero? Ou bien encore peut-on trouver une somme de produits

trindmes de la forme

(2) P[XY-YX-(XY)]Q,

qui soit un polyndme reguher non identiquement nul ? Toutes les sormnes de pareils

produits sont en effet 4quivalentes a ze*ro

Le degr6 d'un produit trmorne seia egal a 2 plus la somme des degre's des

polyndmes P et Q Si je conaidere ensuite une somme S de produits (2), ce que

j'appellerai le degre' de cette somme $, ce seia le plus e'leve' des degre's des produits

qui y figurent, quand meme les tertnes du degre" le plus 41ev6 de ces diffe'rents

produits se detruiraient mutuellernent

Le produit tnn6me (2) peut tre consid^re coinme la somme de deux produits, le

produit bindme

(2 bis) P[XY-YX]Q,

ou je distinguerai le mvndme positif PXYQ et le mondme negatif PYXQ ,
et le

produit
-P(XY)Q,

que j'appellerai le produit compltmentaire.

Soit done S une somme quelconque de produits trmdmes de dcgr6 p ou de

degre* infe*rieur, je pourrai ecnre-

S = Sp - Tp + ,%_!
~

Tp-i + ..... + S* ~ TI,

ou Sk est une somme de produits binOmes de degre k

(2 ter) P[XY-YX]Q,
tandis que T^ est la somme des produits compl^mentaires correspondants

-P(X7)Q.

11 s'agit de savoir si la somme S peut etre un polyndme re"gulier sans ^tre

identiquement nulle J'observe d'abord que si S e&t un polyndme re'guher, il doit en

6tre de mme de /Sfp ,
car Sp repr^sente 1'ensemble des termes de degr^ p dans <8,

tandis que (^ - Tp), (Sp.t
~ T^, . .

, (St
- Tt\ - Tt reprdsentent respectivement

1'ensemble des termes de degr6 p-l, p-2, ..., 2, 1.
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On voit nnm&hatement que 8P est Equipollent a ze'ro
,
comme ze'ro est un polyndme

r^gulier, et que deux polyn6mes re'guhers ne peuvent &tre e"quipollents sans tre identiques,
il faut que Sp soit identiquement nul

Soit en particular p 3,

le signe 2 signifie que Ton fait la somme du tcrme qui est explicitement exprime' sous

ce signe et des deux termes qu'on en pent dduire en perrautant circulairement lea trois

lettres X, Y, Z.

On aura
Ti

puis

-YX- (XY)] Z - ^Z[XY- YX - (XY)}

+ 2[(XY)Z-Z(XY)-((XY)Z)]

II est aise* de verifier que 8^ et S2 T3 sont identiquement nuls, de sorte que 8
se re'duit a - T2

T2
= [(X F) Z] + [( YZ) X] + [(ZX) Y]

est un polynOme du l er

degre, cai [(XY}Z] comme (XY) lui-m^me est un polyn6me
du l er

degrd

Or dans un polynfime du l er

degrd, chaque terme ne contenant qu'un seul facteur,

on n'a pas a se pr^occuper de 1'ordre des facteurs Tout polyndme du l er

degrd est

done un polynCme r^guher. Si done le polynome T3 n'est pas identiquement nul, la

somme S sera dgale a un polynome r^guher qui ne bera pas identiquement nul

Done pour qu'un polyndme puisse dtre re'duit d'une seule maniere a un polyndme

r^guher il faut qu'on ait les identites suivantes

(3) [(XY}Z} + [(YZ) X] + [(ZX) Y] =

On reconnalt la les identitds de Jacobi qui joucnt un si grand r61e dans la the'orie

de Lie

(Si d'ailleurs ces identite\s n'avaient pas lieu, les operateurs ^l^mentaires seraient

h^s par les Equations (3) qui ne seraient plus des identite"s, ils ne seraient plus

linEairement md^pendants ;
on pourrait done en reduire le nombre.)

Les identites (3) sont done la condition ne*cessaire pour que la reduction d'un

polyn6me a un polyndme re'guher ne puisse se faire que d'une seule maniere.

II me reste a montrer que cette condition est suffisante.

292
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Je dirai pour abre"ger une somme rdguhtre pour designer line somme de produits

trin6mes qui est un polyn6me r^guher.

Soit alors

S=SP -TP + SP. 1 -TP_1 + ..

une somme de produits tnn6mes
,

les deux premiers termes Sp Tp repre"sentent la somme

des produits tnn6mes du degre' le plus e'leve', c'est ce que j'appellerai la tete de la

somme S.

J'ai distingue plus haut dans un produit trmdme trois parties que j'ai appe!6es le

mon6me positif, le mondme ngatif et le produit comple'mentaire Je dirai qu'une somme

de produits trmdmes forme une ckaine si le mon6me ne*gatif de chaque produit est

e*gal et de signe contraire au mon6me positif du produit suivant Le mon6me positif

du premier produit et le mon6me n^gatif du dernier seront alors les mondmes extremes

de la chaine

II re"sulte de cette definition que tous les mondmes positifs d'une me'me chaine lie

different que par 1'ordre de leurs facteurs.

Une chaine sera ferme'e si les deux monomes extremes sont egaux et de signe

contraire. Si Sp Tp est une chaine ferme'e de pioduits trmomes (Sp repiesentant la

somme des produits bm6mes et Tp celle des produits cornple'mentaires), il est cLur

que Sp est identiquement nul puisque les mondmes positifs et ne'gatifs se de"truisent

deux a deux.

Nous avons vu que si S esst une somme reguhere, Sp est identiquement nul, d'ou

il resulte que la tete d'une somme re'guhere S se compose ton jours d'une ou plusieurs

chaines ferme'es

Si deux chaines ont memes monomes extremes, leur difference est une chaine ferm6e

Nous nous servirons de cette remarque pour montrer qu'une chaine ferme'e peut

toujours de plusieurs mameies se decomposer en deux ou plusieurs chaines ferm6es Une
chaine ferme'e quelconque peut de plusieurs mameres etre regarded comme la difference

de deux chaines C et G' ayant me'mes rnonomes extremes
,

soit alors C" une troisieme

chaine ayant mthnes monomes extremes La chaine ferme'e C C' se trouve ainsi

dfaomposfo en deux autres chaines ferme'es C C" et G" G'

II s'agit de montrer que toute t>ornme rfyuhbre est id&rdiquem&tit nulle et en eftet

quand cela aura ^t6 de"montre\ il sera Evident qu'un polyndme r^guher dont tous les

coefficients ne seront pas nuls ne pourra etre e"quivalente a ze'ro, puisque tout polynome

rdguher Equivalent a ze^io est par definition une somme r^guhere

Supposons que le the'oreme ait et6 6tabh pour les sommes de degr6 1, 2, ..., p 1,

je me propose de I'^tendre aux sooomes de degr6 p

Je remarque d'abord que si une somme re'guhere de degre" p est identiquement

nulle, il en sera de me'me de toutes les sommes r^guheres de degre* p qui ont mdme

tte La difference de ces deux sommes serait en effet une somme reguhere de degre'

p 1 qui serait identiquement nulle d'apres notre hypothtee.
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II me suffira done de former toutes les chaines ferme*es de degre p et de montrer

que chacune d'elles peut e'tre regarded comme la te"te d'une somme re"guliere identique-

ment nulle

Toute somme re'guhere 8 d'ordre p a en effet pour te'te une de ces chaines ferme'es,

par exemple S'
,

si done je montre que 1'une des sommes re"guheres dont la te"te est S'

est identiquement nulle, il en seia de me'me de toutes les autres et en particuher de S.

Pour e"tabhr ce point, je vais decomposer la chaine ferme'e envisaged en plusieura

chaines ferme'es composantes

II me suffira de demontrer la proposition pour chacune des composantes

J'appelleiai chaine simple de la I* sorte toute chaine ou le premier facteur de

tons les monomes soit positifs boit negatifs seia partout le me'me

J'appellerai chaine simple de la 2e Mite toute chaine ou le dernier facteur de

tous les mon6mes sera partout le meme

Une chaine simple peut d'ailleurs etre ouverte ou feimde.

II est evident que toute chaine ferrnee peut etre regarded comme la somme d'un

ceitain nornbrc dc rhaines simples, alternativement de la l*
re

et de la 2e sorte

Soit done *S
f une chaine ferme'e, f',, 2 , , Cn des chaines simples de la l

ere
sorte,

C\, O'a, ,
C' n des chaines simples de la 2 e

sorte, on aura

tf = c\ + C\ + C, + C'> + + Cn + C'n>

le monCme negatit extreme de chaque chaine etant bien entendu egal et de sigue

contraire an monome positif exti^me de la chaine suivante, et le mondme ne'gatif

extreme de C'n dgal et de signe contraire au monOmc positif extreme de G^

Soit ^Y le premier facteur de tous les rnonomeh de C\, Z le dernier facteur de

tons les mondtncs de G\, Y le premier facteur de tous les monomes de (?, T le

dernier facteur de tous les monomes de C'2 (je n'exclus pas le cas ou deux des

opdrateurs X, Y, Z, T scraient identiques)

Soit alors C" une chaine simple de la 2e soite ayant son monome positif extreme

egal et de signe contraire au monome ne'gatif extreme de G\ ,
dont tous les mon6mes

ont pour dernier facteur T, et dont le monome ne'gatif extreme a pour premier

facteur X

Soit C'" une chaine simple de la l*
re sorte dont tous les mon6mes ont pour

premier facteur X et dont les monomes extremes sont respectivement e*gaux et de

signe oontraire au mon6me ne'gatif extreme dc C" et au mondme positif extreme de (7,

La chaine ferme'e 8 se trouvera de'compose'e eri deux chaines ferrates composantes,

a savoir

8' = ((7'" + C,) + C\ + Oa + (C\ + C"),
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S' ne contient que quatre chaines simples ,
car ((/'" + Ci) et ((7'9 -I- C") sont des

chaines simples, S" contient deux chaines simples de moms que 8

En pourauivant on fimra pai decomposer S en chaines ferme'es composantes, forme'es

seulement de quatre chaines simples. II nous suffit done d'envisager lea chaines ferme'es

forme'es de quatre chaines simples comme par exemple S'

Les mondmes positifs extremes des quatre chaines simples qui forment $' ont

respectivement pour premier et dernier facteurs

pour (7'" -f

C\

X et T,

X et Z,

Y et Z,

Y et T

Soient MI, M\, M9 ,
M'a ces quatie mono'mes

Tous ces- mon6mes sont e"quipollents entre eux et e'quipollents a un certain mondme

que j'appellerai XYPZT

Nous allons alors construire une sene de chaines simples, comprises dans le tableau

suivant, od dans la premiere colonne se trouve la lettre qui de*signe la chaine, dans

le seconde le mon6me extreme positif, dans la troisieme le mon6me extreme n^gatif,

je fais figurer dans le mAme tableau les quatre chaines simples qui forment S' et je pose

pour abre'ger

Q1
= XYPZT, Q\ = XYPTZ , Q2

= YXPTZ
, Q'2

- YXPZT

Nom de la chaine

A

E,

On peut supposer que tous les mondmes de la chaine A ont pour premier et

dernier facteurs X et T , de sorte que A est a la fois une chaine simple de l*re sorte

et une chaine simple de 2e sorte II en est de me'ine des autres chaines D. On

peut supposer de plus que les chaines E se re'duisent a un seul produit trm6me de

maniere que par exemple

La chaine ferme'e

E
l
= XYP [ZT - TZ-(ZT)}

S' ** (C"
f + (7,) + C\ + (72 -I- G\
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peut tre decomposes en cinq chafnes ferrates composantes, a savoir .

'

%
= C"a + C"

II s'agit done de montrer que chacune de ces cinq chaines ferme'es est la t&te

d'une somme rdguhere identiquement nulle

Pour les quatre premieres, qui sont des chaines simples ferrates, le theorfcme est

Evident. On 1'a suppose* d^montr^, en effet, pour les chaines ferme'es d'ordre mf&ieur &

p. Or il est clair que Ton a par exemple

tfi
= XH,

H etant une ohaitie feime'e d'ordre p 1.

Quant a V, ce sera la te"te de la somme reguhere

[XY- YX - (XY)] PZT+ YXP [ZT- TZ - (ZT)} -[XY-YX- (XY)] PTZ

- XYP [ZT-TZ - (ZT)] + (XY) P [ZT -TZ- (ZT)]
- [XY- YX - (XY)] P (ZT),

qui est identiquement nulle

II reste a envisager ce qui se passe quand deux des ope*rateurs X, Y, Z, T sont

identiques, par exemple X = Y, ou X = Z.

Nous devons alor distinguer le cai ou Ics diveis monomes positifs ou ndgatifs de

notre chaine contiennent deux facteuis identiques, Tun jouant le r61e de X et 1'autre

le r61e de Y (ou Tun le i61e de ^Y et 1'autre celui de Z) ,
il n'y a alors nen a

changer a 1'analyse qui precede

Et d'autre part le cas ou ces mondmes ne oontiennent qu'un seul facteur X

Le premier cas pourra seul se presenter si 1'on suppose X = Z, ou XT, et s'll

y a plus de trois facteurs en tout.

Le second cas pouria an contiaire se presenter si Ton suppose par exemple X Y
t

mais on posera alors

La definition des diverses chaines demeurera d'ailleurs la m&ne et on constatera

immediatement que la chaine V est identiquement nulle

Le the'oreme est done demontr6 pour les sommes d'ordre p, s'll Test pour les sommes

d'ordre moindre.

La demonstration pr^cddente n'est toutefois pas applicable au cas de p = 3
,

car la
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chalne V n'existe que s'il y a au moms quatre facteurs. Mais la seule chaine ferme'e

du 3* ordre est la chaine St -T, envisaged plus haut et nous avons vu qu'elle est

la tte d'une somrae re'guhere qui est identiquement nulle si les identity's (3) ont lieu

Le the'oreme est done 6tabh dans toute sa g^nerahte

Toute somme re'guhere est identiquement nulle.

Done un polyndme r^guher qui n'est pas identiquement mil ne peut pas s'ammler

en vertu des relations (1).

Done en re'sume',

Si les identit^s (3) ont lieu, les relations (1) permettent d'une mamere, et d'une seule,

de rdduire un polyndme quelconque d un polyndme rfyuher.

IV. PROBL^ME DE CAMPBELL

Soient

Aj, A 8> ...
,
X. r

r operateurs e'le'mentaires
, &upposons qu'ils soient he's par les relations

(1) XaXb-XbXa = (XaXb)>

(XaXb) ^tant une combmaison hn&nre des X^, supposons de plus qu'on ait les identite's

(3) ((XaXb)Xc) + ((XbXe) Xa) + ((XeXa)Xb)
=

D'apres le deuxieme the'oreme de Lie, ces operateurs donnent naissance a 1111 "gioupe

contmu," qui admet r transformations infinit^simales ind^pendantes Ges transformations

infinit^simales changent / en

/+eJT*(/),

e'tant une constante infiniment petite.

Soit

T = tiX1 + tiXz +...+trXr ,

une combmaison Ime'aire de ces ope'rateurs Les tk sont des coefficients constants quol-

conques La transformation finie la plus gdne'rale du groupe s'expriraera par le symbole

eT (/).

Soient maintenant

deux combinaisons hne'aires des X. Comme les transformations eT forment un groupe, le

produit V
devra ^galement faire partie du groupe, de sorte que nous devrons avoir

(4) *"*-*,
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oil

W wlXl + w*X9 + . . 4- wrXr

est une autre combmaison Imdaire des X.

Les coefficients w sont evidemment des fonctions des v et des t.

DeVeloppons le produit

VmTn
pVpT _ y K *
Co ^w

j
.

Le terme general
-

f f

est un polyndme d'ordre m + n Par les relations (1) on

peut le require a un polyndme rdguher, et cette r6duction ne peut se faire que d'une

seule maniere.

Nous pouvons done ecnre

VmTn ^ rrr/

oil W(p, m, n) est un polyn6me r^guher et homogene d'ordre p(pm + n), on a done

erer=2pmn W(p,m,n)

Si nous rdunissons les termes de meme degrd et que nous posions

il viendra:

Le second the"oreme de Lie, que je vieus de rappeler, nous apprend que le second

membre doit tre de la forme ew, et par consequent que

C'est la une proposition dont la simplicity serait inattendue, si Ton ne connaissait

pas la throne des groupes

Si on pouvait la d6montrer directement on aurait, comme Ta remarqu^ Campbell,

une nouvelle demonstration du second theoreme de Lie

Mais il y a plus, on aurait aussi une nouvelle demonstration du troisibme thdor&me

de Lie

Les egahtes (1) nous font connaitre des relations entre les ope'rateurs ^lementaires

et les combmaisons XYYX; ce sont ces relations qui constituent la structure du groupe.

Cette structure est done entierement de'finie quand on connait les r8 coefficients c des

r3 fonctions hneaires (XY}t

Mais ces r8 constantes c ne sont pas toutes mdependantes ,
tous les coefficients de

(XX) doivent etre nuls, les coefficients de (YX) sont e*gaux et de signe con trail e a

VOL. XVIII. 30
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ceiix de (XY). Enfin les conbtantes c doivent etre choisies de telle fac.on que lea

identitds (3) soient satisfaites J'adjoms done aux identit&i (3) les identitds suivantes

qui sont evidentes

(3 bis) (XX) = 0, (X F) = - ( YX )

Le 3e
the'oreme de Lie nous apprend qu'on pent toujours trouver un groupe de

structure donne"e
5 pourvu que les coefficients c qui definissent cette structure satisfassent

aux identite\s (3) et (3 bis), c'est-a-dire aux identitds de Jacobi

Mais supposons inversement qu'on ait de'montre directement I'ldentite* (5) et par

consequent la formule (4) Les coefficients w seront donne's en fonctions de v et de t
,

et je puis ^crire

(6) wt

Pour former les fonctions ^, il suffit de savon former le polyn^me Wlt par conse-

quent de savoir former les polynomcb W (p, m, n) ,
c'est-a-dire de savoir re'duire un

polyn6me quelconque en polynome r^guher, pour cela il suffit de connaitre les co-

efficients c

Soit

eW^e*. eweu = ex
,

eTeu = e>,
ou

U=2ukXk ,
Z = 2zkX ki Y =

TLykXk

Le caracttre associatif de nos operateurs nous niontre c^ic Ton a

t>V = **.

d'ou les relations suivantes

(7) ^==^*(w,, 'Ml)
=

^fc(vt , yt)

Regardons dans les Equations (6) les t comme des constantes, ces equations (6)

de'fimront une transformation qui transforme v,, vif , v en wit wa ,
. ., wr . Les relations

(7) nous enseignent que 1'ensemble de ces transfoi mations constitue un groupe

(C'est ce que Lie appelle la Parametergruppe )

Les substitutions mfimte'simales de ce groupe soiit

ou dans ^>*(vt , *t) on annule les t apres la differentiation

Les r substitutions infinite*simales XV (J) sont hne'airement md^pendantes Et en

effet, pour qu'elies ne le fussent pas, il faudrait que le determinant fonctionnel des

fa par rapport aux t fut nul, quels que soient les v quand les t s'annulent Or cela

n'a pas lieu car ce determinant devient e"gal a 1 quand les v s'annulent.

Ayant ainsi d^fini les opdratcurs ei^mentaires Xt (f), leurs combinaiaons T=^^ttX t (f\
eT, etc Be trouvent d6finis eux-m^mes
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Ces ope'rateurs e"tant associatifs, on aura

r(/)-V(/),

c'est-a-dire, en ne'ghgeant les quantite's du 3e ordre par rapport aux t et aux u

D'autre part, d'apres la manure dont ont 6t6 forraees les fonctions fa, on venfie que

T= T + U + K3PU) = ^tvX, + SinX + J 2 (t,uk
- tkut) (**),

et la comparaison de ces deux identity's donne

XvXk -XkXl
= (XlXk),

ou les coefficients des fonctions hneaires (X vXk) sont bien les r8 coefficients c donnds

Le groupe amsi formd a done bien la structure donnee et le troisieme theoreme

de Lie est ddmontr

C'est au fond la demonstration de Schur

Ce que j'appellerai le probleme de Campbell consiste done a d^montrer directe-

ment la formule (5), ce qiu ddmontre a la fois le second et le troisieme the'oreme

de Lie

V. LE SYMBOLS <j>(0)

Conside"rons r ope'rateurs e'le'mentaires

X lt X3 ,
. ., Xr ,

et une de leurs combinaisons hneaires

Soit ensuite V un autre ope'rateur ^le'mentaire qiu pourra ^tre ou ne pas &tre

une combinaison hn^nire des ope'rateurs X.

Supposons que les ope'rateurs V et X soient he's par des relations de la forme

VXl-XlV = b> 1Xl + b> iX*+ . +6, rZ,

(t=l, 2..... r),

on aura alors

VT-TV=ZukXk ,

ou
Uk = 2& t .jfc,

Je poserai

VT-TV=0(T)

Done (T) est comme T une combinaison hneaire des X
,

et les coefficients de

se de'duisent de ceux de T par une substitution hn6aire.

302
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Je poserai

de sorte que 6(T) sera comme T une combinaison line'aire des X, les coefficients de

se d6duisant de ceux de T en re'pe'tant m fois cette m6me substitution hne*aire.

Si mamtenant

est un polyn6nae ou une serie ordonne'e suivant les puissances croissantes de 0, j'e'crirai'

au lieu de

ConsideVons liquation, dite caracte'ristique

(1)

&, , frir

,-0, .., ...
=

Si cette Equation a toutes ses racmes distmctes et si ces racmes sont 6lt a ,

\\ existe r combmaisons hn^aires des JTt ,
a savoir .

., Or ,

(2)

telles que

Si alors on a

on aura

Si nous posons

nous voyons d'abord que les coefficients h t sont des fonctions Im^aires des t, ce sont

d'autre part des fonctions des 6, e"tudions ces fonctions.

Si $(#) est un polynome entiei d'ordre p en 0, les hv seront des polynfanes

entiers d'ordre p par rapport aux b Si done
<f> (0) est une sdrie ordonne"e suivant

les puissances de O t les hl se prdsenteront sous la forme de series ordonn^es suivant

les puissances des 6. Nous allons voir bient6t quelles sont les conditions de conver-

gence de ces se'ries

Des Equations (2) on tire en effet

d'ou
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d'ou enfin .

ft* -Sty (*t). a*

Pour determiner les produits o^ft^ faisons

f e'tant une constante quelconque

On a alors

oil

On tire de la

ce qui peut s'e*crire

De ces Equations on peut tirer les h en fonctions des t, on trouve

/Q\ J, V } tf

(3) h t
= 2,

j^f)
,

ou Ptj
est un polyn6me entier par rapport aux 6 et a

, quant a F() c'est te

premier membre de liquation (1) ou a e"te" remplac^ par

Le second membre de I'e'quation (3) est une fraction rationnelle en
, ddcomposons

la en ^Idments simples, il viendra

.*

ou P^* est ce que devient P^ quand on y remplace % pai k

On a done
P *

d'ou enfin pour une fonction <#>(#) quelconque

(4)

On voit que les A s'expriment rationnellemcnt en fonctions des b, des 0* et des

La formule (4) peut se mettre sous une autre forme, nous pouvons e"crire

1'int^grale ^tant prise dans le plan des le long d'un cercle de rayon assez petit pour

que la fonction ^ () soit holomorphe a 1'intdrieur
,

nous le supposerons de plus assez

grand pour que les points 0,, 2> ..., dr soient a 1'mt^rieur du cercle. Cela nous amene
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& supposer en mme temps que le rayon de convergence de la sdrie <>() est plus

grand que le plus grand module de8 quantitda 0,, 6%, .., Br

On a alors pour tous les points du contour d'mtegration

||>|*i|, \f\>\0*\, ....... ll>l*r|,

d'ou il rdsulte que la fonction tationnelle

est de"veloppable suivant les puissances croissantes des b II en est done de m6me

des /*i

Nous avons dit plus haut que les h% sont developpables en sdries procddant suivant

les puissances des 6
,

et d'apres cc qui prdcede, il buffit, pour que ces sdries convergent,

que le rayon de convergence de la sdue <() soit plus grand que la plus grande des

quantites

|*ll, |*.|, ......
, l^r|.

Si done <() est une fonction entiere, les h t seront des fonctions entieres des 6

Qu'arnve-t-il mamtenant si 1'equation caract^nstique

a des racmes multiples
? II est aise" de s'en rendre compte en partant du cas gdndral

et en passant a la hmite.

Je suppose par exemple que a soit unc racme triple Alors F(i-) contient le

facteur (f 6$ Si je decompose le second membre de (3) en dldments simples, trois de

ces dl&nents deviendront infinis pour ^=^1.

Solent

A^ ,_A^ A,
"

ces trois dl^ments simples Alors il faudra dans la formule (4) remplacer le terme

(qui n'aurait plus de sens dans le cas d'une racme multiple) par les trois termes

suivants

)
-

(1 !) 24,wZtf (B,) -f (2 ') 24 Xtf' ($,)

On opdrerait de meme pour les autres racmes multiples

Done les hlt dans le cas des racines multiples, sont des fonctions rationnelles des 6,

des t , des <#>(^*) et de leurs ddrivds <f>'(0k), #"(0*)> ,
on pousse jusqu'a <*> (6k) si

$k est une racine multiple d'ordre p-f 1

Remarquons que je n'aurais pu faire ce raisonnement par passage a la hmite, si

jc m'^tais restremt des le ddbut en supposant que V est une cornbinaison hudaire de
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X, et que les X ont he's par les relations (1) et (3) du N IV. (relations de struc-

ture et identite's de Jacobi)

Alois en effet les cas ou liquation caracte'ristique a des racmes multiples ne pour-
raient plus tre regarde*s comme des cas particulars de ceux ou toutes les racmes sont

distmctes On aurait pu, il est vrai, d^montrer directement la formule (4 bis) et se

servir de cette formule, mais j'ai pieTere ne pas m'imposer au d6but cette hypothese

restrictive, quitte a 1'introduire dans la suite du calcul, de faon a avoir le droit de

raisonner par passage a la limite

Quoi qu'il en soit, le cas le plus mte'ressant au point de vue des applications a

la the'orie des gioupes, c'est celui ou cette hypothose restrictive est satisfaite Sup-

posons done que V soit une combmaison hne'aire des X
V=vlXi + vtX<t + + vrX r .

Supposons de plus que les X soient li^es par les relations (1) du N pre'ce'dent

XtXj-XjX^lfiy.X,,

et que les constantes c satisfont a des relations telles cjue les identite's (3) du N
pre"-

c^dent aient lieu

On aura alors

0(T) = 2c
lJll

vl t}
X

l< ,

d'ou

b
t k = C, t M + C2 ., k Vz + +tr , k Vr

Les r^sultats, de'tnontres dans le cab general, seront t^videmment encore vrais dans ce

cas particuher ,
si done on pose

les ht seront des functions hne'aiies des t, et des functions "rationnelles de& v, des 0*,

des
<f>(0k) et de quelques unes de leuih d^nvdet> Les 6k sont les racmes d'une Equation

dlg^brique dont le premier rnembie est uu polynome entier homogene de degrt^ r par

rapport aux v et & 1'mcoiinue 6

De plus les h l ne dependent que hn^aireinent dos
<#> (0k) et de leurs de'nv^es

Si $ (^) est une foriction entiere de ^, les h, sont dew fonctions entieres des v.

Dans tous les cas, le syrnbole <j>(6)(T) se tiouve eutierement d6fim

Je termmeiai par deux remarques

1" Si x(%) est le produit des deux fonctions < (^) et ^(), on aura

<^ (6) Hr (6) (T)] = + (B) [<#> (6) (T}] - x (B) (T}

2 Si on a

Cette derniere dgahte* n'a de sens que si <(f) ne s'annule pas pour = 0, de telle

facon que -TT^V
soit deVeloppable suivant les puissances de 0.
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VI. FORMULES FONDAMENTALES.

Conside>ons 1'expression

(1) <r*v+T+vt

V et T ayant m&me signification que dans le prudent, tandis que o et $ sont

des constantes tres petites DeVeloppons cette expression en ne'gligeant les termes du

3" ordre par rapport a a et a
,

il viendra

l + ftT+?~-aft(VT-TV) t

ou avec la meme approximation

On aura done, toujours avec cette approximation

(2) e-*v ePT e* v =<Pu
,
ou U=T-

ou encore avec la meme approximation

(2 bis) e-*>W = e^, ou U=

Je me propose mamtenant de ddmontrer que la formule (2 bis) est vraie quelque
loin que Ton pousse I'approximation ,

et d'abord qu'elle cst vraie quand on neglige le

carre" de ft et qu'on pousse 1'approximatioii par rapport a a aussi loin que Ton vcut

Supposons done qu'on pousse 1'approximation jusqu'aux termes en ft et jusqu'aux
termes en am mclusivement Dans 1'expression (1) nous remplacerons e?T par 1+ftT,

fv et e~*v par les m + 1 premiers termes de lours ddveloppements ,
en effectuant le

produit (et ne'gligeant dans ce produit am+l) nous obtiendrons un polyndme symbohque

que nous pourrons rendre rguher par les proc6d6s du N III Soit

le polyndme rdgulier ainsi obtenu ,
II est un mon6me symbohque, et A son coefficient qui

est un polyn6me entier en a et ft

Nous avons alors

(3) (a + da, ft)
= <r*+d > v ei*T e (*+d* v = <rda

' v
(a, ft)

*" ^

En effectuant le produit du 3e membre de cette double e'gahte', et ne'ghgeant le

carre' de la diffe'rentielle da, on obtiendra un polyndme re"guher de mdme forme dont

les coefficients sont eux-me'mes des polyn6mes du l
er

degr6 par rapport a da d'une

part, par rapport aux coefficients A d'autie part. Telle est la forme du polyndme
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D'autre part on a-

(3 bis) <t>(a + da,ft)-<b(a,ft) = da'&
d
^-Tl.aa

Cette
e'galite', rapproche'e de la remarque que nous venons de faire, montre que

est une combinaison hndaire des coefficients A.

Done ces coefficients A, considers comrae fonctions de a, satisfont a des Equations

hndaires a coefficients constants

De plus pour a ils doivent se re'duire aux coefficients de e?T Ces conditions

suffisent pour les determiner

Or je dis que Ton peut y satisfane en faisant (conforme'ment a la formule 2 bis)

En effet cette formule nous donne

<f> (a + da, ft)
= e? u>, U' = <r<-+rf >

(T),

et il s'agit de vdrifier que

Or la formule (2 bis) de'montre'e quand on neglige d'une part le carre' de ft, d'autre

part le carr6 de a, peut s'apphquer ici puisque nous ne*ghgeons le carr^ de ft et celui

de da Nous avons done

e-d Vgftifgda r == ^o"'
i

f7" = e-d. ([/),

d'ou

U" = e~* [e-*<> (T)] ~ e-'^ (T )
= U'.

On a done bien

< (a 4- da, ft)
= e~*- v e*u <l**'

v= e?u
"

C. Q F D

La formule (2 bis) satisfait done a nos Equations diffdrentielles et comme ces Equations

ne comportent qu'une solution, cette formule se trouvo v^nfi^e

Poussons mamtenant 1'approximation aussi loin que nous voulons tant par rapport

a ft que par rapport a a

Nous avons

<#>(a, /3)
= <

d'ou

dft)

Comme nous n^ghgeons le carrd de dft, je puis crire

</>(, dft) = *v, U=e->(T),
VOL. XVIII. 31
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d'ou:

(4) 0(0,

Cette formule (4) repr&ente sous forme condense'e des Equations diff&rentielles de

m^me forme que les Equations (3 bis), auxquelles doivent satisfaire les coefficients A de

0(o, )-A.n.
C'est amsi que la formule (4) repre'sentait sous forme condense'e les Equations

(3 bis).

On peut satisfaire a ces equations par la formule (2 bis), cette formule donne

en effet

0(o, + dff)
= eV+*rw ****<* u =

<t>(<*> 0)eP u

Les Equations diffeVentielles ne comportant comme les Aquations (3 bis) qu'une seule

solution, la formule (2 bis) se trouve venfiee dans tous les cas.

Cette formule (2 bis) n'est d'ailleurs que la traduction symbolique d'une formule

bien connue et, si j'ai developpe la de"monstiation, c'est umquement pour mieux faire

comprendre les symboles employes et pom fane connaltre un mode de raisonnement

applicable a des questions analogues, je veux parler <le celui ou s'introdiiisent les

Equations diffe'rentielles (3 bis) ou les equations analogues

II importe avant d'aller plus loin de pre'ciser la portee de la demonstiation que
nous venous de donner Pour qu'elle soit valable, il faut que tout polynome puisse etre

r^duit d'une mamere et d'une seule a etre r^guher Or, d'apres le N III
, cela a lieu

dans deux cas.

1 Si V et T sont des combmaisons line"aires des operateurs Xt

V-$ViXlt T^^Xlt

et si ces opdrateurs sont U4s par des relations

les constantes c satisfaisant aux identites

(X. (XbXf)) + (Xb (XeXa)) + (X, (XaXb))
==

;

si en d'autres termes les opdrateurs X defimssent un groupe de Lie et si e*K,
eftT sont

deux transformations quelconques de ce groupe

Dans ce premier cas la formule (2 bis) est toujours vraie

2 Elle sera done vraie en particulier si on suppose que

F, Xlt Xi,...,Xr

sont r + 1 opdrateurs li^s par les relations

(5) FZ.-JT.r
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et

(6) X.Xk

Ces relations entralnent en effet 1'identite

(V (XtXk + (Z, (Xk V)) + (Xk ( FJC,)) = 0,

en ddsignant suivant la coutume par (FA"t) et (XiXk ) les seconds membres des relations

(5) et (6) On aura done dans cette hypothese

(2 bis) e-W = #u
,

U = e~** (T).

On aura de me'me en permutant V et T

(2 ter) e-*T<Pv*T = fw
,
W = e-*(V),

e~fa e'tant un symbole analogue & e~* et dcfim de la mamere suivante le symbole

77 est form6 avec T comme le symbole 6 avec V, on a done, si Y cst un ope'rateur

quelconque

r)(Y) = TY-YT
On aura done

et en vertu des relations (6)

La formule (2 ter) devient ainsi

(2 quater)

Si Ton suppose mamtenant quc les lelations (5) subsistent, mais que les relations

(6) n'aient plus lieu, les formules (2 bis) et (2 quater) cesseront d'etre vraies quels que
soient a et j3

Cependant supposoiib que Ton regarde les opeVateuis X comme tres petits et qu'on

en neglige les carr^s, a ce degr(5 d'approximatioa, les iclations (6) dont les premiers

membres sont du 2d ordre par rapport aux X se trouvent satisfaites d'elles-m^mes

Les relations (2 bis) et (2 quater) sont done vraies, si Ton neglige les Carre's des X,

ou, ce qui revient au me'nie, si Ton ndghgo le carn< de T, ou encore si on neglige

le carr^ de /3 (puisque T ne figure qu'affecte' du facteur /3)

Si done V et les X sont r+l opdrateurs His par les relations (5), les relations

(2 bis) et (2 quater) out lieu aux quantitts pres de I'ordre de j&

Au m6me degre* d'approximation la formule (2 quater) peut s'e'crire

ou encore

pv+wr> = e r _ efiTe*v + e*veeT
i

312
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ou en vertu de la relation (2 bis).

ou, toujours en neghgeant le carrd de 19:

e

Si nous posons

il vient

(7) jr+tw^+vjr, Y=~-~^ (W).

Soit

JP-2W.Z,

une combmaison hne"aire quelconque des JSTt , peut-on determiner les coefficients de la

combmaison T^^Xi de telle fagon que Ton ait

Cela est evidemment toujours possible si le determinant des coefficients 6^ n'est pas

nul Dans ce cas la formule (7) est vraie quel que soit W
Si maintenant ce determinant est nul, il suffit de partir du cas ou ce determinant

n'est pas nul, de faire vaner les coefficients 6 d'une mamere continue de fa9on que ce

determinant devienne de plus en plus petit et de passer a la hmite, pour d^montrer

que la formule (7) est encore vraie quel que soit W
Si enfin F, au lieu d'etre un opdrateur md^pendant des X, n'est qu'une combmaison

lin^aire des X, la formule (7) est e"videmment encore vraie, puisqu'elle ne peut cesser

de Te'tre par suite de 1'mtroduction de nouvelles relations entre nos opdrateurs.

Remarquons que ce raisonnement par passage a la hmite n'aurait pas etd possible,

si nous nous tions restremts des le debut en supposant que V et T sont des com-

binaisons des op6rateurs X, que les X defimssent un groupe de Lie, que e
aV ct e^

T sont

deux substitutions fimes de ce groupe de Lie. Dans ce cas en effet le determinant des

but aurait 6t6 constamment nul

La formule (7) peut s'etabhr directement

En effet en neghgeant le caire de $ on a

n'

Or on trouve aisement
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d'ou:

C. Q. F. D.

VII. FORMATION DES SUBSTITUTIONS INFINITE"SIMALES D'UN GROUPS DE STRUCTURE

DONNE"E

Soient done Xlt X^ ,
Xr r operateurs e'le'mentaires he's par les relations

/1\ Y Y VV / V V \ V V
(1) AvAfc A k2i, l

= (A tJL k)=z iCjtgAa,

les c ^tant des constantes telles que les identite's de Jacobi du N III aient lieu

Soient

diverses combmaisons hneaires de ces op^rateurs.

Conside'rons le produit
e*v ef>

T
,

eflfectuons le produit qui sera une s6ne de polynomes symboliques ,
re'duisons chacun de

ces polyn6mes a des polyndmes idguhers en nous servant des relations (1), je me

propose d'e'tudier la nouvelle serie amsi obtenue que j'appelle (a, y8) ,
le raisonnement

sera le meme que dans le N prdc^dent, tnais je le d^velopperai un peu plus.

Tous les termes de cette se"rie $ (a, @) sont des poiynomes r^guhers ,
et les co-

efficients de ces polynomes se pr^sentent eux-memes sous la forme de series d6velopp6es

suivant les puissances de a et de # Je puis ordonner < (a, ft) suivant les puissances

croissantes de /8, en groupant tous les termes qui contiennent en facteur une meme

puissance de /& J'obtiens amsi:

D'autre part j'ai

T\

(D

OU.

(3)

ces conditions jomtes a

(4)

suffisent pour determiner ^
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Or on y satisfait de la maniere suivante Faisons

soit rj un symbole qui soit a W ce que 6 est a V.

II s'agit de satisfaire a liquation (2) ou ce qui revient au me'me a

on doit done avoir

eW+dW

Or en vertu de la formule (7) du N precedent, on satisfeia a cette condition si Ton a

(5) dft.

Cette formule (5) leprdscnte syrnboliquement un systeme d'equations diffeYentielles

auxquelles doivent satisfaire les coefficients wt .

En vertu de la formule (4 bis) du N V., ces equations peuvent s'dcrire

(5bl8) W=
(
= 1, 2, .

, r)

Si Ton a

WXi-XlW=-Zck^ gwkX8 ,

F(%) est le determinant dont I'e'le'ment est (pour la i
e

hgne et la &' colonne)

-
(Cj r.W, + C2 . t.,W2 + . + Cr . %}8Wr),

sauf les e'le'tnents de la diagonale prmcipale (i
=

s) qui sont egaux &

les Ptj
sont les mineurs de ce determinant. L'mte"grale du second membre de (5 bis)

est prise dans le plan des f, le long d'un contour ferm<$ enveloppant toutes les racines

de liquation ^(^ =

La condition (2) sera done satisfaite, si les w satisfont aux Equations (5 bis) ,
la

condition (4) le sera e"galement si les valeurs mitiales des w pour /3=sO sont

Les equations (5 bis) admettant toujours une solution telle que pour /8
=

0, on ait

Vi, et d'autre part les conditions (2) et (4) suffisant pour determiner ^, on aura.

les w etant des fonctions de y9 defimes par les Equations (5 bis) et les conditions initiates

w - vv

La s^ne ^(, /9) n'est done autre chose qu'une exponentielle dont 1'exposant est



M H POINOARri, SUR LE8 GROUPES CONTJNVS. 247

une combmaison hndaire des ^t ,
c'est le the"oreme que j'ai annonc^ au N IV

,
et comme

d'autre part ce theoreme a e*t6 etabh eu s'appuyant simplement sur les relations (1) et

en en faisant des combmaisons purement formelles, le probleme de Campbell est re'solu

et le troisieme thdoreme de Lie, en vertu de la remarque faite dans ce N IV, se

trouve de'montre'.

II est aise* de se rendre compte de la forme relativement simple de ces Equations

(5 bis). Soient f,, &> , &> les P racmes distmctes de liquation F(%) = (), ce sont

des fonctions alge'briques des w, puisque F(%) est un polyn6me entier par rapport a f

et aux w Les ,* scront (tonne's par des Equations hneaires dont les seconds membres

seront des constanteh
,
tandis (jue les coefficients des premieis membres seront des fonctions

lationnelles des w, des ft et des e~**
,

ces coefficients ne d^pendront d'ailleurs que lin^-

airement des exponentielles e~^
,

cc seront des fonctions syme'triques des racmes

Resolvons ces Equations par rapport aux
-j-^,

nous trouveions

(6)
d

^ = Al3 t, + A, }U+ . +A rj t r ,

les coefficients A etant rationnels par rapport aux w, aux %k et aux e~f*.

Le probleme qui se pose <\ propos du tioisierne th^oreme de Lie est amsi com-

pletement r^solu

II s'agit de trouver > ope"iateurs

^(/), *,(f), , Xr(S),

satisfaisant aux relations (1), on y satusfait en faisant

Les Equations (5 bis) peuvent se mettre sous plusieurs autres formes

Soit

Sci t 8 wk
= b, g

On aura (puisque les P
l}

sont les mmeurs du determinant F)

pour i*j et

pour i=j

Nos Equations

(5 bis) ttd
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donnent

d'oti

La deuxieme integrate dtant nulle, uous pouvons e'crire tout simplement

(5 ter) S.^--

(fc-1, 2, ..., r)

D'autre part liquation (5) peut s'e'crire

dW, 1
f
%d

d@
~

27r V^l Jl - e

ce qui donne .

i f_ *

Vn J (1
- 6-

(*-l, 2, ... ad mf)

VIII. FORMULES DE VERIFICATION

Ftf)

Cette derm&re mtdgrale doit 4tre prise le long d'un contour enveloppant toutes les

racinea de ^() = 0, mais n'enveloppant pas les points

Soit

on aura en vertu de la formule (7) du N VI.

Y^^

(posant.

^(^^F
comme dans le N V.).

Soit maintenant
*-W

on aura par la formule (2 bis) du N VI
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Soit

e-(V+SV) eT6V+6V e U'

on aura
ZP -*-(+*> (D,

ou 8 + 80 est un symbole qui est a F+8F ce que est a F. On aura d'autre part

jr = e-Ye-veTeveY= e-YeueY,

d'ou en ndghgeant le carre* de F qui est mfimment petit.

ev eu^ Yeu+euY=eu+UY~ YU
D'ou

U'-U=UY-YU
Si je conviens de poser

ff-9+ui -e- = S(e-),

il viendra

U'-U=S(e~)(T)

Nous arrivons amsi a la formule symbohque suivante

(1)

Pour mieux exphquei le sens de cette formule rappelons que nous avons trouve

plus haut

/9\
\&) v \v t \^ f

~~
j-^-z^TrV 1

ou les A, sont des fonctions rationnelles des t, des v et des f donn^es par les Equations

Alors on auia

ou les Bh,, sont les accroissemcnts que subibbent les fonctions ht quand les variables vk

subissent les accroissements Bvk

Si alors les h\ sont ce que deviennent les h t quand on y remplace les tk par les

Bvk ,
la formule (1) pourra prendre la forme

(1 bis) 2W

Dans le l er membre le signe S se rapporte aux r valeurs de 1'mdice i
,
dans le

2d membre aux r(r 1) arrangements des deux indices i et k (1'arrangement t, k e'tant

regard^ comme different de 1'arrangement k, i).

Cette formule nous fait connaltre un certain nombre de relations auxquelles doivent

satisfaire les expressions XlXk XkXi ou (XlXk) Ces relations sont cuneuses
,

mais

VOL. XVIII. 32
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la plupart ont dej& e'te' de'montre'es par Killing et il semble que les autres pourraient

se d^montrer facilement par les proce'de's de Killing. Je n'y insiste done que comme

sur un precede* de verification

Les deux membres de cette Equation sont d'une forme particuhere.

Le premier merabre est hndaire k la fois par rapport aux symboles Xl} par rapport

aux ti t
aux Bvt, aux exponentielles e~ 6 '

(les t e*tant les racmes de liquation ^ 0)

Les coefficients de cette fonction Ime'aire sont eux-memes des fonctions rationnelles des

v et des V .

Le second membre est Ime'aire a la fois par rapport aux symboles (XlXic) > par rapport

aux t%> aux Bvk, aux exponentielles e~ 9 et e~ 9i
~ 9k

(0t et 0% etant deux lacmes de F=Q).
Les coefficients de cette fonction hndaire sont encore rationnels par rapport aux v et

aux t .

Les 6t e"tant les racmes de 1'equation F = bont des fonctions alge'briques des v.

Dans les deux membres de I'e'quation (1 bis) entrent en outre hne'airement un certain

noinbre de fonctions transcendantes ,
il y a d'abord les exponentielles e~ 0i et il y en a

autant que liquation F = a de racmes distmctes II y a ensuite les exponentielles

e-(<+t) qU1 peuvent tre distmctes des prece'dentes, mais qui peuvent e'galement ne pas

en ^tre toutes distmctes si 1'une des i acmes de 1'equation ^=0 est constamment ^gale

a la somme de deux autres racmes

Supposons qu'il y ait q exponentielles et soient

e*, 61

**, .. ,e^
ces exponentielles.

Les deux membres de liquation (1 bis) seront alors des fonctions hndaires des

produits de la forme

ou m et h peuvent prendre les valeurs 1, 2, ..., r, et ou /* peut prendre les valeurs

1, 2, ,5

Les coefficients de ce& produits sont des fonctions alge'bnques des v, ne dependant

m des t, ni des Bv Pour que 1'identitd puisse avoir lieu, il faut que Ton puisse e*galer

dans les deux membres de (1 bis) les coefficients d'un mme produit (4)

Nous aurons amsi un ceitam nombre de relations Im^aires entre les symboles X l

d'une part, les symboles (XtXk) d'autre pait, les coefficients de ces relations hneaires

sont des fonctions alge'bnques des v Ces relations hndaires doivent etre identiques aux

relations de structure ou en etre des conse'quences.

J'exammerai seulement le cas particulier ou F () = a toutes ses racmes distmctes.

Je puis alors supposer que les ope'rateurs e'le'mentaires Xl ont 6t6 choisis de telle

sorte que :

VX
l
-XtV = lX 1 ,

Qi etant 1'une de ces i acmes.
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Egalons alors dans 1'dquation (1 bis) les coefficients de tm$Vh, il vient

2-77V

Le premier membre ne depend que des exponent! elles e~ 6i
,
mais le second membre

outre 1'exponentielle e~ e~ contient encore e~*-*.

lilgalons les coefficients de e~ 9*~ 0m
. Si Oh + 6m n'est pas e"gal a une racme de F= Q,

cette exponentielle ne ngurera pas dans le l
er membre

,
nous aurons done

(JfmXA)
= 0.

On reconnait la 1'un des the'oremes de Killing

Si au contraire 6a + 6m est racme de F=Q, 1'exponentielle pouira figurer dans le

l
er membre et (XmXh) pourra ne pas etre nul

Je n'msisterai pas sur les autres verifications, m sur le cas ou les racines ne sont

pas distmctes et ou on letrouverait les autres theoremes de Killing

Je me bornerai a faire remarquer que la verification de la formule (1 bis) n'est

pas immediate, et qu'il faut pour la faire avoir recours aux identites de Jacobi et aux

theoremes que Killing en a ddduits

IX INTEGRATION DES EQUATIONS DIBT^RENTIELLES ET FORMATION DES SUBSTITUTIONS

FINIES DES GROUPES

Soit

(1) ev+dv = e redA >

ou

d7=2dt;.-ar,, dA = Zdal X,

On aura en vertu de la formule (7) du N VI

(2) dA = l
-

Cette formule, identique satif les notations a la formule (5) du N VII, compiend,

sous la forme symbohque, r systemes d'dquations diffe'rentielles
,

amsi que je lai de'ja

fait remarquer au N VII.

Ammlons tous les da, sauf doik , ^galons ensuite les coefficients de Xlt Z 2 , ,
Xr

dans la formule (2) Nous aurons r Equations diffeientielles qui de'fimront

dvl dv2 dvr

d^
'

dak
'

'
'

dyk

en fonctions des v Ce sont la comme nous 1'avons vu au N VII
,

les Equations diff4-

rentielles qui ddfimssent une des substitutions infinit^sunales du gioupe, si Ton prend les

v comme variables mde'pendanteb

322
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En donnant a Tindice k les valeurs 1, 2, ..., r, on obtiendra r systemes d'^quations

diff<6rentielles correspondant aux r substitutions mfinit^simales du groupe

Nous devons preVoir que ces Equations peuvent se ramener, au moms dans le cas

des groupes de la I 6re famille (vide supra N I.), h des Equations Im^aires, puisque c'est

la un rdsultat bien connu obtenu par Lie.

Voici le changement de variables qu'il faudrait faire pour retrouver ces Equations ,

soit:

(3) l = e-(U).

Cette equation symbolique (3) nous apprend que les lt sont des fonctions des v

et des u, hndaires par rapport aux u, et nous permet de former ces fonctions. Si alors

on pose:

e
~ V-dVe UeV+dV eL+dL

on aura-

ou, puisque A est infimment petit

(4) dl = LdA -dA.L.

Cette formule (4) represente symboliquement r systemes d'equations differentielles qui

ne sont autre chose que ce que deviennent les r systemes d'equations differentielles

repr^sentees symbohquement par la formule (2) quand on prend les l t pour variables

nouvelles.

Celui de ces systemes que Ton obtieut en annulant tous les da. sauf da* s'ecnt

(4 bis)
d
j
l = LXk

- XkL
attjc

Ces Equations sont Im^aires et a coefficients constants et s'mtegrent immediate-

ment; ce sont celles auxquelles Lie arrive par la consideration du groupe adjoint II

importe de remarquer que la reduction des equations diffe>entielles (2) aux Equations (4)

par le changement de variables (3) n'est pas immediate et qu'on ne peut la faire qu'en

tenant compte des identit^s de Jacobi.

Considdrons de plus pres le cas des groupes de la 2e famille Nous pourrons alors

choisir les opeYateurs eldmentaires Xt de tclle maniere qu'on en puisse distmguer de

deux classes Ceux de la 2de
classe seront permutables a tous les op^rateurs, ce seront

les J?'\, quant a ceux de la l fere classe que j'appellerai les X\, ils seront caractenses

par la propridtd suivante aucune combmaison hn^aire des X't ne sera permutable a tous

les op^rateurs.

Pour mettre en Evidence cette distinction, j'ecnrai quand il y aura lieu

vH^^\x\ t
v= v+v
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Les v't seront amsi les coefficients des X\ et les v'\ ceux des X'\ Lea lettres

u\, u"ti l\, I"i, U', U", Z', //', etc. auront une signification analogue

II est clair qu'on aura

V"T - TV" = V'T" - T"V = 0,

d'ou

d(T)=VT-TV= V'T-TV
J'mtroduis alors un symbole nouveau

,
soit :

V'T -TV' = 2\\X\ + 2X"t -Y"t ,

je poseiai

6' (T) = 2\\X\ ,
&' (T) = ^\'\X'\ ,

et je ddfims $(#') a 1'aide de 6' comme j'ai de'fim $(0) a 1'aide de On a alois

6(X'\) = , [&' (T)} = , <f> (0}(T") = ,

et on trouve ais^naent

^ (0) (T) = $ (0} (T') = 4> (&} (T) + &'
[>WziW (T)

j
+

<#> (0) T".

Remarquons que les expressions

6(T) t B'(T) t 0"(T),

dependent des v' et des t' mais sont md^pendantes des v" et des t"
,

et il en est

de meme de (f>(8) (T) si </>(0) est nul.

Les h etant line'aires par rapport aux u, je pans e"cnre

Les -~- sont des fonctions des v Voyons combien de ces fonctions sont mde'pen-

dantes les unes des autres Je dis d'abord que ce^ fonctions ne dependent que des v

Nous avons en effet (e
z etant une substitution quelconque du groupe)

ev+v" = ev e v
'

t e-v
'

ezev = ez
>

d'oi\

eL = e-v-v" euev+v
' = e-v"e-v' e i ev e v" = e-v' euev'

}

ce qui montre que L ne depend que de V',
mais pas dc V"

Je dis maintenant que le nombre des fonctions -j- mdependantes les unes des

autres est prcibe"ment celui des variables v' En d'autres termes, si Ton pose

GL = e
- v euev eL > = e~ v

>e
uev
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1'identit^ X=Zj si elle a lieu quel que soit U entraine I'ldentite* V = V\. Si en effet

L Llt on aura quel que soit U.

ce qui montre que erff~ Vi est permutable a toutes les substitutions du groupe C'est

done une substitution qui ne depend que des X"% de sorte que je pins ecnre

Vf-r* ****",

W" e'tant une combmaison ImtSaire des X"% ,
on en tire

d'ou

F a F, + W",

V = V\ ,
V" = V'\ + W"

Done V'=V\
C Q F D

Nous pourrons prendre comme variables les T- et les y", ,iu lieu des v et

des w".

Les , sont defims par les Equations (4 bis), qui e"tant par rappoit t\ ces vaiiables

des Equations hn^aires a coefficients constants s'intdgrent nnm^diatement

Les Equations (4 bis) nous font done connattre les
-^-

et pai cons^iuent les v' en

fonctions de la variable ak

Poui obtemr les v", levenons aux Equations (2), si nous posons

I -

elles peuvent secure

dA'

dA" =dV" + 0"^(d') (dV'}

On a

dA'^Sda'k X'kt dA" = 2d*"kX\

Si on annule toiib les dv.' et tous les da" sauf da"/,, iios Equations donnent

simplement

v\ = const
, v"i = const (t < k) , v'\ = d"i + const

Si on annule tous les da.' et tous les da" sauf (fo'fc les Equations deviennent
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La premiere de ces Equations, e"quivalente aux Equations 4 bis, est susceptible comme
nous 1'avons vu d'etre ramen^e a la forme d'un systeme d'^quations hne'aires a co-

efficients constants L'integration est immediate et nous donne les v' en fonctions de

la variable a.' k

La seconde Equation est e'quivalente a un systeme d'^quations de la forme

dv'\ + dv\F\ + dv'zF\ + . + dv\F\ = 0,

les F e'tant des fonctions donne'es des v' En rempla9ant les v' par leurs valeurs en

fonctions de a'*, elle prend la forme

dv'\ + </> (a'*) da' ft
=

et s'mtegre imm^diaternent par quadrature.


