IX. Sur les Groupes Continus. Par H. PoINCARE,

[Received 25 September, 1899 ]

I. INTRODUCTION,

LA théorie des groupes continus, ce titre immortel de glowre du regretté Sophus
Lie, repose sur trois théorémes fondamentaux

Le premier théordme de Lie nous apprend comment dans tout groupe continu 1l
y a des substitutions infimtésimales et comment ce groupe peut étre formé & l'aide
des opérateurs

xn=s@ .

Considérons » opérateurs de cette forme
(1) Xl(f)’ Xﬁ(f)v sreeeey Xr(f)y
et convenons de poser
XX - XX, = (X, X3).
D'aprés le second théoréme de Lie s1 les symboles (X,X3) sont liés aux opérateurs
X, par des relations hinéaires de la forme
(2 (X Xy)=ZcwX,,
ot les ¢ sont des constantes, les r opérateurs (1) donneront naissance d un groupe.

Les relations linéawres (2) pourront <appeler relations de structure puisqu’elles
défimssent la “structure” du groupe qui dépend uniquement des constantes c¢

Cest le trosieme théoréme de Lie qui attirera surtout notre attention Quelles
sont les conditions pour qu'on puisse former un groupe de structure donnée, c'est-a-
dire pour trouver r opérateurs X,, X,, ...... , X, satisfaisant & des relations de la
forme (2) dont les coefficients ¢ sont donnés?

On voit tout de swte que les coefficients ¢ ne peuvent étre choisis arbitrairement.
On doit d’abord avoir

(3) Chag = = Ciks.
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Ensuite d’aprés la définition méme du symbole (X,X;) on a 1dentiquement
@) (XaXp) Xo)+(XoXo) Xo) + (X eXo) Xp) =0,

d’'ou résultent entre les ¢ certanes relations connues sous le nom d'identitds de Jacobs

Une condition nécessaire pour que l'on pmsse former un groupe de structure donnée,
c'est donc que les coefficients ¢ satisfassent & ces 1dentités de Jacobi auxquelles 1l
convient d’adjoindre les relations (3).

Le troisieme théoréme de Lie nous cnseigne que cette condition est suffisante

Pour la démonstration de ce théortme, nous devons distinguer deux familles de
groupes.

Les groupes de la 1% famalle sont ceux qui ne contiennent aucune substitution
permutable & toutes les substitutions du groupe

Les groupes de la 2° fumalle sont ceux qui contiennent des substitutions permutables
4 toutes les substitutions du groupe.

En ce qu concerne les groupes de la 1% famille, la démonstration de Lie, fondée
sur la considération du groupe adjoint, ne laisse rien & désirer par sa simphcité,

En ce qu concerne les groupes de la 2¢ famlle, Lie a donné une démonstration
entitrement différente, beaucoup moms simple, mais qui permet cependant de former les
opérateurs X, (b) par I'mtégration d’équations différentielles ordinaires

Dans une note récemment 1nsérée dans les Comptes-Rendus de UAcadéme des
Sciences de Pars, a1 donné une démonstration nouvelle du 3¢ théoréme de Lae.

Les résultats contenus dans cette note étalent momns nouveaux que je ne le croyas
quand je a1 publiée

D'une part en effet, Schur avait dans les Berwhte der k sachsischen Gesellschaft
der Waissenschaften 1891 et dans le tome 41 des Mathematische Annalen donné du
théordme en question une demonstration entiirement diftérente de celle de Lie

Cette démonstration présente la plus grande analogie avec celle que je propose,
mais elle n’a pow ams dire pas été poussée jusqu'au bout Comme le fait remarquer
Engel, le résultat dépend de séries que Schur forme et dont 1l démontre la convergence,
au contraire Lie raméne le probléme & I'mtégration d’équations différentielles ordinaires,

Je sms ainvé comme Lie lui-méme & des équations différentielles ordinaires qui
méme sont susceptibles d’étre complitement ntégrées

D'autre part Campbell a donné sous une autre forme quelques-unes des formules
auxihaires quu m’'ont servi de pomt de dépamt (Proceedings of the London Mathematical
Soceety, tome 28 page 381 et tome 29 page 612)

Il m’a semblé néanmoins que cettc note contenait encore assez de résultats nouveaux
pour quil y et quelque ntérét & la développer
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Je ramdne en effet la formation d'un groupe de structure donnée, & Vintégration
d'équations différentielles simples, intégration qui peut se faire en termes fins

Ces équations sont mowns simples que celles que Lie a formées pour les groupes
de la 1%® famlle; mas méme dans ce cas, il peut y avowr intérét & les connaltre, car
elles sont d'une forme différente et me s'en dédwisent pas immédiatement.

De plus elles sont applicables aux groupes de la 2° famille et dans ce cas elles
nous fournissent une solution du probléme plus simple que celle de Lie.

II DEFINITION DES QOPERATEURS.

Soit f une fonction quelconque de n vanables ;, ;, .. , @n.

Soit X un opérateur qui change f en
df daf df
(X‘)EE."'(X’) 215,+"'+(X")dé;'
ol les (X,) sont n fonctions données des n variables a,, @, . , @,, de sorte que-
- af
X(H=2x) 3
Sotent Y, Z, etc d’autres opérateurs analogues de telle fagon que
_ af _ af
Y(N)=3(¥gl, ZN=2&)g .- .

les (V)), les (Z)), étant d’autres fonctions de x;, x,, . , @n.
Dans ces conditions*
X () =X[X (/)L XY ()=X(Y(N) XY()=X[XY ()], XYZ(f)=X[YZ(f)l

seront des combinaisons linéares des dérivées partielles des divers ordres de la fonction
/f, multiphées par des fonctions données des z,

)

Awmsi se trouveront définis de nouveaux opérateurs X? XY, XY, XYZ, ..., qu
sont des combinaisons des opédrateurs simples X, Y, Z, .... On voit que ces produits
symboliques obéissent & la lo1 associative mais n'obéssent pas en général & la loi
commutative de sorte que X} ne doit pas étre confondu avec YX.

Ces opérateurs sont amnsi symboliquement représentés par des mondémes, mais on

peut définir des opérateurs qui seront symboliquement représentés par des polyndmes
tels que-

14+aX, aX +bY, aX*+20XY +cYy ......,

en convenant d’écrire par exemple .

A +aX)(f)=f+aX (f), @X+bY)(f)=aX (F)+bY(f).. . v
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On voit que les polyndmes opérateurs amsi défims obéissent & la fois & la lo
associative et & la lo1 distributive, de sorte qu'on aura

(aX +bY)(cX +dY)=acX* +adX Y + bcYX + bd Y7,
et en particulier
X+Y)yP=X+XY+YX+ 1
expression qu’ll ne faut pas confondre avec X?+2XVY + ¥?
On peut aussi introduire des opérateurs qui seront représentés symboliquement par
des séries wfimes Je citerar par exemple l'opératewm
FHa(X+ )N+ (X + V() +e X+ YP(H+ .,

que je représenterar symboliquement par
1
[1-am+ Y)} o

1
e @y

ou plus simplement par

et l'opérateur
a o o
S+ XN+ XN+ 58N+,
que je représenterar par ¢*¥(f) ou simplement par e*X

On peut se demander s1 l'emplor de ces opérateurs représentés par des séries est
légitime et s1 la convergence des opérations est assurée

Il y a des cas ol cette convergence est certamne, C'est amnsi que Lie a démontré que

ot X (f)=f(¢ln "”Iz: oy W)
ol les ', sont défims par les équations différentielles

dz, ¢ ,
(E=(Xl)(xh &y oy &)
et par les conditions mitiales

¢

£ry=a, pour t=0

Les opérateurs défims par des séries symboliques obéissent évidemment aux lois
distiibutive et associative, ce qui permet par cxemple d'derire des égalités telles que
celle-c1

(eYerXeZ) (e~ ZebXeT) = e¥elatd) Xl

Il y a auss: un cas ol ils obéssent & la lor commutative Soient

¢ (X)=Za. X", ¥ (X)=2b,X",
deux séries symboliques dépendant d’'un seul opérateur élémentare X

On a alors

& (X) [ (X)(N]=v(X) [¢ (X) (N).

Les deux produits symboliques ¢ (X) ¢ (X) et ¥ (X) ¢ (X) sont en effet des sommes
de mondémes dont tous les facteurs sont égaux & X  S1 tous les facteurs sont
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identiques, il est clair que lordre de ces facteurs est indifférent et que les opérations
sont commutatives

Mais cela ne sera plus vrai s les séries symboliques dépendent de plusieurs
opérateurs élémentaires différents; 1l ne faudrait pas par exemple confondre

Xmyn
eXe¥ =3 poarme
m! n
avec
YnXm
eYeX=3"—"—,
m'n!
ni avec
»
exrr o3 (X + 1)

pl

III CALcuL DES POLYNOMES SYMBOLIQUES

Soent X, Y, Z T, U, . , n opérateurs élémentaircs Par leurs combinaisons on
pourra former d’autres opérateurs représentés symboliquement par des mondémes ou des
polyndmes. 7

Deux monOmes seront dits éguipollents lors quils ne differeront que par lordre de
leurs facteurs, 1l en sera de méme de deux polyndmes qui seront des sommes de
monbmes équipollents chacun & chacun

Nous appellerons polynéme réguher tout polynéme qui peut &tre regardé comme

une somme de puissances de la forme
(@X +BY +nZ + ...

Il résulte de cette défimtion

1°. Que s un polyndme réguher contient parmi ses termes un certain mondme,
tous les monbmes équipollents figureront dans ce polyndéme avec le méme coefficient
Cette condition est d’ailleurs suffisante pour que le polyndme soit régulier

2°, Que parmi les polyndmes équipollents & un polyndéme donné 1l y a un polyndme
régubier et un seul.

Le polynbme
XY-YX

Jourt de la méme propriété que les opérateurs élémentaires, c’est-a-dire que
XY-YX)(f)

est comme X (f), Y(f) etc. une combmnason lindare des dérivées du premer ordre
seulement de la fonction f multiphiées par des fonctions données des a,

Nous supposerons que les opérateurs élémentaires et leurs combinaisons lhinéaires
sont seuls & jowrr de cette propriété (Si cela n'avait pas lieu, nous ntroduirions parmi
les opérateurs élémentaires tous ceux qui en jourraient) Nous devrons donc avoir des
relations de la forme.

1) XY-YX=(XY),
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ol (XY) est une combinaison linéaire des opérateurs élémentaires. nous reconnaissons
13 la relation de Lie dite relation de structure

X,Xk— X],X,= 20.5,;",

Cela posé, deux polynémes seront équrvalents lorsqu'on pourra les réduire I'un & l'autre
en tenant compte des relations (1)

Par exemple le prodwut
(2) PXY-YX-(X1]Q
(ob le premier et le dermer facteurs P et @ sont deux mondmes quelconques) est
équivalent & zero, et 1l en ecst de méme des prodwits analogues et de leurs combi-

naisons lnéares. Les prodwts de la forme (2) sont ce que yappellerar des produits
trindmes

La différence de deux mondmes qui ne différent que par lordre de deux facteurs
conséeutifs est équivalente 3 un polyndme de degré moindre

Solent en effet X et ¥ ces deux facteurs consécutifs Nos deux mondmes s'écriront
PXYQ, PYXQ,
P et Q étant deux mondmes quelconques, et leur différence
P[XY-TYX]Q
sera équivalente &

PXY)Q,

dont le degré est d'une umité plus petit, puisque (XY) est du 1" degré, XYV — YX
du 2¢ degié

Solent maintenant M et M’ deux mondmes équipollents quelconques, cest-a-dire
ne dufférant que par l'ordre des termes On pourra trouver une suite de mondmes
M M, M, ,M,M,
dont le premier et le dermer sont les deux mondmes donnés et qui seront tels que
chacun d’eux ne differe du précédent que par lordre de deux facteurs consécutifs La
différence M—M' qu est la somme des différences M —M,, M,—M,, . , M,— M’ sera
done encore équivalente & un polyndme de degré moindre

Plus généralement, la différence de deux polyndmes équipollents est équivalente &
un polyndme de degré moindre

Je dis mamtenant qu'un polynéme quelconque est towjours équivalent @ un polyndme
régulier
Soit en effet P, un polyndme quelconque de degré =, 1l sera équipollent & un
polyndéme réguber P',, on aura alors I'équivalence
P n=P’ wt+ Pnoyy
ot P, est un polyndme de degré m—1 qui sera & son tour équipollent & un polyndme

régulier P,_,, d'od I’équivalence *
~ Pﬂ—l=1-yn—l+Pﬂ-‘l,

Vor. XVIIIL 29
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et amsm de suite, on finira par arnver & un polynéme de degré zéro, de sorte que
nous pouvons écrire I'équivalence :

Pn=Pln+P’n—x+P/n—:+ )
dont le second membre est un polyndme régulier

Ou a donc un moyen de réduire un polyndéme quelconque 3 un polyndme régulier
en se servant des relations (1) Il reste & rechercher si cette réduction ne peut se
faire que d’une seule maniére

Le probldme peut encore se présenter sous la forme suivante, un polyndme régulier
peut-1l étre équivalent & zéro? Ou bien encore peut-on trouver une somme de produts
trindmes de la forme

@ PXY-YX-(XD)]Q,
qu soit un polyndme régulier non 1dentiquement nul? Toutes les sommes de pareils
produits sont en effet équivalentes & zéro

Le degré d'un prodwit trmdme seta égal a 2 plus la somme des degrés des
polynémes P et Q Si je considére ensuite une somme S de prodwits (2), ce que
yoppellerar le degré de cette somme S, ce sera le pluy élevé des degrés des produits
qu y figurent, quand méme les termes du degré le plus élevé de ces différents
produits se détruiraient mutuellement

Le produit trndme (2) peut étre considéré comme la somme de deux produits, le

produrt bindme
(2bs) PXY-YX]Q,

ot je distinguerar le mondme posutyf PXYQ et le mondme négatsf — PYXQ, et le

produit
-PXY)E,

que yappellera1 le produst complémentawre.

Soit donc S une somme quelconque de produits trindmes de degré p ou de
degré inférieur, je pourrar écrire-

S=8,—Tp+ 8= Tps+ .. ... +8,~-T,
ol S est une somme de produits bindmes de degré k
(2 ter) P[XY-YX]Q,
tandis que — T est la somme des produits complémentaires correspondants
-PXY)Q.
Il gagit de savowr s1 la somme S peut étre un polyndme régulier sans 4tre
dentiquement nulle  J'observe d'abord que s S est un polyndme régulier, 1l doit en

étre de méme de S,, car S, représente l'ensemble des termes de degré p dans S,

tandis que (Sp_, = T3), (Sp—a~Tpm), .., (8:—T,), — T, représentent respectivement
Iensemble des termes de degré p—1, p~2, ..., 2, L.
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On voit immédiatement que S, est équipollent & zéro, comme zéro est un polynéme
régulier, et que deux polyn6mes réguliers ne peuvent &tre équipollents sans étre 1dentiques,
il faut que S, soit identiquement nul

Soit en particulier p =3,
S=3[XY-YX]Z-3Z[XV-YX],

le mgne % signifie que lon fait la somme du terme qui est explicitement exprimé sous
ce signe et des deux termes quon en peut déduire en permutant circularement les trois
lettres X, Y, Z.

On aura
T,=3(XY)Z-3Z(XY),

8, =32 [(XY)Z-Z(XV)],
I,=3[(X1 2]
S=8-Ty+8,—-T,=S[XY - YX~(XY)] Z—SZ[XY - YX —(XY)]
+3[XY)Z-Z(XY)-(XV)2)]

puis

Il est awé de vénfier que S, et S,— T, sont 1dentiquement nuls, de sorte que S
se rédut A — T,

Or
T,=[(XY) Z] + [(YZ) X]+ [(ZX) Y]
est un polyndme du 1 degre, car [(XY)Z] comme (XY) lui-méme est un polynbme
du 1 degré

Or dans un polynéme du 1 degré, chaque terme ne contenant qu'un seul facteur,
on n’a pas & se préoccuper de lordre des facteurs Tout polyndme du 1% degré est
donc un polyndme régulier. S1 donc le polynébme T, n'est pas 1dentiquement nul, la
somme S sera égale & un polyndme régulier qui ne sera pas identiquement nul

Donc pour qu'un polynéme puisse &tre réduit d’une seule maniére & un polyndme
régulier 1l faut qu'on ait les 1dentités suivantes

@)  (XV)Z]+[(YZ)X]+[(ZX) ¥]=0
On reconnait 13 les wdentitds de Jacobi qui joucnt un s1 grand v8le dans la théore
de Lie

(St d’alleurs ces 1dentités n’avalent pas heu, les opérateurs élémentaires seralent
hiés par les équations (3) qui ne seraent plus des 1dentités, 1ls ne seraient plus
linéairement 1ndépendants; on pourrait donc en rédmire le nombre.)

Les 1dentitdés (8) sont donc la condition nécessaire pour que la réduction d'un
polyndme & un polynéme régulier ne puisse se faire que d'une scule mamire.

Il me reste & montrer que cette condition est suffisante.
29—2
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Je dira1 pour abréger une somme régulitre pour désigner une somme de produits
trinbmes qu1 est un polyndme régulier.
Soit alors
S=8,— Tp+ Sp-s— Tpu+ ..
une somme de produits trindmes, les deux premers termes S, — T}, représentent la somme
des produrts trinémes du degré le plus élevé, c’est ce que j'appellerar la téte de la
somme S,

J'a1 distingué plus haut dans un prodwit trindme trois parties que J'a1 appelées le
mon6me positif, le mondme négatif et le produit complémentaire Je dirmx qu'une somme
de produits trindmes forme une chatne s1 le monéme négatif de chaque produit est
égal et de signe contraire au mondme positif du produit swivant Le mondme positaf
du premier produit et le mondme négatrif du dernier seront alors les mondmes extrémes
de la chafne

Il résulte de cette défimtion que tous les monémes positifs d'une méme chaine ne
différent que par l'ordre de leurs facteurs.

Une chaine sera fermée s les deux mondémes extrémes sont égaux et de signe
contraire. S1 S, — T, est une chaine fermée de produits trindmes (S, repiésentant la
somme des produits bindmes et — T, celle des produits complémentaires), 1l est clur
que 8, est 1dentiquement nul puisque les mondmes positifs et négatifs se détruisent
deux & deux.

Nous avons vu que st S est une somme régulitre, S, cst 1dentiquement nul, d’on
1l résulte que la téte d'une somme réguliere S se compose toujours d’une ou plusieurs
chafnes fermées

S1 deux chaines ont mémes mondmes extrémes, leur différence est une chaine fermée

Nous nous servirons de cette remarque pour montrer qu'une chaine fermée peut
toujours de plusieurs manmidres se décomposer en deux ou plusieurs chaines fermées Une
chaine fermée quelconque peut de plusieurs maméres étre regardée comme la différence
de deux chaines C' et C’ ayant mémes mondmes extrémes, soit alors C” une trosi®me
chaine ayant mémes mondmes extrémes La chaine fermée C— C’ se trouve ainsm
décomposée en deux autres chaines fermées C—C” et C” = C’

Il gagit de montrer que toute somme régulibre est wdentiquement nulle et en effet
quand cela aura été démontré, 1l sera évident qu'un polynéme régulier dont tous les
coefficients ne seront pas nuls ne pourra étre équivalente & zéro, puisque tout polyndme
régulier équivalent & zé10 est par définition une somme réguliere

Supposons que le théoréme art €té étabh pour les sommes de degré 1, 2, ..., p—-1,
Je me propose de I'étendre aux sommes de degré p

Je remarque d’abord que s une somme régulire de degré p est 1dentiquement
nulle, 11 en sera de méme de toutes les sommes réguhitres de degré p qui ont méme
téte La différence de ces deux sommes serait en effet une somme régulidre de degré
p—1 qu serait 1dentiquement nulle d’aprés notre hypothdse.
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Il me suffira donc de former toutes les chaines fermées de degré p et de montrer
que chacune d'elles peut étre regardée comme la tdte d'une somme régulire 1dentique-
ment nulle

Toute somme réguhere S d'ordre p a en effet pour téte une de ces chaines fermées,
par exemple 8’, s1 donc je montre que l'une des sommes réguliéres dont la téte est S’
est 1dentiquement nulle, 11 en sera de méme de toutes les autres et en particulier de S.

Pour établir ce pownt, je vais décomposer la chaine fermée envisagée en plusieurs
chaines fermées composantes

Il me suffira de démontrer la proposition pour chacune des composantes

Jappelletar chaine sunple de la 1¥¢ sorte toute chaine ol le premier facteur de
tous les mondmes soit positifs soit négatifs seia partout le méme

Jappellera1 chatne sumple de la 2¢ surte tonte chaine ol le dermer facteur de
tous les mondmes sera partout le méme

Une chaine simple peut d’ailleurs étre ouverte ou fermée.

Il cst énident que toute chaine fermée peut étre regardée comme la somme d'un
certain nombre de chaines simples, alternativement de la 1% et de la 2° sorte

Soit donc S unc chaine fermée, ), C,, , O, des chajnes simples de la 1** sorte,
C ¢, , C', des chaines simples de la 2¢ sorte, on aura

S=C+0,+C+C+ +0,+C,,
le mondme négatit extréme de chaque chaine étant bien entendu égal et de signe

contraire au mondme positif extiéme de la chaine suivante, et le mondme négatif
extréme de C’, égal ct de signe contraire au mondme positif extréme de C,

Soit X le premier facteur de tous les mondmes de C,, Z le dernier facteur de
tous les mon6émes de €', ¥ le premer facteur de tous les monémes de C,, T le
dermer facteur de tous les mondmes de (', (je n'exclus pas le cas ol deux des
opérateurs X, Y, Z, T <crment 1dentiques)

Soit alors C” une chaine simple de la 2° soite ayant son mondme positif extréme
égal ct de signe contraire au mondme négatif cxtréme de C',, dont tous les mondmes
ont pour dermer facteur 7', et dont le mondme négatif extréme a pour premier
facteur X

Soit € une chaine simple de la 1™ sorte dont tous les mondmes ont pour
premier facteur X et dont les monbmes extrémes sont respectivement égaux et de
signe contrare au mondéme négatif extréme de C” et au monéme positif extréme de C,

La chaine fermée 8§ se trouvera décomposée en deux chaines fermées composantes,

& savorr
S'=(C"+C)+C,+Ca+(C,+C"),

S = W+C+C'+ .+, +0 =0
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S’ ne contient que quatre chaines simples, car (C”+C,) et (C'y+ C”) sont des
chaines simples, 8” contient deux chaines simples de moins que 8

En poursmvant on finira par décomposer S en chaines fermées composantes, formées

seulement de quatre chaines simples. Il nous suffit donc d'envisager les chaines fermées
formées de quatre chaines simples comme par exemple S’

Les mon6mes positifs extrémes des quatre chaines

simples qui  forment 8’ ont
respectivement pour premier et dernier facteurs

pour ¢ +C,, X et T,
" c, , X et Z,
» c, Y et Z
» Ch+ 0", YeT
Soent M,, M',, M,, M’, ces quatie mondmes

Tous ces mondmes sont équipollents entre eux et équipollents & un certain mondme
que J'appelleras XYPZT

Nous allons alors construire une série de chaines simples, comprises dans le tableau
smvant, ot dans la premitre colonne se trouve la lettre qui désigne la chaine, dans
le seconde le mondme extréme positif, dans la troisidme le mondme extréme négatif,

Je fais figurer dans le mAme tableau les quatre chajnes simples qui forment 8’ et je pose
pour abréger

Q=XYPZT, Q,=XYPTZ, Q=YXPTZ, Q,=YXPIT

Nom de la chaine | Mondme positif | Mondme négatif || Nom de la chnine | Mondme positif | Mondme négatif

" +C, M, -M, D, M, ~Q

¢ My - M, D, i, -q.

0‘1 M'a -M lz El Ql - Qll

C‘n M’, - Ml 4’1 Q’l - Qz

D, M, - E, Q‘J - Q.

S "V NN U Bl VR NN - S SR SR S

On

peut supposer que tous les mondmes de la chaine D, ont pour premier et

dermer facteurs X et T, de sorte que D, est & la fois une chaine simple de 1*° sorte

et une chaine simple de 2° sorte Il en est de méme des autres chaines D. On

peut supposer de plus que les chaines £ se rédwsent & un seul produit trinéme de
manidre que par exemple

E,=XYP[ZT - TZ - (ZT))
La chaine fermée

8 = (0" 4+ C)+ C 4 Cot C'y
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peut étre décomposée en cinq chaines fermées composantes, 4 savoir.
U,=0"+C+D,—-E -D,
U,=0,+D,-E'- D\,
=0+ D,— E,- D,
Uy=0,+C"+D,—E',-D,,
V=E+E' +E+E,
Il sagit donc de montrer que chacune de ces cinq chaines fermées est la téte

d’'une somme réguliere 1dentiquement nulle

Pour les quatre premiéres, qui sont des chaines simples fermées, le théordme est
évident. On I'a supposé démontré, en effet, pour les chaines fermées d'ordre inférieur a
p. Or 1l est clair que l'on a par exemple

U,=XH,
H étant une chaine fetmée d’ordre p — 1.
Quant & V, ce sera la téte de la somme réguhére
[XY-YX - (XY))PZT+ YXP[ZT'-TZ - (ZT)) - (XY - YX - (XY)) PTZ
- XYP[ZT-TZ -(ZD)+(XY)P [ZI-TZ—- (Z])] - (XY - YX — (XY)] P(ZT),
qu est 1dentiquement nulle

Il reste & envisager ce qui se passe quand deux des opérateurs X, Y, Z, T sont
dentiques, par exemple X =V, ou X =2,

Nous devons alors distinguer le cas ol les divers mondmes positifs ou négatifs de
notre chaine contiennent deux facteurs identiques, I'un jouant le rdle de X et l'autre
le r8le de ¥ (ou l'un le 18le de X et Vautre celm de Z), 1l n’y a alors rien &
changer & l'analyse qui précéde

Et d’autre part le cas ol ces mondmes ne contiennent qu'un seul facteur X

Le premier cas pourra scul se présenter s1 l'on suppose X =2, ou X =T, et s1l
y a plus de trows facteurs en tout.

Le sccond cas pouma au contiaire se présenter s1 l'on suppose par exemple X =Y,
mals on posera alors

Q=Q,=XPZT, Q,=Q,=XPIZ

La définition des diverses chaines demeurera d’ailleurs la méme et on constatera
immédiatement que la chaine V est 1dentiquement nulle

Le théoréme est donc démontré pour les sommes d'ordre p, sl l'est pour les sommes
d’ordre moindre.

La démonstration précédente n’est toutefors pas applcable au cas de p=3, car la



232 M. H. POINCARE, SUR LES GROUPES CONTINUS.

chaine V n'existe que sl y a au mows quatre facteurs. Maws la seule chaine fermée
du 3 ordre est la chaine §,—7, envisagée plus haut et nous avons vu quelle est
la téte d’'une somme régulidre qui est 1dentiquement nulle s1 les identités (3) ont lieu

Le théordme est donc étabh dans toute sa généralité

Toute somme régulidre est identiquement nulle,

Donc un polyndme régulier qui n’est pas identiquement nul ne peut pas s'annuler
en vertu des relations (1).

Donc en résumé,

S les wdentités (3) ont leu, les velations (1) permettent d'une manidre, et d'une seule,
de réduire un polynéme quelconque & un polyndme réguber.

IV. ProBLEME DE CAMPBELL

Solent
X, X, ..., X,

r opérateurs élémentaires, supposons qu'ils solent liés par les relations
1) XoXp = XoXo = (XoXy),
(X.X;) étant une combinason hinéare des X, supposons de plus qu'on ait les 1dentités
(B)  (XaXp) Xo) + (XoXo) Xa) + (X X0) Xp) =0

D'apres le deuxi®me théoréme de Lie, ces opérateurs donnent naissance & un “groupe
continu,” qui admet » transformations mfimtésimales indépendantes Ces transformations
infinitésimales changent f en

f + eXk (f )r

e étant une constante infiniment petite.
Soit
T=tX,+t,X,+..+tX,,

une combinaison linéaire de ces opérateurs Les #; sont des coefficients constants quel-
conques La transformation finie la plus générale du groupe s'exprimera par le symbole

e’ (f).

T=tX,+tX,+ .+tX,,
V=vX,+vX,+...+vX,,

Soient maintenant

deux combinasons lindaires des X. Comme les transformations eZ forment un groupe, le

roduit
P Vel

devra également faire partie du groupe, de sorte que nous devrons avoir

4) eeT=¢¥,
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ol
W=wlX,+wX,+..+wkX,
est une autre combmaison linéaire des X.

Les coéfficients w sont évidemment des fonctions des v et des ¢.

Développons le produit
VmTn

Vel =3 .
m! n!

m'n
Le terme général Vt'——T' est un polynéme d'ordre m+n  Par les relations (1) on
m!n

peut le réduire & un polynéme réguhcr, et cette réduction ne peut se faire que d'une
seule manidre.
Nous pouvons donc écrire

Van
m!nl

=3,W(p, m,n),

ol W(p, m,n) est un polyndme régulier et homogéne d'ordre p(p £m+n), on a donc
e’ =3, , W (p, m, n)
S1 nous réunissons les termes de méme degré et que nous posions
Wyo=Z2n W (p, m, n),
1l viendra:
eVel =32, W,

Le second théordme de Lie, que je viens de rappeler, nous apprend que le second
membre doit étre de la forme e, et par conséquent que-

(6) Wy=—t

C'est 1A une proposition dont la simplicité serait 1nattendue, s1 l'on ne connaissait
pas la théorie des groupes

S1 on pouvait la démontrer directement on aurait, comme I'a remarqué Campbell,
une nouvelle démonstration du second théoréme de Lie

Mais 1l y a plus, on aursit aussi une nouvelle démonstration du troisiéme théoréme
de Lre

Les égahtés (1) nous font connaftre des relations entre les opérateurs élémentaires
et les combinaisons X¥ — ¥YX ; ce sont ces relations qui constituent la structure du groupe.
Cette structure est donc entidrement définmie quand on connait les r* coefficients ¢ des
r* fonctions hnéares (XY)

Mais ces 7* constantes ¢ ne sont pas toutes mndépendantes, tous les coefficients de
(XX) doivent &tre nuls, les coefficients de (YX) sont égaux et de signe contrane &
Vor. XVIIIL 30
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ceux de (XY). Enfin les constantes ¢ dowvent étre chowsies de telle fagon que les
wdentités (3) soient satisfartes J'adjomns donc aux 1dentités (3) les 1dentités suivantes
qui sont evidentes

Bbs) (XX)=0, (XV)=—(¥YX)

Le 3¢ théoréme de Lie nous apprend qu'on peut toujours trouver un groupe de
structure donnée, pourvu que les coefficients ¢ qu» défimssent cette structure satisfassent
aux 1dentités (3) et (3 bis), c’est-d-dire aux 1dentités de Jacobr

Mais supposons 1inversement qu'on ait démontré directement lidentité (5) et par
conséquent la formule (4) Les coefficients w seront donnés en fonctions de v et de t,
et je puis éerire

(6) wr= ¢ (v, t)
Pour former les fonctions ¢, 1l suffit de savon former le polyndme W,, par consé-

quent de savorr former les polynémes W(p, m, n), c'est-d-dire de savowr réduire un

polyndme quelcongue en polynéme régulier, pour cela 1l suffit de connaitre les co-
efficents ¢ )

Sort
VeT=eW ., eWel=eZ, eleV=ce)
ol
U=2u;,X;,, Z=Ez,,X;,, Y=2ngk
Le caractire associatit de nos opérateurs nous montre que l'on a
eVel =7,
d’'olt les relations suivantes
Wi = Pr (v, tu) y Yk = ¢k (b, )
(7) zk=¢k(wn u-)=¢l;('”n y-)
Regardons dans les équations (6) les ¢ comme des constantes, ces équations (6)
défimront une transformation qui transforme v, v,, , v, en wy, w, .., w, Les relations
(7) nous enseignent que l'ensemble de ces transformations constitue un groupe

(C'est ce que Lie appelle la Parametergruppe )

Les substitutions infinitésimales de ce groupe sont
Ldf d

=5 Y by

X.()== dug dt, ’

ol dans ¢ (v, t,) on annule les ¢ aprés la différentiation

Les r substitutions infimtésimales X,(f) sont linéairement indépendantes Et en
effet, pour qu'elles ne le fussent pas, 1l faudrait que le déterminant fonctionnel des
¢u par rapport aux ¢ fOt nul, quels que solent les v quand les ¢ gannulent Or cela
n’a pas heu car ce détermmant devient égal & 1 quand les v Yannulent.

Ayant a1 défim les opérateurs élémentaires X, (f), leurs combinasons 7'= 3¢, X, (f),
e, etc se trouvent définis eux-mémes
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Ces opérateurs étant associatifs, on aura
e (f)=eTe" (f),
c'est-a-dire, en néghgeant les quantités du 3° ordre par rapport aux ¢ et aux u

v=r+0+ 2020

D'autre part, d’aprés la mameére égnt ont été formées lcs fonctions ¢y, on vénfie que
Y=T+U+3TU)=34X, + Zuu Xi + } = (tows — ) (X: Xa),
et la comparaison de ces deux identités donne
XX - X X, =(X. X)),
ol les coefficients des fonctions lindaires (X,Xj) sont bien les 7* coefficients ¢ donnés

Le groupe amsi formé a donc bien la structure donnée et le troisitme théoréme
de Lie est démontré

C'est au fond la démonstration de Schur

Ce que jappellerar le probleme de Campbell consiste donc & démontrer directe-
ment la formule (5), ce quu démontre & la fois le sccond et le troisitme théoréme
de Lie

V. Lk SyMmBoLE ¢ (6)

Considérons r opérateurs élémentaires
X, X, .., X,
et une de leurs combinaisons linéaires
T=tX,+tX,+ +tX,

Soit ensuite V¥ un autre opérateur €lémentaire qui pourra &tre ou ne pas étre
une combinaison hnéawre des opérateurs X.

Supposons que les opérateurs V et X soient hiés par des relations de la forme

VXi—XIV= bl 1X1 +b| 1Xu+ . +b- rXr

(=12 ..., 7),
on aura alors
VI =TV =3u Xy,
ol
U = Zb..,,t.
Je poseral
VT-TV=0(T)

Donc 0(T) est comme T une combinaison hnéare des X, et les coefficients de
8(T) se dédumsent de ceux de T par une substitution linéaire,

30—2
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Je poseral

0[] =06:(T), 6[6™(T)]=6m(T),

de sorte que 6™(T') sera comme T une combinaison linéaire des X, les coefficients de

6™ (T) se déduisant de ceux de T' en répétant m fois cette méme substitution linéarre,

S1 maintenant
& (0) = Zg, 0

est un polyndme ou une série ordonnée suivant les puissances crowssantes de 8, j'écrirar-

¢ (6)(T)
au heu de
Egkﬂ" (T)
Considérons I'équation, dite caractéristique
bn - 0: bun ) blr
W) ba, by-6, ., -0
br, ) , by—8

S1 cette équation a toutes ses racines distinctes et s1 ces racines sont 6,, 6,
1] existe r combinaisons linéaires des X,, & savoir.

(2) Yi=Zay X,
telles que
VY, = YiV = 6,7,
S1 alors on a
T=3tX,=3t":Y:,
on aura
¢ (O)(T)=3¢ (0n) tsY:
Si nous posons
$(0) (1) =3hX,,

nous voyons d’'abord que les coefficients h, sont des fonctions lhnéaires des t, ce sont

d’autre part des fonctions des b, étudions ces fonctions.

S1 ¢(0) est un polyndme entier d'ordre p en 0, les h, seront des polyndmes
entiers d'ordre p par rapport aux b Si donc ¢ (6) est une série ordonnée suivant
les puissances de @, les h, se présenteront sous la forme de séries ordonnées suivant
les puissances des b. Nous allons voir bient6t quelles sont les conditions de conver-

gence de ces séries

Des équations (2) on tire en effet
X,=2BuY,
d'ott
e =ZButi,
$(0) (T)=Z¢ (8x) tsou Xy,
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d’on enfin .
hy=3t;p (61) . aue Bp

Pour déterminer les produits ay Bj faisons

$O=5=;
£ étant une constante quelconque
On a alors
E"—l' p(D) =ZhiX =,
ol
ho= 5 058
tTE-6
On tire de la
E-0(H)=T,

ce qu peut s'écrire
Ehl - Shhi=t,
De ces équations on peut tirer les & en fonctions des ¢, on trouve
t,P
3)  h=324,
® F@)
ol Py est un polyndme entier par rapport aux b et & §, quant & F(§) cest le
premier membre de I'équation (1) od 8 a été remplacé par &
Le second membre de I'équation (3) est une fraction rationnelle en §, décomposons
la en éléments simples, 1l viendra

b=y P
F' (6r) (€ - 61)
ob P} est ce que devient P; quand on y remplace £ par 6
On a donc .
- by
awB = F G
d’od enfin pour une fonction ¢ (6) quelconque-

_vt1P3k¢(9b)X:
@ $O(T)=X iﬁ""—'((h) .

On voit que les h, s'expriment rationnellement en fonctions des b, des 6 et des ¢ (6y)
La formule (4) peut se mettre sous une autre forme, nous pouvons égrire

- _ 1 [ (HI4PX,

(4’ bm) ¢(0)(1')—2’HTJ:—1 F(E) ’
I'intégrale étant prise dans le plan des £ le long d'un cercle de rayon assez petit pour
que la fonction ¢ (§) soit holomorphe & I'mtérieur, nous le supposerons de plus assez
grand pour que les pomnts 6, 6, ..., 6, soient A l'ntérieur du cercle. Cela nous améne
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& supposer en méme temps que le rayon de convergence de la série ¢ (§) est plus
grand que le plus grand module des quantités 6,, 6;, .., 6,

On a alors pour tous les pomnts du contour d’intégration

[E1>16], [£1>]6a], ooy [E]>16r),
d’onr 1l résulte que la fonction 1rationnelle
Py
F§)
est développable suivant les pussances crossantes des b Il en est donc de méme
des h,

Nous avons dit plus baut que les h, sont développables en séries procédant smvant
les puissances des b, et d'apreés cc qui précdde, 11 suffit, pour que ces séries convergent,

que le rayon de convergence de la séie ¢ (£) soit plus grand que la plus grande des
quantités

6], 16a], euers , 16,
Si done ¢ (£) est une fonction entiére, les A, seront des fonctions cntidres des b
Qu'arnive-t-1l maintenant s1 'équation caractéristique
F@)=0
a des racines multiples? Il est aisé de s'en rendre compte en partant du cas général
et en passant & la limite.

Je suppose par exemple que 6, soit unc racine triple Alors F(£) contient le
facteur (£—6,® St je décompose le second membre de (3) en éléments simples, trois de
cos éléments deviendront wfims pour §=6,.

Soient
A,“' A,"’ A‘u)
—_— — +,_,_—_
E-6. " E-ar T E-ay
ces trois éléments simples Alors 1l faudra dans la formule (4) remplacer le terme
4P v (6) X,
7 (6)
(qu n'aurait plus de sens dans le cas d'une racine multiple) par les trois termes
sulvants

z

24, X.$(6) - (1) 24,4 X,$'(6) +(21) 24, X,¢" (6)
On opérermt‘de méme pour les autres racines multiples

Donc les h,, dans le cas des racines multiples, sont des fonctions rationnelles des b,

des 6y, des ¢ (6k) et de leurs dérivés ¢'(6), ¢ (6s), , on pousse jusqud ¢® (6;) =1
Ok est une racine multiple d'ordre p+1

Remarquons que je n'aurmis pu faire ce rasonnement par passage & la hmte, si
Je m'étais restreint des le début en supposant que V est une combinason lLnédaire des
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X, et que les X sont liés par les relations (1) et (3) du N° IV. (relations de struc-
ture et 1dentités de Jacobi)

Alois cn effet les cas ol l'équation caractéristique a des racines multiples ne pour-
ralent plus 8tre regardés comme des cas particuliers de ceux ol toutes les racines sont
distinctes On aurait pu, 1l est vra, démontrer directement la formule (4 bis) et se
servir de cette formule, mais a1 piéféré ne pas mimposer au début cette hypothdse
restrictive, quitte & l'mtroduire dans la suite du caleul, de fagon & avowr le droit de
raisonner par passage A la limite

Quor quil en soit, le cas le plus intéressant au pomnt de vue des applications &
la théorie des gioupes, c'est celur ou cette hypothése restrictive est satisfaite Sup-
posons done que V soit une combinason hnéaire des X

V=oX,+vX,+ +0X,.
Supposons de plus que les X soient hées par les relations (1) du N° précédent
X.X,-X X, =%c,X,,

et que les constantes ¢ satisfont & des relations telles que les identités (3) du N° pré-
cédent ment heu

On aura alors
0(T)=3c,nt)X,,
d’ont
bor=c o xiF i wtet  For it

Les résultats, démontrés dans le cas général, seront évidemment encore vrais dans ce
cas particulier, s1 donc on pose

(O (T)=3hX,,
les A, seront des fonctions lméanes des t, et des fonctions rationnelles des v, des 6,
des ¢ () et de quelques unes de leurs dénvées Les 6, sont les racines d'une équation

algébrique dont le premier membie est un polyndme cntier homogéne de degré r par
rapport aux v et & l'mconnue 6

De plus les h, ne dépendent que hnéarement des ¢ (6;) et de leurs dérivées
S1 ¢ (£) est une fonetion entiere de § les h, sont des fonctions entidres des w.
Dans tous les cas, le symbole ¢ (6)(T) se tiouve entitrement défim
Je termmerar par deux remarques
1° S1 x (&) est le prodwt des deux fonctions ¢ (£) et Y (£), on aura

$O) [¥(0) (1) =¥ (6) [$(6) (1)) = x () (T)

2 Siona

$@O) (=T,
on aura
1
e (U) =T
0N
Cette dermére égalité n'a de sens que s1 ¢(§) ne sannule pas pour £=0, de telle

fagon que -4,—1(-0) soit développable suivant les puissances de 6.
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VI. FORMULES FONDAMENTALES.
Considérons I'expression
@) g~V BT g,

V et T ayant méme mgunification que dans le § précédent, tandis que a et 8 sont
des constantes trés petites Développons cette expression en négligeant les termes du
8¢ ordre par rapport & a et & 3, 1l viendra-

(1—aV+“‘g:) <1+BT+€2£’) (1 +aV+“’TV'),

ou
1+ 87T+ %Z’—aB(VT— V),
ou avec la méme approximation
eﬂT—-ﬁ VT-TV)

On aura done, toujours avec cette approximation
(2) eV efTeV=efU od U=T-ab(T),
ou encore avec la méme approximation
(2 bis) eV BT eV =¢fU, ot U=e—(T)

Je me propose mantenant de démontrer que la formule (2 bis) est vraie quelque
loin que l'on pousse l'approximation, et d'abord qu'elle est vrae quand on néghge le
carré de 8 et qu'on pousse l'approximation par rapport & a ausst lomn que lon veut

Supposons donc qu'on pousse l'approximation jusqu'aux termes en B et jusqu'aux
termes en a™ inclusivement Dans l'expression (1) nous remplacerons 8T par 1+ 8T,
eV et eV par les m+1 premiers termes de leurs développements, en effectuant le
produtt (et néghgeant dans ce produit a™*') nous obtiendrons un polyndme symbolique
que nous pourrons rendre régulier par les procédés du N° III Sort

¢ (a, B)=ZAII,

le polyndme régulier amns1 obtenu, II est un mondme symbolique, et A son coefficient qui
est un polyndme entier en a ¢t 8

Nous avons alors
®) ¢ (a+du, B)=eHleV T glatda) V = g~do-¥ g (g, @) gdo-V,

En effectuant le produit du 8° membre de cette double égalité, et néghgeant le
carré de la différentielle da, on obtiendra un polyndme régulier de méme forme dont
les coefficients sont eux-mémes des polynémes du 1 degré par rapport & da d'une
part, par rapport aux coefficents 4 dautie part. Telle est la forme du polyndme
¢ (a +da, B).
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D’autre part on a-

(B bis)  ¢(atda B)—o(a B)=da2‘%‘;n,

Cette égalité, rapprochée de la remarque que nous venons de faire, montre que d‘:
est une combinaison hinéaire des coefficients A.

Donc ces coefficients A4, considérés comme fonctions de a, satisfont & des équations
hnéaires & coefficients constants

De plus pour a=0 1ls dowvent se réduire aux coefficients de ¢*7 Ces conditions
suffisent pour les détermimner

Or je dis que l'on peut y satistane en faisant (conformément & la formule 2 bis)
$(@B) =V, U=e=(T)
En effet cette formule nous donne
d(a+da, B)=6U, U'=¢tdao(])

et il gagit de vérifier que
g-da V gBU yda V _ 80"

Or la formule (2 bis) démontrée quand on néglige d'une part le carré de B, d’autre
part le carré de a, peut s'appliquer 1c1 puisque nous néghgeons le carrd de B et celm
de da  Nous avons donc

e V U gde V= g8U"  [J" = g=da.0([]),
d'ott .
U’ =¢ [~ ()] =e"'e+d8( )= U".
On a donc bien
¢ (a+da, 8) = gda V U gdo. V = o8U”
CQFD

La formule (2 bis) satisfait donc & nos équations différentielles et comme ces équations
ne comportent qu'une solution, cette formule se trouve vénfiée

Poussons mamtenant l'approximation ausst lon que nous voulons tant par rapport
& B que par rapport & a

Nous avons
¢ (a, B)=eVerTerV,
d’on
¢ (a, B+dR)=e"=VeBraNTeaV = (g=aVehTeaV) (g~ Ve TerV),
ou

¢ (a0, B+dB) = (a B)$(a dB)

Comme nous néghgeons le carré de dB, je pus écrire

¢(¢, dB)=5d‘ Uy U=6_°.(T),
Vor. XVIIL 31
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d’on: .
4)  ¢(a B+dB)=¢(a, B)e* U,

Cette formule (4) représente sous forme condensée des équations différentielles de
méme forme que les équations (3 bis), auxquelles dovent satisfaire les coefficients A de

d(a, B)=34.TL

Clest ams1 que la formule (4) représentait sous forme condensée les équations
(8 bis).

On peut satisfaire & ces équations par la formule (2 bis), cette formule donne
en effet
¢ (@ B+dB)=eB+IV = U I U= (a, B) et U

Les équations différentielles ne comportant comme les équations (3 bis) qu'une seule
solution, la formule (2 bis) se trouve vérifiée dans tous les cas.

Cette formule (2 bis) n'est d'ailleurs que la traduction symbolhique d’'une formule
bien connue et, s1 j’a1 développé la démonstiation, c'est uniquement pour mieux faire
comprendre les symboles employés et pour fane connaitre un mode de rasonnement
applicable & des questions analogues, je veux parler de celu1 ol s'mtrodwmsent les
équations différentielles (3 bis) ou les équations analogues

Il importe avant d’aller plus lom de préeiser la portée de la démonstiation que
nous venons de donner Pour qu'elle soit valable, 1l faut que tout polynéme puisse étre
rédutt d’'une mamiere et d'une seule & étre régulier Or, d'aprés le N° III, cela a heu
dans deux cas.

1° S1 V et T sont des combinasons linéaires des opérateurs X,
V=3unX, I=3tX,
et s1 ces opérateurs sont hés par des relations
XX - X X, = Zcn X,,
les constantes ¢ satisfaisant aux 1dentités

(Xo (Xp X)) + (Xp (X Xa)) +(Xe (XoXy)) =0;

s1 en dautres termes les opdrateurs X défimssent un groupe de Lie et s1 e*¥, €T sont
deux transformations quelconques de ce groupe

Dans ce premier cas la formule (2 bis) est towjours vrase
2° Elle sera donc vraie en particulier s1 on suppose que
v, X, X,,.... X,
sont 7+ 1 opérateurs liés par les relations

(6) VX, -X,V=3b,X,
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et
(6) X.Xi—XiX,=0

Ces relations entrainent en effet I''dentité
V(X X))+ (X (XY ) + (X (VX)) =0,

en désignant suivant la coutume par (VX,) et (X,Xi) les seconds membres des relations
(5) et (6) On aura donc dans cette hypothése

(2 bis) eVefTer =BV, U=e-4(T).
On aura de méme en permutant V et T'
(2 ter) e FTeVefT =g W, W =¢P1(V),
e f1 étant un symbole analogue & e~* et défim de la mamere swivante le symbole

n est formé avec T comme le symbole 8 avec V', on a donc, st ¥ est un opérateur
quelconque

(¥Y)=TY-YT
On aura donc
a(V)=TV-VT=-6(T),

et en vertu des relations (6)
7(X)=0, 7°(V)=0, 7*(V)=0,
e (V)= V= B (V) =V +B0(T)
La formule (2 ter) devient ainsi
(2 quater)  e~ATeaVehT = gaV+apd(T>
S1 lon suppose mamtenant que les 1elations (5) subsistent, mais que les relations

(6) n’aient plus lieu, les formules (2 bis) et (2 quater) cesseront d’étre vrales quels que
soient a et B

Cependant supposons que l'on regarde les opératemss X comme trés petits et qu'on
en néghge les carrés, & ce degré d’approximation, les 1elations (6) dont les premiers
membres sont du 2¢ ordre par rapport aux X se trouvent satisfaites d’elles-mémes

Les relations (2 bis) et (2 quater) sont donc vraes, s1 'on néglige les carrés des X,
ou, cc qui revient au méme, st l'on néghge le carré de T, ou encore s1 on néglge
le carré de @ (puwisque T’ ne figure qu'affecté du facteur B)

Sv donc V et les X sont r+1 opérateurs lids par les relations (5), les relations
(2 bis) et (2 quater) ont hew aux quantités prés de Uordre de B°

Au méme degré d’approximation la formule (2 quater) peut s'écrire

eV +ap(T) = gV — BTeV + ¢V BT,
ou encore
e«V&-SO(T) = eV — eﬂTeaV + ecl'eﬁf’

31—2
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ou en vertu de la relation (2 bis).
EV+BT) = Y _ VAU 4 aV 8T [ = g=8(T),
ou, toujours en néghgeant le carré de 8:
e2V+afd(T) = oV (1 — BU + BT) = 2V #(T- 1),

S1 nous posons
+ad(T)y=W; T-U=Y,
1l vient

() eV+BW = gaVgsY Yal—e e

(W).

Soit
W=3wlX

une combmaison lnéaire quelconque des X,, peut-on déterminer les coefficients ¢ de la
combmnaison T'=3t X, de telle fagon que l'on ait

+af (T)=W?

Cela cst évidemment toujours possible s1 le déterminant des coefficients by n'est pas
nul Dans ce cas la formule (7) est vraie quel que soit W

S1 maintenant ce détermmant est nul, 1l suffit de partir du cas ou ce détermmant
n'est pas nul, de fawre vailer les coefficients b d’'unc mamere continue de fagon que ce
déterminant devienne de plus en plus petit et de passer & la liumte, pour démontrer
que la formule (7) est encore vraie quel que soit W

S1 enfin V, au heu d’étre un opérateur indépendant des X, n'est qu’une combinaison
linéaire des X, la formule (7) est évidemment encore vrale, puisqu'elle ne peut cesser
de I'dtre par smite de Iintroduction de nouvelles relations entre nos opérateurs.

Remarquons que ce raisonnemecnt par passage & la hmite n’aurait pas été possible,
s1 nous nous étions restremts dés le début en supposant que V et 7 sont des com-
binaisons des opérateurs X, que les X définissent un groupe de Lie, que e*” et €87 sont
deux substitutions fimes de ce groupe de Lie. Dans ce cas en effet le déterminant des
by aurait été constamment nul

La formule (7) peut s'établir directement
En effet en négligeant le cairé de 8 on a

wveow o s @VIBWT_ oy g3 @ (yamsW 4 Vs WV 4 Vo
+ . + VWV 4 Wy,

Or on trouve aisément

VoW VWV o 4 WA= - V0 (W)

w1 2( z)

7(—"—3“)'17 sga (W) — ),“Vﬁﬂ (W) F ‘o—|8""(W)
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d’ou:
aﬂ'—] - .
T et B3 T [ V0 o)

AV = gV 4 B, [E:V);;(—a;:)l’ l(W)J =ev [1 +83 0 ;0), l(W)]

ou

ou
1-—-

~af
EVIW =T (148Y) =T, V=-" (W)

C. Q. F. D.

VII. FORMATION DES SUBSTITUTIONS INFINITESIMALES D'UN GROUPE DE STRUCTURE
DONNEE

Soient done X,, X,, , X, r opérateurs élémentaires hi€s par les relations
1) X X=X X, =(X.X)= ZcwX,,
les ¢ étant des constantes telles que les 1dentités de Jacobr du N° III aient lieu

Solent
=3tX,, U=3uX, V=X, W=3wlX,

diverses combinaisons linéaires de ces opérateurs,

Considérons le produit
eV AT |
effectuons le produit qui sera une série de polynémes symboliques, rédusons chacun de
ces polyndmes & des polyndmes 1éguliers en nous servant des relations (1), je me
propose d’étudier la nouvelle série amnst obtenue que jappelle ¢(a, 8), le raisonnement
sera le méme que dans le N° précédent, mais je le développerar un peu plus.

Tous les termes de cette série ¢(a, B) sont des polyndmes réguliers, et les co-
efficients de ces polynémes se présentent cux-mémes sous la forme de séries développées
sutvant les pussances de a et de B Je puis ordonner ¢(a, B) suivant les puissances
croissantes de 3, en groupant tous les termes qui contiennent en facteur une méme
pussance de 8. J’obtiens amsi:

¢(C¢, B)= ¢0 + ,8¢) + B"¢z +
D’autre part y'a1
$(a, B+dB) = eTeTe® T=¢ (a, B)e¥ "= ¢ (a, B)(1 +dB T),
ou.
»  P-er
ou.
®  mpn=dur. T
ces conditions jointes 3
# =

suffisent pour déterminer ¢
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Or on y satisfait de la maniére suivante Faisons
b0 B)=2¥, ¢(a B+dB)=eT+7,
soit 7 un symbole qui soit & W ce que 8 est & V.
11 s’agit de satisfaire & I'équation (2) ou ce qui revient au méme &

(e, B+dB)=¢(a, B)e® T,
on doit donc avoir
W AW . oW T

Or en vertu de la formule (7) du N° précédent, on satisfera a cette condition s1 l'on a
) d,B.T:L__qi_"(dW)
Cette formule (5) 1eprésente symboliquement un systéme d'équations différentielles
auxquelles dovent satisfaire les coefficients w,.
En vertu de la formule (4 bis) du N° V., ces équations peuvent s'écrire

1 dE 1~ ¢ty
5 b dB= ——— | 2 e = 3 P,
Ghe)  tdB= =T FEy Bl

(=12 .,r
S1 l'on a
WX, -X.W= Eck.t.ukan
F(E) est le détermnant dont I'élément est (pour la +* higne et la ¢ colonne)
- (cl 180+ Cor g W+ L+ cr.v.'nwr)v
sauf les éléments de la diagonale principale (x=s¢) qui sont égaux a
—=(C1 v W H Copu Wy + oen +Cry W)+ E,

les Py sont les mineurs de ce déterminant. L'mtégrale du second membre de (5 bis)
est prise dans le plan des £ le long d’'un contour fermé enveloppant toutes les racines
de I'équation F(£)=0

La condition (2) sera donc satisfaite, s1 les w satisfont aux équations (5 bis), la
condition (4) le sera également s1 les valeurs imitiales des w pour 8=0 sont

Wy = Ve

Les équations (5 bis) admettant toujours une solution telle que pour 8=0 on ait
w,=v;, et d'autre part les conditions (2) et (4) suffisant pour déterminer ¢, on aura.

4)(“, ,8)=e"’, w=2w$XU

les w étant des fonctions de B définies par les équations (5 bis) et les conditions imtiales
w, =1,

La sérne ¢(a, B) n'est donc autre chose qu'une exponentielle dont l'exposant est
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une combinason hnémre des X,, c'est le théoréme que j'a1 annoncé au N° IV | et comme
d’autre part ce théortme a été étabh en s'appuyant simplement sur les relations (1) et
en en fawsant des combinasons purement formelles, le probldme de Campbell est résolu
et le troiméme théoreme de [Lie, en vertu de la remarque faite dans ce N° IV, se
trouve démontré,

Il est a18é de se rendre compte de la forme relativement simple de ces équations
(5 bis). Sowent &, &, . ., & les p racines distinctes de I'équation F(§)=0, ce sont
des fonctions algébriques des w, puisque F(£) est un polyndme entier par rapport & £

d
et aux w Les seront donnés par des équations hnéares dont les seconds membres

Wy
dg
seront des constantes, tandis que les coefficients des premiers membres seront des fonctions
1ationnelles des w, des & et des e~f¢, ces coefficients ne dépendront d'ailleurs que liné-

awrement des exponentielles e~%, ce seront des fonctions symétriques des racines

dw
Résolvons ces équations par rapport aux -5, nous trouverons

a8

d:
(6) d%:A,,t,+A“t1+ . 4 A ot

les coefficients 4 étant rationnels par rapport aux w, aux £ et aux e~fe.

Le probléme qui se pose & propos du tiosieme théoréme de Lie est amnm com-
plétement résolu

Il sagit de trouver » opérateurs
g P

X (f), X (f) . Xe(f)

satisfarsant aux relations (1), on y satisfait en fasant

d, daf d,
X'(f)zA'ld£,+A'ad1jl},+ +A-rd,;£-

Les équations (5 bis) peuvent se mettre sous plusieurs autres formes

Sort
Sk swe=b,,
On aura (puisque les P, sont les mineurs du détermimant F)
EP,— SbPry=0
pour 1% 7 et
EP, —3by Pu=F
pour 1=}

Nos équations

. 1-e duP,
(Bbis)  tdB= g Tl/i'—‘l fdg " E"_ 3,900
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donnent
BEhba= g fdg 1 "_"_ S, duyS,bu Py
«/" 1 ’
d'ott

Sydw, Py - e‘f
F

1
aBEbba= g Jap@ -y DpRe o [ lo

La deuxidme intégrale étant nulle, nous pouvons écrire tout simplement

1  S,duwP
(ter)  Ebbe=g— fdg(l_. 8y 20 Py
k=1, 2, .., 1)

D’autre part I'équation (5) peut s'écrire

(7) i%f = '__—e_,, ),

d'ot

dw, 1 f gEdE SyP,
d8 " 2ry_1J1-¢t F(§)’
ce qui donne.

EdE df
L= 21”/ 1[(1 e FH 2 d

Cette dermére intégrale doit étre prise le long d’un contour enveloppant toutes les
racines de F(§)=0, mais n’enveloppant pas les points

E=%rN=1 (k=4+1, +2, ... ad mf)

VIII. FoRMULES DE VERIFICATION
Soit
eVH8V = V¥,
V=3X, 8V= va,,’X“ Y= 2:‘/|K| 5

on aura en vertu de la formule (7) du N° VI

- 1 -
(posant .
o(Ty=VT-TV
comme dans le N° V),
Soit maintenant
6~VeTeV = oV,

on aura par la formule (2 bis) du N° VI
U=e*(T).



M. H. POINCARE, SUR LES GROUPES CONTINUS, 249

Soit
e~ VHIV) gTgV43V — U,

on aura
U' = e—(N-M) (T)’

ol @+ 86 est un symbole qui est & V'+8V ce que 6 est & V. On aura d’autre part
eU' = g=Yg-VeTeVe¥ = ¢~ FoUpY,
d’olt en néghgeant le carré de Y qui est infiniment petit.
eV = U — YeU 4 UY = gU+UY-YU
Don
U-U=0Y-YU
S1 je canviens de poser

60480 _ g0 — § (¢~9),
1l viendra

U-U=8("*(T)
Nous arrivons amnst & la formule symbolique suivante
o\ 7 e 1-¢? 1—¢? -
M e T=[(D]|" 7= @V) || 55— @) [[e(D))

Pour mieux exphquer le scns de cette formule rappelons que nous avons trouvé
plus haut

® SO == [we® I,

ott les ., sont des fonctions rationnelles des ¢, des v et des & données par les équations
B)  Ehi=Zbuhr=t,  bu=CiralFC kYt e+ gt

Alors on ama

8¢~ (T) = T«}_—T f dEet38hX,,

ol les 8h, sont les accroissements que subissent les fonctions h, quand les vamables v
subissent les accroissements Svg.

Si alors les 7, sont ce que deviennent les %, quand on y remplace les ¢, par les
8u, la formule (1) pourra prendre la forme

1—¢¢
§
Dans le 1¥ membre le signe = se rapporte aux r valeurs de l'ndice 1, dans le

2% membre aux r(r—1) arrangements des deux indices @ et k (l'arrangement ¢, k étant
regardé comme différent de l'arrangement £, 1).

(1bis) 2rV=1SX, f dfetoh, =3 (X, Xs— X X,) f dE s f dgeth,

Cette formule nous fait connaitre un certain nombre de relations auxquelles dowvent
satisfaire les expressions X, X;— X;X, ou (X,X;) Ces relations sont curieuses, mais

Vour. XVIII. 32
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la plupart ont déja été démontrées par Killing et 1l semble que les autres pourraient
se démontrer facilement par les procédés de Kilhng. Je n'y insiste donc que comme
sur un procédé de vénfication

Les deux membres de cette équation sont d’une forme particulidre.

Le premier membre est hnéawre & la fois par rapport aux symboles X,, par rapport
aux t,, aux Ou, aux exponentielles e-% (les 6, étant les racines de I'équation F=0)
Les coefficients de cette fonction hinéare sont eux-mémes des fonctions rationnelles des
v et des 6,.

Le second membre est hnéaire & la fois par rapport aux symboles (X,X}), par rapport
aux t,, aux Ou, aux exponentielles ¢=¢ et e~%-% (6, et 6 étant deux 1acines de F=0).
Les coefficients de cette fonction linémire sont encore rationnels par rapport aux v et
aux 0,.

Les 6, étant les racines de l'équation F=0 sont des fonctions algébriques des wv.
Dans les deux membres de I'équation (1 bis) entrent en outre linéairement un certan
nombre de fonctions transcendantes, 1l y a d'abord les exponcntielles e-% et 11 y en a
autant que l'équation F'=0 a de racines distinctes Il y a cnsuite les exponentielles
e+ qui peuvent étre distinctes des précédentes, mais qui peuvent également ne pas
en 8tre toutes cistinctes s1 l'une des 1acmes de P'équation F'=0 est constamment égale
4 la somme de deux autres racines

Supposons qul y ait ¢ exponentielles et solent
em, em, .. ,en
ces exponentelles.
Les deux membres de l'équation (1 bis) seront alors des fonctions linéares des
prodmts de la forme
(#) tmSune™,

ot m et h peuvent prendre les valeurs 1, 2,..., 7, et ol u peut prendre les valeurs
1,2 ,q

Les coefficients de ces produits sont des fonctions algébriques des v, ne dépendant
ni des £, n1 des v Pour que Identité puisse avorr leu, 1l faut que l'on puisse égaler
dans les deux membres de (1 bis) les coefficients d’'un méme produit (4)

Nous aurons amsi un ceirtain nombre de relations hnéaires entre les symboles X,
d’'une part, les symboles (X,X;) d'autre part, les coefficients de ces relations linéaires
sont des fonctions algébriques des v Ces relations linéawres dowvent &tre identiques aux
relations de structure ou en étre des conséquences.

Jexaminerar seulement le cas particulier ou F(£) =0 a toutes ses racines distinctes.
Je puis alors supposer que les opérateurs élémentares X, ont été chowms de telle

sorte que:
VXY -X.V=6X,

9; étant l'une de ces 1acines.
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Egalons alors dans l’équucwn (1 bis) les coefficients de ¢,,8v, 1l vient

2 J- % [dEe dvpdt —(Xth)l:—e—— e~

Le premier membre ne dépend que des exponentielles ¢~% mais le second membre
outre l'exponentielle e=®= contient encore ===,

Egalons les coefficients de e~®-% S1 6+ 6, n'est pas égal & une racine de F=0,
cette exponentielle ne figurera pas dans le 1* membre, nous aurons done

(XmXn)=0.
On reconnait 14 I'un des théorémes de Kilhng

S1 au contrawre 6+ 6, est racine de F =0, l'exponentielle pouira figurer dans le
1 membre et (X, X3) pourra ne pas étre nul

Je n'msisterar pas sur les autres vérfications, m sur le cas ol les racines ne sont
pas distinctes et olt on retrouverait les autres théorémes de Killing

Je me bornerar & fawre remarquer que la vénfication de la formule (1 bis) n'est
pas immédiate, et quil faut pour la fawre avoir recours aux identités de Jacobr et aux
théortmes que Killing en a déduits

IX INTEGRATION DES EQUATloNs DIFFERENTIELLES ET FORMATION DES SUBSTITUTIONS
FINIES DES GROUPES

Soit
) eVHdV — gVgdd
ol
V=3uX,, dV=3dy.X,, d4d=23da, X,

On aura cn vertu de la formule (7) du N° VI

@ d

Cette formule, 1dentique sanf les notations & la formule (5) du N° VII, compiend,

sous la forme symbolique, » systémes d’équations différentielles, amsi que je lar déja
fait remarquer au N° VIIL

Annulons tous les da, sauf daz, égalons ensuite les coefficrents de X,, X,, , X,
dans la formule (2) Nous aurons r équations différentielles qui défimront
dv dvy, o de
day’ da’ 7 dy
en fonctions des » Ce sont 1y comme nous l'avons vu au N° VII, les équations diffé-
rentielles qu défimssent une des substitutions mfimitésimales du groupe, s1 l'on prend les
v comme variables 1ndépendantes

32—-2
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En donnant & lindice % les valeurs 1, 2, ..., r, on obtiendra r systmes d'équations
différentielles correspondant aux r substitutions infinitésmales du groupe

Nous devons prévorr que ces équations peuvent se ramener, au moms dans le cas
des groupes de la 1" famille (vide supra N° L), & des équations hnéaires, puisque cest
13 un résultat bien connu obtenu par Lie.

Voia le changement de varables quil faudrait faire pour retrouver ces équations,
soit ¢
U=3uX,, eVele"=¢L, L=3IX,;
on aura*
@) L=e*()

Cette équation symbolique (3) nous apprend que les [, sont des fonctions des v
et des u, linéaires par rapport aux u, et nous permet de former ces fonctions. S1 alors
on pose:

e-—V—ere UeV+dV = eL+dL’
on aura’
eL+dL — g-dd gLyl
ou, puisque 4 est infiniment petit
(4) dL=LdA-dA.L

Cette formule (4) représente symboliquement » systdmes d’équations différentielles qu
ne sont autre chose que ce que deviennent les 7 systémes d’équations différentielles

représentées symboliquement par la formule (2) quand on prend les I, pour variables
nouvelles.

Celui de ces syst®mes que I'on obtient en annulant tous les da sauf da s'éenit

L _rx,- XL

(4 bis) day

Ces équations sont linéaires et & coefficients constants et sintégrent immédiate-
ment; ce sont celles auxquelles Lie arrive par la considération du groupe adjomt Il
mmporte de remarquer que la réduction des équations différentielles (2) aux équations (4)
par le changement de variables (3) n'est pas immédiate et qu'on ne peut la fare quen
tenant compte des 1dentités de Jacobr.

Considérons de plus prés le cas des groupes de la 2° famlle Nous pourrons alors
choisir les opérateurs élémentares X, de telle manidre quon en pusse distinguer de
deux classes Ceux de la 2% classe seront permutables & tous les opérateurs, ce seront
les X”,, quant & ceux de la 1¥¢ classe que jyappellera1 les X', 1ls seront caractensés
par la propriété suivante aucune combinmson hinéaire des X', ne sera permutable & tous
les opérateurs.

Pour mettre en évidence cette distinction, y'écrirar quand 1l y aura lieu

S0 X, =30X + %" X", V=X, V=X, V=V+V"
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Les o, seront ainst les coefficients des X', et les v”, ceux des X", Les lettres
Wy, w’yy, U, U, U, U7, L LY, ete. auront une signification analogue

Il est clair qu'on aura

VT =TV = V' =TV = 0,
d’'od
o(T)y=VT-TV=V'T' =TV

J'mtrodus alors un symbole nouveau, soit:
Ve -rv=3sxvX', +:iI\N X",
Je poserar
¢ (I=3\X", ¢ (IN=2\"X",
et je défims ¢ () & laxde de & comme j'ar défim ¢ (8) & Paxde de & On a alos
6(X")=0, 0[6"(D)]=0, ¢(O)(T")=0,

et on trouve aisément
$@O@=sO/I) =4 @) M)+ 220 M) 4407
Remarquons que les cxpressions
o(1T), (T, 6°(D),

dépendent des v et des ¢ mais sont indépendantes des »” et des ¢”, et 1l en est
de méme de ¢(6) (T) st ¢(0) est nul.

Les [, étant Linéaires par rapport aux u, Je puis écire

dl
l,=% du';, U
dl,
Les o sont des fonctions des »  Voyons combien de ces fonctions sont indépen-
k

dantes les unes des autres Je dis d’abord que ces fonctions ne dépendent que des o
Nous avons en effet (¢4 étant une substitution quelconque du groupe)
eV'HV =gV gV’ oV 'eZeV" = g2,
d'ott
el =g~V =V UV +V ' = g=V"g=V'gUgV'eV" = g=V'gUgV",

ce qui montre que L ne dépend que de V', maiws pas de V”

Je dis mamtenant que le nombre des fonctions g—i mdépendantes les unes des

autres cst précisément celwr des variables »* En d’autres termes, s1 I'on posc

el =eVeUeV, el=gVieUeh,
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Iidentitd L =1L, si elle a heu quel que soit U entraine Identité V' =7",. 81 en effet
L =L, on aura quel que st U.
eVie-VeUeVe Vi = ¢,

ce qui montre que e"e~": est permutable A toutes les substitutions du groupe Clest
donc une substitution qu ne dépend que des X", de sorte que je pus écrire

eVeVi=eW"

W’ étant une combinaison linéaire des X”,, on en tire

eV = eV eV =gVt W |

d’olt
V=V+w,
V=V, V'=V,+W"
Done V=V,
CQFD
Nous pourrons prendre comme vanables les if‘ et les v, au leu des v et
des v".

Les j% sont défims par les équations (4 bis), quu étant par rapport & ces vaiables

I

des équations hnéaires & coefficients constants s'intégrent 1mmédiatement

Les équations (4 bis) nous font donc connaitre les (%l[ et pau conséquent les v en

fonctions de la varable a
Pour obtenir les v”, 1evenons anx égnations (2), s1 nous posons
1= 6920+ 64 (6),
elles peuvent s'éciire
dA" =dV’ + 6 ¢ (8”)(dV"),

dd” =dV” + 0" (8') (dV")
On a
d4’' =3da’y, X'y, dA” =3da”, X"}

Si1 on annule tous les da’ et tous les da" sauf da”;, nos équations donnent
simplement

v'y=const , v”,=const (12k), v";=a";+ const
S1 on annule tous les da’ et tous les da” sauf da’y les équations deviennent
X'ida'y=dV' +0'¢ (6')(dV"),
0=dV"+ 6"y (8')(dV")
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La premiére de ces équations, équivalente aux équations 4 bis, est susceptible comme
nous l'avons vu d'étre ramenée & la forme d'un systdme d’équations hnéares & co-
efficients constants  L'intégration est immédiate et nous donne les v’ en fonctions de
la vanable a’;

La seconde équation est équivalente & un systéme d’équations de la forme
v, +dv' P+ dv P+ .+ do B =0,

les F étant des fonctions données des »° En remplagant les v’ par leurs valeurs en
fonctions de a’y, elle prend la forme

dv’y+ ¢ (a'y)da’y=0

et s'intégre immédiatement par quadrature.



