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COMPLÉMENT À L'ANALYSIS SITUS ;

Par M . H . Poincaré , à Paris .

Adunanza d
e
l

2
6

marzo 1899.

SI .

Introduction .

Dans le Journal de l 'École Polytechnique ( volume du centenaire

d
e la fondation d
e l 'École , 1894 ) j ' ai publié u
nmémoire intitulé Ana

lysis situs , où j 'étudie le
s

variétés d
e l 'espace à plus d
e

trois dimen

sions e
t

le
s propriétés des nombres d
e Betti . C ' est à cemémoire que

se rapporteront le
s

renvois que je serai amené à faire fréquemment

dans la suite , en mentionnant seulement le titre Analysis situs .

Dans ce mémoire se trouve énoncé le théorème suivant : Pour
toute variété fermée , les nombres d

e Betti également distants des extré
mes , sont égaux .

Le même théorème a é
té énoncé par M . Picard dans sa

Théorie des fonctions algébriques d
e

deux variables .

M . Heegaard vient d
e

revenir su
r

ce même problème dans u
n

travail très remarquable , publié e
n langue danoise , sous le titre « For

studier ti
l
e
n topologisk teori för d
e algebraiske Sammenhäng » (Copen

hague , de
t

Nordiske Forlag Ernst Bojesen , 1898 ) . D 'après lu
i , le théo

rème e
n question e
st inexact e
t

le
s

démonstrations sont sans valeur .

un
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Avant d'examiner le
s objections d
e
M . Heegaard , il convient

d
e faire une distinction . Il y a deux manières d
e définir le
s

nombres
d
e Betti .

Considérons une variété V que je supposerai , par exemple , fermée ;

soient v , V . , . . . , V . , 11 variétés à p dimensions , faisant partie d
e

V . Je suppose q
u ' on ne paisse pas trouver de variété à

pti di

mensions , faisant partie d
e
V e
t

dont v , V , . . . , V constituent la

frontière complète ; mais que , si on leur adjoint une ( n + 1 ) em
e

variété

à p dimensions , que j 'appellerai vnt , et qui fera partie d
e

V , on puisse

trouver une variété à p + i dimensions , faisant partie d
e

V , dont

V , V , , . . . , Vn , Unt constituent la frontière complète e
t

cela d
e quelque

manière q
u
e

l ' on ait choisi la ( n + 1 )eme variété vntz . Dans ce ca
s , on

dit que le nombre d
e Betti e
st égal à n + 1 pour les variétés à p

dimensions .

C 'est la définition adoptée par Betti .
Mais o

n peut donner une seconde définition .
Supposons que l ' on puisse trouver dans V une variété à

pti
dimensions , dont v , 0 , , . . . , V , constituent la frontière complète ;

j 'exprimerai ce fait p
a
r

la relation suivante :

v tv , t . . . tun vuo ,

que j 'appellerai une homologie .

Il pourra se faire que sur la frontière complète d
e notre variété

à p + 1 dimensions , une même variété v , se retrouve plusieurs fois ;

dans ce cas , ell
e

figurera dans le premier membre d
e l 'homologie avec

u
n coefficient , qui devra être un nombre entier .

D 'après cette définition , on peut additionner le
s homologies , les

soustraire le
s

unes des autres , les multiplier par un nombre entier .

Nous conviendrons également q
u ' il est permis d
e

diviser une homo
logie par u

n

nombre entier , quand tous le
s

coefficients sont divisibles

par cet entier . Par conséquent , s ' il y a une variété à pti dimensions ,

dont la frontière complète sera constituée par 4 fois la variété v ,

nous conviendrons q
u ' on peut écrire non seulement l 'homologie :

40 ,no ,
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mais encore l'homologie :

V, 0;

de sorte que cette homologie signifie qu 'il y a des variétés à pti
dimensions, qui admettent pour frontière complète la variété v , ou un
certain nombre de fois cette variété .

L 'homologie

2v , + 3v , o

SL

signifie qu'il y a des variétés à pti dimensions, qui ont pour
frontière complète 2 fois v , et 3 fois v, , ou 4 fois v, et 6 fois v , ,

ou 6 fois v , et 9 fo
is
v , , et
c
.

Telles sont le
s

conventions que j ' ai adoptées dans l ’Analysis
situs , page 1

9 .

Je dirai que plusieurs variétés sont indépendantes , si elles ne sont
pas liées par aucune homologie à coefficients entiers .

S
i alors il y a n variétés indépendantes à p dimensions , le nombre

d
e Betti , d 'après la seconde définition , est égal à n + 1 .

Cette seconde définition , qui est celle que j ' ai adoptée dans

l ’ Analysis situs , ne concorde pas avec la première .

Le théorème énoncé plus haut , et critiqué par M . Heegaard ,
est vrai pour le

s

nombres d
e Betti , définis d
e

la seconde manière ,

e
t

faux pour les nombres d
e Betti , définis de la première manière .

C ' es
t

ce que prouve l 'exemple cité par M . Heegaard , page 8
6 .

S
i l ' on adopte la première définition , on a :

P , = 2 , P , = 1

e
t par conséquent

P ; < P

S
i l ' on adopte , au contraire , la seconde définition , on trouve :

P , = 1 , P , = 1 ,

e
t

p
a
r

conséquent

P , = P ,

conformément au théorème énoncé .
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C' est ce que prouvait également u
n exemple que j ' ai ci
té , moi

même , dans l ’Analysis situs . C ' est le 3ème exemple , page si . Mais e
n

renvoyant à ce
t

exemple e
t

à cette page d
e l ' Analysis situs , je dois

signaler une faute d 'impression , qui pourrait gêner le lecteur ( * ) .

Au lie
u

d
e

A B B ' A = DD ' C ' C ,

il faut lire

ABB A ' = CCDD ;

a
u lieu d
e

AB = B ' D ' = C ' A ' ,

il faut lire

AB = B ' D ' = C ' C .
Nous avons formé (page 6

6 ) le
s équivalences fondamentales , qui

s 'écrivent d
e
la façon suivante :

2
C , = 2C , = 2C = 0 , 4C = 0 ;

nous pouvons e
n déduire les homologies :

40 , 004C , - 4C , 20 .

Comme , d 'après notre convention , on peut diviser ces homologies
par 4 , nous arrivons a

u système suivant d 'homologies fondamentales :

CNC , ~ C , N
o .

S
i

alors P , et P , sont le
s

nombres de Betti , définis d
e
la seconde

manière , on trouve

P , = P , = 1 .

( * ) Je profite d
e l 'occasion pour signaler u
n

autre erratum d
e l ’Analysis situs .

A
u

b
a
s

d
e la page 102 , il faut lir
e : « ou plus précisément le
s

deux v
g
+ 1 , auxquelles

v , appartiendra , appartiendront aux mêmes vg + 1 , aux mêmes v
g
+ ; , . . . , aux mêmes

V
p ; de telle façon que la suppression d
e
v , et l 'annexion mutuelle des deux V
7
+

n
e changera rien aux V
a
+ 2 , aux v
4
+ 3 , . . . , aux V
p
» .
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Mais l 'égalité entre le
s

nombres P , et P , ne subsisterait pas si on

avait adopté la première définition , qui est celle d
e Betti ; nous aurions

toujours P , = 1 , mais nous n 'aurions plus P . = 1 .

E
n

effet , il n ' y a pas de variété à deux dimensions qui ait pour
frontière complète la ligne fermée C , , sans quoi nous aurions l 'équi
valence C , = 0 .

Ce qui e
st vrai seulement , c 'est q
u ' il y a une variété à deux

dimensions , admettant pour frontière 4 fois la ligne C . Donc P .

n ' es
t

pas égal à 1 .

Revenons a
u théorème d 'après lequel le
s

nombres d
e Betti , éga

lement distants des extrèmes , sont égaux .

La démonstration que j ' en ai donnée dans l ’Analysis situs , semble

s 'appliquer également bien aux deux d ' finitions des nombres d
e Betti ;

elle doit donc avoir u
n point faible , puisque le
s exemples qui précèdent ,

montrent suffisamment que le théorème n 'est p
a
s

vrai pour la pre

mière définition .

M . Heegaard s ' en e
st bien rendu compte ; mais je ne crois pas

que sa première objection soit fondée .

Après avoir cité la façon dont je définis le
s

variétés V , V , , . . . , V .

( Analysis situs , page 43 ) , par le
s équations Q = 0 , F = 0 , il ajoute

(page 7
0 ) « Enhver a
f Mangfoldighederne V skulde altsaa kunne være

den fulstaendige Skoering inellem p Mangfoldigheder a
f
h - I Dimen

sioner į U » . Cela n 'est pas exact , car , outre mes égalités , j ' ai un

certain nombre d 'inégalités , que j ' ai introduites a
u début du mémoire

e
t que j ' ai négligé d 'écrire d
e

nouveau dans la suite ;mes variétés n
e

sont donc pas des intersections complètes .

La seconde objection e
st , au contraire , fondée . « Naar omvendt , dit

M . Heegaard , Homologien Virvo ikke finder S
te
d , sa
a i U ' kan

legges e
n

lukket Kurve V ' , saa at
N ( V " , V . ) + 0

men d
e
t

e
r

ikke sikkert , at denne Kurve kan udskæres af nogen Mang
foldighed V » . C ' est là , en effet , le véritable point faible d

e

la dé
monstration .

Rend . Circ . Matem . , t .XIII , parte 14 . – Stampato il 13 giugno 1899 . 37
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Il est donc nécessaire de revenir su
r

la question , et c ' est l 'objet

d
u présent travail .

Souvent , pour simplifier le
s

démonstrations , j ' ai envisagé seule
ment le cas d

e
s

variétés fermées à 3 dimensions , contenues dans l 'espace
à 4 dimensions . On pourrait facilement les étendre a
u cas général .

J 'envisage , donc , dans la suite , une variété V fermée , mais pour

calculer ses nombres d
e Betti , je la suppose divisée e
n variétés plus

petites , de façon à former u
n polyèdre , au sens donné à ce mot à

la page 100 d
e l ’Analysis situs .

S II .
Schéma d ' un polyèdre .

9 - I

Considérons , donc , comme à la page 1
0
0

d
e l ’Analysis situs , un

polyedre à p dimensions , c 'est - à -dire une variété V à p dimensions ,

divisée e
n variétés vo ; le
s

frontières des v , seront le
s

V
p
_ , , celles des

V
p - , seront le
s v
p
- 2 , . . . , celles des v , (arêtes ) seront les v . (sommets ) .

J 'appellerai a ; le nombre des vi

Soient a , a , . . . , a . , le
s

différentes v

Soit a une d
e
s

variétés v , et a ? - ' une des variétés V
o - , qui

lu
i

sert d
e frontière . Étudions le
s rapports d
e
a , et de a ? - ? .

Soient

( 1 ) F , = F , = . . . = Fx _ q = Fm - 4 + 1 = 0 , p
p

> o

le
s

égalités e
t

le
s

inégalités qui définissent af - ' , d 'après la première

définition des variétés (Analysis situs , page 4 ) .

Les relations qui définissent a pourront se mettre sous la forme :

( 2 ) F , = F , = . . . = Fm _ g = 0 , F . - q + > 0 , 0x > 0 .

Dans ce ca
s , nous dirons q
u
e

la relation d
e

a e
t

d
e a - ' est

directe .

Cette relation deviendrait inverse , si l 'une d
e

ces deux variétés

était remplacée par la variété opposée ; elle redeviendrait directe , si

chacune des deux variétés était remplacée par la variété opposée ,
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On sait qu'une variété e
st remplacée par la variété opposée ( Ana

lysis situs , page 1
5 ) , quand o
n permute deux des fonctions F (qui ,

égalées à zéro , donnent le
s équations qui définissent la variété ) , ou

q
u ' on change le signe d
e l 'une d 'elles .

Ainsi le
s

deux variétés

F , = F , = F , = 0 ;

F , = F = F , = 0 ;

F , = F , = F , = 0 ;
F , = F , = 0 ,

F , = F , = 0 ,

F , = F , = 0 ,
F , > 0 ;

F , < 0 ;

F , > 0 ;

sont en relation directe ; tandis que le
s

deux variétés

F , = F , = F , = 0 ;

F , = F , = F , = 0 ;

F , = F , = 0 ,

F , = F , = 0 ,
F , < 0 ;

F , > 0 ;

sont en relation inverse .

Cela posé , soit eli un nombre qui sera égal à o , si aq - ' n ' est pas
frontière d

e

a
f ; à + 1 , si ap ' est frontière d
e

a
f

e
t

e
n relation

directe avec a ; et , enfin , à – 1 , si amest frontière d
e a
f ,mais e
n

relation inverse avec a .

Nous conviendrons d ' écrire la congruence

e
f
= { 0 , 0 , 1

qui nous fait connaître le
s

frontières d
e a
p
.

L 'ensemble d
e
s

congruences ( 3 ) , relatives aux différentes V
o ,

V
o - 1 , . . . , v . de V , constitue ce q
u ' on peut appeler le schéma d ' un

polyédre .

On peut se poser deux questions :

1
°

U
n

schéma étant donné , existera - t - il toujours u
n polyedre , qui

y corresponde ?

2
° Deux polyedres qui ont même schéma , sont - ils homéomorphes ?

Sans aborder , pour le moment , ce
s

deux questions , cherchons
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quelques -unes des conditions auxquelles doit satisfaire un schéma, pour

qu'un polyèdre y puisse correspondre.
Considérons l'une des voru , ap- ' par exemple ; cette variété devra

séparer , l'une de l'autre, deux des v, et deux seulement ; de sorte que ,
parmi le

s
nombres

il y en aura u
n qui sera égal à + I , un qui sera égal à - I et

tous les autres seront égaux à o .

C
e
n ' est pas tout ; envisageons l 'une quelconque des V , , a par

exemple , et une quelconque des V
4 - 2 , af p
a
r

exemple .

D
e

deux choses , l 'une : ou bien a
9 - ? n 'appartiendra pas à a , et

dans ce ca
s

tout le
s produits

ex

9

nous rrons

seront nuls , car si a ? - ' n 'appartient pas à a ? , le premier facteur e
st

nul ; si , au contraire , a ' appartient à a , la variété al . ? ne peut p
a
s

appartenir à a ' (sans quoi , elle appartiendrait à af , contrairement à

l 'hypothèse ) , et le second facteur doit être nul .

Ou bien a ? - ? appartiendra à a ? ; mais alors nous pourrons ra
i

sonner sur la variété a ? , comme nous raisonnions tout à l 'heure su
r

la variété V , et nous conclurons que af - doit séparer , l 'une de l 'autre ,
deux des variétés vor , qui appartiennent à a ? , et deux seulement :
soient a

q - ' et af - ' .

Parmi le
s produits ( 4 ) il n ' y en aura q
u
e

deux q
u
i

n
e

seront

pas nuls , à savoir

1 , 2 2 , k •

Pour tous le
s

autres , en effet , ou bien a
p
- ' n 'appartiendra p
a
s
à

a , ou bien a
4 - n 'appartiendra pas à a
l
- ' .

Ces deux produits sont d 'ailleurs égaux : l ' un à + 1 , l 'autre d - 1 .

On aura donc dans tous le
s

cas :

Ş9 = 0 .
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Nous avons de même

et, plus généralement , quel que soit k :

(isیا) = 0.

La relation (sbis ) peut être regardée , à un certain point de vue,

comme un ca
s

particulier d
e
la relation ( 5 ) .

Soit P la portion d
e l 'espace à p + i dimensions , limitée par le

polyèdre V ; alors la frontière complète d
e
P se composera des diverses

variétés v
p , qu
i
, par leur ensemble , forment V ; nous pourrons donc

écrire , au sens de la congruence ( 3 ) ,

ne Us urrons

( 3b
is
) P = Ş
a
! ,

ou encore

P = Şey ! a !

o
ù

le
s

nombres et seront tous , par définition , égaux à 1 .

A ce compte , la relation ( sbi
s
) , qui peut s 'écrire

O

n ' est plus q
u ' un ca
s

particulier d
e
la relation ( 5 ) .

Nous avons , ensuite , chaque v , qui a pour limites deux V . , et

deux seulement , ce qui nous donne des congruences ( 3 ) de la forme :

a = a ; — am

e
t u
n
e

relation analogue à ( 5 ) et ( sbi
s
) :

Ş
e ; = 0 ,

et une I

qui rentrerait encore dans la forme ( ) , en convenant d
e faire tous

le
s

égaux à + .



H . POINCARÉ.

D'autre part , envisageons l'une des af , toutes le
s

a
f
* ' auxquelles

elle sert d
e

frontière ; toutes le
s

a
4
+ 2 , auxquelles ce
s

a
p
+ ' servent de

frontières e
t

ainsi d
e suite . L ' ensemble d
e

toutes ces variétés consti

tuera ce que nous avons appelé u
n

aster (Analysis situs , page 106 ) .

Nous avons v
u ( lo
c . cit . , page 1
0
7
) que le polyèdre qui corre

spond à u
n

aster , doit être simplement connexe . Ainsi une condition
pour q

u ' un polyèdre puisse correspondre à u
n schéma donné , c ' est

que le
s polyèdres qui correspondent aux différents asters , d 'après la

convention d
e la page 107 d
e l 'Arialysis situs , soient tous simplement

connexes .

Considérons maintenant une d
e
s

a
ſ , toutes le
s a
p
- qui lu
i

servent

d
e frontières , le
s

a
f
- ? qui servent d
e frontières à ces a
f - ' et ainsi de

suite . Cet ensemble d
e

variétés constituera u
n polyèdre à q dimensions ;

nous supposerons que ce polyedre soit simplement connexe .

C
e
n 'est plus là une condition nécessaire pour q
u ' un polyèdre

puisse correspondre a
u

schéma ; c ' est simplement une condition que ,

sauf avis contraire , nous supposerons remplie .

Pour éclairer ce
s

définitions p
a
r

quelques exemples , voyons d 'abord
quel es

t

le schéma d
u

tétraèdre généralisé , défini à la page 105 (Ana
lysis situs ) .

Les faces d
e

ce tétraèdre seront définies par les n + 1 équations :

x , = 0 , x , = 0 , . . . , xn = 0

( 6 )

x , + x + . . . + * = 1 .

O
n

obtiendra le
s a
f
e
n supprimant 9 + 1 d
e

ces équations ; pour
définir le sens d

e la variété a ? , nous supposerons qu ' on supprime ce
s

a + 1 équations , mais sans changer l 'ordre des n - q équations
restantes .

Cela posé , considérons la relation d
e a
p

e
t

d
e q ? - et cherchons

à déterminer le nombre 8 ! ;

D 'abord , pour que a - appartienne à a ? , il faut que a ? ' soit
définie par le

s
n - 9 équations qui définissent a ? , auxquelles o
n

devra

adjoindre une ( n − 9 + 1 ) èm
e

équation , prise parmi les équations ( 6 ) .

S ' il n ' es
t

p
a
s

ainsi , le nombre el sera n
u
l
.



COMPLÉMENT À L'ANALYSIS SITUS. 295

Supposons, donc , que a ? ' soit obtenu en supprimant le
s
q équa

tions qui occupent les

O
y , Q2 , . . . , ko

rangs .

Supposons que a ? soit obtenue e
n supprimant , en outre , la féme

équation ; alors le nombre e
l ; , dont la valeur absolue sera toujours

égale à 1 , aura même signe que le produit :

ue

( B — « ) ( B — « ) . . . ( B — % ) .

Il est aisé d
e

vérifier alors que la relation ( 5 ) a lieu .

Considérons , en effet , la variété al - , obtenue e
n supprimant le
s

équations d
e rang % , , , . . . , bez e
t la variété a
f , obtenue e
n

supprimant , en outre , les équations d
e rang e
t y . ( Il est clair que si

a ? n
e
s 'obtenait pas en supprimant le
s

mêmes équations que pour a ? - ? ,

plus deux autres , tous le
s produits e t seraient nuls ) .

Dans ce ca
s , tous ces produits seront encore nuls , sauf deux :

8 , 16
9 , e
t 2
8 ,

qui correspondront aux deux variétés a
f - et a
l
- ? ; obtenues respective

ment e
n supprimant le
s équations d
e rang Q , , , , . . . , B e
t

celles d
e

rang % , 2 , . . . , 8 - 13 Y .

Alors le
s

quatre nombres

sI - I

I ,

auront respectivement même signe que :

( y – B ) ( 7 — « ) ( — . ) . . . ( y – - 1 ) ,

( B – 2 , ) ( 8 — « ) . . . ( B — 4q - 1 ) ,

( B — ) ( B — 2 , ) ( — « ) . . . ( B — Q - 1 ) ,

( y – , ) ( — 2 ) . . . ( 7 — 2 , - 2 ) .
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On vérifie ainsi que le
s

deux produits , qui ne sont pas nuls , sont
égaux e

t d
e signe contraire . C . Q . F . D . ( * )

S II
I .

Nombres de Betti réduits .

Je m ' en vais chercher , maintenant , les nombres de Betti , relatifs

à u
n polyedre , mais afin d 'éviter l 'équivoque , dont j ' ai signalé plus

haut la possibilité , je conviendrai de définir ces nombres d
e la seconde

manière , c ' es
t
- d -dire que P , – I sera le nombre d
e

variétés fermées à

q dimensions , que l ' on peut tracer sur notre polyedre V e
t qui sont

linéairement indépendantes , je veux dire , qui ne sont liées p
a
r

aucune
homologie à coefficients entiers , au sens d

e l 'Analysis situs , page 1
8 .

Mais je me proposerai d 'abord d
e

déterminer le nombre P - I

des variétés à q dimensions , fermées e
t linéairement indépendantes , que

l ' on peut tracer sur notre polyèdre V , mais e
n nous bornant à celles

qui sont des combinaisons des variétés v
e .

Le nombre P sera , alors , ce que j ' appellerai le nombre d
e Betti

réduit .

Les variétés à q dimensions , qui sont des combinaisons des V . ,

pourront évidemment être représentées par :

le
s

a
z

étant des coefficients entiers e
t le
s

lettres a continuant à dési

gner le
s

différentes variétés v .

Quelle e
st
d 'abord la condition pour que la variété : a so
it

fermée ?

Pour cela , cherchons quelles sont le
s

variétés vor , qui forment

le
s

frontières d
e

cette variété . Pour le
s

trouver , il suffit évidemment

d
e remplacer a par sa valeur donnée par la congruence ( 3 ) .

( * ) Le polyedre ainsi défini , ainsi que tout polyedre å n dimensions , limité par

ut i variétés planes , s 'appellera tétraèdre généralisé rectiligne . J 'appellerai tétraèdre
généralisé toute variété homéomorphe à un tétraèdre généralisé rectiligne .
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Cet ensemble de variétés frontières sera donc donné par la

formule :

{ {4:44, -
Pour q

u
e
la variété Ęn ; a so
it

fermée , il suffit , donc , qu
e
l ' on

a
it identiquement :

{ $ 4 , 4 , 4 * = 0 ,

c ' est - à -dire que , quel que soit j , on ait :

E
n d 'autres termes , la variété na sera fermée , si l ' on a :

( 7 , 9 ) Ş
1 ; a = 0 ,

e
n vertu des congruences ( 3 , 9 ) ; j 'appelle ainsi celles des congruences

( 3 ) , qui lient le
s a
p

aux a ?

Cherchons maintenant les homologies qui peuvent exister entre

le
s

variétés a . On obtiendra toutes ces homologies , en combinant
celles que l ' on peut obtenir d

e

la façon suivante .

Considérons la congruence :

( 8 ) DY

a
f * ' = Şema ,

qui , d 'après la convention que nous venons d
e

faire , es
t

une con
gruence ( 3 , 9 + I ) ; remplaçons le signe = par , et le premier
membre par zéro ; il viendra :

( 9 , 9 ) Şema ! ovo .

Cette homologie aura évidemment lieu , puisque , par définition , elle
exprime , comme la congruence ( 8 ) , que le

s

a ? forment la frontière

complète d
e a
p
+ l .

Rend . Circ . Matem . , t .XIII , parte 1
2 . – Stampatɔ il 14 giugno 1899 .
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Nous démontrerons plus loin (S 6), qu 'il n'y en a pas d 'autres.
Je désigne cette homologie par (9, 9 ) pour marquer qu'elle a lieu

entre le
s a
l

Je d
is que si l 'homologie ( 9 , 9 ) a lie
u , la congruence

( 10 , 9 ) Ş ' a = 0

sera une conséquence des congruences ( 3 , 9 ) .

Remplaçons , en effet , les a par leurs valeurs , données par ces
congruences ( 3 , 9 ) ; il viendra :
Şar Ç

¢
¢ ' , a :

Le second membre e
st identiquement nul en vertu des relations ( 5 ) .

Cela posé , soit a , le nombre des variétés a ; soit « le nombre

d
e

ce
s

variétés qui restent distinctes , si l ' on ne regarde pas comme

distinctes des variétés liées par une homologie d
e

la forme ( 9 , 9 ) ; soit

a
m le nombre d
e

ce
s

variétés qui restent distinctes , si l ' on ne regarde
pas comme distinctes d

e
s

variétés liées par une congruence d
e

la

forme ( 7 , 9 ) .

Il résulte d
e

ces définitions :

1
° q
u ' il y a a , - & homologies distinctes d
e

la forme ( 9 , 9 ) ;

2
° q
u ' il y a . , - , congruences distinctes d
e
la forme ( 7 , 2 ) ;

3
º que

une ence

ca
r

si plusieurs a sont liées p
a
r

u
n
e

homologie d
e
la forme ( 9 , 9 ) ,

elles seront liées également par la congruence ( 10 , 9 ) correspondante .

Enfin le nombre cherché P ; - 1 es
t

égal à

d
i
—

ca
r

le
s

variétés fermées d
e
la forme { : a ? ,réellement distinctes , sont

e
n nombre égal à celui des congruences ( 7 , 9 ) , c ' est - à - dire au nombre

d
e . , -

Le nombre P ; – i es
t

le nombre d
e

ces variétés qui restent

nt
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9

distinctes , en n
e regardant pas comme distinctes celles qui sont liées

par une homologie ( 9 , 9 ) . O
r
le nombre d
e

ce
s

homologies e
st
% , - 2 ;

nous avons donc :

P ; – 1 = ( 2 , - 2 ) - ( , « ) = « – « C . Q . F . D .

Soient a , a , . . . , ap d
e
s

variétés V , au nombre de i et

a ! = { \ ; a ? " ,

a
p
= Elaph ,

a ! = E . ; 2 - 1

les congruences ( 3 ) correspondantes . Formons les homologies corre
spondantes :

E , a 'No , E
3
9 , a ' 0 , . . . , El ; a 'No .

La condition nécessaire e
t

suffisante pour que ces homologies soient

distinctes , c ' es
t

que l ' on n ' ait entre les i variétés a , a , . . . , a
p

a
u

cune congruence d
e la forme :

a , a + 1 , af + . . . + 2 , = 0 .

Le nombre des homologies distinctes est donc égal au nombre des

a distinctes , en tenant compte des congruences ( 7 , 9 ) . Donc :

OU

d
g - 1 — oqs = d
m

* - = & qn : + am

Nous aurons d 'autre part

= 1 .

S
i , en effet , on peut aller d ' un sommet quelconque a à u
n autre



300 11. POIN CARÉ.

sommet quelconque a , en suivant des arêtes (c' est - à -dire si le po

lyèdre e
st

d ' un seul tenant ) , on aura l 'homologie : . .

a rua ,

c ' es
t
- à -dire q
u ' il n ' y aura q
u ' un seul sommet distinct , en tenant compte

des homologies .
Envisageons maintenant la congruence ( 3 bi

s
)

P = { a
l ;

l ’homologie correspondante s 'écrit :
Earnuo ,

e
t il n ' y a p
a
s
d 'autre homologie ( 9 , p ) . Donc

a , = « ; + 1 .

De plus , le polyedre étant d ' un seul tenant , une seule des combinaisons

2 : a pourra être fermée , c ' est le polyedre lui -même dans so
n

entier ,

représenté p
a
r

la formule E a .

Nous aurons donc une seule congruence d
e
la forme ( 7 , p ) :

Donc

a = o .

2 = a + i , = .

Nous avons donc la série d 'équations :

a = 0 ,

a = á tam ,

Q , = « i + a
n
g

. . . . . . . . .

2
p - 1 = az - : t an
g

Q
y
= + 1 ,

; - < = P ; – 1 ,

— 2 = P ; — 1 ,

. . . . . . . . . . . .

kg - 1 – z = P . — I ,

2 — ; = ,
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d'où l'on tire aisément :

Q, — dp1 + -2 - .. . + ? F = I - (P - , - 1) + . . .
.. . F (P ; — 1) + (P; — 1)FI,

tout à fa
it

analogue à la formule :

a
g
— p - + _ 2 - . . . + « F & = I – ( P - 1 – 1 ) + . . .

. . . F ( P , — 1 ) ( P , — 1 ) F1 ,

que nous avons trouvée dans l ' Analysis situs , page 121 .

Siv .

Subdivision des Polyedres .

Considérons u
n polyedre V , à pdimensions , avec ses diverses

variétés :

a , ap - , . . . , a , a .

Supposons que l ' on subdivise chacune des variétés a e
n plusieurs

autres , que j 'appellerai le
s

b ; soient ensuite b - le
s

variétés à p - I

dimensions , qui servent d
e frontière aux b ; soient b ? - ? le
s

variétés à

p - 2 dimensions , qui servent d
e

frontières aux b
p
- ' ; . . . et , enfin , b ;

le
s

variétés à o dimensions (sommets ) , qui servent de frontières aux

b ; (arêtes ) .
O
n

aura ainsi un nouveau polyèdre V ' , qui sera dérivé d
u po

lyèdre V , au sens que j ' ai attaché à ce mot à la page 101 d
e l ’Ana

lysis situs .

On peut supposer , d 'ailleurs , que si une variété voci , simplement

o
u multiplement connexe , sert de frontière à deux variétés b e
t

1
4 ,

e
lle n
e

forme pas forcément une seule d
e
s

variétés 6
9 - , mais peut

être elle -même subdivisée e
n plusieurs variétés 6
9 - " . Dans ce cas , pour

reprendre la terminologie d
e
s

pages 102 e
t 103 d
e l 'Analysis situs ,

ces variétés 6
9 - seront irrégulières e
t le
s

variétés b ? - ? , qui les séparent

le
s

unes des autres , seront singulières .

ent
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Cela posé , recherchons une classification des variétés b .
Si une variété by ne fait pas partie d'une des variét

fera partie d'une des variétés af *', ou d'une des variétés af**, . . . ,
ou , tout au moins, d'une des variétés a .
Peut -elle faire partie à la fois de deux variétés a

m
i

e
t

a
m
?

D 'après la façon dont la subdivision a é
té supposée faite , en

ajoutant toujours d
e

nouvelles frontières , sans e
n supprimer jamais ,

cela n
e pourra arriver que si ce
s

deux variétés a e
t

a
m sont contigües

e
t ont une frontière commune a
m - , et si b fait partie d
e

cette fron

tière a
m - ' .

Je suppose alors que b
ę

fasse partie d
e

a , et n
e

fasse partie

d 'aucune variété a
m , où m < h . La variété a existe toujours e
t l ' on

a h 39 ; de plus , la variété a ; es
t

unique , c ' est - à -dire que b ? ne peut
faire partie à la fois d

e

deux variétés différentes a e
t a
l
.

S
i

donc je conviens d
e ranger dans une même classe toutes le
s

variétés b ? , qui font partie d
e
la variété a
í , sans faire partie d 'aucune

d
e
s

variétés a
u
m , où m < h , toute variété b ? fer
a

partie d ' une classe et

d 'une seule .

Je pourrai alors représenter b
y

par une notation à quatre indices

ite V

b } = B ( q , h , j , k ) ;

l 'indice q indique le nombre des dimensions d
e
b ; ; les indices h et i

indiquent que b ? fa
it

partie d
e

la classe a ; et l 'indice k sert à d
i

stinguer le
s

unes des autres le
s

différentes variétés d 'une même classe .

O
n
a h > 9 .

Nous aurons , alors , pour définir le polyedre V e
t
sa subdivision :

1
° Les congruences ( 3 , 9 ) , relatives a
u polyèdre V , que j 'écrirai :

( 3 , q , i )

d = Ş
e ; ach :

2
°

Les équations qui donnent la subdivision d
e
la variété a ? :

( 1 , 4 , i ) a = Ş
B ( 9 , 9 , i , k ) .

3
° Les congruences analogues aux congruences ( 3 ) ,mais relatives
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au polyedre V '; je le
s

écrirai :

( 2 , q , h , j , k ) B ( q , h , j , k ) = E & B ( 9 — 1 , b ' , j ' , k ' ) .

Les sont des nombres égaux à + 1 , ou à o ; ils dépendent des
sept indices q , h , j , k , h ' , j ' , k ’ , de sorte que je le

s

écrirai , quand
cela sera nécessaire , sous la forme :

& ( q , h , j , k , b ' , j ' , k ' ) .

Sous le signe , les indices h ' , j ' , k ' peuvent prendre toutes le
s

valeurs . Observons , cependant , que le
s

B ( 9 — 1 ) , qui servent de fron
tière à B ( q , h , j , k ) , doivent , comme B ( q , h , j , k ) , faire partie d

e

a ; ;mais pourront faire partie d 'autres variétés a , d ' un nombre moindre

d
e dimensions ,mais faisant partie d
e a
s . On aura donc

m

au

b ' < h , b ' > 9 – 1 .

D 'ailleurs si h ' = h , on aura j ' = j .

Pour que le
s

relations ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) puissent définir une véritable
subdivision , elles doivent satisfaire à certaines conditions .

Les relations ( 1 , 9 , i ) , ( 3 , 9 , i ) donnent

( @ ) B ( 9 , 9 , i , k ) = [ e , ja ? - ' .

S
i

dans le premier membre je remplace B ( q , q , i , k ) p
a
r

sa

valeur , tirée d
e ( 2 , 9 , 9 , i , k ) , et a ? - ' par sa valeur tirée d
e ( 1 , 9 - 1 , j ) ,

le
s

deux membres devront devenir identique ; voilà une première con
dition , qui e

st évidente ; elle n ' est d 'ailleurs pas suffisante .

Sv .

Influence de la subdivision sur les nombres de Betti
réduits .

Soit La B ( q , h , j , k ) une combinaison des variétés bļ , qui re

présente une variété fermée à q dimensions , de telle sorte que l ' on
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a
it , avec nos notations ,

( 1 ) XaB ( q , h , j , k ) = 0 , (129 )

Parmi les variétés b qui figurent dans le premier membre de ( 1 ) ,

réunissons celles qui appartiennent à une même classe . Soit

S
a
B ( 9 , h , j , k )

l 'ensemble d
e

celles qui appartiennent à la classe ; ; le signe d
e som

mation S signifie , donc , qu ' on ne prend que le
s

variétés d 'une même
classe , tandis q

u
e

le signe signifie q
u ' on les prend toutes .

On aura alors :

( 2 ) S & B ( q , h , j , k ) = EBB ( 9 — 1 , b ' , j ' , k ' ) ,

c 'est - à -dire que la variété à q - i dimensions , BB ( g - 1 , h , j , k ' )

forme la frontière complète d
e
la variété à q dimensions ,

S
a
B ( q , h , j , k ) .

Les variétés a doivent appartenir à la frontière d
e

a , ou se

confondre avec a ; ; en effet , B ( q — 1 , b ' , j ' , k ' ) appartient à a : et ,

d 'autre part , à l 'une des B ( g , h , j , k ) , qui fait lui -même partie d
e

a ' , si donc a n
e faisait p
a
s

partie d
e a , B ( 9 - 1 , ' , j ' , k ' ) ferait

partie d 'une variété de mo
n

partie commune à a ; et a , et q
u
i

aurait

moins de l ' dimensions . Cela e
st contraire à la définition que nous

avons donnée des classes .

D 'autre part a n
e peut p
a
s

se confondre avec a .

Soit , en effet ,

S , Q , B ( q , hq , ju , k ) = a B ( q , h , j , k ) — S & B ( q , h , j , k )

l 'ensemble d
e
s

variétés q
u
i

figurent dans le premier membre d
e ( 1 ) ,

e
t qui n 'appartiennent pas à la classe a ' ; on aura évidemment :

S
ą , B ( q , bio je , k ) = - EBB ( q — 1 , b ' , j ' , k ' ) .
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Donc B ( q – 1 , b ' , j ' , k ' ) doit faire partie à la fois de a - , et de

l 'une des B ( q , h , , ji , k . ) , et , par conséquent , de l 'une des a , , diffé
rentes d

e
a , . Si donc a se confondait avec a ,

B ( 9 = 1 , h ' , j ' , k ' ) = B ( q — 1 , h , j , k )

,

devrait appartenir à une variété a
m , partie commune d a e
t

a . De

deux choses , l 'une : ou bien a , ne ferait pas partie d
e

a ) ; , et alors

o
n aurait encore m < h , ce qui serait encore contraire à la définition

des classes ; ou bien a , ferait partie d
e a
j
; , et alors o
n auraith , > h .

Supposons que j ' ai choisi la classe a , qui correspond a
u plus grand

nombre · h . Alors o
n n
e pouria pas avoir h , > h , et a devra appar

tenir à la frontière d
e
a .

La congruence ( 2 ) entraîne l 'homologie

( 3 ) EBB ( 9 — 1 , b ' , j ' , k ' ) - 2 0 ;

comme , d 'autre part , a ; est simplement connexe e
t que toutes le
s
va

riétés B ( q — 1 , b ' , j ' , k ' ) sont situées su
r

la frontière d
e

a , le
premier membre d

e
( 3 ) , représentant une variété fermée à q - I

dimensions , située sur cette frontière , formera la frontière complète

d 'une variété à q dimensions

Ev B ( q , h ” , j " , k ' ' ) ,

également située sur la frontière d
e
a . ( Il y aurait exception si l ' on

avait h = 1 ) . De sorte q
u ' on aura la congruence

( 4 ) [ B
B
( 1 — 1 , h ' , j ' , k ' ) = EyB ( q , ” , j " , k ' ' ) .

D 'ailleurs , comme B ( 9 , h " , j " , k ' ' ) e
st sur la frontière d
e
a , , il

e
n sera d
e même d
e
a ; ca
r

si B ( 9 , " , j " , k " ) fait partie à la fois

d
e
a : et d 'une variétéa , faisant partie de la frontière d
e
a ; ; ou

bien a n
e fait pas partie d
e
a , et alors B devrait faire partie d
e

a
m , où m < h " , et nous avons vu que cela était impossible .

Rend . Circ . Matem . , t . XIII , parte 1 “ , — Stampato il 14 giugno 1899 . 3
9
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On a donc

h
u
lle

< h .

Les congruences ( 2 ) et ( 4 ) donnent

SaB ( q , h , j , k ) = EyB ( q , b " , j " , k “ ) ,

e
t , comme toutes le
s

variétés qui figurent dans cette congruence , font
partie d

e a
l , ou de sa frontière , comme , d 'autre part , a , est simple

ment connexe , on aura l 'homologie

S « B ( 9 , h , j , k ) - Ey B ( q , b " , j " , k ” ) .

On peut , donc , remplacer , dans le premier membre d
e ( 1 ) , len

semble d
e
s

termes S
a
B ( q , h , j , k ) pa
r
l 'ensemble d
e
s

termes

IyB ( 9 , 1 " , j " , k ' ' ) .

S
i

o
n opère d
e

même pour toutes le
s

classes correspondantes à

une même valeur d
e

h , la plus grande d
e

toutes , on aura remplacé le

premier membre d
e
( 1 ) par

EQ , B ( q , h , je , k ) ,

o
ù
la plus grande valeur d
e

h , sera plus petite que la plus grande

valeur d
e

h . On aura , d 'ailleurs , l 'homologie

EaB ( q , h , j , k ) ~ ~ B ( q , hz , ja , k , ) .

E
n

continuant d
e
la sorte , on pourrą diminuer encore la plus

grande valeur de h . On n
e

sera arrêté que quand o
n aura partout

h = g .
O
n

peut donc , finalement , remplacer le premier membre d
e ( 1 )

par :

« B ( q , q , jos ko ) ,
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e
t o
n aura d 'ailleurs :

( 5 ) E
a
B ( q ; h , j , k ) no E , B ( q , q , jo , k . )

E « . B ( q , q , jo , k
j

= 0 .

Cela posé , dans le premier membre d
e ( 6 ) preniotis le
s

co
n :

gruences qui appartiennent à une classe déterminée a . ; soit :

SæB ( 9 , q , jo , k . ) .
Nous aurons :

( 7 ) S « , B ( 9 , 9 , jo , k . ) = E� . B ( 9 — 1 , los jos k . ) .

Nous verrions , comme p
lu
s

haut , qu
e

a doit fa
ir
e

partie d
e
la

frontière d
e

a
m , d ’ où b . < q ( et , conime 5 ,39 - 1 , on a
u
ra

b = 9 = I ) .

Soit alors :

a
ſ ,
= B ( 4 , 9 , jo , ko )

l 'équation ( 1 , 9 , j . ) , qu
i

définit la subdivision d
e

la variété d , et

soient B ( q , q , jo , 1 ) et B ( q , q , j . , 2 ) deux variétés , figurant dans

le secondmembre d
e ( 8 ) ; je dis qu 'elles devront figurer dans le premier

membre d
e ( 6 ) avec le même coefficient a

Supposons , d 'abord , que ce
s

deux variétés soient limitrophes ;

parmi le
s

variétés à q - i dimensions qui leur serviront de frontière
commune , il y en aura , au moins , une qui n 'appartiendra pas à la

frontière d
e a
ſ . , qui fera , par conséquent , partie d
e

la classe a . .

Soit B ( q — 1 , 9 , j . , 1 ) cette variété : elle n 'appartiendra pas à

aucune autre d
e
s

variétés B ( q , q , jo , k ) .

Soit alors

B ( q , q , jo , 1 ) = £b ? "

B ( q , q , jo , 2 ) = 6b9

B ( q , 9 , jo , k ) = $ b

( 8 )
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ns

le
s

congruences ( 2 , 9 , 9 , j . , 1 ) , ( 2 , 4 , 9 , j . , 2 ) , ( 2 , 9 , 9 , jo , k ) ,

qui nous font connaitre le
s

frontières des variétés B ( 9 , 9 , j . ) . Voyons
avec quel coefficient ε la variété B ( q — 1 , 9 , j . , I figurera dans
ces congruences .

D 'après ce que nous venons d
e voir , ce sera avec le coefficient

+ i dans la première , avec le coefficient – I dans la seconde , avec

le coefficient o dans les autres .

Soient donc a , et o , les valeurs des coefficients , correspon

dantes aux deux variétés B ( q ; q , j . , I ) et B ( q , q , j . , 2 ) .

La combinaison des congruences ( 9 ) nous fournira une congruence

( 10 ) S
a . B ( q , q , jo , k . ) = eb ! ! ,

qui devra être identique à ( 7 ) , et le coefficient e , avec lequel figurera

B ( 9 - 1 , 9 , j . , I ) dans le second membre d
e ( 10 ) , sera évidemment

a , - . Mais B ( 9 - 1 , 9 , j . , I ) ne peut p
a
s

figurer dans le second

membre d
e ( 7 ) , puisque nous avons vu que dans ce second membre

o
n doit avoir b . = 9 – 1 . Donc o
n doit avoir , - - Q , = 0 .

Ainsi le
s

deux variétés B ( 9 , 9 , j . , 1 ) et B ( 9 , q , j . , 2 ) devront
avoir même coefficient 0 . , si elles sont limitrophes . Cela sera encore
vrai , si elles n

e
le sont pas , parce que a étant d ' un seul tenant , on

pourra passer d 'une d
e

ces variétés à l 'autre par une suite d 'autres
variétés analogues , chacune d 'elles étant limitrophe d

e

celle qui la
précède .

Donc le coefficient . es
t
le même pour toutes nos variétés . D ' où :

S « B ( q , 9 , jo , k . ) = a .EB ( q , q , jo , k ) = « , a %

La congruence ( 6 ) et l 'homologie ( 5 ) peuvent donc s 'écrire :

( bit )
( 6b
is
)

« B ( q , h , j , k ) ~ Ea , am .

E « . a } , = 0 .

S
i
u
n nombre quelconque d
e congruences d
e
la forme ( 1 ) sont

distinctes , c ' es
t
- à -dire si aucune combinaison linéaire d
e

leurs premiers
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membres n ' est p
a
s

homologue à o , je dis q
u
e

le
s

congruences ( 6b
is
)

seront également distinctes , et réciproquement .

E
n

effet la comparaison d
e
s

relations ( 1 ) , ( sbi
s
) et ( 6b
is
) montre

que si l ' on a

E . B ( q , h , j , k ) ovo ,

o
n aura également

E « . a ro ,

e
t réciproquement .

Il résulte d
e

la que si le
s

a
p

e
t le
s
b ? sont simplement connexes ,

le
s

nombres d
e Betti réduits sont le
s

mêmes pour le
s

deux polyedres

V e
t
V ' .

Soit maintenant W une variété quelconque , fermée , à q dimen
sions , située sur V . On peut toujours construire u

n polyedre V ' ,

dérivé d
e

V , au sens de la page 101 d
e l ’Analysis situs , et te
l

que

W soit une combinaison des b .

Nous devons donc conclure que : si les ap sont simplement con
nexes , les nombres d

e Betti réduits , relatifs a
u polyedre V , sont iden

tiques aux nombres d
e Betti proprement dits , définis d
e la seconde

manière .

S v
i .

Retour sur les démonstrations du S II
I .

Nous avons à revenir ic
i

sur u
n point essentiel d
u raisonnement

qui précède . J ' ai dit plus haut q
u ' il n ' y avait d 'autre homologie que

les homologies ( 9 , 9 ) , obtenues a
u

S 3 . Cela n ' est pas évident , cela

n
e

serait pas même toujours vrai , si nous ne supposions pas le
s

a
f

simplement connexes .

Démontrons - le d 'abord pour u
n polyèdre P , dans l 'espace à 4

dimensions .

Considérons u
n

certain nombre d
e

variétés v , ou a , appartenant

à ce polyedre ; je les appellerai se
s

faces , de même que le
s

a , le
s
a

e
t le
s
a : de ce polyedre P pourront s 'appeler ses cases , ses arêtes e
t

ses sommets .
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Supposons que l'on a
it

entre ces faces a une homologie

Ea - 0 .

Cette homologie signifie q
u ' il existe u
n
e

variété à 3 dimensions ,

V , faisant partie d
e
P , et admettant Xa ; comme frontière complète .

Je d
is que V se compose d ' un certain nombre d
e

cases d
e
P .

S
i , en effet , un point d 'une case appartient à V , il en sera d
e

même d
e tout autre point d
e

cette case , car o
n peut aller du premier

point au second , sans rencontrer aucune face e
t , par conséquent , sans

rencontrer la frontière d
e
V e
t sans sortir d
e

V .

Le théorème e
st donc évident e
n ce qui concerne le
s polyèdres

d
e l 'espace à 4 dimensions e
t le
s

homologies entre le
s

faces .

Soit maintenant une homologie entre les arêtes :

Eb , ovo ,

seron

le
s
b , étant u
n cetain nombre d 'arêtes a . Cela veut dire q
u ' il

existe une variété à 2 dimensions , V , dont Eb , est la frontière
complète .

Je désignerai p
a
r

V ( a ! ) l 'ensemble d
e
s

points communs à V

e
t

d a
m .

Les v ( a ) seront des variétés d
e
2 dimensions , dont la frontière

sera formée soit par quelques -unes des arêtes b , , soit par le
s

v ( a ) ,

le
s
a ; étant le
s

faces q
u
i

servent de frontière à la case a .On ne peut ,

e
n effet , sortir de v ( a ) qu ' en sortant d
e

V par sa frontière , c 'est

à -dire , en traversant une des b , , ou qu ' en sortant d
e
a p
a
r

sa fron
tière , c ' es

t
- à -dire e
n traversant une face a ? , et , comme o
n

reste sur

V , en traversant une des lignes V ( a ) .

La variété totale V e
st formée d
e l 'ensemble des V ( a ) .

Considérons maintenant V ( az ) ; nous devons distinguer deux cás :

1
° o
u

bien aucune des arêtes b , n 'appartient à a . Nous n
e

pourrons alors sortir d
e

V ( a ) , qu ' en sortant d
e

a ? , c ' est - à -dire e
n

traversant une des arêtes a ; la frontière d
e

V ( a ) e
st donc formée

par le
s

v ( a ) .
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'S

2° ou bien une ou plusieurs ) arête b, fait partie de a ; dans ce

cas e
lle fera également partie d
e

v ( a } ) ; mais il pourra se faire que

V ( az ) se compose , outre l 'arête b
e , d 'autres lignes ; ces lignes auront

pour frontières des points V ( a ; ) , ou des points situés su
r

b . Ces
points situés su

r
b , , et où le
s

autres lignes , dont se compose V ( a ; ) ,

viennent se terminer sur l 'arête b
y , seront ce que j 'appellerai des

points nodaux .

Dans tous le
s

cas V ( a ) sera une ligne o
u

u
n ensemble d
e

lignes ; si , en effet , v ( a ) était une surface , c ' est que aș , ou une por
țion d

e

cette face , ferait partie d
e
V . Mais j ' ai le droit d
e déformer

V , pourvu que je n
e

change p
a
s

sa frontière Ebci je puis toujours ,

par une déformation infiniment petite , éviter q
u 'une région d
e
a fasse

partie d
e
V .

Pour la même raison je puis toujours supposer que v ( a ) se

réduit à un o
u plusieurs points , sauf si a est l 'une des arêtes b
y ,

auquel cas V ( a ) sera cette arête elle -même .

Cela posé , je puis déformer V :

1
° d
e

manière que tous le
s

V ( a : ) [autres que V ( 6 ) ] soient des

sommets . Soit a ; un sommet d
e
a ; . Soit M l ' un des points dont se

compose V ( a : ) ; autour du point M e
t sur V décrivons une petite

courbe fermée C . Soit K l 'aire infiniment petite découpée sur V par
cette courbe C . Construisons une sorte d

e

manchon , infiniment délić ,

entourant l 'arête a e
t passant par C . Par le sommet a ; jemène une

surface quelconque S ; elle viendra découper sur lemanchon une courbe
fermée très petite C ' . Soit K ' la portion de la surface S limitée par

C ; soit H la surface d
u manchon comprise entre C e
t
C ' . On figu

rera ainsi une sorte d
e

tambour , dont H sera la surface latérale , K

e
t
K ’ les deux bases .

Considérons alors la variété

mu

V ' = V – K + H + K ' .

Cette variété aura même frontière que V ; mais elle n
e coupera

plus a e
n

M , pụisqu ' on a supprimé la portion K d
e

V , où se trouvait

ce point M . En revanche , H nę coupera pas l 'arête a , et K ' coupera
çette arêtę e

n

a .
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C

En opérant de même sur tous le
s points d 'intersection d
e
V e
t

d
e a
ł , on amènerait tous ce
s

points à coincider avec a ; .

2
º d
e

manière que tous le
s points nodaux soient des sommets .

Soit , en effet , a une face passant par l 'arête b , ; l 'intersection d
e

V e
t
a ; comprendra , outre b , , d 'autres lignes ; soit c l 'une d
e

ce
s

lignes , venant se terminer su
r
b , en un point nodal D . Soient a , et

a le
s

deux sommets d
e
b . Par b , je fais passer une surface S , faisant

partie d
e
P e
t n
e coupant pas a
ſ . Comme a ; et a sont sur la fron

tière d
e

V , je joins ces deux points par une ligne L , située su
r
V e
t

s 'écartant peu d
e
b , . Cette ligne s 'écartant peu d
e
b , , je puis mener

par L une autre surface S ' , qui n
e

passera pas par b , , mais qui
coupera S suivant une ligne L ' , très peu différente d

e
b , . Ces trois

lignes L , b , et L ' auront mêmes extrémités a
y

e
t

a

Soit V , la portion d
e
V , comprise entre L et b , ; soit S , la portion

d
e

S , comprise entre l ' et b , , et S , la portion d
e
S ' , comprise entre

L e
t

L ' .
Je remplace V par

V ' = V – V , + S , + S ;

V ' a mêmes frontières que V , mais V " ( az ) ne présente plus de points
nodaux , en dehors d

e
a ; et a ; ca
r

si une ligne analogue à c venait

aboutir à un point nodal , situé entre a ; et a , la portion d
e

cette

ligne c , voisine d
e

ce point nodal , devrait se trouver su
r
S , ce qui

est impossible , puisque S n
e coupe pas a ? .

E
n résumé : nous pouvons toujours supposer q
u
e

le
s
V ( a
z
) sont

des lignes , dont le
s

extrémités sont des sommets d
e
a

Soit alors L une des lignes , dont se compose V ( a
z
) , ayant pour

extrémités deux sommets a ; et a ; de aſ . On peut aller d
e

a ; à ai ,

e
n suivant le périmètre d
e
a ? ; soit a , l 'ensemble des arêtes d
e
a ,

comprises entre a ; et ap . Comme la face a e
st supposée simplement

connexe , la ligne L la divisera e
n deux parties . Soit Q l 'une d
e

ce
s

parties , comprise entre L et a

Soient a e
t
a le
s

deux cases séparées par a ? . Par les arêtes a

je fais passer une surface S , peu différente d
e
la face a ; et située toute
entière dans la case a } ; par les mêmes arêtes je fais passer une seconde
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surface S', peu différente de a et située dans la case a}; ce
s

deux

surfaces S e
t

S ' couperont V , suivant deux lignes L , et 1 , p
e
u

d
if

férentes d
e L , et ayant pour extrémités a ; et a . Soit S , la portion

d
e
S comprise entre amnet L
j ; soit S , la portion d
e

S ' comprise
entre a

m
is

e
t Lj ; soit V , la portion d
e
V comprise entre L , et L
j ;

c ' est sur V , que se trouvera L .
Soit maintenant

V = V – V , + 5 + 5 .

V ' a mêmes frontières que V ; V ' ne passe plus p
a
r
L , mais e
n re

vanche passe par le
s

arêtes Zane

E
n opérant d
e

la même manière pour toutes le
s

lignes telles que

L , on voit q
u ' on peut toujours supposer que tous le
s

V ( a ) se ré

duisent à des combinaisons d 'arêtes .

Comme le
s

frontières d
e

v ( a ) sont ou des b , ou des V ( a ? ) , on

voit que le
s

frontières des V ( a ) sont des combinaisons d 'arêtes d
e

P , et , bien entendu , toutes ce
s

arêtes doivent appartenir à a ? . Ainsi
donc V ( a ) est une surface simplement o

u multiplement connexe ,
limitée par une o

u plusieurs lignes fermées , qui , elles -mêmes , sont des
combinaisons d 'arêtes d

e
a ? .

Comme la case a e
st simplement connexe , ces lignes fermées

subdiviseront la surface d
e

cette case e
n u
n

certain nombre d
e régions ,

e
t comme ces lignes fermées sont des combinaisons d 'arêtes d
e
a ,

ces régions seront des combinaisons des faces d
e

a .

On pourra toujours trouver une combinaison d
e

ce
s

régions , qui

aura mêmes frontières que v ( a ) . Supposons , par exemple , que la

frontière d
e

V ( a ) se compose d
e

trois lignes fermées L , L , L , ; la

ligne I divisera la surface d
e
a e
n deux régions R et R ' ; les lignes

I , et L , diviseront de même cette surface e
n

deux régions R , et R ,

o
u

R , et R . Je suppose q
u ' en parcourant L dans un certain sens , on

a
it
à sa gauche V ( a ) , et Ret R ' à sa droite ; je suppose d
e même

q
u ' en parcourant L , et L , dans u
n sens convenable , on a
it

à sa

gauche V ( a ) et R , , ou V ( a ) et R

Alors la variété R + R , + R , aura même frontière que V ( a ) ;

o
n pourra donc remplacer V ( a ) pa
r

R + R , + R .

Rend . Circ . Matem . , t .XIII , parte 14 . – Stampato il 15 giugno 1899 . 40
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En opérant de la même manière sur tous le
s

v ( a ) , on aura

remplacé V p
a
r

une autre variété , qui aura même frontière Eb , et

qui sera une combinaison d
e

faces d
e

P .

Le théorème est donc démontré e
n ce qui concerne le
s

polyedres
d
e l 'espace d 4 dimensions e
t

le
s homologies entre les arêtes .

On le démontrerait d
e même pour u
n polyèdre quelconque .

S V
II .

Polyedre réciproque .

Soit P u
n polyèdre dans l 'espace à 4 dimensions ; ce polyèdre

sera subdivisé e
n u
n

certain nombre d
e

variétés v ; , que j 'appellerai

se
s

cases , et que je désignerai par a ? . Ces cases seront separées le
s

unes des autres par des variétés v , ou a ? , que j 'appellerai le
s

faces ;

ces faces auront pour frontières des variétés v , , ou a , que j 'appel
lerai le

s

arêtes , et les extrémités des arêtes seront des points v . ou a ,

que j 'appellerai le
s

sommets .

Je supposerai , bien entendu , que le
s

cases e
t

le
s

faces sont si
m

plement connexes .

Marquons , à l 'intérieur d
e chaque case a , un point P ( a ) ; à l ' in

térieur d
e chaque face a ; , un point P ( a ? ) ; sur chaque arête a ; , un

point P ( a ; ) ; chaque arête se trouvera ainsi partagée e
n deux parties

par le point P ( az ) .

Joignons par des lignes le point P ( a ? ) à chacun des sommets d
e

la face a ; et à chacun des points P ( a ; ) , correspondant aux diverses
arêtes a d

e
la face a
ſ . Toutes ce
s

lignes devront être tracées sur la

face a
ſ . Cette face sera ainsi partagée e
n triangles , et le nombre d
e

ces triangles sera double d
u nombre des arêtes d
e a
ſ . Nous ferons de

même pour toutes le
s

autres faces .

Considérons maintenant une case a } ; décomposons , en triangles

T toutes le
s

faces a ; de cette case , ainsi q
u
e

nous venons d
e le dire .

Construisons des triangles curvilignes , ayant pour sommet commun le

point P ( a ) e
t pour bases les différents côtés des différents triangles

T . La case a sera ainsi décomposée e
n tétraèdres , ayant P ( a ) pour

sommet commun e
t pour bases les différents triangles T . .
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A

A

Nous distinguerons si
x

sortes d
e

lignes (qui seront le
s

arêtes d
e

nos tétraèdres ) :
celles d

e
la ſè
re

sorte joindroni un sommet a ; d un point P ( a ; ) ;

chaque arête sera ainsi formée d
e deux lignes d
e la ſère sorte ;

celles d
e

la 2de sorte joindront u
n point P ( a ) à un point P ( az ) ;

P ( a ) » sommet a ; ;

P ( a : ) » point P ( a ; ) ;

» P ( a ) » » P ( a ) ;

» » 6
e

» » » » » sommet a

Les lignes d
e

la a
d
e

sorte peuvent s 'accoupler deux à deux d
e

deux manières :

1
° Ce que j 'appellerai la ligne bi sera formée d
e deux lignes d
e

la 2
d
e

sorte , joignant un même point P ( a ? ) à deux points P ( a
s
) et

P ( a ) , correspondant aux deux cases a e
t a
l

séparées par la face a .

Il y aura donc autant de lignes b ; que d
e

faces a

2
° C
e

que j 'appellerai une ligne c sera formée d
e

deux lignes d
e

la 2
d
e

sorte , joignant u
n même point P ( a ) à deux points P ( a ) et

P ( ai ) , correspondant à deux faces a ; et ai de la case a

Il nous faut définir des surfaces que j 'appellerai le
s

surfaces b ? .
Soit une arête quelconque a e

t le point P ( a ) . Supposons que

le
s

faces qui passent par å , soient successivement :

a > , a ; , . . . , da ,

e
t que le
s

cases , auxquelles appartient a , soient successivement :

a , a , . . . , ai ,

ver

d
e

telle façon que a
í

sépare a ; de a , a , sépare a d
e
a , . . . , et ,

q
u 'enfin , a sépare a } de a . Convenons , pour plus d
e symétrie , de

désigner indifféremment la case a par a
ſ

o
u any

Décomposons chaque case e
n tétraèdres , et envisageons e
n parti

culier le
s

tétraèdres qui admettent pour sommet le point P ( a : ) . Con
sidérons le

s

2 q triangles curvilignes :

P ( a : ) P ( a } ) P ( ai ) , P ( a : ) P ( 0 + 1 ) P ( az ) . ( = 1 , 2 . . . , 9 )
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L 'ensemble de ce
s

2
9 triangles formera u
n

certain polygone que

j 'appellerai b ? , et qui aura pour frontière l 'ensemble des lignes

b ; , b ; , . . . , bet
Définissons maintenant le

s

volumes b } ; le volume bp sera l ' en

semble des tétraèdres qui admettent pour sommet le point a ; ; ce vo
lume sera u

n polyèdre à 3 dimensions , simplement connexe , quiaura
pour frontière l 'ensemble des surfaces b , correspondant aux arêtes a ,

qui aboutissent au point a .

La juxtaposition des volumes b
y

constituera u
n

nouveau polyedre

P ' , que j 'appellerai le polyédre réciproque d
e
P , et qui aura pour cases

le b ? , pour faces le
s
b ; , pour arêtes le
s
b ; , pour sommets le
s points

b
o
= P ( a ) .

A chaque case b ? d
e

P ' correspondra u
n

sommet a ; de P ,

» » face b » » > une arête a » »

» » arête b ; » » » » face a ? » »

» » sommet b ? » » » » case a ? » » .

De plus , au sens d
u
S II , il y aura la même relation , par exemple ,

entre l 'arête b ; et la face b ; , qu 'entre la face a ; et l 'arête a .

S
i

donc le
s congruences caractéristiques d
u polyèdre P s 'écrivent :

a = Ş
e ; a ; , d = > & ; , a = Şe ; 4 ; ,

celles d
u polyèdre P ' s 'écriront :

b } = { ¢¢ ; 6 ; , b = Ş
¢ ; b ; , b } = Ç¢ ; 6 ; .

Considérons maintenant une ligne c , formée d
e

deux lignes d
e
la

seconde sorte , joignant u
n même point P ( a ) à deux points P ( a )

e
t

P ( a
i
) .

Soient a
m

e
t

a , deux sommets , appartenant respectivement tous
deux à la case a ? . Soient d et d le

s

deux lignes d
e la 3ème sorte qui

joignent respectivement P ( a ) à am , et P ( ai ) à a .

Comme a
m

e
t

a , appartiennent à une même case a ? , on pourra

aller d
e l ' un de ces sommets à l 'autre , en suivant une ligne brisée

formée d 'arêtes a , appartenant à a .
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Soit a cette ligne brisée , dont les extrémités sont a
m
i

e
t a ;

l 'ensemble d
e
s

lignes c - d - Ea + d sera une ligne fermée , ce

que j 'exprimerai par la congruence :

c = d + Ea - d ' .

Comme a e
st simplement connexe , cette ligne fermée sera la

frontière d 'une variété à 2 dimensions , intérieure à a
i , ce que j 'ex

primerai par l 'homologie :

coud + E
a ; - d ' .

Réciproquement : soit a u
n
e

ligne brisée , formée d 'arêtes
appartenant toutes à a , et dont le

s

extrémités sont le
s

sommets a
m

e
t
a ; ; ces deux sommets appartiendront respectivement à deux faces

a e
t
a , faisant toutes deux partie d
e
a . Soient les trois lignes :

c = P ( a ; ) P ( a ) + P ( a ! ) P ( az ) , d = P ( a ) am , d = P ( a ) a .
On aura encore

cood + Ea - d ' .

· Soit maintenant a ; un sommet appartenant à deux faces a ; et al .

Soient le
s

deux lignes d
e

la zème sorte :

d ; = P ( a } ) a , di = P ( at ) a ; .

Nous pouvons tracer une ligne L , s ' écartant infiniment peu d
u

sommet a ; , et allant d ' un point d
e
a d u
n point d
e
a
ſ .

Supposons , pour fixer le
s

idées , que cette ligne traverse trois cases

e
t q
u ' elle rencontre successivement la face a ; , la case a , la face a
m ,

la case a
n , la face a > , la case as , et enfin la face a .

Construisons le
s

trois lignes c :

m )

0 ; = P ( a ; ) P ( a ; ) + P ( a ; ) P ( a . ) ,

cm = P ( a ) P ( an ) + P ( am ) P ( a ) ,

( = P ( a ) P ( a ; ) + P ( a ) P ( af ) ,



318 H . POINCARÉ .

et le
s

deux lignes d
e la zeme sorte :

d
m

= P ( am ) a ? , d , = P ( a ; ) a .

On aura :

c ; = d ; — dm cm = d . . . — dp , cy = d , — da ;

e
t

comme le
s

trois cases a , a , , a ; sont simplement connexes :

C ;rod ; — d . me Cinema d . . . — dp , food , — d
e
y

e
t

enfin :

. ;tomtoood ; – de

· O
n

peut donc toujours trouver une ligne brisée , formée de lignes

c e
t homologue à d ; - di , d , et d , étant des lignes d
e
la 3ème sorte ,

aboutissant à u
n même sommet .

Cela posé , soit

( 1 ) { b } = 0

une congruence entre les arêtes b ; du polyedre P ' .

La ligne brisée ; es
t

évidemment formée d ' un nombre pair

d
e lignes d
e la 2ème sorte , et en parcourant cette ligne brisée , on ren

contrera successivement q faces

a , a ; , . . . , as ,22

pour revenir à la face a
ſ , qu
e

je désignerai également p
a
r

arsi et

o
n rencontrera q cases

a , a , . . . , a ,

pour revenir à la case a , que je désignerai également par a + . , de

sorte que la face a
t séparera la case a d
e

la case aftr .

Notre congruence s 'écrit alors :

[ P { a } ) P ( ) + P ( az ) P { a } + 1 ) ] = 0 ,
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ou , ce qui revient au même,

[P (a -,) P (ai) + P (a ) P (az)] = 0.

Soit alors ay un sommet de la face az , appartenant, par consé
quent , à la fois aux cases a et akts :
Soit dz la ligne de la 3ème sorte P (ai) a ; ; nous venons de voir

· qu ' il existe une ligne brisée A, , formée d'arêtes appartenant à la case
a , et telle que l'on a

it l 'homologie :

P ( ai _ ) P ( a ) + P ( a ) P ( a ) ou dans + 4 — d
r .

E
n additionnant toutes ces homologies , le premier membre se

réduit à :

[ P ( _ ) P ( ai ) + P ( a } ) P ( a } ) ] = { b } ;

le
s

lignes d
e
la zème sorte d
i

disparaissent , et il reste :

E b
in

4
x )

e
t par conséquent

{ b } = { 1 , = 0 .

Donc , à toute congruence { b } = 0 entre le
s

arêtes d
e P ' , co
r

respond une congruence A = o entre le
s

arêtes d
e

P , et telle que

l ' on ait :

E
b ! ~ [ 4

ence

S
i

donc o
n
a Ebiowo , on aura EA , 000 , et réciproquement .

Soit maintenant

ΣΑ , = 0

une congruence entre le
s

arêtes d
e

P ; supposons que A , soit une
ligne brisée formée d 'arêtes appartenant à la case a .

Le premier membre d
e
la congruence ( 2 ) se composera d
e

q
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semblables lignes brisées :

A ., A₂, .. . , A

et je désignerai indifféremment A , par A , ou Ag +1, et A , par A . ou A .
Soient ac, et a le

s

deux extrémités d
e la ligne A
z ; le sommet

a
i appartiendra à la fois aux cases a et aitzi soit ai la face d
e a
í ,

e
t air , la face deatr , auxquelles appartient al .

Soient le
s lignes d
e
la zeme sorte

RI - 1 /d
a
= P ( 43 ) ai , d
a
te

= P (aitu ) aj ,

e
t
d 'autre parte :

C
u

= P ( af ) P ( ai ) + P ( ai ) P ( az ) .

Nous avons v
u que

- And, tot die

D 'autre part , les lignes dit , et di aboutissent à un même sommet

a ; nous avons v
u également que l ' on peut trouver une combinaison

C d
e lignes c , telle que l ' on ait

C , no dia - d
e
n

E
n

additionnant toutes ce
s

homologies , je trouve :

e
t p
a
r

conséquent :

4 ~ E + ECB

E « + ECH = ó .

Le premier membre d
e

cette dernière congruence e
st

une combi

naison d
e lignes c , ou , ce qui revient a
u même , une combinaison

d 'arêtes b ; du polyèdre P ' , de sorte que je puis poser :

E
a
+ 9 = Ebi
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d'où

4 ~ E
b
i

le soit .

E
n

résumé : à toute congruence entre le
s

arêtes d
e

P , correspond

une congruence entre celles d
e
P ' , et réciproquement , et la condition

nécessaire e
t

suffisante pour que le premier membre d
e l 'une des con

gruences soit homologue à zéro , c ' es
t

que l 'autre le soit .

E
n

d 'autres termes , le nombre des congruences distinctes entre les
arêtes est lemême pour P et P ' , en ne considérant pas des congruences
comme distinctes , quand une combinaison linéaire des premiers membres

d
e

ces congruences e
st homologue à zéro .

E
n

d 'autres termes encore , le nombre d
e Betti réduit , relatif

aux arêtes d
e
P , est égal a
u nombre d
e Betti réduit , relatif aux

arêtes d
e

P ' .

On pourrait arriver a
u même résultat , en remarquant que l ' on

peut construire u
n polyèdre qui serait , à la fois , dérivé d
u polyèdre

Pet dérivé d
u polyedre réciproque P ' , et en appliquant le théorème

d
u
s s .

Nous verrons plus loin , au S 10 , que cette proposition peut être
présentée sous une autre forme .

D 'autre part , cela peut permettre , plus simplement q
u ' au S s , de

démontrer que le
s

nombres d
e Betti réduits sont égaux aux nombres

d
e Betti proprement dits .

E
n effet la définition d
u polyèdre P ' comporte u
n

certain arbi

traire : ses sommets b
i

n
e

sont assujettis q
u ' à être intérieurs aux cases

a d
e

P . Dans ces conditions , on peut évidemment choisir toujours le

polyèdre p ' de façon q
u 'une ligne fermée quelconque soit une com

binaison des b
i .

S V
II
I
.

Démonstration du théorème fondamental .

Soit N , le nombre des arêtes d
e notre polyèdre P , N , le nombre

des faces , N , celui des cases . Formons u
n

tableau d 'après le
s règles

suivantes .

Rend . Circ , Matem . , t . XIII ,parte 1° . – Stampato il 15 giugno 1899 . 41
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Le tableau aura N , + N , colonnes, N , dites de la sère sorte et
N , dites de la 2

d
e ; il aura N + N , lignes , N , de la 1ère e
t

N , de

la 2de sorte . Voici quels seront le
s

éléments d
u tableau :

1
° Pour l 'élément d
e la jème ligne d
e
la ſère sorte e
t la jème co

lonne d
e

la 1ère sorte , j ' écrirai 1 , si i = j , et o , si i # j .

2
° Les éléments appartenant à une ligne d
e

la 2
d
e

sorte e
t
à une

colonne d
e
la 2
d
e

sorte , seront tous nuls .

3
°
L 'élément d
e
la įème colonne d
e

la 1ère sorte e
t

d
e
la jème ligne

d
e
la 2
d
e

sorte , sera čij , $ i ; étant le nombre qui nous fait connaître

la relation entre la face a ; et l 'arête a

4
°
L 'élément de la jème ligne d
e

la ſère sorte et d
e
la jeme colonne

d
e
la 2
d
e

sorte , sera e ? : , c ' est - à -dire le nombre qui fait connaître la

relation entre la case a e
t la face a .

Notre tableau , s ' il y a par exemple deux cases , quatre faces e
t

trois arêtes , présentera u
n aspect te
l

que celui - ci :

I 0 0 0 ? E

OIOOEE

0 0 1 0 £ €

( 1 ) 0 0 0 1 & E

ε ε ε ε ο ο

E E & € 0 0

E E E E 0 0

Je n ' ai pas écrit le
s

indices des nombres ε pour simplifier .

Voici maintenant le
s opérations que je regarde comme permises

sur ce tableau .

1
° Ajouter une colonne à une autre d
e même sorte , o
u l ' en

retrancher .

2
° Ajouter une ligne à une autre d
e

même sorte , ou l ' en retrancher .

3
° Permuter deux colonnes d
e même sorte , en changeant tous le
s

signes de l 'une d 'elles ,



COMPLÉMENT À L'ANALYSIS SITUS . 323

nt.

4° Permuter deux lignes de même sorte, en changeant tous le
s

signes d
e l 'une d 'elles .

Toutes ce
s

transformations , pour lesquelles le
s

éléments d
u

tableau

restent entiers , s 'appelleront le
s

transformations arithmétiques d
u

tableau .

On peut s ' en servir pour simplifier la partie d
u

tableau qui appar

tient aux colonnes d
e la 1ère sorte e
t aux lignes d
e

la 2
d
e

sorte , et

celle qui appartient aux colonnes d
e

la 2ème sorte e
t aux lignes d
e

la

1 è
re sorte .

Voici jusqu ' où l ' on peut pousser la simplification , d 'après des
théorèmes bien connus d 'arithmétique ; quand la réduction sera terminée :

L ' élément d
e
la jème colonne d
e la 1ère sorte e
t d
e
la jeme ligne

d
e
la 2de sorte :

1
°

Sera nul , si i > j .

2
° Sera égal à u
n

entier H ; , qui pourra être nul , si i = j .

3
° Sera encore nul , si i < j et si H ; es
t

premier avec H ; .

4
°

Enfin sera nul , si j > N .

Il en sera d
e même d
e l 'élément d
e la jème ligne d
e la jère sorte

e
t d
e
la jème colonne d
e

la 2
d
e

sorte .

La réduction peut être poussée encore plus loin , si l ' on autorise
une cinquième opération : multiplier tous les éléments d 'une ligne o

u

d 'une colonne par u
n même nombre entier o
u

non , différent de zéro .

Les transformations correspondantes s 'appelleront les transformations
algébriques d

u

tableau .

On peut alors supposer que l 'élément d
e la ième colonne d
e

la

1 è
re sorte e
t d
e

la jème ligne d
e

la 2
d
e

sorte ( de même que l 'élément

d
e

la jème ligne dela jère sorte et de la jème colonne d
e

la 2
d
e

sorte )

est nul , si i # j . Si i = j , il peut être égal à o ou à ļ . S ' il en e
st

ainsi , je dirai que le tableau e
st réduit .

Après la cinquième opération , les éléments qui appartiennent aux
lignes e

t aux colonnes d
e la jère sorte pourront ne pas rester entiers ;

d
e plus , le déterminant formé par ce
s

lignes e
t

ce
s

colonnes pourra

n
e pas rester égal à 1 , mais il restera différent de zéro .

Le tableau ( 1 ) es
t

relatif aux faces d
u polyèdre P e
t

à leurs

relations avec le
s

cases e
t

le
s

arêtes . Nous pourrions e
n dresser u
n ,

tout pareil , relatif aux arêtes d
u polyèdre P e
t
à leurs relations avec

le
s

faces e
t le
s

sommets .

120X
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Nous pourrions également envisager le polyèdre P ', défini plus
haut , et construire deux tableaux relatifs l'un aux faces de P ', l'autre
à se

s
arêtes .

Comparons le tableau ( 1 ) , relatif aux faces d
e

P , avec le tableau

(Ibis ) relatif aux arêtes d
e

P ' .

Il résulte d
e

ce qui précède , que ces deux tableaux peuvent se

déduire l ' un de l 'autre e
n remplaçant le
s lignes par le
s

colonnes e
t

inversement .

Cela posé , envisageons le tableau ( 1 ) , relatif aux faces d
e

P , et

examinons comment o
n peut déduire d
e
ce tableau le nombre d
eBetti

P , du polyèdre P .

Comment , d 'abord , pourra - t - on en déduire le
s congruences entre le
s

faces e
t le
s

arêtes ?

Considérons une colonne quelconque d
e
la 1 èr
e

sorte ; par exemple

la ième colonne . Multiplions le
s

éléments d
e

cette colonne e
t d
e
la kème

ligne d
e

la 1ère sorte par a
f

e
t ajoutons ; puis égalons à la som .me

obtenue , en multipliant les élenients d
e

cette même colonne e
t

d
e

la

jème ligne d
e
la 2de sorte par a ; nous obtiendrons la congruence

ce qui e
st

bien une des congruences ( 3 ) du S II . Toutes le
s

autres

congruences n ' en sont que des combinaisons .

Comment pourra - t - on maintenant trouver le
s homologies entre le
s

faces ?

. Pour cela , envisageons par exemple la ième colonne d
e la 2d
e

sorte ;

multiplions le
s

éléments d
e
la kème ligne e
t d
e

cette colonne par a ; ,

ajoutons e
t égalons à zéro ; nous trouverons :

& rainuo ,

ce qui es
t

bien une des homologies ( s ) du S II , dont toutes le
s

autres n
e

sont que d
e
s

combinaisons .

Q
u ’adviendra - t - il , maintenant , si l ' on applique à notre tableau ( 1 )

une transformation algébrique quelconque ?

Avant la transformation , chaque colonne de la 1ère sorte correspond
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nr .

à une face , chaque colonne de la 2
d
e

sorte à une case , chaque ligne

d
e

la 1ère sorte à une face , chaque ligne d
e la 2
d
e

sorte à une arête .

O
n

obtient , comme nous l 'avons vu , autant de congruences e
t

d 'homologies que d
e

colonnes , en multipliant le
s

éléments d
e chaque

ligne d
e
la ſère sorte par la face correspondante , ceux d
e chaque ligne

d
e

la 2
d
e

sorte par l 'arête correspondante , et ajoutant .

Supposons maintenant q
u ' on fasse la deuxième opération , c ' es
t
- à

dire q
u ' on transforme e
n ajoutant la ligne d
e

la 1ère sorte , qui corre
spond à a

ł , à celle d
e

la jére sorte , qui correspond à a ? . Nous con

venons d
e

dire q
u ' à la nouvelle kème ligne (celle à laquelle o
n
a ajouté

la ième ligne ) correspond toujours la variété a ; mais q
u ' à la nouvelle

ième ligne (qui d 'ailleurs n ' a pas change ) correspond la variété a ; - az .

S
i l ' on fait la cinquième opération sur la kème ligne de la sère sorte ,

e
n

e
n multipliant les éléments par une constante in ,nous conviendrons

d
e dire q
u ' à la nouvelle kème ligne correspond la variété - (notation

-

nou ca

m

12q
u
i

n ' a qu ' une valeur symbolique , à moins q
u
e

n
e

so
it

entier ) .

Quant à la quatrième opération , ce n ' es
t

q
u 'une combinaison d
e

plusieurs opérations analogues à la deuxième .

Nous avons ainsi défini la variété qui correspond à chacune des
lignes d

e

la 1ère sorte d
u

tableau , après q
u ' on a appliqué à ce
s

lignes

une combinaison quelconque des 2éme , 4ème e
t

sème opérations .

Nous définirions d
e

même le
s

variétés qui correspondent aux d
if

férentes lignes d
e

la 2
d
e

sorte , après q
u ' on aurait appliqué à ces lignes

une combinaison des 2ème , 4ème et sème opérations .

Grâce à ce
s

conventions , il suffira encore , pour obtenir le
s

con

gruences e
t le
s homologies , d 'ajouter e
t

d 'égaler à zéro , après avoir
multiplié le

s

éléments d
e chaque ligne par la variété correspondante ,

e
t

avoir changé le signe des produits ainsi obtenus , en ce qui concerne
les lignes d

e la 2de sorte .

Maintenant , si l ' on applique aux colonnes du tableau le
s I èm
e
, 3ème

e
t

sème opérations , on ne fera que combiner le
s

congruences entre elles ,

e
t

le
s homologies entre elles ; ou multiplier une congruence e
t une

homologie par un facteur constant .

D ' où le résultat suivant :
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Pour déduire le
s congruences d
u tableau transformé , voici ce q
u ' il

faut faire : multiplier chaque ligne d
e

la sère sorte pour la variété qui

lu
i

correspond e
n vertu d
e

la convention que nous venons d
e faire ,

e
t ajouter ; faire de même pour le
s lignes d
e

la 2
d
e

sorte ; égaler le
s

deux résultats ainsi obtenus ; on aura ainsi autant de congruences que

d
e

colonnes d
e la sère sorte ; toutes le
s

autres congruences possibles n
e

seront que des combinaisons .

Pour déduire d
e même le
s homologies , il faut : multiplier chaque

ligne d
e

la ſère sorte pour la variété correspondante , ajouter et égaler

à zéro ; on aura ainsi autant d 'honologies que d
e colonnes d
e

la 2
d
e

sorte ; toutes les autres homologies possibles n ' en seront que des com
binaisons .

Il importe d
e remarquer que les congruences e
t homologies ainsi

obtenues , pourront n 'avoir q
u 'une valeur synıbolique , parce que le
s

coefficients pourront être fractionnaires .

E
t , en effet , d 'une part les éléments d
u

tableau transformé peuvent

n
e plus être entiers ; d 'autre part , la variété qui correspond à une ligne

peut , comme je l ' ai dit plus haut , n 'avoir elle -même q
u 'une valeur

symbolique .

Mais comme le
s

coefficients , entiers o
u non , sont toujours com

mensurables , il suffira d
e multiplier notre congruence o
u notre h
o

mologie par u
n entier convenable , pour e
n déduire une congruence

o
u une homologie à coefficients entiers , qui aura u
n

sens pour elle
même .

Supposons , maintenant , q
u ' on ait réduit le tableau , comme je l ' ai dit

plus haut .

Combien y aura - t - il d 'homologies distinctes ?

Parmi nos N , colonnes d
e

la 2
d
e

sorte , il y e
n aura N , - N ,

dont tous le
s

éléments seront nuls , et N , dont u
n élément sera égal

à i et tous le
s

autres nuls . Les N , - - N ; premières ne nous donneront
aucune homologie ; chacune des N , autres nous e

n donnera une e
t

ce
s

N , homologies seront évidemment toutes distinctes .

Il y a donc N , homologies distinctes .

Combien y a - t - il de congruences distinctes entre le
s

faces e
t

le
s

arêtes ?
Il y en a évidemment N , , correspondant a
u
x

N , colonnes d
e
la

men notre се notre

ents T Sera

ictes .
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1 è
re sorte , et ce
s

congruences sont distinctes , parce que le déterminant
formé avec le

s
lignes e

t les colonnes d
e
la jère sorte , n ' es
t

pas nul .

Considérons maintenant dans notre tableau réduit le
s

N . lignes

d
e

la 2
d
e

sorte ; parmi elles il y en aura N , - N ” dont tous les élé
ments sont nuls , et N ” , dont un élément e

st égal à i et tous le
s

autres

nuls . Parmi nos N , congruences il y en aura donc N ” qui contien

dront une arête , et N , – N ; qui ne contiendront aucune arête . Il y a

donc N , - - - N ” , congruences entre le
s

faces seulement , et ces congruences
sont toutes distinctes .

Il y aura donc entre le
s

faces seulement N , – N – N " con
gruences , qui resteront distinctes , si l ' on ne regarde plus comme di

stinctes celles que l ' on peut déduire le
s

unes des autres par le moyen

des homologies .

Le nombre d
e Betti relatif aux faces d
e
P e
st donc :

N , - N , - N + 1 .

Cherchons maintenant le nombre d
e Betti relatif aux arêtes de P .

On le trouvera évidemment e
n opérant comme nous venons d
e

faire sur le tableau ( 1 bi
s
) , relatif aux arêtes d
e

P ' .

Mais o
n passe d ' un tableau à l 'autre , en remplaçant les lignes par

le
s

colonnes , et réciproquement . Les nombres qui joueront , pa
r

rapport

à ( Ib
is
) , le même rôle que

N , , N , , N ;

jouent par rapport à ( 1 ) , seront donc respectivement :

N , , N ” , N ;

Donc le nombre d
e Betti relatif aux arêtes d
e
P ' est encore :

N , – N ; – N + 1 .

Ainsi le
s

nombres d
e Betti relatifs , l ' un aux faces d
e
P , l 'autre

aux arêtes d
e
P ' , sont égaux ,
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Or nous avons vu plus haut que le
s

nombres d
e Betti relatifs

aux arêtes d
e

P e
t

à celles d
e

P ' sont égaux , de même que le
s nom

bres d
e Betti relatifs aux faces d
e

P e
t

à celles d
e

P ' .

Donc le nombre d
e Betti relatif aux faces de P e
st égal a
u

nombre

d
e Betti relatif aux arétes d
e
P .

Notre théorème fondamental e
st

donc démontré e
n

ce qui con

cerne le polyèdre P , c 'est - -dire , en ce qui concerne le
s polyèdres d
e

l 'espace à quatre dimensions .

La démonstration pourrait , sans aucun doute , s 'étendre à u
n po

lyèdre quelconque .

S ix .
Remarques diverses .

Le théorème fondamental e
st ainsi établi p
a
r

une démonstration ,

qui diffère essentiellement d
e

celle d
e la page 4
3

d
e l ’Analysis situs

Mais cela n
e

saurait pas nous suffire . Il faut nous efforcer d
e

retrouver le
s propositions intermédiaires , et , en particulier , celle - ci :

La condition nécessaire e
t suffisante pour que l ' on puisse trouver

une variété V telle que N ( V , V . ) + 0 , c ' est q
u
e
l ' on n ' ait pa
s
l 'ho

mologie EV :00 .

Considérons deux variétés , la première V , à une dimension ,
composée d 'arêtes d

e

P ' , la seconde V , a deux dimensions , composée

d
e

faces d
e
P , de telle sorte q
u ' on aura :

V , = EQ ; b ; , V = Eda ? ,

l 'arête b ; étant celle q
u
i

correspond à la face a , d 'après le
s

conven

tions d
u
$ 7 .

L 'arête b ; coupe la face a ? , et n ' en coupe aucune autre , de telle
sorte que si nous reprenons la notation d

e l 'Analysis situs , pag . 3
8 ,

nous aurons :

N ( V , , V . ) = Excel
Nous supposerons dans ce q

u
i

v
a suivre , que le
s

variétés V , et
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V , sont fermées , ce q
u
i
s 'exprime p
a
r

le
s congruences :

( 1 ) : { : b } = 0 , Ed ; a = 0 .

Vérifions d 'abord que l ' on aura

E
a ; d ; = 0 ,

pourvu que l ' on a
it l 'une des deux homologies ( * ) :

E
a ; b ; rvo , Eaja ?no .

S
i

e
n effet nous avons , par exemple , la seconde homologie ( 2 ) ,

c ' es
t

q
u ' on aura :

iON

a : = ' ' ; & lio

L ; étant u
n coefficient n
e dépendant que d
e j .

D ' un autre côté , la première des congruences ( 1 ) peut se déduire

d
e l 'une des suivantes :

( 3 ) b } = b ; £ } , in

d ' où

< « b = E
ą ; b ; e .

E
n égalant à zéro le coefficient d
e
b ; , il vient successivement :

Eq ; e , i = 0 , E2 « S ; 8 , 1 = 0 , Za ; a = 0 , C . Q . F . D .F . D .

On raisonnerait d
e

même si on avait la première homologie ( 2 ) .

Je d
is

maintenant que si la seconde homologie ( 2 ) n ' a pas lie
u ,

o
n peut choisir le
s

a ; de telle façon que V , reste fermée e
t cependant

que ao n
e

soit p
a
s

nul .

E
n

effet , dire que la seconde homologie ( 2 ) n ' a pas lie
u , c ' est

( * ) Cfr . Analysis situs , pag . 42 .

Rend , Circ . Matem . , t .XIII , parte 1
º . — Stampato il 19 giugno 1899 . 4
2
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dire qu 'on ne peut p
a
s

trouver d
e
s

nombres 5 ; te
ls

que l ' on ait :

( 4 ) a ; = ;

( 5 )

' S ent

Dire que V , reste fermée , c ' est dire que le
s
a ; sont assujettis aux

conditions :

E « : 8 } , i = o .

O
r
il es
t

clair que si le
s ; ne satisfont p
a
s
à d
e
s

égalités d
e

la

forme ( 4 ) , l 'équation linéaire Zaza ; = 0 sera distincte d
e
s

équations

( s ) ; on pourra donc toujours trouver des nombres Q ; , qui satisfassent
aux équations ( s ) sans satisfaire à 20 : 0 ; = 0 .

Remarquons d 'ailleurs que nous n 'avons pas restreint la généralité

e
n supposant que nos variétés V , et V , étaient des combinaisons des

b ; et d
e
s

a
ſ , quelle que soit la variété V , dont la subdivision forme

le
s

polyèdres P e
t

P ' . Quelles que soient les variétés V , et V , , nous
pouvons toujours subdiviser V , de manière à former deux polyedres
réciproques P et P ' tels que V soit une combinaison des arêtes d

u

second , et V , une combinaison des faces d
u premier .

Il faudrait voir comment le tableau ( 1 ) du S 8 et le
s

tableaux

analogues , peuventnous permettre d
e déterminer les nombres d
e Betti ,

tels que Betti les définit lu
i
- inême , et non plus le
s

nombres de Betti
définis d

e
la seconde manière , c ' est - à -dire ceux que nous avons consi

dérés jusqu ' à présent .

Considérons , par exemple , un tableau analogue a
u

tableau ( 1 ) ,

mais relatif aux arêtes d
u polyèdre P e
t
à leurs relations avec le
s

faces

e
t

le
s

sommets . Considérons , en particulier , les colonnes d
e

la 2de

sorte e
t

le
s

signes d
e

la 1ère sorte , où figurent le
s

nombres e
t Soit

T le tableau partiel ainsi obtenu . A l 'aide d
e

ce tableau o
n pourra

former le
s

congruences

a = { 1 , ; a ; ,

d ' où l ' on déduit le
s

homologies

( 6 ) Een ja -vo .

Alors pour reconnaître si plusieurs lignes fermées , formées d
e
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combinaisons d
e
s

arêtes a sont distinctes a
u

sens d
e

la ſère définition ,

c 'est - à -dire , au sens de Betti , il faut savoir si elles sont liées par une
homologie obtenue e

n combinant le
s homologies ( 6 ) par addition ,

soustraction o
u multiplication , mais sans division .

Supposons q
u ' on ait appliqué à notre tableau une série d
e

ces

transformations , que j ' ai appelées arithmétiques au S 8 .

Soit S . ; le nombre qui , dans le tableau transformé , figure dans

la jème ligne d
e la sère sorte e
t la jème colonne d
e la 2de sorte . Soit c ;

la variété qui correspond à la jème ligne d
e

la sère sorte d
e

notre tableau

transformé e
n vertu des conventions d
u

S 8 . D 'après ce que nous

avons v
u dans ce $ 8 , cette variété n 'est qu 'une combinaison des arêtes

a ; . Nous aurons alors le
s

homologies

( 6b
is
) $ 1 , jO ;No .

Ces homologies n
e

sont que des combinaisons des homologies ( 6 ) ,

que l ' on peut obtenir sans division , et réciproquement o
n peut tirer

des homologies ( 6 ) des homologies (6bis ) sans division , c ' est là une
conséquence d

u caractère arithmétique des transformations .

On peut donc , quand o
n veut s 'assurer si deux lignes fermées

sont distinctes a
u

sens d
e Betti , se servir des homologies (6bis ) au

lieu des homologies ( 6 ) .

Nous pouvons supposer q
u ' on s ' es
t

servi des transformations arith

métiques pour réduire le tableau , comme je l ' ai expliqué a
u

§ 8 , et

par conséquent que si es
t

nul : 1° si i > j ; 2° si j > N .

Le tableau réduit aux colonnes d
e
la 2
d
e

sorte e
t aux lignes d
e

la 1ère sorte prendra , par exemple , la forme suivante :

0
0

0

a
e

f
h

0
0

0
b

g
k

0
0

0
0

<
1

0
0

0
0

0
d

0
0
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nants ne tou

J'ai supposé 6 lignes et s colonnes ; j'ai supposé que l'un des
nombres S

zi

e
st égal à zéro , de façon q
u 'une des colonnes du tableau

transformé soit entièrement composée d
e zéros . J 'ajoute que si d était

égal à 1 , les nombres h , k , l , qui figurent à la même ligne , seraient nuls .

Cela posé , si d n ' est pas égal à 1 , les deux définitions des nom
bres d

e Betti ne coïncident pas , parce que l ' on a l 'homologie dc , ovo ,

d ' où l ' on ne pourrait déduire l 'homologie civo que par division . Si

d = 1 , on a h = k = I = 0 , et si c n 'est pas égal à 1 , on aura l 'ho
mologie cc n o , et les deux définitions ne concorderont pas ; et ainsi

d
e

suite .
E
n

résumé , pour que le
s

deux définitions concordent , il faut et il

suffit que le produit abcd soit égal à 1 .

Pour interpréter ce résultat , revenons a
u tableau non transformé .

Le produit abcd sera le plus grand commun diviseur d
e

tous le
s

dé
terminants obtenus e

n supprimant N , - - N . lignes dans le tableau T ,

pourvu que ces déterminants n
e

soient pas tous nuls (auquel ca
s

il n ' y

aurait pas dans le tableau transformé d
e colonne exclusivement com

posée d
e

zéros ) . Si les déterminants sont tous nuls , on e
n formera

d 'autres e
n supprimant dans le tableau T une colonne e
t
N , - N ,HI

lignes ; le produit abcd sera le plus grand commun diviseur d
e

tous

ces déterminants , s ' ils ne sont pas tous nuls ; et ainsi de suite .
Nous arrivons ainsi à la règle suivante .

Soit A , le plus grand commun diviseur d
e
s

déterminants obtenus

e
n partant du tableau T e
t y supprimant ţ lignes et N , - N , + p

colonnes . La condition nécessaire e
t suffisante pour que le
s

deux défi

nitions des nombres d
e Betti coïncident , c ' est que le premier des A ,

qui n
e
s 'annule pas , soit égal à 1 ( le plus grand commun diviseur de

plusieurs nombres égaux à zéro étant zéro par définition ) .

Supposons que la variété V = Xabi , considérée a
u début d
e

ce paragraphe , ne peut pas être frontière d 'une variété à deux dimen
sions , mais satisfait à l 'homologie V , - 0 . En d 'autres termes , l 'ho
mologie Vivo peut se déduire des homologies ( 6 ) par division ,mais
non pas sans division . Dans ce ca

s , on aura néanmoins :n01 S sans S ce n aura

N ( V , , V . ) = 2 : 0 = 0 .
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S X.

Démonstration arithmétique de l'un
des théorèmes du S VII.

SO

Voici une manière de former le
s homologies qui pourra être utile

à connaître .

Soit b
ị

u
n sommet d
u polyèdre P ' , situé à l 'intérieur d 'une case

a d
u polyedre P . Soit , d 'autre part , ai un sommet de P , appartenant

à la case a ? . Joignons b ; à ai par une ligne que j 'appellerai simple
ment bia

Soit maintenant b ; une arête d
e

P ' , dont le
s

deux extrémités

sont b ; et bo , de telle sorte q
u
e
l 'une d
e
s

congruences ( 3 ) ( cfr . § 2 )

relatives à P ' soit :

b } = b ; — b

Soit , d 'autre part , a la face d
e
P qui correspond à l 'arête b ; de

P ' , et a u
n des sonmets d
e
a ; nous aurons l 'homologie :

( 1 ) b
i ro ap b ; – a bioCo

Soit a une arête d
e

P , dont le
s

deux extrémités sont a e
t
a ; ,

d
e

sorte que l 'une des congruences ( 3 ) relatives à P soit :

a = a ; — a .

leSoit a l 'une des cases d
e
P auxquelles appartient a , et b

sommet correspondant d
e

P ' ; on aura l 'homologie :

a ; ~ o bia ; — b ; az .

Je di
s

maintenant que toutes les homologies entre le
s
a peuvent

se déduire des homologies ( 2 ) .

E
n effet , soit a ; une face quelconque d
e

P , et soit :
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la congruence de la forme ( 3) qui lu
i

correspond ; on en déduit l 'ho
mologie :

( 3 ) Ecija ; -wo ,

e
t nous avons v
u a
u

6 que toutes le
s homologies entre le
s

arêtes d
e

P sont des combinaisons d
e

celles q
u ' on obtient de la sorte .

Soit alors a l 'une des arêtes d
e
P qui figurent dans l 'homologie

( 3 ) , et soit :

a = a ; - - a

Soit d 'ailleurs a ; l 'une d
e
s

cases dont fa
it

partie a ? . Nous aurons

l 'homologie :

( 2b
is
) a ; ou bia ; — bia .

S
i nous additionnons le
s homologies ( 2 bi
s
) qui sont de la forme

( 2 ) , après le
s

avoir multipliées par ej , tous le
s

termes d
u

second

membre disparaîtront e
n vertu des relations ( s ) du § 2 ; on retrou

verait donc l 'homologie ( 3 ) . C . Q . F . D .

O
n

démontrerait d
e même que toutes le
s homologies entre le
s
b ;

peuvent se déduire des homologies ( 1 ) .

Nous avons v
u plus haut , au S 7 , que si l ' on a une congruence :

Ea = 0 ,

o
n peut trouver une autre congruence entre le
s

arêtes d
e
P ' :

Eb ; = 0 ,

e
t d
e

telle façon q
u ' on ai
t
l 'homologie :

( 4 ) Earu Eb ;

Je d
is

maintenant que cette homologie ( 4 ) peut être déduite des
homologies ( 1 ) et ( 2 ) .

Découpons , en effet , le premier membre d
e notre congruence

a = o e
n u
n

certain nombre d
e groupes , de telle façon que le
s


