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vations, du 24 octobre au 6 novembre 1893, en employant le
méme instrument et les mémes éioiles, je pense qu'on pourrait
trouver dans ce fait une confirmation de la période de 430, &
laquelle M. Chandler s’est arrété dermiérement. Entre les obser-
vations de M. Cerulli et les miennes il se serait écoulé 4 peu pres
cing périodes de 43 1. :

On remarquera que c’est déja un résullat satisfaisant qu’avec
cette méthode un observateur puisse, dans une seule soirée, en
observant une dizaine de groupes d’étoiles (je suis allé quelquefois
jusqu’a onze), déterminer une latitude avec une erreur probable
de == 0",3, résultat qu'on ne pouvait obtenir autrefois qu'aprés
plusieurs soirées, en employant les autres méthodes (1).

Remargque. — Quoique la déviation de la verticale ne se rap-
porte pas a la variation de la latitude, il ne sera pas sans inlérét de
savoir que la latitude déduite pour notre observatoire des trian-
gulations géodésiques exécutées par M. de Berardinis (profes-
seur de Géodésie a la Faculté de Naples) est inférieure de 17" a
la latitude que jai délerminée. Peut-étre faut-il attribuer cette
forte déviation a 'attraction exercée par la chaine du Gran-Sasso,
qui n’est pas loin de Teramo, et dont plusicurs sommets attei-
gnent 2goo™ d’altitude.

SUR LE DETERMINANT OE HILL;
Par M. H. POINCARE.

On sait que M. Hill a ramené le calcul du mouvement du périgée
de Ja Lune i l'intégration de I'équation suivanle

dtw
(l) :{_E;%-Bw:o,

(') Quelques-uns trouveront, peut-ttre, trop forte la variation de la latitude
qui tésulte de mes observalions. Je ferai remarquer cependant : :

1° (ue cette valenr ne s'écarle pas beancoup de celle qu'on a trouvée, i Berlin,
a Potsdam, a Prague, & Strasbourg.

2° Que la valeur 0”,3 qu'on assigne depuis quelque temps a amplitude de cette
variation n'est qu’'une moyenne. Sa valeur serait des plus fortes.

3° Que d’aprés la polhedie tracée par Chandler et par Helmert, les spires de
cetle eourbe vont en s'élargissant depuis 186,
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8 =0,+ 28] cos2v + 205 COS4T ...,

les ©; étant des coefficients constants. D)’une équation de la méme
forme dépend lc mouvement du nceud.
On cherche a satisfairve & cette équation en posant

w=2X bm el‘T(Eﬂ-‘—f.‘)'

n étant un entier positif ou négatif et ¢ un nombre gu’il s’agit de
déterminer et dont dépend le mouvement du périgée.
Cela nous donne les équations linéaires en nombre infini :

{2) bu[y—(2n + 2]+ Z2,0, pbip=0.
Sous le signe X, p doit prendre les valeurs

iy, a2, ..., adinf.
et 'on suppose
0_, =8,

On sait que M, Hill, pour déterminer ¢, envisage le déterminant
d’ordre infim déduit des équations (2). Numérotons les hignes et
les colonnes de ce déterminant qui s’étend 4 I'infini dans les deux
sens de fagon que la ligne (ou la colonne) centrale soit numé-
rotée zéro, et qu’a partir de la les autres lignes (ou colonnes)
soient numérotées successivement %=1, == 2, elc.

L’élément du déterminant qui fera partie dc la 2™ ligne et de
Ia pi*=e colonne sera :

1° 8i n = p, c’est-a-dire sur la diagonale principale,

6y —(2n+¢)%,
2" Si 2 p, ¢’esti-a-dire en dehors de la diagonale principale,
8n_p

Outre ce déterminant, on aura & en envisager deux autres ana-
logues.
Le premier, que M. Hill appelle V(£), est celul des équations

= 0.

. n +E)12—8 B,
(2 bis) b"{(9ndnf)—1 “szbpﬁf‘”[

Je désigne par £ une indéterminée quelconque; an voit que

John G. Wolbach Library, Harvard-Smilhsonian Cenler for Asirophysics + Provided by the NASA Astrophysics Dala System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1900BuAsI..17..129B

r T90DBUAST 7177 “T79Bo

136 MEMOIRES ET OBSERVATIONS.
pour & = ¢ les équalions (2 bis) se réduisent aux équatiops {2)
maultipliées par un facteor constant.
- Les éléments du déterminant V(&) sont donc :
pour 1 = p, '

[(2n + 5}~ 0,],
2

40—
pour 25 p,

TG

grt—1

Je considéreral ensuile le déterminant que jappellerai (&) et
qui est celul des équations

Oup_
{an—+E)— 8y )

(2 ter) by+Z,8,

Ces équations (2 ter) ne différent des équalions (2 bis) que par
un facteur constanl.
Les éléments du déterminant 00(£) sont done : pour n==p, 1;

pour 2 p,
By p

(20 +£)—@,

On remarquera que, pour § =0, ce délerminant se réduit a ce
que M. Hill appelle {J(0}; en revanche, pour §{ = V0o, il ne se
réduit pas i ce que M. Hill appelle D(\,@_o)

M. Hill admet sans démonstration que ces déterminants d’ordre
infini convergent et, en se contentant d’un simple apercu, que

sin?(f—: c)
ﬁ——-—-%-z—'—ﬁ_f-ﬂ = Ij(\)).
sm‘-’(; \/63)

Dans le Lome 1l des Méthodes noucelles de la Mécanique
céleste, jai donné de ces deux propositions une démonstration
rigoureuse, mais celte démonstration est assez compliquée et fast
appel & un théoréme de M. Hadamard qui appartient 4 la partie la
plus délicate de la théorie des fonctions. Il y a moyen de simplifier
cetle démonstration.

Je commence par en rappeler rapidement la premiére partie
sans y rien changer d’essentzel.
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Le développement d’un déterminant d’ordre infini ol tous les
éléments de la diagonale principale sont égaux & 1 :

“_} I (£ 2] aa L{XY
by by v by b ...,
.. C.g €8 ©C4 1 < .

conduit & une série infinie dont les termes peuvent s'obtenir de la
facon suivante : on considére le prodait infini

B . Bl T e T AR SRS g R, JRE Y J S Y S T
{1+ et eyl

on développe ce produit et 'on allecte chaque terme de I'un des
coefficients o, +1 0u —1,
Je désignerar pour abré

ger ce produit par

M=, (14 Za)(1-+-Zb){1+ Ze).... .
Au lieu du produit 1T, je puis considérer le produit
W=...(04 Zla]}(-+S[D] )1+ Z|e)) ...,

en remplacant chacun des «, des b, des ¢, ele., par sa valeur
absolue.

Il est clair :

1° Que tous les termes du produit [I' sont réels et positifs;

2° Que chague terme de I est égal a la valear absolue du
terme correspondant de I, de sorte que pour obtenir le détermi-
nant it suffit encore :

Siles a, b, ¢, ..., sont réels, d’affecter chaque terme de II' de
T'un des coefficients o, 4+ ou —1;

Ou,siles ¢, b, ¢, ..., sont imaginaires, d’affecter chaque terme
de I1' d’un coeflicient dont le module est o ou .

Atnsi la convergence du produit I’ entraine celle du déter-
minant.

D’autre part, st 'on développe 'exponentielle
e\:[uf?

sutvant les puissances croissantes des [« |, on ablicndra tous les
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termes du polynome 1 + E[z| et d’autres termes encore qui seront
réels et positifs.
St nous développons 'exponentielle

E = e--Sla/+2|5+3lci+...

nous obtiendrons tous les termes de II' et d’autres encore qui seronl
réels et positifs.

Pour obtenir le déterminant, il suffit donc de développer E et
d’affecter chaqune terme d'an coefficient ayant pour module o oun 1.

Sila série : :

S=...3la|+Z|b}|+ Zle!+...,
converge, 1l en sera de méme de la série obtenue par le dévelop-
pement de E et par conséquent du déterminant.

Si les a, les b, ..., dépendent d’unc variable quelconque et si
la 'convergence de la série S est uniforme, la convergence de la
série E et da déterminant sera également uniforme.

Appliquons ces principes au délerminant [J(§); la série 8 peut

alors s'écrire
S=(>3]6;)) \|

Le premier factear 2X|6;] est évidemment convergent. Le
second facteur converge également, & moins gue I'on n’ait

1
(an+87—6,|

P=_—ant 0,

Si dans le plan des & on entoure chacun de ces points singu-

liers §—= — zni\/e—,} par une petite courbe fermée et que 'on
constdére le domaine situé en dehors de ces petites courbes
fermées, ce second facteur convergera uniformément dans ce
domaine. Donc, dans ce domarne, D(E) convergera absolument et
uniformément.

Comme chacun des termes du développement de (&) est une
fonction analytique de &, () sera dans ce méme domaine une
fonction analytique.

Cette fonetion sera uniforme, puisqu’elle est entierement déter-
minée quand on se donnc &, elle ne peat avoir d’autres points sin-
guliers que les points _

= —oan e,
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Je dis que ces points singuliers sont des pdles stmples.

En effet, supposons que £ tende vers — 2] + v’(il—o, —j élant
entier.
. Envisageons le prodnit I’ dont les divers facteurs sont ici tous
de la forme
226l
(27 +§)2— 8|

Quand £ tendra vers sa limite, tous ces facteurs resteront finis,

excepté le facteur
_ 2X|8g]

eI =

Soit I} le produit obtenu en supprimant dans I’ ce facteur et S,
la série obtenue en supprimant dans S les termes correspondants,
¢’est-d-dire ceux qui contiennent ce dénominatear (27 +- £)2— @,.
La série S, convergera méme quand ¢ atteindra sa limile; et,
comme on 2

Iy < €%,
ou voit que

. (27 +&)"—
I, = o

reste fini quand £ atteint sa limite. Donc

U(2j 45— /6,)

reste fini et, comme (£) st loujours plus peut que I en valeur
absolue, le produit

O (27 + E—6,)

restera finl, ce qui montre que le point singulier est un pole
snmple La fonetion [3(£) est done méromorphe.

Comme la convergence esl absoluc, on peut intervertir I'ordre
des lignes et des colonnes du déterminant. Or, changerEen & 4 o
ou £ en — &, cela revient 4 une semblable interversion.

Donc [3(%) ne change pas, soit quand oo change & en £ 1 2,
soit quand on change § en — L.

La fonction (1(§) s’annule pour £ = ¢, puisque pour £ =r¢, les
équations (2 ter) ne different pas des équations (2), qui doivent
étre salisfaites a la fois.

A cause de la périodicité de la fonction, clle s’annule également
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pour

E=an—+c
et, comme la fonction est paire, pour

E=an—e¢.

En résumé, r](Z) est une fonction méromorphe de &; de plus,
elle est périndique avec la période 2 et ne change pas quand on
change § en — &,

Envisageons maintenant 'expression

.. cosmE — cosw /B,

F(z) =) oo 0

coswl — coswe

(est encore une fonction méromorphe de £. Le premier factenr
devient infint pour §=2n == \/é;, mais alors cosw: — cos= \/@7.,
s'annule et, comme linégalilé (3) montre ue Lous nos poles sont
des poles simples, la fonction F(§) reste finie. Pour § = an ¢,
le dénominateur coswi-—cosme s'annule; mais [J(§) s’annule
également et la fonction F () reste encore fine.

Booe F(§) est une fonction cnliére.

Comment se comporte-l-elle quand |&| augmente indéfiniment?
Comme la fonction est périodique, 1l suffira de doaner & E des
valeurs dont la partie réelle restera comprise cntre o et 2; sil'on
partage le plan des £ cn bandes par des droites paralléles équidis-
tanies, perpendiculaires a 'axe des quantités réelles, et que 'équi-
distance soit égale & 2, les valeurs dont il vient d’étre question
seront comprises dans Pune de ces bandes. Et 1l est clair que dans
les antres bandes la fonclion périodique F(§) reprendra les mémes
valeurs.

St la variable £ reste dans cette bande, elle ne pourra croitre
indéfiniment sans que sa partie imaginaire croisse indéfiniment.
Or il est clair que, quand la partie imaginaire de § erott indéfini-
ment, 'expression

y
[(2n - §)F— By}

tend vers zéro. Chacun des éléments da déterminant [1(§) tend

donc vers zéro, saaf les éléments de la diagonale principale.

Chacun des termes du développement de ce déterminant tend
done vers zéro, sauf un seul terme qui reste égal 4 1. Comme la
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convergence du déterminant est uniforme, cela veut dive que le
déterminant tend vers 1.
D’autre part, cos=§ tend vers I'infini, de sorte que le rapport

cosmE — cosw /0y
COSTE — cosTe

tend aussi vers 1. Donc F(§) tend vers 1. Ainsi I (£) est une fone-
tion enliére qui tend vers 1 quand E croit indéfiniment. Flle est
donc finie dans tout le plan. C'est donc une counstante, et comme

{imF(f) =1 (pour £ = ),

celte conslante ne pent étre que 1.
On a donc
F(g)=r,
c’est-a-dive )
P = _cf’fz'i_,..‘f%.
COSTE — COST \/90
€. Q. F. D.
Nous savons que le déterminant V(&) est unc fonction enliére
de 8y, 8,, ..., 1l est’asé de se faire une idée de la rapidité avec
laquelle converge le développement de V(&) suivant les putssances
de ces dillérentes variables. Les principes précédents permettent
en effet de reconnaitre que chacun des termes de ce dévelop-
pement est plus petit en valeur absolue que le terme correspon-

dant du produit infini
Z10l-+(2n +E)2
qnr2—i

i

Sous le signe X, I'indice 4 de @ doit prendre toutes les valeurs
entiéres posilives, négalives ou nulles.

Or ce produit est aisé A calculer. Posons X0,/ — — Q2; je vois
que les zéros du produit sont

t=antQ;

ce sont donc les mémes que ceux de cos= — cosnQ. Le produit
est donc égal &
A(cosnt —cosn ),

A ne dépendant que de Q. Faisons £ =o0; il vient

pArt— @

_=A — 5T B
e, = A0 eswQ)
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Or le premier membre peul s’éerire

o 112 (l—— 4%:2)‘ T % H(I— JQ;) ’ sin2¥

H‘l(l—,la) 1El'I(l——l) sin‘Zg 2
gn? 2 qn? 2

Dans ces derniéres équations, on donne 3 #n, sous le signe II, les
valeurs positives -} 1, -+ 2, ete., ad inf. On a donc

A=-.
2

Le Lerme général du développement de V(&) suivant les puis-
sances de @, 0y, ..., est donc plus petit que le terme eorrespon-
dant du développement de

costt — cosmQ}  cosmi  eTYEIOM e—V 2104
2 T o 4 4
Cela permet de se rendre compte de la rapidité de la conver-
gence du déterminant de Hill; on I'appréciera mieux encore sil’on

se rappelle que de nombreux termes manquent dans le détermi-
nant, tandis que les lermes correspondants figurent dans le pro-
duit infini auquel nous le comparons.

On remarquera que le déterminant que jappelle V(&) n'est pas
tout a fail le méme que celui que M. Hill désigne ainsi; pour
passer de l'un & I'autre, il faudrait multipher tous les éléments
par 4. Ce factenr 4 n’a été introduit que par inadvertance
puisqu’alors le déterminant deviendrait infini; je crois avoir, en
supprimant ce facteur, rétabli la véritable pensée de M. Hill.

Il est a1sé de voir que

(2n+§r2—8,
4n2—1 ’

v&)=0(¢)n

ou par an calcul de tout point semblable a celui qui précéde

cosmE — cosw /8, __coswk—cosme
2 2

Dans le Chapitre cité (XVIL) des Nouvelles Méthodes de la
Mécanique céleste (1. H), J'ai désigné par V(£) un autre détermi-
nant, & savoir celui qu'on déduit de [J(£) en multipliant !a ligne
numérolée zéro par

V(&) =1(1(¢)

EE*BU:
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et la ligne numérotée n(nZo) par

(E+2n2—@,
4 n?
d'on
£ 9
T =) — e S 2E= 0
Or
(E+2n)2—8,

(o 20

= A(cos =t — cosw V0, ),

A étant indépendant de § et de 84; d'oit pour § el @, infiniment

petits
2 —8y=2Asin _ (Z+/8,) sin” (V0,—%),
o
2—0,= T A(0,— "),
d’otr
A=2
et enlin

2 Q. x
Vit = o (cosm /By — cosmE).

OBSERVATIONS DE PLANETES ET DE LA DEUXIEME COMETE PERIODIQUE DE TEMPEL,

FAITES A L’0BSERVATOIRE DE MARSEILLE {équatorial d’Eichens de o™, 26 d’ouverture);

Par M. BORRELLY.
Dates. F.m Marseille. AR, AW, Nodec. B app. log f.p. (;E'app. loglp. *

@ Hécube.

1899, h m s m s - h m s - 1w
JUtLL, 4. 10.32.2f —0.28,83 —+ 1.58,1 5.5 1g9.50.53,60 r,441n 117. 6.55,4 0,Sg7n 1
5. 10.36.36 —r1.19,53 —+ 3.44,6 5.5 1g9.40. 3,32 1,152 117, 8.41,9 o,go0n 2
6. 10.30.52 —3. 8,83 + 5.24,0 5.5 19.39.13,64 v,f192 117.10.21,3 o,goont 3
7. r0.20.40 —2.58,35 -+ 6.58,4 5.5 19.38.24,13 7,444% 117.71.55,7 0,808 4
@ Alcméne.
JUILL. 4. 11.xg. 2 k2. 1,48 - 3.26,6 5.5 1g.41. 6,47 1,280n 115.33.25,7 0,082 5
5. rr.ag.21 —+1. 6,98 — 0.53,3 5.5 1g.40.11,99 T,2577 115.35.59,0 o,g0gr 6
6. 16.53.42 +0.13,75 + 1.18,5 5.5 19.39.18,77 1,3362 115.38.10,8 o,90fn ¢
7. 1. 3.6 —0.41,85 + 3.40,9 5.5 10.38.23,18 1,278n 115.40.33,2 o,g0g2 &
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