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SUR LES FQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE;
Par M. H. POINCARE.

1. A Pexemple de MM. Hill et Brown, nous rapporterons la
Lune & Lrois axes lournanls, la vitesse de rolation étant égale ar/,
moyen mouvement du Soleil. Les axes des 2 et des y sont dans le
plan de Uécliptique et 'axe des 5z perpendiculaive i ce plan. Dans
ces conditions, les équations du mouvemnent de la Lune sont de la
forme suivanle

[ d"‘l

W ey =D pwe D g

dy’ T T ds’

Les leitres accenluées &', 2, cic., désignent les dérivées de
3 r o
par rapport au lemps. Quant a V, ¢’est une {onction des coor-
donndes z, 3, 5 de la Lune et de 'anomalie moyenne £ du Soleil.
+ ¥y Y
Elle dépend en outre de deux constantes, i savoir: la paralfaxe 2
p ? P

gui ¢st une quantité inversement proportionnelle au grand axe de
Porbite solaire et Uexeentricité ¢ de U'orbite solaire.

Considérée comme fonclion de «, ¢’ et I/, elle cst développable
swivant les puissunces de a, ¢ cus# et ¢ sin. Considérons-la
maintenant comme fonction de =, x, y, =, nous verrons quwelle
se réduit A

pour 2 =0 (% est un coefficient conslant et 2= z*+ y*+ 3*).
Quant au coeflicient de 2%, ¢’est un polynome homogéne d’ordre
n-+2enx, yets.

Les équalions peuvent étre mises sous la forme canouique par
I'artifice suivant. Posons

X=a"—n"y, Y =y +na, =75
: 't it 5" o
=2 V"7 Ft V'L

2
L étanl une variable auxiliaire. £n prenant pour variables con-
Juguées
r ¥y, 5 L
X, Y, 7. F

¥
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nos équalions prennent la forme canonmque

] dzx dF dy dF E dF dl. dlF

di T dX’ dr T dY' dr T dZT di T Ar’

(») (dx _dF  dY_ dF 4L __dF 4l dF

= — = — [

di T de’  di T dy’ dit dz°. dt~  dL

Les trois premiéres équalions de chaque ligne se dédaisent direc-

tement des équations {1); on a d'ailleurs a ', et dF _ —n';
dt dl.

qoant & la derniére équation de la premiére ligne, elle peut étre

regardée comme la délimuon de la vartable auxiliaire L.

J’a1 déja fail usage des équations (2) dans un article antérieur
(Bull. Astr., mars 1900).

Toutes les théories de Ja Lune conduisent & développer z, y
el = en fonclions, 1° de trois constantes d'intégration a, ¢ et v;
2” de trois arguments fonclions linéaires du temps, 7, et 2; 3°de
Vanomalie moyenne solaire {'; 4° des deux constantes solaires o
el ¢’

Des trois constanlies @, ¢ et v, la premiére est une sorte de
demi-grand axe moyen de Uorbile lunaire, la seconde jouve le rdle
de Pexcentricité et la Lroisiéme de Pinclinaison. Les Lrols argu-
ments T, et A représentent respeclivement la distance moyenne
de Ja Lune au Soleil, la distance moyenne de la lune au périgée,
la distance moyenne de la lune au neend.

Nous remarquons alors : 1 que les coordonnées sont des fonc-
lions périodiques de période 2w des quatre argumentis 7, [, h et £';
2° que si on regarde pour un instant T et @ comme des con-
stanles et s1 U'on considére les coordounédes comme des fonciions
de I, %, ¥y e, v, & et a, ces coordonnées sont développables
suivant les puissances des quantités

(3) 2, ecosl, esinl, ~cosk, ysind, e'cosl, e'sinl.

De tous ces faits bien connus, on peut dédaire diverses con-
séquences.

Nos qualre arguments t, [, : et ¢’ sont des fonctions hinéaires
du temps et nous pouvons écrire

'.:CIt"“—a], l:CQt+32, )\2038—6-83, ZJ:C',t—'i—s;’
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ou plus simplement, en posant
T = wy, = wy, A = g, [I'= w,

+y

nous ponvons éerive
wi= ¢e;{ + €,

Il est clair que e;=1' et que ¢, ¢c;=n, n étant le moyen
mouvement de la Lune.

Cela posé, considérons z et ¢’ comme des constantes et regardons
nos coordonnées comme fonctions de £ et des quantités

(i) @, €, Ll)a 57

Lo est une constante choisie de telle fagon que U'équation des
forces vives s’écrive
F = — n!Lo,
Nous désignerons par des 9 les dérivées prises par rapport i ¢
. 1 ! - M
et aux variables {4), et je poserai

, dr dX ox JX 9L ol oL or
(e, 1= 355 5 — o5 35) 05 o5 — o o5
Dans cette équation je désigne par § et ¥ deux quelconques
des quantités (4); J'ajoule que sous le signe X on doit changer x
et X d’abord en y et Y, puis en z et Z.
D’aprés un théoréme bien connu, nos équations élant cano-
niques, les crochets [[B, '] doivent se réduire a des conslantes.
Regardons maintenant nos coordonnécs comme des fonclions
des quantilés

(%) &, e, ¥ Lo, w;

et désignons par des d les dérivées prises par rapporl i ces quan-
Lités (5). Posons
n_ Q[ dr dX dr dX dLl d  dL dl
@ 8= (% o~ B) e — ag 4
ou 3 et ' sont deux quelconques des quantités (3).
J’observe alors que I'on a

oz _ dr dxﬁd.r_l_tz dx dey
dE_;- - dwk’ dﬁ - dﬁ ' de dg
si 3 est Pune des guantités a, ¢, v, Ly, et )’en conclus :

(6) Ja ep]=(wy;, wi); [ =, [-}]:(w,—, By+t Z% (s, wp).
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On aurait une expression analogue pour le crocher [8, £],
st D et ¥ désignalent deux des quantités a, e, v, L.

On voit d’abord que (w;, w;) doit se réduire & une constante.
Considérons maintenant la seconde équation (6). Le premier
membre est une constante; comme (1v;, 3) et (v, w;) sont des
fonctions périodiques des quatre argnments, le second membre
est égal & une fonction périodique, plus une auatre fonction pério-
dique mualtipliée par ¢; il ne peut donc se réduire & une constante
gue st le coefficient de £ s’annale et si en méme temps (w;, B) se
réduit & une conslante dépendant senlement de a, e, v, Lq.

On démontrerait de méme que si f§ et 3’ sont deux quelconques
des qaantités @, e, v et Ly, la parenthése (B, 3') se réduit 3 une
conslante.

Mais il y a plus, grice i une circonstance particuliére au cas de
la Lune. Nous savons que z, Y, Z et L sont des fonctions paires
des sv, tandis que X, y, 5 ct ' sont des fonciions impaires. I en
résulte que (si 3 et B sonttonjours deux des quantités a, e, ¢ et L)
les dérivdes

de  aX L dl dX o dy ods o dl
d3’ dp’ dp’ d3’ dw’ dw’ dw’ dw

sonl des fonclions paires tandis que les dérivées

dr ay dZ. dl.  dX ay dz @

dw’ dw’ dw’ dw’ d3° d3 487 df
sont Impaices.

Donc les parenthéses (w;, w;) et (3, §') sont des fonctions
impaires des w et comme elles doivent se réduire i des constantes
indépendantes des w, elles doivent étre nulles. Cette circounstance
simplitie beaucoup la démonstration du théoréme que nous avons
en vue el qut serait vrai dans des cas beaucoup plas généraux,

C ot "o NC . e (S

Siw, u' et u” sont wols quelconques des quantités (5), on a

évidemment identité

dip, ) 40 p7) | dip )

dp' dp dy
Cette idenlité nous donne ¢n particulier

Ay, 5y d{ws, 59

f/fj’ r/‘la
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puisque (8, 8') est indépendant des w el que (, w;)= —(w;, ).
On pent done Lrouver quatre fonclions Ay, Ay, A;, Aydea, e,

= et Ly telles que

De ces trois relations

dp

(wi, wi)=(3, ¥} =0,

:(ﬁv FV;'),

it est a1sé de conclure que
d8 = Xa2dX + Ldl'— 2 A;dw;

est une dillérentielle exacte (je regarde, bien entendu, a, ¢ et 0
comine des constantes ).
Si je me rappelle que w, =/, je puis écrire

d8 = ZxdX +(L — Ai)dlr— [\IC{T — Ag(l!— :\3({1.

Jobserve ensuite que dX, Y, dZ, dl', dx, di, d) sont indé-
pendants de dLy; il en résulte que S est indépendant de L, et il
doit en étre de méme de L. — A, A,, A, et A,.

Donc Ay, Ay, A; dépendent seulement de a, e, ¥ (et en onlre,
bien entendu, de o, ¢’ et n').

D’autre part, I'équation F = — 'L, me donne
T —V,

[]

i

.= IJD —-

et comme T el V, ne dépendent pas de Ly, A; — Ly n’en dépendra
pas non plus. Nous pourrons donc poser '

G

:\!, - ]Ju = T
H)

G éiant une fonclion de a, e et Y-
Donc en résumé

dS =z dX 4y dY + 5 dl~- A de
TV, —G

—Aedl — Ay o+ ! ar

est une différentielle exacte. Tel est le premier fait que je voulais
metire en évidence. Je n'insiste pas sur les procédds de vérilica-
licn qui en résultent.

John G. Wolbach Library, Harvard-Smilhsonian Cenler for Asirophysics + Provided by the NASA Astrophysics Dala System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1900BuAsI..17..167P

r T900BUAST - .-17- “T67P

172 MEMOJIRES ET OBSERVATIONS.

2. S8i nons regardons e/, z et #' comme des constanics, G, Ay,
A et Ay ne dépendent que de @, e et v.
Voyons ce que deviennent les équations (2} si au hieu, de

xz, y, 3 L,
X Y zZ, 7

on prend pour variables nouvelles

AIJ AZs As, A-h
Wy, Wy, Wy, Wy,
L’expression
E.’IZ‘dX—-i—Ld!’——-ZAgdW;

élant une dilférentielle exacte, la forme canonique des équations’
ne sera pas altérée et elles deviendront

dA; _ dF  dw; __ dF

dt ~ dw;’ dr — 7 dA;
Mais on a
Fe=-—nlLi=G—n'A,,

Les équations deviennent donc (sil'on observe que G ne dépend
que de a, e, v et par conséquent de A,, As, Aj)

dA; dw,  dG  dw, . dG
@ TY T T T dA] de T T da,’
dwy _(ﬁ dw, "
dt —  dAg’ dt .
A A; - dw;
Mais nous devons avoir -7 = ¢
On a donc
(8) —dG:Cl-dA| *‘}'Czdﬁlg-{—ngAg.

3. Nous avons dit que x, y, z, X, Y, Z sont des fonctions
périodiques des quatre arguments w et de plus sant développables
suivant les puissances des quantilés {3).

Il est aisé d’en conclure qu'il en est de méme de

as d5 ”dS
da’ de Y4y

el par conséquent de
5 S,
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(S, ¢étant une fonction qui ne dépend que des guatre arguments o
et des constantes z, ¢’ el r/, mais qui est indépendante de @, eet y).
D’autre part, il en est encore de méme de

s, ds a5, dS G
e Ay 32 W""’;’iﬂ

el par conséquent de

d3,
“dr

a8,
—

dS,
2

dS, . G

AL T

+ Ay, + Ag,

. dS, dS, dS, dS, ,
Comme d’une part = di’ ax’ ar be dépendent que de =, /,

%, U, et de a, & et n'; et que d'autee part A, Ay, A; et G ne
dépendent que de @, e, 7 et de 4, € et ', nous devrons conclure
que F'on aura

dS,  dS) dS, _ ds,

&S wm P @ T s

dS, _ dS d3y  dS,

ar P G = O
AIZA,I—DI, }\QIA%—DE, Ag:f\’s—Dm g:i"Di;

les D étant des constantes dépendent seulement de z, ¢ et n':

. ' . . d3
tandis que A, A}, A}, (¢, S sont comme d—° + A, ... des fone-

tions périodiques des w, développables suivant les puissances des
quantités (3). (Remarquons que S ne devant pas dépendre de a,
e et y, ne pourra conlenir que les arguments 7 et , puisqu’il ne
peut dépendre de I, par exemple, sans dépendre de ¢; d’autre part
les A} et G’ ne devant pas dépendre des arguments w seront déve-
loppables suivant les puissances de «, €2, €2, ¥2; je devrais méme
ajouter de a2, e*, €2, ¥2, mais les considérations précédentes ne
suffiraient pas pour I'é1ablir.)

Remarquons maintenant gue si D,, D2, Dy, D, sont quatre con-
stantes dépendanl seulement de «, & et n', I’égalité

I TR
dS: E.Z‘dX—Aid—.—:\-_»dl—A;,d}\+ %{]— (ll’
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entraive la suivanle

d(S;DIT-—-Dzl—D_,)\*D',!'):2de—(A,+D1\(it-—-(1\2+]l2)dl
— Ay D)+ -Tﬂ:-‘ii-l";‘,:-‘i‘-’-‘:l)i dr'.

Nous pouvons donc sans altérer notre relation fondamentale
changerSenS —D, v — D,/ — D3i—D,/, eten méme temps A,
Ay Ay, Gen A+ D, Ay Dy, Ay Dy, G+ #'Dy, ou, ce qui
revientauméme, SenS — 5,4+ 57, S,en S, Ay, Ay, Ay, Gen A,
A AL G.

Nous pouvons donc Loujours supposer, et c¢’est Ia que je voulais
en venir : ' :

1° Que la fonction S est périodique par rapport & t, [, het {' et
qu’elle est développable suivant les puissances des quantités (3);

2* Que Ay, A, A; et G sont développables survant les puis-
sances de

%, €%, ¥, e,

Cela posé, comme S est développable suivant les puissances
de ¢ cos{ et de e sinl, Lous les termes de S qui contiennent { con-

o
P

. . d ... .
ticndront aussi ¢; done —; est divistble par e; il en est de méme

dl
+ 1 éme raiso (leg @Y é%-fl)cmc
pour la méme raison 20 3l dl
. dX ds
Agtlxm_;ﬁ

est divisible par e, et comme A, ne contieat que des puissances
paires de e, v et ¢, il sera divisible par e®.
On trouverait de méme que A; doit éire divisible par v2.
Remarquons, avant d’aller plus loin, que les constantes a, e
et 7 ne sonk pas entiérement définies; nous pourrions, sans avoir
rien & changer & ce qui précéde, remplacer a, e ety par

®o, €91 el Yo,

o . ) .
©g, Py €1 g2 élant trots fonclions quelconques de @, e, v, z el e
développables suivanl les puissances de «, 2, ¥ el ¢/,

Rien ne nous empécherait donc de supposer par exemple

x\1= \/Er AQZ -‘32, )\3:"1’2.
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4. Voyons maintenant comment on peat appliquer ces considé-
rations au calcul des coordonndes par approximations successives.
Nous supposerons d'abord & = ¢/ = o; nous supposerons en outre
¥ = v el, par Gonséquenl, 5= 7, = 0 et nous nous proposcrous de
développer .z et ) suivanl les puissances de excentricité e.
Solent
L=yt T+ Ty ey

FE bty
ces développements. Soient

Ne=Xp+= X+ X+ ...
Y=Y+ Y +¥y+...,

les développements correspondants de X et Y. Alors &y, 34, Yo, Z;
sont les termes d’ordre ¢ par rapport a I'excentricité e.
Soit de méme
Slt; SU—E— Sl+5g-+-...,

le développement de S.
Je supposerai de méme Ay, A,, A, développés suivant les puis-
sances de ¢; et les développements pourronl s’écrire

AIZED+\EE+"-y A§:7ﬂ+ﬂ5+.--, A;;:O;

il est clair, en elfet, que les développements ne peuvent comteniv
que des lermes d’ordre pair, que celui de A, commence par un
terme du second ordre, enfin que Ay est nul puisque y — o.
Je développerai enfin sous la méme forme les moyens mouve-
menls ¢;
e =Jo+ 2+ i,
Cr= o+ S+ Syt oy

cy= fp+hg+....

(D'aillears ¢; »’interviendra pas, puisque nous Supposons | = 0.}

H 1sporte de remarquer que les conslantes «a, ¢ et ¥ n’ayant pas
€lé complétement définies, ainsi que je lai fait obscrver plus
haut, ces développements restent arbitraires dans vne certaine
mesure. Je pourrais, par exemple, choisir arbitrairement £,, §,,
€, . ... Le mieux, afin de faciliter la comparaison avec les autres
méthodes; est de supposer ¢y, = fy, fo==fi==...=

Les premiers termes du développement xy, 3, Xy et Y, sont

[N
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cenx que M. Hill a calculés dans son Mémoire sur la variation
(American Journal of Mathematics, Tome I); nous les regar-
derons commie connus; ainst Ze, ¥4, Xo €t Y o seront des fonctions
connues de 1 et de §;; ces fonctions satisferont d’ailleurs & la con-
divon :
dSo =y an+yodY0— End‘C.

Considérons maintenant les termes da 1°* degré, nous lreuvons

d5 ) = Zx dXy -+ SxedXy,
ce qui, en posant
. S, =8, — Za,X,,
peut s’éerire
dS| = 2 dX, — =X, dxy.
Nous savons que S doit contenir e en facteur; d'autre part dX,
et dzy (01 par couséquent la différentielle totale dS)) ne dépen-
dent pas de de. Cela ne peut arriver que si 5| est nul. Nous avons
donc

(9) Ex;dXo—EXIdxgzo.

Pour meitre celte équation (g) sous la forme d’équations diffé-
renlielles, je remarque que Fon a

s , dx dz ,
X:mﬁnyzc;a+cgakny,

d d
Y=y +nr'rz=c¢ a’% +ced—‘}£+n'w.

En remplagant 2, », ¢, et ¢, par leurs développements, et
égalant les termes de méme ordre, je wouve

. d ,
Xo=fo —(‘E—o — Yo
; dr d: .
Xi=/u "ZZ—__} +5’oill — Y
. . diry . d.
Xo=/ s ;: +f2‘£‘+6’0§‘—‘ﬁf_}’2;
dx; d-fl’fl @ '

...............................................

avec des formules unalogues pour les Y.
Ces formules sont simplifiées, si nous supposons comme je I'ai
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dit plus haut

fuz(fl, fgz‘ﬁ‘:....‘: 0.
Finteoduirat la notation snivante; je poserai

dx

D?‘——fu d" -+ & -gl"l

Dax représente alors ce qui serait fa dérivée de x par rapport au
temps £, si on y remplagait v el L par fyf 4, 29t -+ €2 (au lien
de ¢\ L&y, cat ~+€3).

Dans ces conditions, on a

Xo=Dry—n'yy, Yo= Dypy-+ n'ay,

X = D, — ny, Yy=Dy, > n'xr,

Xo=Day—n'y,, Yy = By + 0’2,

. dr r?}'

Xa=Dzxy—n'y;+ g5 (”I; Y, =Dpy+ nfory+ 2 dll'

On trouve ainsi les équalions snivantes :
dx , d.r dY dy
\ x, TT“ﬁ-(D;r,fn_yl) T_o—t—_y,}{—““ — Dy ) ({_" = u,
(1) ’ d\“ dY,
&y

dfy — (D — ’tfl)df + Y- T (DM""N-’?:)Ff;-—"-

Les équations (10) sont deux équations diflérentielles linéaires
gut défimssent les deux fonclions inconnues z, et 3y en fonctions
de ¢ (en supposant que © et [ aient éLé remplacés par fof -+ ¢,
ot - e2). Ces deux équations sont du premier ovdre, de soric
que le sysitme est du second ordre.

Elles soul identiques anx équations (10) de mon article anté-
vieur (Bull. Astr., mars 19oo, p. 99). Toutelois, comme celle
identité pourrait étre dissimulée par la différence des notations,
quelques explications sont nécessaires. En premier lieu, dans les
equatmns du mémoire cité, les inconnues élaient deswuees par &
etn; il cunwendralt donc pour les retrouver de remplacer z,, y,,
Dz, Dy par £, %, &, 4. Ensuite x, et 3, doivent étre remplacés
par x et y. Enlin nous employions dans le mémoire cité la va-

r
n
riable m définie par Iégalité f, = .7 et nous avions choisi une

unité de temps lelle que = =1, ce qui nous permettait de faire

Bulletin astronomique. T. XVIL { Mai 1400.) L2

John G. Wolbach Library, Harvard-Smilhsonian Cenler for Asirophysics + Provided by the NASA Astrophysics Dala System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1900BuAsI..17..167P

r T900BUAST - .-17- “T67P

178 MEMOIRES ET OBSERVATIONS.
(apres la différentiation par rapport a f, ou d m) fy =1, 0’ = m,

Dans ces conditions on doit remplacer

dro  dyy dXy  dXy o dry odyy,  dXy o dYy
@& Tdm d= TdE dfy) dfy dfy,] df

par
x' o2 —my', ¥+ ma m dir m v
_ — mE, — i —, — .
» N ! ! dm dm
. dx' , dv ' m dv' , dx
' —m—— = m? = — == —m? - m
am an’ v dm im !

et on retrouvera les équations citées.

3. Passons aux termes du second ordre; 1l vient
({Sg = :.T_J (JXU —+ EZ'Q(ZXQ - E.Tl (le —_— Ez(l‘: —_ T}gd[,
ce qui, en posant
S’i = Si'._" ::'TUXQ'!
s'éerit
dSr: =X (.’I'—I(ZXD— X-),CZ,TQ) -+ E-T] (lxl —_ Egti’? — 'ligfll.
Je suppose que je regarde pour un instant < et f, comme des
constantes. Alois,
t=—dXg=dry=o0
et
(1g) dS, = S dX | — vzdl
Cetle équation délermine 8). En effet z; et X, sont connuvs.

4% g

dl 7
esl un polynome enlier par rapport aux cosinus et aux sinus des
multiples de [, et ce polynome ne doil pas contenir de terme indé-
pendant de I, puisqu’il est la dérivée de S; qui doit étre un poly-
nome de méme forme.

Nows disposerons donc de I'indéterminée %, de facon & faire
disparaitre ce terme indépendant de L. Alors dS), sera enlicrement
déterminée; il en sera encore de méme de S, 4 une consiante prés
indépendante de ¢ et de /. Mais comme S, doit contenir e? en fac-
teur, celle constante devra élre nulle et Sf_, sera enlitrement
connue.

John G. Wolbach Library, Harvard-Smilhsonian Cenler for Asirophysics + Provided by the NASA Astrophysics Dala System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1900BuAsI..17..167P

r T900BUAST - .-17- “T67P

MEMOIRES ET OBSERVATIONS. 179

Nous lrouvons ensuile les ¢quations

~ ([Xn - ({xn ds‘., CJX:

X e Xy = S g, 4 E,
‘ "'(x2 d= e a’t) dr Tt T Rl
(12) ' dXy o dry\  dS) dx,

! S(.rg ?17.;)- — X }—I}:) = —(—(/_ -— X CU'.} .

Quelle est la forme des équations (12)? Les premiers membres
ne différent de ceux des équations (10) que par la substitution des
inconnues ', ¢t ¥, aux inconnues x, et v,. Dans les seconds mem-
bres, toul est conna, sauf la constante £, que nous déterminerons
plus loin.

Le calcul de s et 5, est done ramené & Fintégration d'équations
linéaires & second membree, dont les premiers membres sont ceux
des équations (10); ¢’est cc que javais annoncé dans le mémoire
cité, p. 99, 4 la fin du n" 2.

Prenons maintenant les termes du lroisitine ordre .
dS_}ﬁ E(.I':;C[Xo—‘:— .Tu(lx;;+ l’ldX2 - .T;;(]X| \}.

Nous poserons
S:} = S:;'—'- S.Tux;;,

(ls':j = :(.T;;((Xn—x;;(]fo)-‘i—' E(.Ti(lx:—" xng; ).

Et si nous regardons pour un inslant 7 ct f, comme des con-
stanles

(11 bis) dS) = (7, dXs + 7, dX ).

Cette équation déterminera S comme Uéquation (11) a déter-

miné 8. (lci le terme indépendant de  dans % disparail de lui-
méme.) :

Nous formerions ensuite des équalions analogues aux équa-
tions (12) et dont la premidre serait

(o L8 o x, B) Sy D, )
L

- —_— Ay -+ Ty ~——
d~ T d= 2=

b

et dont la seconde s’en déduirait par la sabstitution de dfy & d~.
Mais pour que I’analogie soit compléite, il convieut de poser

dl

x:;: .\:‘;5"3 7 )

4
V=Y, + 2
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de telle facon que
X;=Dz3— n'y3, Yi=Dy;+ n'zy.
Nous obtenons ainsi les équalions

¥
| :(xa.‘%.—x; ‘fij’) %—E(x %i—’+xz%)+ggs% %“-zi’,
(13)? ( X0 ﬂ?):@#g( d\g fm) z@‘fﬂ.
Ydfe TP dfy)  df Vdf, Ty, dl df,

Les premiers membres sont ceux des équations (10). Dans les
seconds membres touat serait connu si nous connaissions les deux
constanies g, et &y ; mais la premiére de ces constantes figure
explicitement dans nos équations, la seconde y figure implicite-

ment puisque &y, ¥, b par conséquent 5 en dépendent.

G. Hreste donc a déterminer ces deux conslantes. Commencons
par ;. Je me servirai pour cela de Péquation (8) qut, A; élant
nulle, se réduit 1¢1 4

(I;i) ~ dG :C|dA1-{—CICZA.g.

Yy remplacerai ¢, par fy et A,, A,, ¢, par leurs développements;
je remplacerai également G par son développement

G = G(;—I-' Gg+‘G'3,+....

Nous aurons d’abord
— dGy = fodte,

ce qui ne nous apprend rien, et ensuile

— dG; :fodgz-i- Fodry

ou
( _ﬁz'—f d;" dﬁ!
{1d) o 0 Odf
1 3
dGE _ -.-2 d";!
[ -5 “f"% T8 g

v

Comme G, £, el 7, sont homogénes d’ordre 2 > par rapport & e,
la derniére equduon (15) entraine la snivante

— Ge=fok:+ goma.

En différentiant par rapport a f, et retranchant la premiére équa-
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tion (15) je Lrouve
&'»+ dgn T — 0O
k4 Cg]cﬂ 2 .

Comme 7, a été calculé anlérieuremenl, cette équation nous
donnera §,.

* - a2 ’ »

Avant d’aller plus loin montrons comment le méme procédé

permettra d’obtenir £, quand on connaitra 7, et g,. Nous aurons

— dG, = fodii - godi, -+ gadr,,

d’on
d dr, gt
=5 5 _f 0 qf, 8,
dGi “f —= _dn'. i H___(l'.‘!i:.
¢ d de ' °° de

Comme G,, &, et 1, sont homogénes d'ordre 4 et 1, homogéne
d’ordre 2 par rapport & e, on aura

I
— Gy=fobi+ Foms+ GERE

Sil'on différentie par rappoct a £, ctqu on élimineg W’ il viendra
4
dg 1/  dga e’
3 “gy Vi dgy Oy
!l+1i3 dfu ( f =24 ‘,{/‘9) 0.

ce qui donne &, et ainsi de suile.

Avant de déterminer L, VOYONS comment gn pourra intégrer
les équations a sccond membre (12) et (13) et les équations de
méme forme par la méthode de la variation des conslantes.

Soicnt & el y nos deux fopchions inconnues et écrivons nos
gquations sous la forme

‘ v (x ({(xt\-ﬂ #—}\I ff_;‘-ﬂ) — l’!’

q
an N d.’l"n)
z — — X' :Q,
t (m dfy dfo

(16)

ou 'on a posé

X'=Dzx — n'y, Y =Dy -+ n'r.

Les seconds membres [ et Q sont regardés comme connus.
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Posons
d{(f“ ﬂ’_}’o dxu d‘}/u

de dfy T dfy ds

Nous connaissons la solution générale des équalions sans sccond

A==

membre,
X = T, ¥ =X
Il est clair que les équations étant hinéaires el la salation subsis-
tant quelle que soit la constante ¢,

_dxy _ dry _dyy __dyy

d:.a W’I y= ([52 - -W

sera encore une solulion. Soil

dyy dxy

e — — = kA
TG T g

1} ésl ais¢ de voir que 4 est une constante.

IPosons alors
dr, vy

”:piml+'32*‘§’ Y =Byi+ P i

1t s’agit de déterminer By et By; or nos équalions deviennent

dr d.r d d
(-QHD?;—E— dll DB?.) “d= (Jf DFI”‘L 7 DJB ) —(';—;—u' = —P,

day dz:o d_y. dyy
L] — D3, 3= = D3 2 = — ()}
(aﬁ‘][li+ g Ul_) +(y11) + % ) Te=—q,
d’od
d_)] 4 (]_}’“ (l}’n (].Tt C].T'n . (!‘TU
v 0 o I S S e P 2
D% — 1(1! (\ C/iu P d" ) dl (Q dfn I < )
e LAz
dra dy 0) ( dry dry
P — p—__np=2
e ( &~ ap )P R cm)
pa T rmmm T AA?

Lapplication de ce procédé ne présente pas de difficulté, parce
(que A ne sannale pas.

8. Par ce procédé, ou par toul autre, on verrait que si P et Q
sont des [onclions périodiques de ¢ et de I, la solution des équa-
tons (16) est de Ia lorme

d.rl
dl’

x

\?04‘ (qf.‘fb’i——c-:t

¥y = L:;I—E—'C[[v}j -+ G (f_}ﬁ

-\I

tdl
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v €t 2, étant des fonctions périodiques de < et £, G, et G, des
coefficients constants.

Si de plus P est une fonction paire de < ct , et Q une fonction
impaire, & devra éire une fonction paire de %, [ et £, et ) une
fonction impaire. Donc la constante C, devra étre nulle.

Si dans les premters membres des équalions {16) on substrlue

dr
la place de x et y, soit z, et 3, soit —} a'l et d';;'. on trouve zéro;

mais st J'on substitne
d.?.‘| ¢ (I_‘Vi
di T dl

_E@g@ _Y o dro,
dl dz’ dl df,

Cela posé, cherchons & délerminer g, et pour cela eu'wons les
équations (13) sous la forme

:(.Ta dXy < dru) P g, Ed;r, dry

on frouve

d= dz dt =
i dX“ X, dr)® -~ (Jrj_
~ ("“ dfs T AR, ) Q-+ dt df,

Comme la constlante &, a été déleeminde plus haut, P et  sopt
des fonctions enliérement connues. Ces fonctions sont pério-
diques, la premiére paire et la scconde impaire.

S gt élait nuf ces equ-\llom nous donneraicnt

dx
Iryg= ?0+Cgt %!
=04 Cy A,
Fi= e dl

®o et 3, élanl pértodiques. 51 au conlraire g, n'est pas nuol, ces

mémes équations donnent

dr; dry

Ty = Gg - Cyl ll — &t W—,
N dy, (fy‘
Fs= o1+ Cal —gr — 2ot

Comme_x; et y; doivent élre périodiques, o
g2== Gy, ce qui détermine g,

n devra preudre
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9. Le calcal des termes d’ordre supéricur se ferait de la méme
mamére. En égalant les termes du qualriéme ordre, nous aurous
Pexpressian de d5, el par conséqucent celle de &S, ou

=S

4

E.Z'QX#.

St dans cette expression on regarde 7 et fy, comme des constantes,
on obtiendra une équation analogue a 'équation (11) qui déter-
minera 8 ; on choisira 7, de facon que S’ soil périodique, c’est-
. q- . . 1, - das’. . .
a-dire de facon que le terme indépendant de { dans -&,T‘ disparaisse.

Counaissant 15 ct g, on calculera &, par le procédé du n° 6. On
formera ensuite des équations analogues aux équalions (12) qui
détermineront x5 et y,. o

On calculera ensuvite S 3 'aide d’ane équation analogue a (i 1),

;
ou plutdt & (11 bis); te terme constant de cilS; disparaitra de lu-
méine,

On formera ensuile des équalions analog.-es a (13) dont 1'in-
tégration délermivera z; et y;; on choisira g, par le procédé
du u® 8 de telle facon que x; et y; soient périodigues. Et ainsi
de suile.

10 Jattirerai 'attention snr une circonslance bien digne de
remargue el qui semble d’abord tout & fait paradoxale.

Mon but était d’intégrer les équations (2) et, dans tout le
cours de cette analyse, je ne me suis pas servi une seule fois
de ces équations.

I fant done que je les aie introduiles implicitement ; mais o et
comment l'ai-je fait?

J'ai supposé d'abovd que les équations étaient de forme cano-
]]lqlle.

Je me suis servi ensuite des conditions

X=a"—nr'y, Y=y +un'z

Cela vevenait a supposer que la lonction F éiait de la forme
sutvante ’ '
(X 'y (Y — 'y

e g, .
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Comme €’ est supposé nul, nous pouvons supposer L —o et Fse
réduit 4 T — V; la fonction 2{x, y) n'est autre chose que — V,,
Mais il semble que nous wavens fzit aucune hypothése sur la
fonction 2(x, ¥ ).

Bien entendu. ce n’est }i qu’une apparence. Nous avons au
debut regardé x4 et 4 comme des fonctions connues de 7 et de f,.
Or il se trouve que si P'on se donne x,y et y, en fonclions de et
de fo, cela suflit pour délerminer la fonction w{x, v}.

Si nous connatssons en effet o, et 17y en fonctions de 1 et de fy, -
nous connaltrons également

dr,

. , . , d
Xo+n'ye=fo P Yo—n'wy=f j:“

eL par conséquenl

(Xo—+ ﬂ')’o)g - { Yo— n' 1y )2
2

T =

Dapreés Péquation des forces vives, ' =T + ¢ ( £y, yo) devra
se rédutre 3 une conslante qui ne pourra dépendee que de fi. Je
puis donc écrire :

On voil ensuite que

z dXy day dX, a’:rg)

d= dfy df, d= )
est une constante, dépendant seulement de f3, soit $( fy). Celte
{onction L{a(j..) peut étre regardée comme connue puisque Zy, ¥o,

X, et Y, lesont.
Nous trouvons ensuite

aF b

d~
K ax _ L2
S dr “fo e fo

d'on
§ = ff.,.q;(fo) dfo,

ce qui détermine 0 (2 une constanle prés qui ne joue aucun réle).
Comme T et § sont maintenant des {onclions connues, 9 sera
une fonction connue de 7 et de fy; comme x, ¢t ¥, cont aussi des
fonclions connues de = et de f,, on peut regarder » comme une
fonction connue de x4 et y, ot le paradoxe se tronve expliqné.
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11. Supposons mainienant ¢ — % = ¢'== o et cherchons i déve-

lopper suivant les puissances de v- Comme ¢’ est nul, nous pou-
VoS encore supposer

L=o, F=T-—V,.

Soient,
- .
r = X, Jy = Zyy, 3 = X35, X ==xYX, Y == iy
"
7z = EZ,‘, 5 = ES;, I = EF,', Al = E&;, Ag ==X ii
Ay = ZY, G =ZXG, ¢ =X fi = /f,, €2 = X gy, ey = Xk,

nos développements procédant suivant les puissances des v.
Observons :

1° Que z, ¥, X, Y, S, F, Avy Ay, Ay, G, ¢y, ca, ¢y ne con-
tiennent dans leurs développements que des lermes d’ordre pair,
tandis que 3 et Z ne conticnnent que des termes d’ordre impair.

2° Que A, —o.

3 Que le développement de A, commence par le terme ;.
Nous poserons

5:;=8;,— Zx X,.

La considération de dS, ne nous apprend rien; nous trouvons
ensuile

E(.’L‘g qu —+- (IX-_,) -+ 3 le — EQ dx — \:g dh = dSa,

E(xi de _ ng&!"u) - 3 (ZZ| —_ E,! a7 — :3 d}. = dS,

Farsons varier d’abord v, les autres variables demeuvant con-
stantes; comme dX, = dxy = dv = di = o, il vient

d7, ds,

& —— = .
v b

Comme S, est homogéne d’ordre etZ, d’ordre 1 par rapport i "
on en conclut

8

[T

En tenant compte de cetle refalion eten ézalant les deux valeurs

v

S5 .. S,
de —= 4insi que celles de —-, on trouve
= [£7.9

- ) dXQ . ({.T“) 1 = dZ| (l$| o
“'(‘” = q"“?{?“i(""?i? ~h )—GE’

(i7) T d=

.

/ } v/ di, 7 dzy .
{ s\ Thg )
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Considérons ensuite le développement de It suivant les puis-

sances de 5 et de Z; le premier terme indépendant de 5 et de 7,

c'est Fy; le second terme (d’ovdre 2 en 7 et Z) scra de la forme
7 7 EE I 2
r

-+
2 2

d étant wne fonction de x et de y.
On trouve alors

. w (i_l"() dl[) ‘1’3? le
FQ_“((Jon+d\o\) T

D'autre part, e étant nul, 8 ne doit pas dépendre de 5 done
dS dX

T sont nuls. Donc

T—V, =0,

et comme nous avons déja F =T -— V,, il vient
F=G, T.=G,.
Si nous tenons compte des équations
dX, dX, d¥,  dre . dry  dly
@ =l =T TG @ T E T Ay
nous pouvons done écrive

- =" ?‘—_-Gg-

2 2

(18) _f.,d(:.:n Xe _ x,

dr,\ @z 1
Ol

Nous poserons, par une notation analogue a celle des numéros
précédents
i dr dx o dr
r=fo— +g& -k —
Dz=foprsogrhgra
r - ’ " - ,
de telle facon que Da est la dérivée de x par rapporl i ¢, st I'on
suppose f{ne T, £, ket I' y onl é1é remplacés par fo £+, Zol - ea,
ligt 23, n't+¢, (an heudecy i +24, ...).
Comme ici ¢ et ¢’ sont supposés nuls, nos fonctions ne dépen-
dent ni de /, ni de 7, de sovte que nous avons simplement

dx
Dr =f0 ([ -“F]Ju {
Nous aurons done

s ds d7.
D-].—/"—_ h‘) d)l, _l
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Nous aurons d’aillenrs évidemment
(19} Z, =Dz, . Di =D2z,.

Multiplions donc les deux équations (1) par f, et h, et ajoutons-
les entre elles et a I'équation (18), 1] viendra

(20) 5 (51DZ—ZiDs) - 3 (P51+ L) = Cs + foba + hola.

Mais I'équation (8) devient ici
— d(Go+ Ga~+...) = fodbo+-ba+.. )+ o+ e+ ) d(La+ 5+ 00)

d’oi, en égalant les Lermes d'ordre 2

_— ng -.‘—'.‘fo dsg -+ ho (I\:g,
et
dy_ d , dy

Comme G, &, et 14 sont homogénes d’ordre 2 parrapport a v,
on en déduit
— Gzzfog'z-i- hy s,

de sorte que le second membre de I'équation (20) est nul. Le pre-
mier membre se réduit si 'on trent compte des relations (tg), de
sorle que I'équation (20) ainsi réduite s'écrit

I
;(Z;D251+ ‘l’z%) =0

on

(21) D2z bz =o0.

On retombe ainsi sur I'équation linéaire du second ordre bien
connue, a laquelle satisfait la fonction 3, et que Pon peut obtenir
par des procédés beaucoup plus simples.

12. Les fonclions z, et Z, étant ainsi connues, on calculera g,
par la seconde équation (17). On calculera &, par un procédé tout
a fait pareil a celui du n° 8, qui conduira 4 I'équation

d]lo
* ——
-2 dfl} c! = 0.
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Nous lrouvons ensuike

‘ E(wg dxu_x2dﬂ?u>: 1(21@ . dZ,)+
A \

A

=3}

dx Wt d= dr

d};u d-'z'(, _ 1/, dz[ - le
%)= )

dfy T df
La premiére de ces équations n’est autre chose que la premiéve
des équations (15) et la seconde s’obtiendrait de la méme maniére.
Les seconds membres des équalions (22) sonl entiérement
connus. On a d’ailleurs

X;=Dxr;— r' y,, Y: =Dyt n'ws.

Les équations (22) sont donc de méme forme que les équa-
tions (12) et elles s’intégreraient de la méme maniére.

13. Nous trouvons ensuite
BaridXe— Xodwe) + o dXy - 53dly + 5dly — E dv — % dh = dS),

d’ol
ds’ dz,, dZ dX.,
-

& - v
oy — 3 —+ AT
dy T Tay T dy *dy

Comme Z;, X, Z; et 5 sont homogénes en v d'ordre 1, 2, 3
et 4, )'en déduis

(23) 451=53Z|+351Z3+2x2X2.

Nous pourrions former I'équation différentielle 4 laguelle 3,
salisfait par le procédé du n® 11. Mais il est plus simple de la
former direciement, ainsi que je U'ai déja fait remarquer; clle est
de la forme :

- . d3,;

]J-m""g—i— b2y = P — '),IlgD E‘I’
ol P est une fonction connue, périodique et impaire de T el de .
On en déduira 35, aprés aveir choisi la constante %, de telle sorte
que la valeur de 3, soil périodique. '

Nous pouvons donc regarder désormais 55 et Z; comme connus;
il en sera de méme : _

1° De S, en vertu de la relation (23).
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2 De T, en vertu de la relation

dXs dZ, di, , _ dS,

YTy

Sy —d e my ot e gy s
=2 g ) UL
32 De 2, par le procédé du n° B.
Nous pouvans alors poser
dX, . dry .
= p — - X, | = P,
(\x,, d= * (‘/T.)
! ({Xu d.T'o)
b X —m — X; — )=
( dfo dfy ®
P et () élant des fonclions connues,
Si nous posons

X, =Dy —n'y,, Y, =Dy, + n'a,
nous aurons

- rr dx rr (,'l_)/'g
k5=4\3+h9 R)\?) Y;.—'_ "—i—h._n 7):-’

et nous Lrouvons les équations

d X, odra ! dxy day
) X 2N p 8o o2

s H(Ti dx X dx ) ! k?E dt di
- . ({Xo g i’f:‘g _ . d.’l'o d.l'g
’ ‘("’* dfy X, dfy =Q—"h dfy dr’

(2§)

dont ies seconds membres sont connus el qui s’inlégrent comme
les équations (12) et (22). '

En résumé, je m'en liens aux procédés usuels en ce qui con-
cerne la lalitnde, tandis que pour les termes de la longitude qui
dépendent de l'inclimaison, j'ai recours 4 un procédé analogue i
celui des n** 4 4 9.

1%. Supposons mainlenanl ¢ — ¢' = Y=o et développons sui-
vant les puissances de «. Nous emploierons toujours nos mémes
notations pour nos développements, bien qu’ils procédent suivant
les puissances d’'une autre variable; nous définirons S, de la méme
maniére; enfin nous pourrons toujours supposer

: L=o, F=T-_Y,.

Nous aurons 5= Z = o, parce que ~ est nul.
Supposons que U'on ait caleulé =,, 1, 2,, Xioees Jusquld zpy,

John G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center lor Aslrophysics + Provided by the NASA Astraphysics Dala Syslem


http://adsabs.harvard.edu/abs/1900BuAsI..17..167P

r T900BUAST - .-17- “T67P

MEMOIRES ET OBSERVATIONS, T

Yi_y €L qu’on se propose de calculer ; et ;. J'observe que nos z;
ne dépendent que d’un scul argument, i savoir de z. On a done

4
[ (.T! —_—n i=Da;— ' i Y, =Dy;+ H.’.’I-‘,'.

Nous pourrons écrive, en considérant les termes d’ordre 4,
I(@idXNo— Xidwy) +~ Zudv —Eids = dS;,

fes « el les ¢ étant des fonetions antérieurement calculées. On en

dédmit

/ dX , d. Cod . dS;

5 .
.(.». ) ( ( dx, X dx, tw dv _ d8;
dfs !dfo) TUdfe T df

Nous remarquerons ensuite que, ¢ élant nul, on doit avoir
F=T-V,=G

el, par conséquent, F;= (5;; or ou Lrouve

]«‘.__v( dFy V.dF")J“p’

= xidwo"r'-'tm

P dépendant des fonctions antérieurement calculées. Si 'on
abserve que

. dFo dF d\@ - dxo
(26) E(-r, dz, TN i) = fu( —X; 4,_),

on conclura

@ ds;

(37) P+fu It —E“-!'-Gg—l—fuep

Le premier membre est connu, c'esl unc série Lrigonométrique

en T; comme S; est périodique, la dérivé a pas con-

tenir de terme constant. Nous prendrons done G;+ f, 5 égal au

lerme constant du premier membre. De cette facon G;+- £, &; est
¢ o - (ZS" .

déterminé en fonction de f, et % €n fonction de fy et <. Done
f * ox s ¥ - ’

S; est déterminé & une coastanle prés qui ne dépend que de f,.
L’équation (8) me donne ensuite

— dGy= fydt;, -
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ce i peut s'écrire

(28) E = fﬁ.g_':‘:_iﬂ_g,{)

dfs
Comme G, £,k est déterminé, cette équation détermine Z; el
par conséquent G,.

Fai dit plus haut que S; était délerminé & une constanite prés,
mais comme S; doil éire une [onclion impaire de <, on voit de suite
que celte constante doit étre nulle. Alors 8}, &, u et ¢ érant con-
nues, les équations (25) sont de méme lorme que les équa-
lions (12) el {(22) et s’inlégrent de la méme mautére.

15. Nuous allons enfin supposer e —=a =y =0 et développer
suivant les puissances de ¢’; nous n’avons plus alors

L=o, F=T_V,

mais nous aurons lonjours
s=54L=o0.

Nous supposerons que l'on connaisse déja z,, 1y, @, 3
jusqua x; y, y: , et que Pon se propose de colculer x; et y;,
I'atde de la relation

S(2:dXo— Xedry) + Swde — Lpeds — Wdl' = d3,

, . . . . T -V, —G
ou H; représente I'ensemble des termes d’ordre ¢ de u} .

Nous retrouverons d’abord les équations (23) avec celle diffé-
rence que Vindice ¢ sapplique aux termes d'ordre ¢ par rapport
i ¢’ et non plus aux termes d’ordre £ pac rapport a 2.

1l vient ensuite

dv _ds;

. by _ = .
(29) fagp W=
Or

. 1 (1[“0 . dFu - ) i
I, = o [Z(H_ﬂ"; -T:"?‘E ‘\i)_"'l "‘Gl'J!

P ne dépendant que des fonctions déja calculées.

5i nous multiphons la premiére équation par f, et {29) par #/,
puis que nous ajoutions en tenant compte de la relation (20), nous
aurons

- " - ! :: ' ’-
— P = G,‘—‘r—jugi‘{“‘f“ {dS- o+ ff{%

o) 3 C_ZE ! .d_v\
“ (‘j" ax T (H‘)
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Le premier membre est connu et cette équation se Lrailera comme
I'équation (27). Nous égalerons G;+ f45; an terme constant du
premier membre; alors '
ds; , dS;
Jom v g
sera déterminé; donc S; sera déterminé i une conslante prés;
comme 3; doit étre une fonction impaire, cette conslante doit
étre nulle et S; peat étre regardé comme cntiérement connu,
On délerminera ensuite &; par I'équation (29) qui reste vraie
et Pon n’aura plus qu’a intégrer les équations (23), toujours par
le méme procédé.

16. Chaque terme de vos développements conlient, en factenr,
un monome de la forme
= a“‘:eku-{k:e"{'a.

(Test ce monome w que M. Brown appelle la caractéristique du
terme. ‘

Jusge’ici nous ne nous sommes occupés que des lermes dont
q

la caractéristique est une puissance d'une seule des quantités o, e,

Y, €'; mais il est aisé de concevoir que la combinaison de ces

divers procédés permette de traiter le cas général.
Nous désignerons daps la suite par
Ty, Ypy Xp: Yy, Sp, E‘:u, Ep., T, Lws Gpe Hy
Vensemble des termes des développements de
x, ¥, X, Y, 8 8=8—xX—),V,

T—V,—G
I ]

f

f\h A!: AS) (J} n

dont la caractéristique est .
Nous désignerons par

Zp Ly S Ry
I'ensemble des lermes des développements de

z L, €, ¢

Bulletin astronomique. . XVIL ( Ma1 1g90.) 13
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qui admelient respeciivement pour caractérisliques

O S O

TR
De cette facon nous désignons par le méme indice, non pas
toujours les termes qui ont la méme caractéristique, mais ceux
que 'on détermine dans la méme approximation.
Je suppose alors que I'on ait calculé les termes dont Pindice est
un monome diviseur de u, et que l'on se propose de calculer les
termes dont I'indice est égal 4 .

17. Trois cas sont a distinguer; le premier est celul ot 1 ne
contient en facteor ni v, ni e.
On trouve alors

2(@y dXo— Xy dre) + B dv by dv — Hy dl' = dS},

I dF, dr,
H,= % el k. —
L [Z (d;r:o P+ dX, X-u')+ P GE“]’
ou u, v et I’ ne dépendent que des fonctions aniérienrement
délerminées.

Ces équations se traiteront absolument comme celles du n° 15;
i1l 0’y a absolument rien 4 changer a 'analyse de ce numéro.

18. Le second cas est celui ol 1 contient en facteur v, mais
pas e. On a alors

E(.’L'[_L rZXD-'-— X[.l. d.Z'o) '-I—‘(Zp‘ dZt—!— F4 de.)
+ Zude— Eydt—Gudh —Hy dli' = dSy.

Dans cetle relation « et v sont des fonclions préalablement
déterminées; 3, et Z, sont des termes de caractéristique vy (comme
au n°® 11).

Nous pourrions déterminer z, et Z, par le procédé du n° 11,
mais il est préférable d’avoir recours anx procédés ordinaires qui
conduisent comme celui du n° 11 a une équation de la forme

dz,

Dzzp"i—' (I"zp-: P ﬁﬂhu_D m)

olt P est une lonction connue, périodique et impaire.
Celte équation est de méme forme que celle que nous avons
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rencontrée au n® 13; elle permet de déterminer z,; on déterminc
en méme temps Ay, en choisissant cette constante de fagon & faire
disparailre les termes non périodiques dans 5,
Nous avons ensuite
le dZy_ dv _ dbp_

e dy A dy - dy —dy

Mais Sy, Z,, Zy, v sont des fonctions homogénes en v donl
I'ordre est respectivement &, 1, & —1, k'; cet ordre est d’ailleurs
connu. On en déduit

kSp= sply+ (k— 1)z Ly + Sl uv,

ce qui détermine SEL.
On a ensuite

dZ, dz dv  dS,

g TR Tim T~

dz, dZy dv _ dSy

gy gy R g — = Hy,

ce qui détermine C, et Hy,.
L’équation (8) nous doane ensuite

—_ de' "-—"fodsg,—f— ’lod{_p’—i— Ze dS',

ou ¢ et ¢ représentent divers termes déjd connus du développe-
ment de ¢; et de Aj.
On tire de 13 par le procédé du n° 6

P R
Tay hay e R g

’

ol k et k' sont des degrés d’homogénéité de Gy (le méme que
pour &, et &), et de ¢’ par rapport a .
Qu vre de la

dhy Rode Kk
Eurt g, Tu 2( dfy T Tk ER};):"’

ce qui détermine E“L.
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Nous arrivons enfin aux équations

dXo - d.’L"o dS;j, dZ1 dZ . v
Z(“"v' &= v'c?{)z T g T gy ey =0

dont le second membre est une fonction connue, et 4 une équation

dXo - d.Z'
(o G =X ) =1

dont le second membre est également une fonction connue.

analogue

Observons maintenant que s1 'on pose

Xa=Dzy—nr'yy, Yu=Dyy+ n'zy,
on aura
dx,

o't et w sont deux caractéristiques telles que sw = py? ().
Comme tous les &, ot v est un diviseur de u sont connus, ainsi
que tous les /. oG ¢ est un diviseur de . et que &, Ini-méme, la
différence X, — Xj,, est connu et il en est de méme de la diflé-
rence Yy — Y.

Nos équalions peuvent donec s’écrire

Elag— —Xu5+ =R

( P d_/'o g dfo ?

ol QO et R sont deux fonctions connues. Elles sont tout & fait de
méme forme que les équations (24) et s'intégrent de la méme
maniére.

19. Le iroisiéme cas est celui ol p contient ¢ en facteur. On a

alors

S(.’L‘deo“Xy’dxo)—l—(Zudzl—i—zidz‘u.)
+Xude —Epdr —,nudl — C_Fdl -— Hptdl': dSiL,
('} Les cas ¢ == ¥%, & == u, ¢t ¢ = »¥?, @ = 1 sont naturcllement exclus; le pre-

. dx, . .
mier parcc quec le lerme b, —(D\"' figure dans Dz, et que pour e =% A, west

autre chose que A,; le second parce que pour o = 1, &, se réduit & z, ¢l que

dz, est nul
dh ’
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i et ¢ étant des lonctions anlérieurement détermindées,
On en tire

Cdly . dv  dSy

gy T T Al
d’ou
3 2y B e = s
( 0) ~] p,—l"z _A: Y — S[J,)

ol k& et &' désignent les degrés d’homogénéité de S, (le méme que
celui de Z,) et de ¢ par rapport 4 e.

La foncuon S, — 3,7, est alors déterminée.

Nous trouvons ensuite

7 B .
;P- % -+ 5.1 ilz_p‘ —+- Sf.f, _(E —_— .Cis‘_u- r
, i bt dy  dy
d’on I'on Lire
30 Sy Ly (p—1)518y + Sp'{w:])S{,_,

ol 1, p—1, p' et p sont les degrés d’homogénéité de Z,, 7,

r N . . .
el Sﬂ- par rapport a y. La comparaison de ces deux équalions nous
donne

(32) ;!LZ.-—:,lZu:Z Pk ;P « wue.

Cette équation {32) va nous permellre de déterminer z, et Z,.
Nous aurons en effet

ds dz
Zy=Dsy+Zg. 2 9f, —2,
s A 7 A P
Daus les termes g, @ enrds I actéris
ans les termes g T i ¢ el w repreéseplent deux caractéris-
tiques Lelles que _
St = £ 1n.

)
‘D'allenrs ¢ doit étee divisible par e, sans quoi g, serait nul,
puisque le développement de ¢, ne doit pas contenir de puissance

=
gt 1]

négative de e. De plus w© doit étre divisilile par e, sans quoi I

serait nul.
Donc ¢ et © sont des diviseurs de p. Le case=e¢, =y dont
étre exclu parce que g se réduit alors 4 g, et que le terme

dzp, - -
8o ;- est compris dans Dzy. Le cas ¢ = p, v = ¢ doil étre exclu

également parce que pour w = e, 3, est nul.
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La conclusion est que les indices ¢ et @ étant des divisears

de p plus pelits que p, tous les termes en question sont connus.

dsz . , -
Dans les termes A, d)\"', £ et w représentent deux caracléris-

tiques telles que
§to = 7L,

L'indice ¢ doit étre divisible par y2, sans quoi /% serait nul,
puisque le développement de ¢; ne doit pas contenir de puissance

dzg

b

négative de . De plus w doit étre divisible par v2, sans quoi
serait nul.
Donc ¢ et © sont des diviseurs de p. Le cas e = v*, o = esl

cy - \ ds
exclu paree que /& se réduit alors a I, et que le terme £, _di& est

compris dans Dz,. Le cas ¢ = 1, v =y* n’est pas exclu. Alors z,,
se réduil & z,, =, ayant méme signification gqu’au n” 11.
La conclusion est que tous ces termes sont connus A 'exception

du terme
a3,
hp -ﬁ .

L’équation (32) prend donc la forme

dz
(33) uli—- 5 Day =P+ Iy oL

ol P est une fonction entiérement connue.

La fonction 5, dépend donc ict d’une équation linéaire du pre-
mier ordre et non plus du second. Cette méme équation (33)
déterminerait en méme temps la.constanle &, par la condition
gue 5y soit périodique.

On trouve ensuite

O A
g TS TR S T T
— dzp. v dy . dS;;_
Bgp TEEG T T g
dz dv ds;
g I v, Yl e 2R
<1 dl, -+ 144 d{' I-]F- dt, )

car z, et X, ne dépendent pas de X, fet I's ni Zy de L cL /L.
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En tenant compte de (30) ces équations deviennent

dZ, 7 dz,:,; _E(k—l;’ de K du)

um T ) S )Y
k—k dv K dw
(34) 25 e e =
k—k de K du
E(—_”ag}_’fv?{;)zﬂl’-’

ce qui détermine §y, 1, et Hy,.
On determme ensuite §, par le procédé dan® 6. L’égaation (8)
nous donne

— dGy = fodly 4 godng + hodly + Zgedng 4+ Shdly.
Dans les termes g.d7,,, on doit avoir
s = ep.

D’ailleurs ¢ doit étre divisible par e et il en est de méme de w,
puisque A, est divisible par e2. Donc ¢ et v divisent . On ne
peut avoir w =p, d'ott e —¢, g, — &o, puisque le terme g, dr,
figare déja explicitement. On ne peut avoir e =p, d'oli 0w =,
car alors 7, serait nul, puisque A, est divisibic par e,.

Tous ces termes sont done connus.

Dans les termes k. dC,, on doit avoir

Bt = Y.

L'indice ¢ doit étre divisible par 2, et 3l en est de méme de w,
puisque A; est divisible par v2. Done ¢ et © divisent . On ne

= e ’ 5 _ 2 . I vl
peut avoir w == [, d’ott ¢ =72, k. = hy, puisque lc terme /i, dCy
figure déja explicitement. On pourrait avoire = u, v =— v*, mais

hy a déja été calculé. Tous ees termes sont done connus.

On tire de 14

dG“’ f dsyl EZ‘::L - hu C%:f -+ Sg d"](ll -+ - Il-f :;:}

,..

3
t
:

&

on

i
‘_G}L :fosp-'*'gonp—l—ho:.y,‘i‘ZZ (Sehiw -+ 1:slw),

k et k' étant le degré d’homogénéilé de G, ct de 1, (ou de C,)
en e, '
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On en tire enfin

d dlzo K rdo. dlz-
; . =24 »
o= Eut Tn W g, G X7 (‘dfo dfy =‘*’)
k— K A dgw)
+Z % (a"sm'*"‘e af )

Celte équation détermine &, car 7, el Ly sont connus.

On trouverait ensuite, tonjours par le méme procédé, des
équations de Ja forme

S (”TP- (f;n Xy Ei;") =1qQ,

v( 4y ﬁ):l{,
L df(’ e dfs
ou Q et R sont connus, et U'on en déduirait, toujours de la méme
maniére, d’autres équalions de la forme

dX dr dx
"'( 2 X“d) Ql“‘opZ rl—d?—:';

dXo ,.,({. d.Tv‘] d.To
(”*’“dfo ‘“df) Mo laal e

Ces équalions, imtégrées loujours par le méme procédé, nous
donneraient &, et yy et elles nous feraienl en méme lemps con-
naitre g, que l'on délerminerail par la conditron que zy et )7y
soient périodiques.

20. Malheoreusement 1'équation du premier ordre (33) n’est
pas aussi facile 2 mamer qu’on pourrait le croive. Elle donne en
effel en appelant P, lc second membre

et la présence de 37 au dénominaleur est génanle parce que 3, est
susceptible de s’annuler.

On pourrait sopger  réserver I'équation (33} comme un moyen
de vérificalion et a revenir pour le calcul de z, 4 I'équation ordi-
nairement employée. Voict comment cette e'qnation pourrait se

déduire de (33) :

Différentions cette équation (33), il viendra (en nous souve-
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panl que Z, = Dz,)
3 - - 9. N r '_‘ L{.ﬂ'l
;gJ.D-"’l — &) D‘gp. = Dl —+ 'hy.D("l Ri_) .
Or
szsl —4~ rI)Gi = 0]
il veste done

_ o ‘ . dz | d3; o _ oods)
—&l(Dab(‘L"i- ‘I’SEL):DP—FA]L%LS[[‘) _(21_ -r"llp("("z)“\‘ D,yl—-.sID _ﬁ).

On doit se souvenir que

dz ds
?i! D5y —z,D = \l = const,

Alors on doit pouvoir choisir la constante /£y de telle fagon que

DP+@(% D;i_sln%)

. soit divisible par z,. La possibilité d'un pareil choix est no moyven

de vérification. Il doit arriver ensuite que hy, étant amnsi choisi,
on trouve pour z, une lonction périodique. Cest une seconde
vérification. -

Mais il y a mieux a faire. Rapprochons I'équation (32) de la
premiére équation (34). Ces deux équations peuvent s’écrire

Syly—Ly3;=Q; 3y %Z)Tl—Lyflf; = R + &,

Q et R étant connus.

On tirera zy, et Z, sans intégration de ces deux équations du
premier degré. Comme, ainsi que nous venons de le voir, le déter-
minant de ces équations

dzi - dZ]_

Log TR

se réduil 3 une constante, on pourra achever cetle opéralion sans
avoir & faire une division dans laquelle on pourrait craindre que
le diviscur ne devint nul.

On devra pouvoir choisir Ay, de telle facon que les valeurs de 3,
et 7, ainsi trouvées satisfassent a la condition trouvéc plus haut

Zy =Dsy+ S g %-'z'—’ -+ Zh

dse

P dh
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C’est une vérification et cela détermine en méme temps la con-
stante /i.

On remarquera que la constante §, est restée arbitraire. Cette
nouvelle constante arbitraire remplace la constante d’inlégralion
de I'équation (33).

Nous n’avons rien a changer d’aillears au caleul de #,, Hy, gy,

&y, etyp.

21. Dans les calculs qui préctdent, nous avons souvent diffé-
rentié par rapport a la constante que nous appelons f,. Si l'on
veut pouvoir comparer avec les formules usuelles, il faut poser

n'
.fﬂ - ;?_;3
d’ow
7 dr m dx
dfe dm
Mais pour que la comparaison soit possible avec les formules
données par Delaunay et d’autres auleurs, il faut faire plusieurs
remarques.
En premier lieu, ce que j'appelle ici m, ¢’est ce que Delaunay

nt
I— i

appelle - M. Brown appelle cette méme quantité m; mais il

y a d'autres différences; j'ai supposé mes coordonnées, z par
exemple, exprimées en fonctions de »/, o, f, et en oulre de e, 7,
7, [, ), ¢, . La quantilé o, d’ott dépendent les termes parallac-
tiques, était égale a

a, étant une longueur constante et &’ le demi-grand axe de I'or-
bite solaire. M. Brown exprime toul en fonclion de a, o' et m el
en outre de ¢, ¥, 7, {, &, €, {'. La longueur a esl le coefficient du

terme principal du développement de 2o+ '— 1 y4; c’est une
fonction de n’ et de m, c’est-d-dire de »' eL de f,. Quant & &/,
{qu’it appclle ) c’est le rapport

La longucur a veste constante dans le mouvement de la Lune,

John G. Wolbach Library, Harvard-Smilhsonian Cenler for Asirophysics + Provided by the NASA Astrophysics Dala System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1900BuAsI..17..167P

r T900BUAST - .-17- “T67P

MEMOIRES ET OBSERVATIONS. 203

mais ce n’est pas une constante absolue au point de vue qui nous
occupe, puisqu’elle dépend de f3. A la fin du caleul, toutefois,
et aprés toutes les différenuiations, on pourra supposer a = a,,
d’ot 2 =do.

A cause de I’homogénéité spéciale des équations, les coordon-
nées x, y, z, sont de la forme suivante

x=aol{a, m),

et Uon aunra d’ailleurs

b4

a = n’féqa(m);

la fonction ¢ (2!, m) dépendant en outre de e, 1O e, l.
On trouve alors

y; dr n da a dy da dy
*dfs MmN ay dm T dm
Or
’ @ PR dx’ da dm da
o= 2 -— d’on D= —— mm oa—— —y
@y a a a dm
d’od
. dv da o de da e dy
Jo G =T g T 47 dm dm

Cette formule rend les comparaisons possibles.

Observons maintenant que l'analyse précédente, exigeant des
différentiations par rapport 2 m, conviendrait plus particuliére-
ment aux cas ol I'en veut oblenir le développement liziéral des
coordonnées, comme le faisait Delaunay. Ce n’est pas qu’elle ne
puisse étre appliquée @ la recherche d’un développement nu-
mérique analogue 4 celai de Brown. Il faudrait alors calculer
d’avance, non seulement z, et y»,, mais un certain nombre de
leurs dérivées successives par rapport & m, ce qui d’ailleurs se
ferait sans difficulté.

22. Cherchons ce que devient, dans les nouvelles approxi-
mations, le paradoxe signalé an n® 10. Voyons donc dans quelle
mesure nous avons eu affaire aux équations différentielles qu’il
s'agissait d’inlégrer. Nous verrons que nous nous sommes servis
de ces équalions aux n'* 11, 14, 13, 17; que nous n’y avons fait
nullement appel aux n* 12, 19, et 20; et qu’enfio aux n* 13 ct 18
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nous nous sommes servis de ces équations pour le caleul de z, mais
que nous n’en avons plus eu besoin pour le calcul de z et de y.
~ En résumé, aprés avoir déterming, 3 I'aide des équalions qu’il
s'agit d'intégrer, les termes de x et de y qui sont indépendants de e
et de v, et ceux de z qui sont indépendants de e, nous pourrons,
sans faire mnlervenir de nouveau ces équations, calculer les termes
de z et de y qui dépendent de y ou de e, ceux de 5 qui dépendent
de e.
Le résullat conserve son apparence paradoxale, mais le para-
doxe s’explique comme an n° 10.

REVUE DES PUBLICATIONS ASTRONOMIQUES.

< . .
MEDDELANDEN FrAN LUNDS ASTRONOMISKA OBSERVATORIUM { Exlraits de P Ofver-
sigt af k. so. vei.~akad. Forhandl. 18g9).

N® 8. Schults Steinkeil (C.~A.). -~ Introduction de Pargument X ,, dans
le probiéme des perturbations, '

L’avtenr revient sur un procédé du 4 Gyldén et consistant a déve-
lopper les perturbations suivant deux arguments, dant 'un reste con-
stant pepdant chaque’demi-révolution de la planéte troublée. Plusieurs
astronomes ont utilisé avec avantage ce procédé pour le caleul des per-
turbations relatives des petites planétes. M. Charlier en fit Pessai pour
le calcul des perturbations absolues de Thétis (Bulletin, IV, 207) dans
un travail approfondi; mais il était intéressant de reprendre la question
traitée par M. Charlier, I'argument X,, qui varie par sauts ayant éié
introduit par celui-ci aprés I'intégration, tandis qu’il était tout indiqué
de le faire intervenir avant lintégration. M, Schuliz-Steinheil est en
train de faire les calculs pour @ Dresda.

Il n'y a pas la, on doit 'observer, une Lentative pour faire disparaitre
les petits divisenrs gui se manifestent sous Ia forme de forts coefficients
lorsqu’on détermine les constantes arbitraires. Le gain principal est une
simplification dans la mise en tables, réduites & un sexl argument,
Pautre (ou les autres) restanl constant peadanl uan imtervalle plus ou

moins étendu, Le Verrier s’cst placé 4 un point de vue analogue dans

-
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