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SUR LA GEOMETRIE NCN EUCLIDIENNE.

, .

L Ad- Al a Qo ;BfV‘J o oy sl i © ta théorie des paralleles w'a fail ancun progees depuis Euclide jusqu'au
{ . é i contmencement de notre sicele, Tous los efforts pour démontrer le proste-

(e LV“A w LM M ?"""" i ‘ i oz PEuclide ot e proposition Guivalente élaient restés infroc-
M;‘_' J__(m:f:‘-‘_' . l;b,’."(:' e vl AL e~ tueus, lorsque l:uh:lllulwﬁ’sk)' en 1'.\'-;.1;. ot [lul'y.'li on 1832, (:1_mugca|nl:
: : - résolument de voie, concurent el exceutorent sépavément le projet hardi
P ey de LL A . I'}“m{) . VY e : de supposer que fa proposition 3 démontrer wétait pas vraie et de corsti-
‘tuer un nonvean systome de géomélrie non contradictoire, en poussant

i - A - AP a"'*L/B'“_ - _— + » = . .
)—th.—C | deacanlit 4 B ) b J . ' jusquii ses dernieres limiles: le développement de leur hypothése. Gauss
‘/], /’; "‘ “ x, i, A L\ D) — Ui, AT SCs propres meéditations, avail oblenu les memes rosultals diss

1=, sans toutefuls avoir rien publié sur ce sujel, assura payson patronage

£ : : le sugets de Fauvee de Lobattehef=icy qui, Gerivait-il @ Schumacher,
| C‘(‘\'H‘\- '{‘W , e ’ S ¢ avail traité la matiere de madiy, de maitre ». Depuis lors un aramd
i : nombre de glomitees, parmi Jesquels i faul surtout citer Ricwann ¢t
i - Beltrami, ont considérablement agrawldi ie champ de ees spéculations qut,
: om e grucait Je méconuaitre, ot jelé une vive lumiere sur la véritable
; . origing des veérités aléemdriques. ; :

' Lanalyse de ces nombreax Lravaux (1) serait fort longue; nous nous
proposons ici uniquement d'en faciliter la lectuce en exposant les principes
foncimentauy dis celie partie de T Scieace i, aprés avoir ¢1¢ appelée
stieeessivenient Geometrie astrale, Gométrie imaginaire, Pangéometrie,
a reca definitivement Ie nous de Geométrie non cuclidicnnc. . »

(") Lowarrcukerssy, Noneeanr priveipes de Genmetrie (Mémoires de UUni-

versite de Kasan ot Courrier de Kasan, 1515, 182y, 1836-1858) 5 (eométrie inits
. inaire (1. de Crelle, 1837); Ftudes geometrigues sur la théorie des paralléles |

(Berlin, 1870); Pungéomdtrie (Kasan, 1833). — Rouyar, Appundix scientiam

spatii absolute veram exhibens ( Maros=Vasaaliely, 1832 ). — Ruesasy, Suer les

< by postheses Aol Céomdctrie | Académie de Gottingue, |Sl"i-; ) — HietvnoLrz, Sar

. les fuits fordamentanr de fa Geometrie (Meidethery, 180%). — Barracuas, Sur
le Coomitrie de Lobatteheffshy ( ioraale; Naples, 1868 ). - - Brurnasy, “Inter-

pretaiion de e Céamitrie won eaclidieine ( Naples, 1868): Sur les r-]w'u'r'r de

courbire eonstinte ( Mitan, 1865). — Koo, Sur la Céonrétrie non enclidienne

(Math. Aanalen, v5q13. — D Ty, Essaf sir les principes fondementuns e

lee (0EGmeteie ot e Lo .U:"«-a.vnifr:--(.?I.-‘umn'ﬂ!’dc U dvadimic de Bordeanr, 1879

Plusiewe s de ees Mémaives onl eld fraednlts en feaneEis par M. Mougl.
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376 ‘ NOTE 11,

L.
’
1° Considérons dans un plan un point p et une droite LL': soient po |

perpendiculaire abaissée de p sur LL' ¢t EpE’ la per[)endit;uluirc (-l,evt‘:
par p sur po (fig. 625). On sait (57) que cetle porpendiculaive ne; rm.n-
contre pas LL'. Mais cetto droite est-clle, parmi celles qui passent par p
Ia seulo q.ui jouisse de celto propriété ? Cest ce que I'on admettail (tvpui,:;
Euclide. Cependant tout ce qu'on peut affirmer, et c'est 1 le point de
(l{'part_. de Lobattcheilsky, ¢’ost que, si une droite illimitée tourne autour
(I_u_ point g dans le seas do la fleche, depuis la position po jusqua la po-
sition BpE, elle passera néeessairement par une position epe, telle ll ue
toutes les droites contenant le point p et siluées dans l':m"iv if[‘fl‘: tct
dans sou opposé) ne coupent pas LI, tandis que toutes les (h';ilu:s siluces
dans l'ungle opu (et dans son uppost) coupent ol ‘

Fig. 625,

L

D'aprés c.ela, en désignant par ¢’ pu’ la symétrique do epe par rapport
4 po, m: \:m quo toutes les droites menées par le point # dans le plan

aven e raneées o - o e i 3 :
peuve lre rangées par rapport a LL' en deux catégories suivant

» . ’ ~ 4
qu'elles coupent LI ou qu'elles ne la rencontrent pas; les sécantes sont

comprises duns les angles upn’ ot epv’; les non-séeantes dans les angles
g R . ST . - B
apy’ b epu’. Les deux lignes do démarcation we et «'v’ sont diles paral-
leles i LL' relativement au point g Ainsi, par chaque point z2 d'un plan,
on peut mener A toute droite LL' de co plan deux paralleles, I'une ez pour
le colé oL do la .d.l oilo, !uu.Lu, o'a’ pour T'autre coté L' On désigne pur
angle de parallélisme velatif au point p I'angle ope: ou son égal opie’

2* Co yui distingue une parallele ve ou o'’ d’'une non-sécante quel-
comue, c'est que fa paralléle devient séeante dis qu'on fa dévie en dimi-
nfmnl. d'aussi pew qu'on veut son inclinaison epe ou ope’ sur la perpen-
diculaire po.

Dun's 16 cus olt angle do parallélisme ost droit, la classe des droilos
non=sécantes disparait et les deux paralléles se réduisent & uno seulo
EpLt

3* Yoici maintenant deux proposilions qui sont les cowpléments indis-
prisebles de L détinition des paralléles.

IR
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Une droite conserce le caractére du parallélisme en tous ses points. —
En d’autros tormes, si IVl est paralléle & D'D relativement au point A,
clie est encore paralléle a D'D relativement & tout  autre Ajou Asdo ses
points ( fig. 626). ‘

Eu cffot, supposons d'abord un point A, situé sur la partie All de II'H
qui feit avee la perpendiculaive AG un angle CAll égal A T'angle do paral-
lelisme. Abaissons A, C, perpendiculaire sur DI, menons A F dans l'in=
terieur de Tangle CpA(H, et prenons sur cctte droite un point F aussi
voisin qu'on pouira de Ay la droite AF ira couper CD en un cerlain
point G, et T'on aura un triangle ACG dont lo contour étant rencontré

Fig. 626.

D’ Cr c ¢ 1 ¢ G D

une premitre fois en F par la droite A,F devra &tre rencontré une
deuxiéme fois par la méme droite; or A, F, d'apres sa construclion, ne
peut couper lo coté AC, elle ne peut pas non plus avoir un second point
commun avee le ¢oté AG; done elle coupe le coté CG, ct, par suite, AL
cst purallele @ D'D relativement au point Ay, puisque toute droite AT,
située dans l'angle €y A, 11, rencontre D'D, si petit que soit langle
HAF. :

Considérons, en second lieu, un point A, situé sur All', et soit A2C,
la perpendiculairo abaissée de Ay sur D'D; prenons. sur AC un point F
aussi voisin e A qu'on voudra, ¢t moenons AF faisant avee All un angle
HAF égal & AL F"; a droite AF ira couper CD en un certain point G, et
Ia droite A=F’ coupant une premicre fois, en I, le contour du triangle
ACG, devra couper ce contour une scconde fois. Or elle ne peut couper
une sceonde fois le ¢oté AC; d'autre part, puisque les angles correspon-
dants HAF, AL F' sont égaux, A.F" ne peut rencontrer AF (1); donc
AF coupe le edté CD; ete. S

(') Nous admettous ici que, si deux droites AB, CD {fig. 43), forment avee

une troisieme FE des angles correspondants FGB, FID,égaux, ces deux droites |

ne peuvent sa rencontrer. La démonstration de ce théoréme, donnée au n® (i,

dépend du postulatum ’LEuclide; mais on peut démontrer le fait indépen-

damment'de tout postulatum. En effet, on peut, par une rotation auntour du

milicu O de GH, amener la figare BGHD sar la figure CIGA, de fegon quoe GB
W=

% et pE C; — Tr. de Grom, (11* Partic), -

e

e P
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Le parallelisme de dewr droites est réciproque. — Yn d'autres termes,
st AB est parallele & CD ( fg. 627), CD est parailele & AB.

En effel, svit AC une perpendiculaive sur G omenons dins Tangle
ACD une droite CE faisant avee GD un angle DCIE aussi pelit qu'on vou-
dra; enfin abaissons AF perpendiculaive =ur CE; AF sera moindre que
AC: prenons sur AG une longueur AG = AF et [aisons tourner la figure
BATVE autour de A, de fagon quo AF vienne sur AG ; soient GIL ¢t AK les
positions «ue prennent FE et AB; AK coupera CD guelque part en K, et Fon
aura un trianglo ACK dont le contour étant rencontré une premicre fois,
en G, par G, devra dtro rencontré une deuxicme fois par celte micmo
droite; mais GII ¢tant comme CD perpendiculiire & AC ne peut rencon-
trer CD; done G coupe AK en un certain puint L. Done, en ramenant le
triangle LAG en sa position primitive, c'est=d-dire en le faisant tourner
autour de A de fagon que AG vienne sur AF) AK sur AR et Gl sur

Fig. Gaq.

FE, on voit que CF doit couper AB, quelque petit quo soit 'unglo DCE;
done (2°) CD est paralléle & AB.

1.

1° Dans tout triangle rectiligne ABCylet somme des angle
passer deve angles droits. ‘

Lin eilet, soit A o plus petit angle da triamgle; en prolongeant Ta mé-
diano Al d'une quantité 1 égale & clle-méme et joignant EC, on forme
un Lriangle ACE dans lequel (on lg voit sans peine) la somme des angles
est la mdme que dans lo triangle primilif et I sommé des denx plis
pelits angles est égale & AL Le plus petit anglo du nouveau triangle est
done au plus ¢l @ LA En opérant de wméme sur ce seeond” Lriangle,
puis sur le suivant, ete., on obtient une suite de triangles, dont Iasomme

e peut sur-

des angles reste Tumeme et dont e plus petit angle est suecessivement

. A A A " . s 5 '
moindre que =, Z, G et, par suite, peut devenir aussi petit qu'on
2 D

veconvre 1 et que DI recouvre GA g si done G et IID s» rencontraient, BG
ot GX 8o rencontreraient  aussi, ot Jes deas dreoites AB, CD aurnient dens
poinis communs sans coineider, . '

il

) NS

[ S

oy ]
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veut. Or, si la somme des angles dit trianglo primiEiE surpassait dcn§
droils June cerlaine quantité %, en opérant sav e er.nglc, c‘mm’no nous
venons de le dire, on obtiendrait, apres un‘uuml;f'c snl‘h:sanr: d opérations,
an triangle avant son plus petil angle infériear a %] 'l{: triangle .-%lll\':\l-\t
aurait ;]llu [uis Ja sonume de ses Lrois angles Cgale a oRo4- 2, It .llt‘,a'l-
onant un angle droit, et Ja somme des deux plas !:cms angles mun.\dr.u
;illa 23 e troisicmo anglo (o ce triangle surpasserait donc 21k, co qui est
“l’z‘:'.‘:; .:hms un triangle rectiligne ABC la somme des m:r,-_;(c.c est .c};u!c
& deter angles droits, il en est de- méme pour tont autre trianple
ar; 2 . ; .
(.ﬁ;‘:.;l Gc)l?ll, deux au moins des angles du triangle ABC sont :I-IOI'S. aigus;
soient, par exemple, A et G, ces deux an.:__:!cs; la |1)crpr.-m||culm‘rc Blf
abaissée du sommet B sur AC partage le triangle ABC en deux l!‘lflt}:.','{.‘b
rectangles ARO, CBO dans chacun desquels la somme des an:._:les (e.cjl‘ 1-1]@
3 2R, sans quoi ka somme totale des angles de cos deux trinngles seratb

Vie, 628,
Q
1 / % i .

i c r I 0

(1°) inféricure a 4R et, par suile, cn rctram.:laant les de-l!.x\?;(‘;-;hfsrf;:
0, qui sont droits, fa somme des '..mglcs du lmfug.ﬂc propost A la;“
inféricure a 2 R. 11 suit de 1 que, si Fon construit sur ABun }1::..111:_; ¢ it
gl 3 ABO, onaura un quadrilatere AOBI, dont les cOLes opposes son? r.\-g.mllx
denx 2 deux et dontles angles sont droils. En :-;u]r'erpusimlqqu:uln‘lal'v:uis_;
“ggaux A celui-la et juxtaposant p figures ¢gales a la ﬁ:.;urul x'I\OQ;aI,‘ -.l.lllbl
obitenue, on obtical un quadrilatere l'()Q]i,'df;hL tous les angles wr.n:
droits ot dont les cotés opposds, ¢gaux deux d deux, peavent dc\c'.n‘n
aussi grands quon veut, en prenant les nombres p et g asses grum‘Is.lf,'u
qu'.u!riluli-'re gera parlagé por la diu_guunlc PQ en denx lruu:g_\;l‘v.? ll;..-
tungles Ggaux et Pon verra, comme cx-tllc.-asus, que la somwe des .m_‘ es
de lchucun de ces triangles est ¢gale a 2R Donc on peut t.fonsu'fuuz un
triangle rectangle POQ, dans lequel Ia sommo des angles (?st cgulo‘ i a“ll.(l-.!..
assez. grand pour contenir dans son inléricur toul -lrumglu W.‘:l"n:‘f’
Jonné DOE, lorsyu'on aura fait eoincider les angles droits de ces !.nanglicg...
Or Ta droile QD décompose POQ en deux ernn;.:lcs Qne, ,!'Jl)(), dans
chacun desquels ke somme (Ius_ angles usL. dunle it 21t sans, quoi la s.nn-u.m:
des angles du triangle Lotal I'OQ serail mmmh:u que 2R de m.t\nm,.ln nl':ll.nllf.
D partage QDO en deux triangles DEO, DEQ, dans C-h'd(.'ll‘.l desquels ka
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somme des angles est ézale 4 2K, sans quoi la somme des angles du triangle
total QDO serail. inféricure & 2R. 11 est done démontré que, par suite do
Phypothése, la somme des angles serait ¢eale @ 2R dans un triangle ree-
tangle quelcongue DOE; il en serait dememe, par snile, pour tout triangle
rectiligne, puisquun tel triangle pent toujours étve décomposé en deux
trianzles reclangles.

30 far un point donné A, ecteriear & une droite BC, on pewt togours
mener ane droite faisant avee la premiére un angle ausst petil qlor veut
(fig- 629)- '

En eflet, soit AB perpendiculaire sur BC, D un point pris & volonté sar
BC, et DE une lengueur égale & AD el purlée sur BC A la suite de BD.
La somme des angles du teingle ADE ne pouvant surpasser +ii, on a,
puisque ce triangle estisoctle,

2 AED - (2R -— ADB) S2R, d'olt AEB S} ADB.

Ainsi, ¢tant donnde une droite AD, coupant BC sous un cerlain angle, on
peul toujours en trouver une autre AE, faisant avee BC un angle an plus
¢gal & la moilié du précédent ; en opérant sur cetle nouvelle droite comme
sur la premicre et conlinuant ainsi, on parviendra i une droile faisant
avee BC un angle aussi petit qu'on voudra.

42 87 dewa perpendicnlaires A, BC ¢ wne mome droite AB sont pa-
ralléles, fo somme des angles est égale a deay angles droits duns tout
triangle rectitigne ( fig. 629).

Figr. 600,

-._-.“. e e 4 e
I
| i
N
N\ .
W T

En effet, menons dans Pangle AL une droile AR, faizanl avee Al un
angle HAE aussi pelit gn'on voudia; celle droite AE coupera BG, el
Fan peat supposer, d'aprés le nuadro préeédent, que Fangle AEB, sous
leeel AE coupe BC, soit aussi peiil a'on veut, Cola posé, D éland pris
A volonlé entre B et B, menons AD et désignons respectivement par
2R —a, 2R £ les sommes des angles dins les triangles ABDh, ADLE
La somme des angles du triangle ABE sera oR — 2 — &5 onaura done

oR == o R ARB == (1 — 1AL,
d'on
@+ b= AL — AED;

Ry, chavtine des parlies da segotd membre potvant devenie moindre

e A
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que toute quantité donnée, on aa - 8 = o, et, par suite, e =0, B =0,
puisque = el § ne peuvent &tre négalifs. €. Q. F. .

50 11 résulte des propositions précédentes que deux hypothéses sont
scules possibles :

Ou bien, dans tous les triangles rectilignes, la somme des angles est
6aale A deux angles droits; alors I'angle de parallélisme est toujours
droit, ¢! par un point quelconque on ne peut mener qu'unc paralléle a
une droile.

Ou bien, dans lous les triangles rectilignes, la somme des angles est
inférienre A deux angles droits; alors, par un point quelcongque, on
peul mener deux paralltles 4 uro droite, et Pangle de parallélisme,
toujours aigu, varic avee la distance du point a la droite.

"La premicre hypothese sert de fondement A la Géométrie ordinaire
i ou cuclidienne. La scconde peut &lro ézalement admise sans conduire
2 aucuno contradiction; elle est la base de la Géométrio non eueli-
dienne que Lobuteheffsky a établie, jusqu'au développement complet

e

A-

LYt

des équations entre les colés et les angles d’un triangle, soit reeli-
ligno, soit sphériquef(*). :

H ookl 1L

Toutelois il y a encoro licu do se demander si, en poussant plus loin
les d¢ductions, Lobatcheffsky n'avrait pas fini par so heurter & une
contradiction. En d'autres termes, y a-t-il contradiction d’une part
entro les axiomes admis par les géométres (en metlant e coté le pos-
tulatem d'Euclide), et d'autre partlo postulatum de Lobaichetlsky?
Pour nous en rendre compte, nous alions ¢noneer ces axiomes sous la
forme suivauwe, ¢n mettant cen évidence ceux quo les géomolres ne
i formulent pas d'ordinaire et qu'ils sc contentent d'admettre implici-
tement.

Aziome 1. — Par deux points, on peul faire passer une droite el uno
scule;.par Lrois points, un plan et un scul. : '

_Jziome @. — Toule droile qui a deux points dans un plan est tout
< enticre duns ce plan, ou bicn, ee qui rovient au méme, Uinterscetion
de deux pluns est une droile.

Aziome 3. — Si doux figuros sout égales, les lignes et les surfaces
de la seconde qui sont homolegues aux droiles ct aux plans de la pre-
mitro, sont aussi des droites et des plans.

(*) Tout ce qqui va suivre, dans eelle Note, ost dit & M. DPoineard.
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Axiome % — Dans deux figures ¢gales, les angles homologues sont
égaux, ainsi quo les distances des couples de points homologues.

Axiome 5. — Uno figure peut se déplacer en restant égale a elle-
mime et de telle sorte que tous les points d'une droite restent fixes
(mouvement de rotation). '

Aziome 6. — Une figure peat so déplacer en restant égale A elle-
méme et de telle sorte que tons les points d'unc droite se déplacent,
mais en restant sur celte droite (mouvement de glissoment).

Axriome 7. — Si un point B est sur la droite AC, la distance AC est

~ éialo A la somme des distances AB ¢t AC; dans le cas contraire ello

est plus pelite.

Y a-t-il contradiction entre ces sept axiomes ct lo postudatum de
Lobatcheffsky, d’aprés lequel : On peut par un point mener uno infi-
nité de plans qui ne rencontrent pas un plan donné.

Afin de lever les derniers doules 4 ee sujet, il faut employer un dé-
tour. Considérons une sphére quon appelle la sphére absolue; appe-
lons domaine intcricur V'ensemble des points intéricurs a la sphére
absolue.

Considérons une sphére qui coupe orthogonalement la sphére abso-
lue; la partie de cette sphére qui est dans le domaine intéricur s’ap-
pellera fawr plan. .

Soit de méme un cercle qui coupe orthogonalement la sphére absolue;
la partie dfa ce cerele qui est dans le domaine intéricur sappellera
fausse droite.

Nous pouvons alors énoncer les deux propositions suivantes :

Proposition 1. — Par deux points du domaine intéricur on peut fairo
passcr uno fausse droite ot uno soule; par trois points du domaine
intérieur on peut faire passer un faux plan et un seul.

Proposition 2. — L'interscetion do deux faux plans est uno fausse
droite.

Supposons maintenant que I'on fasse uno transformation par rayons
veetours réeiproques (n® 952), en prenant pour sphire d'inversion un
g \4 1
faux plan, ¢'est-a-dire uno sphdre coupant orthogonalement la sphéro
absolue.

Les sphores so transformoront on sphéres et los corcles en coreles;
do plus, les angles soront conservés; la sphdre absolue, coupant ortho-
goualement la sphdre d'inversion, se transformera en elle-mémo; ct 3
cause do la conservation des angles, les faux plans se transformoront
en faux plans el les fausses droites en fausses droites.

T, e . .
e G R AT DN I, LAl Rt e e T B

. e
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Le rapport‘anharmonique de quatre points sur un cerele, tel qu'il a
616 défini au n° 321, n’cst pas non plus altéré par linversion.

Soient A et B deux points quelconques du domaine intéricur; joignons
ces deux points par uno fausse droite qui viendra couper la sphere
absolue en C et en D. i )

Appelons fausse distance des points A et B lo logarithme du rapport
anharmonique (ABCD), multiplié par le rayon R de la sphere absolue.

Linversion transformera A et B en deux points A’ et B’ et la fausse
droito qui les joint en une fausse droite qui coupera la sphére absolue
en deux points C' et D' transformés do C et D. On aura done

log (ABCD) = log (A'B'C'D').

La fausse distance n'est pas altérée par l'inversion.

"Soit une figure F quelconque; faisons-lui subir un certain nombro de
transformations telles que cclle dont je viens de parler, c'est-d-dire un
cerlain nombre d'inversions, la sphire dinversion élant un faux plan.

Je dirai que la figuro transformée csL cougrucnte 4 I; la congruence .

sera. directe si elle résulte d'un nombre puir d’inversions et inverse dans
le cas contraire.
Nous pouvons alors ¢noncer les propositions suivanles :

Proposition 3. — Si deux figures sout congruentes, les lignes et lex
surfices do la secondo qui sont homologucs aux fausses droites ¢t aux
faux plans de la premitre sont aussi des fausses droites et des faux
plans..

Proposition 4. — Dans deux figures congruentes, les angles homo-
lozuos sont égaux; les fausses distances do doux couples de points
homologucs sont égales.

Les angles étant conservés, deux figures congruentes .infiniment pe-
R=—p§’ R étant lo
R2—p?
rayon de la sphero absolue, py et py les distances des deux figurcs a
V'origine, ¢'est-3-dire au centre do la sphére absolue. Dans le cas ou la

titos sont semblables. Le rapport de similitude est

sphdro absolue se réduit 4 un plan, co rapport se réduit a ;:i-, rictrys

étant les distances des deux figures au plan absolu.

Soient D une fausse droite, S ¢t ' deux faux plans passant par D.
Soicnt F ano figure quoleconquo, Ty la fizure inverse de F par rapport
1 S, I Ia figuro inverse de Fy par rapport & §'. Les poinls de D n'ont
‘pas ¢16 altérés par ces doux inversions.

Supposons que, D ¢t S restant fixes, 8’ varic d'une maniéroe continue,

mais en passant toujours par D, La figiire ' variera d'une mani¢re con-
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tinue, mais en restant congruente & elle-mé:ie, Ce déplacement eontina
(accompagné d'ailleurs de déformation) sappellera une fausse rotation;
les points de D resteront fixes. )

Spient eucore D une fausse droite, S et §' deux faux plans orthogo-
naux & D.

. Soient encore F une figure quelconque, Fy la figure inverse de F par
rapport a S, Fu la figure inverse de Fy par rapport & §'. La droite D
wost pas altérée par ces deux inversions; les points de D sont déplacés,
mais iis restent soar D.

Supposons que, D ¢t § restant fixes, $' varie d'uno manitre continuc,
mais en restant orthozonal A D. La figure I'» variera d’'une manitro
continue en restant congruente 4 clle-meéme. Ce déplacement conlinu
sappellera un feuwex glissement; dans e mouvement, les points de D se
mouvront, mais ¢n restant sur .

Nous ponvons done énoncer les deux propositions suivanies :

Proposition 5. — Une figure peut so déplacer en restant congruente
a clle-mérme, ct do tello sorte que lous les points d'une fausse droite
resteni fixes ( fansse rotation).

Proposition 6. — Uno figure peut se déplacer en restant congruente
A clle-mémo ct de tello sorto que tous les points d'une fausse droite
so déplacent, mais en restant sur cette fausse droite (faux glissement).

Le licu des points dont la fausso distance au point A est conslante no
doit pas étre alibré par les inversions qui ont licu par rapport i un
faux plan passant par A ; eclicu doit done couper normalement tous les
faux plans qui passent par A.

Considérons la sphére S, lien des points dont la fausso distance & A
esl constante; b d’aulre part la sphers 8, lien des points dont la fausso
distance & B est constante. Sices deux sphiéres sont tangen(es, le point
de contact ne doil pas élre altéré par les inversions qui ont licu par
rapport @ un faux plan passant par A ct B, puisque ces inversions n'al-
tirent aucune des denx sphéres. Ce point do contact doit done &lre sur
la fausse droile AB. Dol cetle conséquence : do tous les points C qui
sont & une fiusse distance donnée de A, celai dont la fausse distance
4 B est la plus petite est sur Ja fausso droite AB. :

Mais si C est sur la fausse droite AB, il résulte des définitions que la
fansse dislaneo AB st la somme des fausses distances AC et BC. Nous
pouvons done énoncer ln proposition suivanto :

Proposition T.— St un point B esl sur uno fansse droito AC, la fausse
distanes AC est la somme des fausses distunces AB et BC. Dans lo cas
contraire, clle est pluspetite.
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1l est aisé de vérifier d’autre part que:

Proposition 8. — On peul par un point du domaine intéricur mener
wno infinité de faux plans qui ne rencontrent pas un faux plan donné.

On remarquera immédialement quo €cs huit propositions sont, pour
ainsi dire, la traduction des sept axiomes de la Géométrie et du postu-
latun de Lobatche(sky. Il suflit pour passer des uns aux autres de rem-
placer partout les mots

(1) espace, plan, droite, distance, égal, angle,
par les mots

domaine intéricur, fauz plan, fausse droite, fausse distance,
directement congruent, angle.

(2)

(La congruence inverse correspondrail 4 la symétrie.) :

Supposons done que Lobatcheflsky, en tirant les conséquences logiques
des axiomes et de son postulatum, soit arrivé 3 deux propositions con-
tradictoires. Alors, en traduisant son raisonncment de la fagon que je
viens de dire, ¢'est-a-dire en remplagant les mols (1) par les mals (2)
correspondants, on arriverait ¢galement 3 deux propositions contradic-
toires qui seraicnt des coascquences logiques des propositions 14 3
que nous venons d'énoncer.
* 11 y aurait done contradiction entre ces huit propositions; mais cela
est impossible, puisque ces huit propositions sont vraies ct apparticnnent
3 la Géométrio ordinairc.

1l est done cerlain que Lobatehefisky ne pouvait arriver & unoe con- -

tradiction ct que Yon n'y arrivera jamais, quelque loin que l'on pousse
les déductions.

Ajoutorts qu'un faux plan divise le domaino intéricur (do méme
qu'un plan divise I'cspace) en deux régions enticrement séparées I'une
de l'autre. '

Iv.

La puissance de origine par rapport 4 un faux plan (n®193) est
ézale a4 R2, R étent le rayon de la sphére absolue; elle est donc con-
stantoe.

Convenons d’appeler fauz plan toute sphéro telle quo la puissanco do
Torigine par rapport & cctte sphere soit égalo 2 une constante donnéo K,
mais on supposent cetic constante négative. En d’aulres Lormes, suppo-
sons que le rayon de lasphire absolue soil imaginaire. h

Nous désignerons toujours par fausse droite I'intersoction do deux
faux plas.
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'Icl, il 'y a plus licu do distinguer un domaine intéricur : un faux pl:
w'est plus uno portion de sphére, mais une sphére emiér(; e
. Un faux.pkm ¢l une fausse droilo se coupent alors en dm;x oints
3.alw.pe.llcral points antipodes. Ces deux points sont en li"ne- dF:'o'L y q't!e
l'origine ¢t le produit des rayons vecteurs sera égal & 1;, S

Dans le cas du § III (c’est-d-dire quand K était posilif et la sphére '

absolue réelle), une sphire et un cercle orthogonaux  cetto sphire ab

soluc so coupaient encore cn deux poinls antipodes; mais uE:): :101‘1 1_
ces deux points appartenait au domaine intérieur et 5:11' consé :“u i
fau‘m: plan ct & Iz fausse droile envisagés. -
dcbll’::-i;;i:_ positif, les deux points antipodes seraient d'un méme ¢oté

Si K est négalil, ils sont de parl et d'autre de I'origine.

Quaud un point se rapproche del'originoe, son anLipzdc s'éloigne indé
ﬁn}meut; nous sommes ainsi amenés a regarder tous les poin?s ali .
fini comme un ppint unique, antipode de I'origine. o

D.ans ces c.onditions, un faux plan ¢t une fausse droite se rencontrent
toujours, et il ea résulte qu'un triangle curviligno dont les cotés : nt
ges- fausses droiles, a Ia somme de scs angles plus grande que dS;J“
Ior(::;z E;:legc;:;).mmo ¢tait au conlraire plus pelite que deux droits dans

Nou_s conserverons la définition de la fausse distanco AD; sculement
kts points G .ct D qui figurent dans cette définition sont main'lcnnnt ima-
ginaires, puisque la sphére absolue est devenue imagingire. On peut
é\":lcr la eonsidération de ccs points imaginaires en rc;mrquant Jc si
A’ ot B' sont les antipodes de A et B, la fausse distance AD est éc'lgulo a

VElog 1E LV(ATARB)
P 4

e .

1— i (AAWB)

. (A’AB'B) représentant le rapport anharmonique des quatre points.

Nos sept premiéres propositions subsistent avee un séul changement :
la proposition 4 comporte une exception; si deux points sont mfti aodcs:
on peut faire passer par ces deux points une infinité de fausses d:l'o'lcs ,
do mdémo par trois points, dont doux sont anlipodes, on poul faire ssor
uno infinité do plans. ? e

Quant & la hoilitme proposition, elle doi ‘ }
vadites prog , elle doit 8tro remplacée par la sui-

Propositi (5, — i

‘ position 8 {us. 2 Par un point douné, non seulement on ne peut
p.lls mener une infinité de fanx plans qui ne rencontrent pas un faux
plan donné, mais on n'en peut mener ancun

;
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On peut conclure de la que 'on pourrait, sans contradiction logique,
construire une Géométrie olt l'on conserverait les sept axiomes ordi-
naires, mais en admettant gue Taxiomo 1 cesse d'¢tre vrai dans certains
cas d'exception; nous voulons dire qu'il y aurait certains couples de
points exceptionnels par lesquels on pourrait faire passer, non pas uno
droite, mais une infinit¢ do droites. De méme, par un do ces couples de
points exceptionnels ct par un troisiéme point de I'espace, on pourrail
fuire passcr une infinilé de plans.

Quantau postulatum d'Euclide ou i celui de LobatchefTsky, ils devraicat |
ttre remplacés par le suivant @ par un point, on ne peutl mener aucun
plan parallele & un plan donné. !

« Traduisons » cn cffct ces axiomes en remplagant les mots (1) par
les mots (2) npous retrouverons nos huit nouvelles propositions qui
étant vraies ne sauraient &ire contradictoires. .

Dans cetie nouvelle Géométrie non cuclidicnne, qui est connue sous
le nom de Géométric de Riemann, Ja sommo des angles d’un triangle
est supéricure & deux droits. Nous avons va plus haut que Lobat-
chefisky avait démontré que cette somme né peut-Gre qu'égale ou infé-
ricure a deux droits; ¢'est quo Ic géometre russe admettait que 'axiome x
sl vrai sans aucine exception. ) :

Ainsi en « traduisant » une proposition quelconque de la Géomdlyio
do lobatclieMsky ou do celle de Ricmann, on relrouvera une propo-
sition cuelidicnne. }

Démontrons maintenant que les formules de la Trigonométrie sphé-
riquo sont les mémes dans les trois Géométries. En effel, considérons
dans la Géombtrie de Lobatchefsky (ou cello de Ricmann) une propo-
sition de Trigonométrie sphérique; €o s¢ra une relation entro les cotés
ct les angles d'un triangle sphérique, ou, co qui revient au méme, une
relation entre les angles plans ot les ditdres d'un tritdre non cueli-
dien T. Traduisons cette proposition en remplacant les mots (1) par les
mots (2) : nous obticndrons une relation entro les angles sous lesquels
g6 coupent trois faux plans, et les angles sous lesquels se coupent les
trois fansses droites intersections mutuelles de ces trois faux plans;
c’est-a-diro entre les angles plans ct les dicdres du tricdre T' formé
par les plans tangents A nos trois faux plans en Ieur point d’inter-
seetion. . _ ;

La relation naura daillcurs pas été altéréo par la traduction, puisquo
lo mot arngle se traduit par angle. La relation est don¢ la méme entro
les él6ments du triedre non cuclidien T et coux du tri¢dre cuclidien T'.
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V.
’

Introduisons maintenant une transformation nouvelle que j'appellerai
la transformation T. Soit O Torigine, A un point quelconque, A’ son
‘antipode; B le conjugué harmonique de O par rapport au segment AA';
lo point B scra rezardé comme le transformé du point A.

Dans celte transformation T :

1° La sphére absolue n’est pas allérée;

»° Un faux plan est transformé en un plan proprement dit qui n'est
aulre que le plan polaire de I'origine par rapport a la sphére dont fait
partic ce faux plan;

3° Unc fausse droile se transforme en uné droite proprement dite;

4> La fausse distance de deux pointg A, B est par définition le loga-
rithme du rapport anharmonique (ABCD), les points et D étant les
intersections de la spheére absclue et de la fausse droite AB. Par notre
transformation T, les points C ¢t D ne chimgeroutl pas, ies points A cL B
seront transformcés en A’ cl B, Les quatre points A'B' CD scront en ligne
droitc ¢t lo rapport anharmonique (A'B'CIY) sera le carré do (ABCD).

Nous pourrons alors appeler fausse distance de deweiéme sorte des
points A’ el B’ lo demi-logarithme de (A'B'CD), ¢e sera la méme chose
que la fausse distance des points A et B.

5¢ Les angles seront altérés par Ia transformation T conformément
aux régles du n® 1185, Soient deus plans queleonques, et les deux plans
tangents (imaginaires) mends parleur interscetion & la sphére abselue,
!u_L: el
i 2 \/r—_- l:_
sappellera lo fowe angle de ecs denx plans. L'angle de deux faux plans
cst égal au fuux angle des deux plans qui sont leurs translormdés

6° Soicnt denx points A et B inverses 'un do I'autre par rapport au
faux plan P; soient A et B’ leurs transformés, I le transformé do P’ éeo
sera un plan). Soit Q le pole du plan I par rapport a Ta sphére absoluc.

soil p le rapport anharmonique de ces quatre plans; Uexpression -

~Les poiuts Q, A', B’ sont sur une méme droite qui coupe le plan P en

un point R eonjugué harmonique de Q par rapport au segment A'B.
Les points A et B sent done transformés Pun de Pautee par homologic;
mais celte homologie sulisfail 4 des condilions parliculiéres, pnisque
(roir n® 938) le contre d’homologie est le pole du plan d’homologie par

rapport 4 la sphére absolue ¢t que le rapport d’homologic est égal -

d—1.

Considérons une figure, ¢t ses transformées suceessives par une série

d’homologies satisfaisant 3 ces conditions. On dira quo ces diverses

S Sy S
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fioures sont congrucntes de la seconde maniére. T est clair que si
= - -
deux figures sont congruentes de la premiéro manitre, leurs trans-
formées par la transformation T seront congruentes de la seconde
manitre. ) X )

Ces considérations nous font connaitre une autre maniére de déduire
uno proposition do la Géométrie ordinaire de toute proposition de
la Géométrie non euclidienne.

11 sulfit pour cola de la traduire en remplagant les mots :

(1 espace, plan, droite, distance, deal, angle.
par les mots :

domaine intcrieur, plan, droite, fausse distance de la denxicme

(3) sorte, dircctement congruent de la deuzxiéme maniére, faur
angle.

Voila donc unc nouvelle interprélation qui, en co qui concerne la
Géométrie de Riemann, soulévo I'opservalion suivante :

Deux points antipodes ont le mémo transforr‘x}é pa?_ Ia tra'nsfor-
malion T3 par conséquent, dans la nouvelle maniere dmlerp.retcr. la
Géométrie de Riemann, un plan et une droite no peuvent avoir quun
point commun; I'axiome 1 esl vrai sans comporler aucune exception.
Comment so fait-il alors que, contrairement a la d_cmonstr.auun de Lo-
batchefTsky, la somme des angles d'un trianglo soit supéncul:e 4 deux
droits? Clest que nous avons abandonné uno autre dps hy[')olhcses fon-
damentales de la Géométric : il n'est plus vrai dc‘ dire qu un plan par-
tage Tespaco en deux régions de telle fagon qu'on ne puisse passcr
d'une de ces régions a Tautre sans traverser co plan. )

Il est inutile d'ajouler que toutes ces propriété:s peuvent Qque trans-
formées d'une manicro quelcoague par homologio. La sph?re absolue
sera alors remplacée par un cllipsoide ou un hypcrbo}mdo absolu.
A part ce changement, les "définitions do la t'au_sso distance de ia
sceonde sorte, de la congruence de Ia secoade manidre, du faux anglo

ne scront pas changées; lo caractére prpjeclir do ces définitions cst en

ellet manifeste. -

VL

La Géométrie non cuclidienne & trois dimension_s, 6tant alusi cons-
litudo, conticnt, comme €as. particulier, la GéoméLrie plane non eucli-
]

dicnne. Aux figures situées dans un plan non euclidien, corregpondront

dans V'espace cuclidien, les fizures situées dans un i"aux plan guel-
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conque que nous pourrons d'ailleurs choisir arbitrairement. Nous choi-
strong un faux plan P passant par V'origine et qui sera par conséquont
{ Iz fois un faux plan et un plan au sens ordinaire du mot.”

Ce faux plan P coupera la sphire absolue suivant un cercle qu'on
appellera le cercle absolu. ies fausses droites de P couperont orthogo-
nalement ce cercle absolu; la paissance de Dorigine pac rapport & ::cs
fausses droites sera duale 4 K.

. Nous allons voir d'abord jue la Géométrie de Riemann & deux dimen-
sions ne diflere pas essentiellement de la Géométrie sphérique. Suppo-
sons donc K négalil; construisons une sphére $ de rayon /— K ayant
pour centre l'origine. Soit F une figure de la sphére, projetons-la -sté-
réographiquement sur lo plan PP (n° 938). Cette projection conservera
les angles, les grands cereles de la sphére so projelleront suivant des
fausses droites; la longueur d'un are do grand cerclo n'est autre cho%
que la fausse distance des projeclions de ses extrémilés. g

%,cs projections de deux points antipodes de la spheére seront deux
poinis anlipodes au sens du paragraphe 1V; c'est ce qui justific ccli-o
dénomination.

A chaque théoreme de la Géomélrie e Riemann correspondra done
an théoréme do la Géométrie sphérique; il suflit, pour la traduire, do
remplacer les mots : ’

(1) droite, éyad, longuenr, angle,
par les mols :
wy - grand ccrele, ézal, longueur, angle,

En particulier, les formules de Ia Trigonométric plane da Rizmann
seront les mémes que celles de la Trigonométric sphérique ordinaire.
On a, par exemple, en Trigonométric sphérique,”

(5) ‘ sinA _ sinB3 - sinG )
. a B b . c

SN — e 8il—=—=  8i0 —-me—e

—K V—K V—K

A, B, C étant les angles d’un triangle sphériyue, ct a, &, cles lonzucurs

do ses cotés (‘Ic rayon de la sphere élant supposé-égal i ‘/:ﬁ), de

telle fagon que Z _, ﬁ: 2 soient les longucurs des coLés
V=K y=K V=K ® e

K
carrespondants du triangle semblable construit sur la sphére de rayon 1.
La formule (5) sera encore vraie dun.trigigle plan dans la Géométrie
Ae Rienamm, :

Elle sera encoro vruie (par continvit¢) d'un triunglz plan dans Ia

-

iy e
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* Géométrio do Lobatcheflsky. Seulement, K ¢tant positif, la formule se

présente sous une forme imaginaire. Pour Tui rendre la forme réelle
servons-nous d'une formule d’Analyse

28inix = ¢~ — %5
notre formule (5) deviendra :
. sinA sinB sinC
(5 l’)t-ﬁ') S T = i _‘_k_ = = T .
o VK elh_ g VK ek WK

Soient F uno figure sphérique queleonque, F' sa projection stéréogra-
phique sur le plan P. Comment pourrait-on obtenir la transformée F*

de I par la transformation T du paragraphe 'V? Pour ccla menons 3 la’

sphére S un plan tangent paralicle 3 P; faisons la perspeetive de F sur
ce plan, en prenant pour point do.vue lo centre de la sphtro; et enfin
projetons orthogonalement sur lo plan I Ia perspective oblenue; il est
aisé de montrer quo la figure ainsi construito n'est autre chose que I'.
On vérifio inmédiatement qu'aux grands cercles do F correspondent les
droites de I'.

Lorsquo K est positif, la. sphéro 5 ost imaginaire; on peut done diro
que la Géométrio plane de Lobatchoflsky est la Géométrie d'une sphére
imaginaire; mais il y a'bicn des miovens d'évitor cetto sphéro imagi-
naire ot d'arriver a la formule (5 bis) et aux formules analogues sans.
passer par la considération des imaginaires. Nous nous bornerons &
indigquor sommaircment lo suivant : :

_Considérons un hyperboloido do révolution a deux nappes. Soit P le”
plan do symétrio qui ne rencontro pas la surface; soient N I'une des

nappes ot V lo point olt T'axe do symétrie perpendiculairo & P vient ren-
contrer Yautre nappo. Soit F uno figure quolcongque tracdo sar la
nappe N': faisons-cn la perspective sur le'plan P, en prenant V pour
point de vuo. Toutes les seclions planes de 'hyperboloide se projetto-
ront suivant des corcles. . k

Menons par V' des paralleles aux génératrices du cdne asymptoto,

Nuus obticndrons un certain edne do révolution qui viendra_couyer lo,

plan P suivant un cortain cercle C. Co corcle ost la projection dcs
points & Vinfini do I'hyperboloide. ‘
$i nous prenons C pour cercle absolu, les sections diamétrales do
I'hyperboloide se projotteront suivant des fausses droites. ’
_A chaquo point de la nappe N cotrespond: ainsi un point du domaino
intérieur ot par conséguent ui point du plan non cuclidicn, Celte con-
slruction joue, pour la Géométrio de Lobatchefsky, lo réle que jouait
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tout & I'heure la projection stéréographigue pour la Géométrie de Rie-
mann. '

Soieqt, d_ans le plan P, deux figures congruentes, Fy et Fy, qui soient
los projections do deux figures F et F de la nappe N; les coordonnées
d'un point de I" sont alors des fonctions linéaircs et homognes des
.cpor_données du point homologue de F; il suffit de montrer qu'il en est
ainsi quand on suppose quo Fy et F, soat transformées I'une do I'autro
par une ceule inversion, le eercle d’inversion étant une tausso droite;
or cola se vérific immédiatement.

Soient

r—a?—)i=1
I'équation de I'hyperboloido, et
(2,7, z), (‘1"‘1 7' z")

l_cs c.:oordonnées de deux points de N. Soit 3 la fausse distance des pro-
Jjections de ces deux points; on vérifie aisément que

2(zx —xx'—yy') = 28 e=B.,

. Cotte formule, d’olt I'on peut déduiro toutes celles de la Trigonométrie
plano non euclidienno, est I'équivalent de la formulo de Géométrie ana-
Iytique qui (Etonne !e cosinus de I'angle de deux directions cn fonctlion
de leurs cosinus directeurs. ) '

VIL

Dans les pages qui précédent nous n'avons fait usage que des prin-
cipos de la Géométrie Slémontairo; tout au plus dans le paragraphe pré-
cédent avons-nous invoqué une formule d’Analyse, ct quclqu(-s formules
do Géométrie analytique, €0 quo nous aurions d'ailleurs pu éviter au
prix do quelques longueurs. Nous no saurions cependant cloro celle
Note sans dire quelques mots des liens qui rattachent la Géométrio
planc non cuclidionno & la Géométrio infinitésimale des surfaces. Nous
renverrons drailleurs pour les théoremes donl nous aurons A nous
servir, 4 I'Ouvrage classiquo do M. Darboux. '

Deux SGrlaccs sont dites applicables Lane sur l'autre, si Ton peut
déformer Yuno d'clles (sans altérer les longuours des lignes tracées sur

colte surfaco ¢t les angles sous lesquels ces lignes so coupent) de ma- -

pidre & Pappliquor sur l'autre sans déelirure ni duplicature.
Une géodésigue d'une surfaco cst, par définition, lo plus court che-

min d'un pointd un autre sur celle surfaco. Il est clair quo si deux sur-

fuees sont applicables Tune sur l'autre, les géodésiques de P'uno

-
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correspondront aux géodésiques do I'autre, puisque la déformation,

waltérant pas les longueurs, conserve les géodésiques.
La courbure totale d’une surface est Vinverse du produit des deux
rayons de courbure principaux. On démontre que la condition néces-

gaire et sulfisante pour qu'une surface soit applicable sur une sphero de- -

royon R, ¢'est que cotto surface ait sa courbure totale constanle ¢t
ézalo & l_lﬁ

Une sphiro est applicable d'une infinité de maniéres sur elle-méme;
une surface & courbure totale constante sera donc aussi applicable sur
clle-méme d'une infinité do maniéres. s

11 est clair que 1a Géométrie des lignes tracées sur uno surface sera
la méme que la Géométrie des lignes tracées sur unc surface applicablo
sur la premigre. : i

Or nous avons vu que la Géométric plane de Riemann ne differe pas
do la Géométrie de la sphére; elie ne différera done pas non plus de Ta
Géométrie des surfaces & courbure totale constante positive.

Les triangles dont les cdtés sont trois géodésiques tracces sur une-

pareille surfaco auront la somme de leurs angles suptricuro A deux
droits et leurs éléments seront liés par les formules de la Trigonométric
sphérique. .

Maisilya également des surfaces réelles 3 courbure tolale nézative,
connucs sous lo nom do surfaces de Belirami. La Géométrie do ces sur-
faces no différera pas de celle de Lobateheflsky.

Les triangles dont les coLés sont irois géodésiques tracées sur une
surface do Beltrami auront la.somme do leurs angles inféricure a deux
droits et leurs éléments seront liés par les formules do la Trigonomictrio
plane non euclidienne. :

-
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