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ASTRONOMIQUE.

MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

LES MESURES DE GRAVITE ET LA GEQDESIE;
Par M. H. POINCARE.

I.

Tout le monde regarde les observations du pendule comme le
complément nécessaire des mesures géodésiques; mais on ne s’est
pas toujours rendu exaciement compte des véritables relations qui
relient ces deux séries de données obienues par des moyens si
différents.

Il y a une circonstance qui a probablement déja été remarquée,
mais sur laguelle on n’a peut-étre pas suffisamment insisté : c’est
que les observations du pendule ne viennent pas seulement nouns
fournir un complément aux mesures géodésiques, mais elles pour-
raient les remplacer complétement si elles pouvaient étre assez
multipliées et si elles étaient suffisamment exactes. De méme,
d’ailleurs, les mesures géodésiques, si elles étaient parfaites, pour-
raient dispenser des observations pendulaires.

Bien entendu, je ne veux pas dire qu'il faut renoncer aux mesures
géodésiques. Les deux méthodes d’observation ne sont ni I'une mi
P'autre assez précises pour qu'il ne soit pas nécessaire de les
contrdler l'une par 'autre.

Mais, pour que ce contrdle soit possible, il faut justement
se rendre bien compte de la nature de leur dépendance mutuelle.
Clest 1 le but du présent travail.
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Je me suis donc proposé de donner une formule propre a
déduire la forme du géoide des seules observations pendulaires,
et en particulier Ja déformation locale du géoide provenant d’une
perturbation locale de la gravité. Cette formule est celle que je
donne plus loin [§ IV formule (1)].

Une remarque avant d’aller plus loin : dans un article récem-
ment publié dans la Revue générale des Sciences, M. Brillouin
a exposé quelques idées originales.

Il a fait remarquer que la définition habituelle da géoide
comporte une ambiguité. On dit d’ordinaire que ¢’est la prolon-
gation idéale de la surface des mers au-dessous du sol des conti-
nents. Mais qu’entend-on par 1a?

Eslt-ce la surface qu'un nivelement opéré sous terre dans des
galeries de mines montrerait étre partout de niveau avec les
océans? Clest 1a une premiére définition, et jappellerai G, le
géoide ainst défini.

Mais est-ce bien 1a le véritable prolongement de la surface des
mers? H est permis d’en douter. Dans tous les cas ol la forme de
la planéte est susceptible d'une définition géométrique et on la
densité est-supposée donnée par une formule analytique, il est
aisé de constater que la surface des mers et celle du géoide G,
sont définies par des équations dont les premiers membres sont
des fonctions analytiques entiérement dzﬁerentes

Faisons, par exemple, une hypothése anssi simple que p0551hle.
Le voyau solide de la planéte a la forme d’un ellipsoide et sa
densité est constante. Il 0’y a pas de rotation. Le noyau est par-
tiellement recouvert par une masse liquide, qui jouele rdle de nos
mers, mais dont la densité est négligeable.

Il est -aisé alors de définir le géoide G, qui prolonge la surface
de ceite mer sous Ja partie du noyau solide qui n'est pas recou-
verte; on constate alors que la surface G, est un ellipsoide tandis
que Ja sarface de la mer est une sarface transcendante.

Jappellerai donc G, le géoide qui est la continwation araly-
tique de la surface des mers au-dessous des continents.

Pour nous rendre compte de la différence entre les deux géoides,
nous allons prendre vn exemple simple, auquel d’ailleurs tous les
autres cas peuvent pratiquement se ramener. '

Imaginons que, dans une région déterminée, la surface de la
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Terre s'éléve au-dessus du géoide, que dans ceite région cette
surface se réduise 4 une portion de sphére, dont le rayon sera R
et dont le centre ne coincidera pas en général avec celui de la
Terre; et enfin qu'entre celle surface sphérique et le géoide la
densité soit constante et égale a p.

Soit W le potentiel total; il se composera du potentiel U dd a
la force centrifuge et du potentiel V dii a I'attraction. Ce dernier
pourra lui-méme étre décomposé en deux parties : 1° le poten-
tiel V, dii & une sphére atiivante S homogéne de densité p, de
centre G ct de rayon R; 2° le potentiel V, di aux masses atti-
rantes supplémentaires, c'est-d-dire a la partie de la plandie
qui est extérieure 4 la sphére S et de masses réparties & Vinté-
rieur de cette sphére et dont la densité p' sera égale a la densité
réelle de la Terre au méme point diminuée de la constante p; on
peut d’ailleurs concevoir qu’cn certains points p’ soit négatif.

On aura alors
W — U —+ V1 —+ Vg.

Dans la région envisagée, entre la surface sphérique qui est
celle de la Terre et celle du géoide, la densité de la Terre est sup-
posée égale a p; par conséquent, o/ est nul; il n’y a donc dans
cetle région aucune des masses supplémentaires qui engendrent V.

Donc V, est dans toute cette région une fonction analytiqgue
et peul toujours étre représentéc analytiquement par la méme
formule.

De méme U est une fonction analylique dans tout 'espace.

Venons & V;; soit r la distance du point {z, ¥, 5} 4 C; on aura

V1:—_¥A (pourr>R))
3M Mr2 M=§ﬂPR3'
Vi:?ﬁ_;ﬁg (pourr{R)s

Si donc jappelle V| la continnation analylique pour 7 <7 R de
la valeur de V, pour >R, on aura
. 3M M~ M
VimVi= SR el T 7
St jappelle de méme W' la continuation analytique & Uintérieur
de la surface sphérique de la valeur de W i Uextérieur de celle
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surface, nous aurons

Soit maintenant r — R — ¢; cette différence ¢, qui sera trés petite,

représentera 4 peu de chose prés Ialtitude de la surface de la
Terre au-dessus du géoide. Or on trouve, en négligeant 3,

3Me2

aR%

W-~W=4

Soit mainienant 3 la différence de niveau entre le géoide Gy
dont Péquation est W = const., et le géoide G, dont I'équation
est W' = const. Nous pouarrons écrire

W_—-W=—gd,
d’on
s 3MS _ u3en
T zgR3 32 g
Or on a sensiblement
&= g ‘ITARQ,

A étant Ia densité moyenne de la Terre et Ry son rayon; il vient
donc

Ainsi la distance des deux géoides est proportionnelle aa carré
de laliitude; elle est d’un peu moins de o™, 12 pour une altitude
de 1% et d’'un peu moins de 2™ pour une altitude de 4*.

L’influence sur la gravité est beaucoup plus grande.

On a, en effet, sensiblement

__aw,
&= ar’

et si jappelle g’ la continuation analytique, i V'intérieur de la
sphére, de Ja'valeur de g 4 U'extérieur de cette sphére, on aura
, aw’

§=——7

dr
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d’ o ;
L dAW—W) _ d(W—W) _ p e
=g T T T g = rimeE =g g g

L'altération de la gravité est donc proportionnelle  la premiére
puissance de la gravité.

Rappelons qu'on a proposé, pour réduire le pendule au niveau
de la mer, deux corrections :

1° La correction

Je I'appellerai correction de Faye, bien qu’elle soit connue depuis
fort longtemps, parce que M. Faye a le premier proposé de ne
pas faire d'autre correction.

2° La correction

g

M| W
Bl

£

R,

qui est connue sous le nom de correction de Bouguer et qui est
desuinée & temir comple des masses continentales.

Nous devons donc envisager :

1° La valeur de la gravité, affectée de la correction de Faye
seule, c’est ce que seratt la pesanteur & la surface du géoide, si les
masses conbinentales étaient condensées sur cetie surface, ou
plutdt, pour plus de précision, dans une couche infiniment mince
située au-dessous de cette surface. Ce n’est pas autre chose que ce
que nous avons appelé g’.

2° La valeur de la gravité, affectée des corrections de Faye et
de Bouguer, ¢’cst ce que serail la pesanteur & la surface du géoide,
les masses continentales étant rasées; ¢’est ce que Jappellerai g".

3° La valeur qu’aurait la gravité a la surface du géoide, si les
masses continentales subsistaient telles qu’elles sont. Clest ce que
a1 appelé g.

Dans le premier cas, les masses continentales sont au-dessous
du géoide, elles attirent de haut en bas; dans le second, elles sont
supprimées, elles n’attirent pas du tout; dans le troisiéme, elles
sont au-dessus da géoide, elles attirent de bas en haut. On aura
donc

_&+&
&= 2
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On s’expligue ainsi pourquoi la différence g'— g esl le double
de la correction de Bouguer.

M. Brillouin adopte le géoide G,, ou plutét, afin d’enlever i la
définition ce qu’elle a d’un peu abstrait, il rapporte tout a une
surface de référence G}, qui n’est plus la surface des mers, mais
une surface de niveau extérieure 4 toutes les masses attirantes.

Outre les géoides Gy et Gy, il conviendrait de considérer le
géoide de M, Helmert dont la définition est plus compliquée.

Le choix de M. Brillouio me parait toot 3 fait judicieux; je
remarquerai toutelois que, dans ce qui va sutvre, je n'aurai pas a
me préoccuper de la différence des deux géoides, pmsque je négli-
gerai 2. J'aural, au contraire, a tenir compte de la difiérence
entre les deux valeurs de g qut contient £ & la premiére puissance,
et nous verrons plus loin que c'est la valeur g' (c’est-3-dire la
valeur affectée de la corrcction de Faye seule) qui intervient dans
la détermination de la forme du géoide.

Quand je parle de la détermination de la forme du géoide, je ne
me préoccupe pas seulement de rechercher la meilleure valeur de
V'aplatissement. Celte considération passerait plutdt au second
plan et il s’agit avant tout de rechercher de combien le géoide
s'écarte de la forme ellipsoidale.

L’incertitude sur Vaplatissement doit en effet étre anjourd’hm
regardée comme du méme ordre de grandeur que les coefficients
des termes non ellipsoidaux.

- IL

Une des difficultés que nous rencontrerons est la suivante : si
nous voulons développer le potentiel en une série de fonctions
sphériques, le développement ne sera valable qu'a Vextérieur
d’une sphére, extérieure elle-méme a toutes les masses altirantes.
Il en résulte qu’il n’est pas valable sar la surface méme du volume
attirant, s1 I'on excepte celui des points de cette surface qui est le
plus éloigné du centre de la sphére.

On peut se débarrasser de cette difficulté grice & Partifice de la
condensation imaginé 'par M. Helmert, ou grice a des artifices
analogues. Imaginons d’abord que 'on décrive une sphére com-
plétement 1ntérieure au volume attirant, mais qui s'écartera trés
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peu de la surface de ce volume, puisque cette surface est sensi-
blement sphérique; la distance de cette surface & la sphére est de
Pordre de P'aplatissement. Nous prendrons pour unité le rayon de
cette sphére. Supposons ensaite que les masses attirantes exté-
rieures 4 cette sphére soient condensées sur la surface de cette
sphére, c’est-a-dire transportées sur la surface de la sphére an
point le plus voisin de la position qu’elles occupent réellement.

La masse totale ainsi condensée est de 'ordre de Paplatissement;
la distance de la position réelle de chaque masse partielle a la
position fictive qui lui est attribuée par suite de la condensation
est ausst de 'ordre de ’aplatissement. On conclut aisément de la
que lerreur ainsi commise sur le potentiel V est de Uovdre du
carré de I'aplatissement. Nous pouvons donc la négliger.

Mais il faut nous rendre compte de Perreur commise sur g on
plutdt, ce qui revient au méme, comme oxn le verra plus loin, de

I’erreur commise sur

dr

Soit donc ¢ le potentiel dit aux masses atliranles extérieures i
la sphére.

Soient M une des masses attirantes, M le point attiré, O le centre
delasphére, ' la distance OM/, r la distance OM, ¢ I'angle M'OM,
p la distance MM, de telle sorte que

p2=r't+ rt—arr'cosd;
il viendra

, _far'zsim{z dy de dr’

- U
g
olt § désigne la densité de 1a matiére attirante et § 'angle du
plan MOM’ avec un plan fixe passant par OM.
Nous pourrons poser

he
cosq):l——-;, r=i1+:s, rf=1+c¢3,

e étant une constante de L'ordre de I'aplatissement, de telle sorte
que 5 et 3’ sont finis.
Nous aurons sind d = i dk, et d’ailleurs si je pose
%

k= f 3 db,

LA
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k sera une fonction de 7/ et de ¢, dont je ne veux retenir qu'une
chose, c’est qu’elle est finie. Notre équation devient ainsi

' khdhdz'
¢ = Sf—P—)

de fkk dh(r —r'ecosd)ds
L .
ar p?

d'oll

On a d’ailleurs

. , R ehd
r—ricosd—cez—ezg'+ — +
Py

y
2

?=e¥s ~ 5P+ A+ ez} (r4-e2).
ous poserons cnsulte i = ¢g, et nous remarquerons gu’'on dol
Nous p te & g, et erons qu'on doit
. . . . e 2 \
alors faire varier § depuis o jusqu’a < qui est une trés grande
quantité. Nous trouverons ainsi

g2h?
r—ricosy =ce(zs—3)+(x+e3") -’
pr=e2[(5 — 22) + E] + 3825+ 3+ e 53’
Nous poserons

g2 '
> (r+cz')y =1,
(5= rB=R}, = E(s—a)r,
d'olt p*=¢<2Rj 4+ e?yp, .

dv kEdt dz’(z— 2'1-e})
ar = Ef 5
(RG-+ep)?

Soit alors
3

(t+2) 2=38,2  (Bo=1),
nous aurons

dv ..
E ':fAGdEda M

G—= 1 2@n3u+l(z —_ z’)P_nERES—2ﬂ-+ zﬁnsn+2)\£pnﬂa3—28.

de
dr
qui répondent aux différents termes de G. Remarquons d'abord
que lous ces termes restent finis pour § = 0, 5= z'. En elfet, si §
et z — 3’ sont des infiniment petits du premier ordre, X sera du

Nous aurons i examiner les différents termes de I'intégrale
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second ordre, i du troisiéme ordre, R, du premier ordre. Le terme
général de la premiére partie de G (je veux dire celui qui figure
sous le premer signe X) sera d’ordre n —1; le terme général de
la deuxiéme partie de G sera d’ordre n. Tous seront donc au
moins d'ordre —1, et les intégrales correspondantes qui sont des
intégrales doubles resteront finies.

Yoyons maintenant comment toutes nos inlégrales se compor-
teront pour § trés grand. Si § est regardé comme un infiniment
grand du premicr ordre, ) est dn second ordre, p. du second ordre,
R, du premier ordre. Le lerme général de la premiére partie de G
est de I'ordre — 2 ; V'intégrale reste donc finie et, comme elle con-
tient en {actear ¢t elle est de Vordre de e2t1.

Le terme général de la seconde partiec de G est de V'ordre o,
Pintégrale est donc trés grande de l'ordre de &, ou plutdt de

Pordre des
g2 E

- .. , - DNy,
Comme la limite supérieare de & est =, l'intéerale sera finale-
P . 3

ment de V'ordre de e#*'. 5i nous négligeons donc le carré de e,
nous pouvons réduire G au premier terme de chaque partie el
écrire
g
G=¢e(z—a)R;* 4 2 e R3s.

Le second terme lui-méme peut considérablement se simplifier;
en effet, les seules parties sensibles de I'intégrale sont celles qui
correspondent aux grandes valeurs de E: nous pouvons done
prendre

RD = "E.

La différence

e 7 [Rgs —(rt))

est d’ordre — 2 pour § trés grand, de sorte que I'intégrale corres-
pondante reste finie pour £ =—o0; elle est donc de V'ordre de <2,
¢’est-a-dire négligeable.

Nous pouvons donc écrire, en négligeant <2,

: i — 2B dT PR
a) %:;fa’ H(z—2)dld "§+sf°” 0 o' dh.

3 3
R3 r
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Le premier terme représente l'attraction des masses les plus
voisines : c’est la correction topographique ordinaire, Quant au
second terme, il peut se simplifier encore. On peut, en effet,

remarquer que r—: est sensiblement égal a 1, et il reste alors
ef8 d ds dh,

cxpression qui: i° estindépendante de » et 2° reste la méme avant
et aprés la condensation.
Quelle est donc linfluence de la condensation sar g; cette

. . 1 dv
mfluence ne s’exerce que sur le premier terme de -+ 1l faut, non

pas faire la correction topographique a la fagon ordinaire, c’esl-
a-dire supprimer les masses les plus voisines ou bien encore sup-

" primer le premier terme du second membre de (1), mais con-

denser ces masses sur la sphére de rayon 1, ¢’est-d-dire remplacer
ce premier terme par ce qu’il devient aprés la condensation, soit
par

(2) sfar'zﬁzdﬁdz’dﬁ_

3
(52 -+ rege)?

[ Remarquons en passant que, dans le premier terme du second
membre de (1) comme dans Iexpression {2), nous pourrions au
numérateur remplacer le factcur 7'2 par 1, Perrear commise serait
deT'ordre de &*.]

Ce n’est pas autre chose que la correction de M. Helmert.

Mais on peut employer également l'artifice de M. Brillouin.
Si 'on n’a pas recours & la condensation, les développements en
fonctions sphériques seront encore valables, mais seulement
Pextérieur de la sphére S, de rayon 1 - £J qui enveloppe toutes
les masses attiranies. Le géoide qui nous servira de surface de
référence sera alors choist de fagon & envelopper cette sphére.
Quant 3 g, nous lui attribuerons sa valeur véritable pour les points

extérieurs 4 la sphére; cette valenr {ou plutét celle de % qui en

differe de quantités de ordre de e2) sera dans celte région déve-
loppable en séries de fonctions sphériques. Nous ferons au con-
traire subir une correction aux valeurs observées i l'intérienr de
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la sphére. La valeor corrigée sera, par définilion, la valeur de g au
point de la sphére S, le plus voisin du point d’observation, cette
valeur étant affectée de la correction de Faye (sans celle de Bou-
guer) pour temir compte de la différence d’altitude.

Soient V, le potentiel dii & I'attraction des masses intérieures a
la sphére de rayon 1, U le potentiel dii 4 la force centrifuge,
la valeur de g sera (en négligeant £?)

Nous désignerons par P(z) et Q les deux termes du second
membre de (1); par Py(z) Pexpression (2). On a done

i
(3} g-—-—'E_--—E~P(z)—Q.

Voyons ce qu’est la correction de M. Brillouin. Soient M le point
d’observation, M, le point de la sphére S, le plus rapproché de M.

D’un autre ¢dté, si M est la masse tolale de la Terre, on aura

vy, M
T ar T

' étant de Vordre de ¢. L’équation (3) devient alors

. M dU
(3 bis) g:;.—z-%-T-—E-mP(z)——Q,

ou, en faisant 7 — 1 + ¢ 5 et négligeant 22,

(3 ter) g=M42h15z+T—%——P(z)—Q.

~ Les équations (3) et (3 bis) nous donnent la valcur observée
de g au point M.

Pour en déduire la valear vraie de g au point M, 1l suffit d’y
faire 3 = §'; P(z) se change ainsi en P({). Les trois termes %Ur, Q

et T ne subissent que des changements insensibles, de 'ordre de 2.
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LY M * Y
Quant & -3, il passe de la valeur ; & la valeur

M
(i4-¢€3) {1-+€el)? ou
en négligeant <2, de la valeur M — 2Mez a la valeur M — 2 MeZ.
Nous trouvons ainsi

(4) Cg=m—aMe+ TP _Py—q

Pour passer de cette valear vraie an point M, & la valeur cor- -
rigée au point M, il faut, d’aprés la convention que nous venons
de faire, lui faire subir la correction de Faye qui est

2Me(f—3)
On trouve ainsi

g:M—zMezq—T—%g--P(c)—Q.

En comparant celle équation a (3 fer) on voit que la correction

de M. Brillouin est P(z)— P({), tandis que celle de M. Helmert
-était P(3) -— Py (3).

Les deux corrections conduiraient d’aillears & une analyse toute
semblable et & des résultats qui ne différeraient que de quantités
de l'ordre de e2.

Dans ce qui va suivre, afin d’éviter la difficullé signalée, j’adop-
terai I'hypothése de la condensation. Les valeurs de g, dont il sera
question dans la suite, seront donc toujours les valeurs observées
affectées de la correction de M. Helmert.

On peut trouver cependant que I'approximation adoptée, qui
est celle du carré de I’aplatissement, n’est pas toujours suffisante.
Pour la pousser plus loin, on peut développer, non plus en séries
de fonctions sphériques, mais en séries de fonctions de Lamé.
L'approximation est alors le carré des différences d’altitude et non
plus le carré de Paplatissement. C’est ce que j’ai fait dans le der-
nier paragraphe de ce travail.

Il convient alors de faire la condensation non plus sur une sphére,
mais sur un ellipsoide, homofocal & ceux qui engendrent les
fonctions de Lamé. On prendra cet ellipsoide trés peu différent
d’'un géoide.

L’analyse précédente s’appliquerait sans changement a ce
nouveau cas; et le résultat ne serait pas sensiblement modifié.

Nous pouvons donc, 3 condition de faire la correction de
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M. Helmert, employer sans crainte, soit les développements
en fonctions sphériques, soit les développements en fonctions
de Lamé.

It

Nous disposons de trois séries d’observations :

t® Les mesures de pendule qui nous font connaitre la valeur
de g aux différents points de la surface tecresire;

2° Les opérations de nivellement qui nous font connaitre V'alti-
tude du point d’observaiion, ou plus exactement la valeur du
potentiel W en ce point.

Je dis qu’il y a équivalence entre ces deux énoncés. Soii, en
effet, dh la différence d’altitude de deux points voisins, mesurée
directement par le nivellement; soit o Uintensité moyenne de la
pesanteur entre ces deux points, le travail AW de la pesanteur
guand on passera d’un point & Pautre sera

dW = — g dh.

3° Les observations géodésiques qui nous font connaitre la
forme du géoide, c’est-a-dire la distance d’un point de la surface
du géoide, c'est-d-dire de la surface

(1) W = const.

au centre de la Terre.

Je désignerai cette distance par R4, rapportant ainsi le
géoide 2 une sphére de référence de rayon R; de sorte que { sera
la distance du géoide a cette sphére, compiée surle rayon vecteur.
Nous nous arrangerons toujours pour que cette sphére de réfé-
rence soit Lout entiére exlérieure a la plancte, de telle facon que §
soit négatif.

Je désignerai par W, la constante du second membre de I'équa-
tion (1).

Ce que je veux remarquer, c'est que ces trois séries d’observa-
tions ne sont pas indépendantes et méme que si les observalions
de deux des séries étaient complétes et parfaites, elles nous dis-
penseraient de la troisiéme.

Je négligerai d’abord le carré de 'aplatissemeni; dans ces con-

Bulletin astroromigque. T. XYIIL (Janvier 1go1), 2
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ditions, nolre proposibion et les conséquences que j'en veux Llirer
sont aisées a ¢tablir,
Désignons par

x = rsinf cosg, ¥ = rsin0sing, s = rcosl,

les coordonoées d'un point quelconque; par V le potenuel dd a
N 2 M 4 s
I'attraction seule; par U= 5;— {x®+ y?) le potentiel di 2 la force

cenlrifuge; par W =V + U le potentiel total. Grice a la con-
densation le développement de V sera de la forme

V = Eaﬂr—(nﬂl-ﬂxu,

X, élant une fonction sphérique d’ordre n de § et de 9 ¢t a, un
coefficient. Un seul des coefficients a, est fini, c’est @y qui est tel
que @, X, représente la masse M de la Terre; un autre est de
Pordre de Yaplatissement, tous les auntres sont encore beaucoup
plus petits.
Nous aurons d’antre part
U= Uo—l— Ug,
on
w? w?
Us = ?(wz—i—y=+aﬁ); U= g(z'?—hy?w—zz?).
D’autre part je développerai de la méme maniére { qui est
fonction de § et de ¢, et J'éerirat
?; =X b.-z Xm

les &, étant des coefficients dont deux seulement sont de I'ordre
de I'aplatissement ct les autres beaucoup plus petits.

Soit maintenant r=R <+ 7 le rayon vecteur d’un point de la
surface Lerrestre; nous aurons encore

n=ZX%c,Xn,

les ¢, élant encore des coefficients de I'ordre de 1'aplatissement
ou d’ordre plus petil.
Quant 4 g, c¢’est une force dont les trois composantes sont

AW AW AW
dzr’ d_y’ ds

.., . dW .
La composante dirigée suivant le rayon vecteur est 3,73 SOl T
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la composante perpendiculaire 4 ce rayon, on aura

dwhz
5§ = ‘/(—a.;—) -+ Tl,

T est de 'ordre de P'aplatissement. on peut done écrire, en négli-
geant le carré de I'aplatissement,

Or
av _
dr

— X ( n - I)aﬂ p—in+2) an

dU 2wy  w? x?4y2— az?

dr 3 5 r
Dans les termes du développement de V. je mels en évidence,
en le faisant sortir du signe X, le premier terme gui est le senl qui
soit fim et qui peut s’écrire
M
@) I'_l Xo = 7 .

11 vient ainsi

M

_ (x4 y2—232)
ATy

: (R+m)

2w w?
3 Ry T

+E(n+1Da, X (R 4+ )0,

Comme 7, w? et les a, sont au plus de 'ordre de l'aplatisse-
ment, nous pouvons écrire, en négligeant le carré de Paplatis-
sement,

My 27 20?R 0!R 224 p2—2az?
£= E (I R 3 3 re

+ Z(n—pa, X, R,

(2)

Développons g en série harmonique, il vient
g=ZXZgnXn:

En remplacant n dans I’équation (2} par son développement et
identifiant les deax développements, il vient

C.M
(3) gu==—~Eigr—-k(n4-0anﬂwm+ﬂ.

Il v a exception pour deux coefficients : gy (coefficient de X, = 1)
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et celui que j'appellerai g5, c'est-a-dire le coefficient de (),

z? y?— gt

Xo= =

On a, en effet,

. M. 200 2w2R
(3 bis) _ gu:ﬁé(l_—_ﬁ)_wfi s
2
v U

D’autre part, pour r = R+ L, W doit se réduire 3 W,; on a
donc
M

Wo= 53¢

m?2 w?
-5 (R+)p— 3 Xao (R4 £)2+ Za, X (R <4 L)—(r+0),
ou en négligeant le carré de 'aplatissement

+ Za,X, R-tar),

, M L w?Rz  w?X,R?
@ W= {i—g)+ 5+

Dans cetle équation, on remplacerait { par son développement
et Uon trouverait ensuite en identifiant les deux développements

(5) %‘5 by= apR-in+1,

(1) Les notations employées pourraient engendrer quelque confusion. 11 y a,
en effet, an 41 fonctions sphériques d’ordre n et par conséquent 2r 41 coeffi-
cients g.

Il y a, en particulier, 5 coefficients g,. Celui que je désigne spécialement
par g, {de méme gue ceux que j'ai désignés on que je désignerai par a, b,, ¢,
Zu +--) est celui de

Z - Yy —az?
g

Les gnatre autres pourront étre désignés par
4
g’ &P &P &P
(et les coefficients correspondants par
agk)! b(zk)’ e, g RO
On remarquera alors que les formules (3 fer), (3 ter), (8 ter), ... s'ap-

pliqueat i g, sculement, tandis que les coefficients g%® satisfont aux formules (3),
{5), (8) o Yon doit faire, bien catendu, = 2, :
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11 y a exception pour b, et b, qui sont donnés par

. M M w? R2
(5613) Wﬂ—ﬁ+ﬁboz+—3“l
2
(5 ter) %bg=+3—§f+agﬁ-a.

Venons aux nivellements et repreuons la formule
dW = — gdh.

Cette formule nous apprend que dW étant une différentielle
exacte, il n’en est pas généralement de méme de d#, de sorte quc
les polygones de nivellement ne se ferment pas exactement i
moins qu'on n’y fasse une correction appropriée. On sait que le;
expériences ont montré jusqu’ici que celfe correction esl a4 pea
prés de ordre des erreurs d’observation, de sorte qu’on n’a pas
avantage & la faire.

Pour le moment, je me bornerai i remarquer que dk contient

» . . . M
des facteurs de I'ordre de I'aplatissement et que g est égal & w

i des quantités prés du méme ordre; on aura donc, en négligeant
le carré de cet aplatissement,

M

AW = — £ dh,
d’ont
M£Ai
W—"“V‘):—‘ W’

en appelant . Paltitude an-dessus du géoide.
En un point de la surface dont l'altitude est & on aura done,

M#-Z

W =_Wo— i?"

d’ou I’équation

(6) Wo—

+Xa, X, R—ta+1}

MA }\_’1 1}) w2 wuzX,R?
® TRUTR 577 6

dont le second membre différe de cclui de (4) par la substitution
de L an.

En retranchant (6) de (4) et divisant par ?{E, tl vient

(7) h=n—1{.
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Pour démontrer cette formule (7), au carré de I'aplatissement
prés, il saffirait d’ailleurs de considérations géométriques trés
stmples.

Les opérations de mnivellement nous donnent %; c'est-a-dive
les coefficients

an
Cp— bn =Cp— ‘EI‘ R-—-1),

Les opérations géodésiques nons donnent les coefficients &, et
par conséquent a,. ‘
Les mesures de pendule donnent g, c’est-d-dire les coefficients

ae, M

T (n 4 1}a, R—e+2),

On voit que deux quelconques des trois séries donnent lout ce
que donne la troisiéme. C'est ce que nous avions annoncé.

Voyons ce que cela signifie. On fait ordinairement subir aux
observations du pendule dcux corrections pour temir compte de
Palutude. La premiére correction {que j'appellerai correction de
Faye) provient de I'angmentation de la distance au centre de la

. . 2AM
Terre. Elle est égale a TR

La seconde correction, dite correction de Bouguer, est des-
tinée & tenir compte de l'attraction des masses placées entre le
point d’observation et le niveau de la mer.

Soit g' la valear de la pesanteur affectée de la correction de
Faye, non affectée de celie de Bouguer; on a

, 2 M
g=8+ g3
et s1 l'on pose
g'=2g,Xa,
il vient
8 o an"l\i +(n = QER‘—(!Z+2): n—1 anR—(ﬂ.—O—ZJ.
&n R3

Pour g, et g,, cette équation doit étre remplacée par

y g M 20, aw?R aW, M dw2R

(80 5"’“‘?3(_?)“_3 =R RT3
9 2 32

(8 ter) g’ﬂz_if’;ﬂ — qu 4 3agR—b= gy Rt — 22 R
R3 3
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Nous nous servirons de ces formules pour montrer comment on
peut calculer le relévement du géoide, {, en fonclion de g’ (inten-
sité corrigée de la pesanteur).

Soit o la densité d’une couche atiirante quelconque répandue
sur une sphére de rayon R; le potentiel di i cette conche sera 3
la surface de la sphére

V = 52, X, R-te)

ct les valeurs de Uattraction, a U'intérieur ou & V'extérieur, seront
Z(n + 1o, XyR-te+2) — Xpg, X, R-ier2l]

dont la différence
Z(2zn + )2, Xp R-tnr2 = fqro,

Or

le développement dans e premier membre commencant par les
termes oG 22 == 2; car on peut supposer que U'origine a 61 cholsic

r

de telle fagon que a4, = b, = g, = 0. Nous poserons

M 2eR2X,
R 3
ek nous écrrons

- : _-_2||;’-:&Rx;g _ ').g'pp RX.I’.
V—N _Z[{z}'&_—_i-_l_)-3j 72 20 41

N 28 erz_ 43 2.2, RX,
ok (2701 (28 + 1)

T s

Soit alors P, le potentiel d’une couche répandue sur la sphére
el ayanl pour densilé g'— g4 ; soient Py le potenticl d'une couche
de densité Py, P, celul d'une couche de densité Py, etc.

Soit, A la surface de la sphére,

: P, = 237

il viendra

R ={wBht
eL
fan =04
ORI = yrg,
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AN
il 201 4

g;: qu — PI
{(zn+1  (4=pR’
6”» RXH_ — P2

(zrn 1P {(4wm)*R?’

d'ou

0 v-N=22r( ) (Z5) () )

Cette formule nouns permet de dédunire des mesures de pendule la
valeur de V et par conséquent le relévement du géoide.
En général, la série () converge avec la méme rapidité qu’une

. e Aot . - 3
progression géométrique dont la raison serait 3 La convergence

serait donc assez lente, mais on peut Paugmenter en calculant &
part les premiéres barmoniques. Soit, en effet,

n=p
gﬂﬁ+2%&+ﬁ
n=12
Soient ensuite P| le polentiel dd & une couche de densité g”,
P; celui qui est d& & une couche de densité Py, ete.; il viendra

n=p
V—N= “"Mﬂﬂ_s,
n—1
n==2

. 28B[.,./ 3 f 3 \2 f 3\
5=25 74 (em) + P () + P (om) )

La série S converge alors comme une progression donl la raison

serait ~ -
ap—+ 3

L’emplot de la série (g) sera surtout avantageux quand on
voudra évaluer I'influence d'une pertuchation locale de la gravité.
Supposons en effet que, dans une région R, assez limitée, la
gravité subissc des variations considérables et irréguliéres; nous
pourrons alors poser
F— s =45"+8%
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ot g sera une fonction dont les variations seront petites et lentes
dans la région R, tandis que la fonction g” sera nulle ou trés
petite en dehors de R,, et prendra au contraire des valeurs consi-
dérables et A variations irréguliéres dans la région R,. D'ailleurs,
g”’ doit étre choisi de telle facon que son développement harmo-
nigue commence par des fonctions sphériques du second ordre.
Nous représenterons par Py et Py des potentlels qu1 seront
formés avec g” et g”, comme les P; I'élaient avec g’ — g3, et nous

POSBI'ODS R .
: vty [m (433)+P"(4‘1%E) -]
e

(9 bis) V"’_.-—?[P (43B)+P";(4%{)2+...],

d’on
V4 V"=V -—-N.

Alors V' représentera ce que serait V— N si la perturbation
locale de la gravité n’existait pas, tandis que V" représentera I'in-
fluence de cetle perturbation locale.

Voyons quel est le relévement de géoide dit 3 cette perturbation
locale.

On a sur la sphére de référence de rayon R

ldW

‘V:WO—-d-—'g 2 d}

Avec le degré d’approximation adopté, nous pouvons négliger

) dW
les termes en £, §3, ..., et remplacer — par £, ; Dous aurons

donc
W =W, g,L.
D’autre part
W=V4+U=+V 3+ V'+U3N,
d’on
Sol=—Wy+V U+ V"+N.
Nous pouvons alors séparer la partic da relévement du géoide
qui est indépendante de la perturbation locale, et celle qui est due
i l'influence de cette perturbation en posant

=0+,
gl =—Wy+V'+-U-+N,
ghT= V"
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Alors
v R/ 3 R
¢ _ig_a[l)°(4=rﬁ)“)‘(4wﬂ) ' ]

représente la partie du relévement du géoide qui est due A Pin-
fluence de la perturbation locale.

La série (g bis) converge en général avec une assez grande rapi-
dité; mais nous remplacerons an paragraphe sutvant celte série
par une ionkégrale définie dont la discussion est plus facile.

Je voudrais seulement faire deux remarques.

1° Les coefficients g} {qui sont an nombre de trois puisqu’ill y
a trois fonctions sphériques du premier ordre) doivent étre nuls.
C'est 1 une condition a laquelle les observations du pendule
doivent satisfaire.

2° M. Faye a remarqué que, si I'on fait subir aux observations du
pendule la correction de Faye, en s'abstenant de faire la correc-
von de Bouguer, ces observations se réduisent sensiblement a la
valenr théorique. Cette proposition n’est, bien entendu, que
grossiérement approchée. Voyons néanmoins quelle conséquence
on pourrait en tirer au sujet de la forme du géoide, si elle état
rigoureusement exacte. .

~ La valeur théorigue, c’est celle qui résalte de la formule de
Clairaut, supposant la Terre formée de couches concentriques en
équilibre.

Comme le relévement du géoide { ne dépend que de la valear
de g/, si g’ a la méme valeur que dans 'hypethése de Clairaat, ce
géoide aura aussi la méme forme que dans cette hypothése, c'est-
a-dire que ce sera rigoureusement un ellipsoide de révolution.

Je le répéte, cette conséqueuée n’est que grossiérement appro-
chée, si la proposition d’ot on I'a déduite n’est elle-méme que
grossiérement approchée.

IV.

Pour aller plus loin, nous allons chercher a4 donner 4 la {or-
mule (g) une autre forme.

Nous preodrons R pour unité de longuenr, afin de simplifier les
calculs algébriques, quitte & réiablir 4 la fin homogénéité.
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Nous avons alors, pour r = R,
VoN=Za,X,= ¥ &,
n—1

o' X
&F—51=24,Xn; Pu= 4n2 e

Tous ces développements commencent par des termes du second
ordre {n = 2).
Remarquons maintenant que 'on a

I =% 3
]

R—1 2n-+1  (22-+0(r —1)

Soit alors

gartXy
& — Sol Aw
(r) n_1
N ;?:LL’”X;:
6(1)—2 2n a1 ’
-y ___g;:f'"xu
firy= (2m - 1){n —1)

de sorte que
¢ =V —N; P,=4=8{1};
on aura
D(r)y=129(r)+3f(r).

Or 4=@(r) n’est antre chose que le poientiel d'unc couche
sphérique ayant pour densité g’— g1, par rapport & un poiat inké-
rieur & la sphére dont les coordonnées seront

z=rsinbcosp, y=rsinbsing, s = recosl.

Nous aorons donce

4m@{r) sz ;fu) )

ol 'intégration est étendue 2 tous les éléments do’ de la sphére,
ot 1Y désigne la valeur de la fonction g — g7, au centre de gra-
vité de I'élément dw', et ot 5 désigne la distance de cet élément au
point attiré x, ¥, =.

Seit ¢ I'angle sous lequel cette distance est vue de 'origine; on
aura

o=y 1—2rcosd + s

Remarquons maintenant que, le développement harmonique
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de g'— g, commencant par des fonctions sphériques du second
ordre, on a, quel que soit le point z, y, 3,

S dw = D'cost do’ = 0.
Nous pouvons donc écrire

4m8(r)=fD'F(r, ¢)dw’
avec
1

F(r,})=

—1—rcost.
Vi—oarcosg 4 72 ¥

Nous avons d'auire part

¥

d f(r)y e(r) Te(rydr
— Ll = : f(r)-:-rf

dr r rz rt
d’ot

G jf(ry= rffgv—-li%il dw'dr,

I'intégration devant s’étendre d’une part a tous les éléments dw'
de la sphére, d’auntre part & toules les valeurs de r depuis o
jusqu'a r. .

Je puis done écrire

frf(ry=rfD'H(r, {)du’,

H(r, q,)='/o' Eii;iﬂ dr.

Nous devons done calculer I'intégrale H(r, ¢). Pour cela nous
poserons

avec

r_z(t—i-cos'.}a) __1+atcosy + 2
=TaT—a > °PF L~ ’
d’o
dr  2dt
- =i
et
Fir, §) dar _ 1—#2 1+atcosy22  cosd(r+2fcosy +2)
PV prde T a(t 4 cosdp 2(f -+ cosd ) (L —t2)(f -+ cosd)

ou, en décomposant en éléments simples,

cosd | cosd
+ .
t—13 L4

F(r, 4) st = —
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L’intégrale indéfinie est donc
— ¢+ cosd log(v — &2).
Pour avoir H(i, ¢), il faut intégrer depuis r = o, ¢'est-a-dire
t = — cos, ce qui donne

cosd(1-+ 2logsind)
jusqu’a r==1; d’ott
P:zsini, t:asin-qf—l, 1—t3=4sin?- (l—sin-q:),
2 % 2 2
ce qui donne
12 Sinq’ +cosdlog (4 sin‘!J 4 sin‘%),

2 2

d’on
¥ Sin%(l - sin%)
H(s, ¥)=2sin?L —aginL + cos¢ log ’
2 -2 sin‘% cos’%
ou enfin
: H{, ¥)=2 sim% — sin% — cosd log (sin%’ —+ Si“’q—;)'

Si nous remarquons que, pour r—1, on a p==< asinl-E. cela
peut s’éerire

H{, )= %’ ‘*‘P—(l— E-ﬂ)log(-z:--l— %2.).

2
On a ainsi
V—N==&(1)=200)+3f).
Or
P r r
a(1) = Ii—‘ltg = E'E ~—D—-‘£m— = ﬁ SJD'F(a, 4})dm',
fa) = 4%: SO H(, §) dw’,
d'on
V—N= Z‘E ID'dw'[2F(1, ¢) + 3H(1, $)].
Or

F(1, §)= ! —:u:os%%_—_

¢

z
—a2 B
. 2
2 51—
2

T |-

St donc nous posons
G(p)=2F(1, §)+-3H(y, §),
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il vient

et nous pouvons écrire finalement

! : ’
V—N == 4_‘3"{{) G{p) dw',
ou, en rétablissant 'homogénéité,

, _ AT
(1) . v N_—“RIDG(R)dm.

En d’antres termes, la partie complémentaire da potentiel d’ot
dépend le relévement du géoide nous sera donnée par le potentiel
d’une couche attirante dont la densité est g'— g4 ; la loi d’atirac-
tion en fonction de la distance p étant représentée par la fonction

I [d
ro(k)
Nous avons obtenu les formules précédentes en supposant que D/
est la valeur de g/— g} sur 'élément dw’. 1l en résultait que le
développement de 1Y commengait par des fonctions sphériques

du second ordre.
Qu’arriverait-1l s1, dans 'intégrale

S G(p)dw,

on remplagait IV par une fonction dont le développement contien-
drait des fonctions sphériques d’ordre o ou 1 ?

Sorent D et D) deux (onctions analogues 4 IV, mais se réduisant,
la premiére 4 une fonction sphérique d’ovdre o, c’est-a-dirve & une
counstante, la seconde a une fonction sphérique d’oxdre 1, c'est-
a-dire 4 une fonction linéaire des coordonnées rectangulaires de
I'¢lément duw'.

Je dis que

JD G dw' = D] G dw' = o.

En effet, le développement de
F(r, ¥)=Zr2Y,,

o1 Y, représente une fonction sphérique d'ordre n dépendant de ¢,
commence par des termes du second ordre {(n = 2). Il en est de
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méme du développemcnt de

2
:-H(:-,¢):E ! - Y.

n, —
1l vient ensunite

G(p)=12F(1, §)+ 3H(x, ¢) ::2

Il suffit donc de démontrer que

axn -1

Y,
n—1

FD Y do' =D Y, dw'=0 (nZz)

Or cela est évident, si D, et ) sont des fonctions d'ordre o et 1
et Y, une fonction sphérique d'ordre supéricar.

upposons maintenant que I'on étudiec 'effet d’une periurbation

Supy t L I'on étudie 'effet d’une periarbat
locale de la gravité limitée a une région R,. Nous poserons comme
an paragraphe précédent
§—5s =8 1+g"

de telle facon que g’ varie réguliérement et lentement dans la
région R, et que g ne prenne de valeurs sensibles qu’a U'intérienr
de cette région. Seulement, comme nous ne serons plus forcés de

supposer que le développement de g%

commence par des fonctions
sphériques du second ordre, nons pourrons admettre que, en
dehors de la région Ry, g” est non seulement trés petit, mais nal.

Soient D} et D} les valeurs de g” et de 2" au centre de gravité

de 'élément dw’; nous poserons :

G ol
\ V= 4erD G(R)d“”
f V= o 6 () o

V_ N — V.’.’_‘_ VfH-

(1 bis)

=|o

d’ ot
La formule (1 bis) est équivalent de la formule (g bis) du para-

graphe précédent.
Nous aurons de méme

0
gi0 = 4;HfD;2G(%)dm’+ & Vet U,

1 o ,
o HIDQG(‘E)(&),

oit {" représente ce que serait le reiévement da géoide sans la

{1 ter)
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perturbation locale, et §” le surcroit de relévement dii a la per-
turbation.
C’est la formule (¢ ter) qu’il convient d’étudier de plus prés.
Supposons que la région R, soit contenue dans un petit cercle
de rayon . L’intégrale du second membre de (1 ter) représentera
le potentiel d'une couche attirante répandue sur la région R, et

agissant suivant la loi G (%) Mais en général l'attraction de cette

couche ne sera sensible que dans le voisinage de la région R, et
principalement dans cette région elle-méme. Nous n’avons done &
nous préoccuper que des valeurs trés petites de p; mais si p est

trés petit, le terme prépondérant est le terme en é, qui est trés

grand, tandis que le terme enlogp, quoique trés grand, est
beaucoup plus pelit que le premier et tandis que les autres termes
sont finis.
Précisons davantage. Soit K la plus grande valeur de g" et
distinguons les trois parties de V¥ gui sont dues respectivement :
g p q p

1
1° An terme en o7

2® Aa terme en loga,

3° Aux autres termes de G(%)

Ces trois parties seront respectivement du méme ordre de

grandeur que
9 KX Kixz % Ki?

K’ R SR’ R
Comme le rayon A du cercle qui enveloppe la région Ry a é1é
supposé trés petit, les deux derméres parties seront, en général,
tout & fait négligeables, de sorte que 'on aura simplement

D} dw'
gacn‘::f 3 O

amp
ou, en reprenant les nolations du paragraphe précédent,

yow PO
gﬂc -_— ;1::',
c’est-a-dire que la série (g bis) du paragraphe précédent pourra
étre réduite 4 son premier terme.
Remarquons que la formule (1 ter), étant homogéne, peut étre
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employée avec n’importe quelles unités. En effet, D)} et g, repré-

el A D:& .
sentant des quantités de méme nature, S estun nombre abstrail;
o
il en est de méme de G, de sorte que 'intégrale

D5 (9)
3Gl = Jdw'
fgu R

est le carré d’une longueur et que

»o__ “___[ ‘—;} _E“ r
U= .i--nga G(R)dw

est unc longueur,

V.

Cherchons maintenant i faire le calcul en négligeant non plus
le carré de I'aplatissement, mais le carré du relévement du géoide
au-dessus de lellipsoide, qui est une quantité beaucoup plus
petite. '

Nous n’aurons pour ccla qu'a faire jover aux fonctions de Lamé
le role des fonctions sphériques.

Nous adopterons un ellipsoide de référence qui jouera le réle
de notre sphére de référence de rayon R; et nous nous servirons
de cet ellipsoide pour définir, 3 la maniére ordinaire, un systéme
de coordonnées elliptiques g, u, v. (Sil'ellipsoide est de révolu-
tion, I'une des variables v devient illusoire, il convient de la rem-
placer par la longitude géographique.) On sait que Fon considére
un systéme de fonctions de Lamé que j’appellerai

R, S;, M; N.

R; et S; sont fonctions de p, M; de u, N; de v. R; est un poly-

nome en p et p2 — a?, \/p* — b, y/o*—c* (si Uon désigne par a,
b, ¢ les trois axes de ellipsoide); M; est formé avec p. et N;avec v
comme R; avec p. :

On sait également que, quand I'ellipsoide est de révolution, N;
n’est autre chose que le cosinus ou le sinus d'un multiple de la
longitnde géographique.

Enfin, toute fonction qui satisfait & P'équation de Laplace a

Bulietin astronomique. T. XVILL. (Janvier 1got ). 3
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I'extérieur de Vellipsoide peut se développer en série procédant
suivant les prodwits S;M;N,.

De méme toule fonction qui satisfait 4 I'équation de Laplace A
I'intérieur de ellipsoide peut se développer en série procédant
suivant les produits B;M;N;.

Jesupposerai que Uellipsoide de référence a pour équation p=o.
Je désignerai par R} et S} les valeurs de R; et S; pour p=0;
par R; et 3; les dérivées de B; et S; par rapport 4 p; par R et 5;°
les valeurs de R; et S; pour p = o.

Je distinguerai :

1? La fonetion d’ordre o gue je désignerai par indice o, R, etc.,
elle se rédunit a une constante;

2° Les trois fonctions d’ordre 1t que je désignerai par les
indices 1, 2, 3;

3° Celles des cinq fonctions du second ordre gui sont des
polynomes en p; elles sont au nombre de deux, et je les désignerai
par R, et R;. On a alors 4 Pextéricor de la planéte

V==Za; SV;I“,'N,'.
A la surface de I'ellipsoide de référence on aura
U= ZlgMiN;R?.

Tous les coefficients ; sont nuls, 3 Pexceplion de &y, X4, A5; ce
dernier coefficient est nul Tui-méme si U'ellipsoide est de révo-
lution.

Je désignerai par ¢ le relévement du géoide et par v celui de la
surface terrestre au-dessus de Pellipsoide de référence, et nous

aurons
L=Zb;M;N;, n = Z¢;M;N;,

Nous aurons encore (en négligeant le carré de C)

dW dv  dU

W=Vl o=~ =@’

dV __dV dp dp a0
;{E - g‘; &;’ — % Ea’lszl\qlNh

cn désignant par - les dérivées estimées suivant la normale.

Quelle sera la valeur de U en dehors de Vellipsoide de réfé-
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rence? Nous savons que U est proporhionnel i x2 +- y?; nous
pourrons done écrire

U= 2)\5M5N5R5+ kp,

s'annule sur U'ellipsoide de référence ct od & est un coefficient
conslant convenablement choisi.

Examinons d’abord un cas simple, celut o1t la surface du géoide
se confond avec la surface terrestre eL avec Vellipsoide de réfé-
rence (1 = § =0). Je désignerai par W, V,, g, les valeurs de W,
V et g qui correspondent i ce cas simple.

Nous aurons, sur Pellipsoide de référence,

VQ‘-E—U:C'

C étant une constante; d'on
MR+ a;8] =0 { sauf pour { = o),

ce qul montre que tous les @; sont nuls, sauf a,, o, et a;.

Nous désignerons par W, 24y, Voo les valeurs de Wy, g4, V,
pour g = o, de sorle que Wy, = C.

Venons maintenant au cas général.

Nous pouvons avoir avantage & introduire une notation nouvelle

en pOSﬂDt
,_ dp

dp
¥r—— 0 k.
% W=

c dn

de telle fagon que ¥', par exemple, représente 'accroissement de p
quand on s'éléve verticalement depuis la surface de Dellipsoide
jusqu’a celle du géoide,

Nous pouvons poser, ai-je dit,

aW dp
T dp de’

&
En effet, on a

&= yNiL T4,

N étant la composante de la gravité normale aux ellipsoides homo-
focaux a I'ellipsoide de référence et T' la composante tangentielle.
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Cette derniére étant de 'ordre de T, on peut prendre
. dW dp
g=N=—~ T an

en néghgeant 2.
Nous venons de définir V,, W, et g,; nous poserons, dans le
cas général,
V=Vy+3V, g=go+3dg,
d’on
W=V +U =Wy &V,
On voit que 8V et 8g sont de I'ordre de §.
En un point de la surface terrestre, on a (en néghgeant {?),
. AW, , dW, ,
WD—“‘VQO_'_ dp TI—C-E-—dP—TJ:
dWo _ idn - dEWo ,
dp T T @ FTT gy 1

et en an point du géoide

On aura donc, en un point de la surface terrestre,

., dW, , dn b
W:(‘-l——dp—on—i—-a\T:C—Egoo'q—}voV,

_ d? di'Wo B -~
é’—-é’oo—a _deT‘ + 6
et en un powmt du géoide

dn

W=0C— dp gooC'-‘I'—SV,

dp &2W,
&= 8w oo _dPT -+ 3.

Bien entendu, on pourra, avec approximation adoptée, ré-
duive 3V et 6g a leurs valeurs au point corrcspondant de I'ellip-
soide.

Comme 3 la surface de I'ellipsoide W doit se réduire a la con-

stante (, on aura
dn
d—p* gl =8V
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ou
ol =23V.

Supposons maintenant que 'on fasse subir 4 g la correction de

Faye. Nous aurons encore
h=n—%

et la correction de Faye sera ici

dp\*d*W, _ dp d? \V.,{
dn dp? T dn  dp? Kl

Aprés la correction g devient

dp *W, 3
&= é’oo%‘g’—z do? S+ egn

Remarquons maintenant que

N dp doV
OF = — —-

dn “dp

de sorle que nous arrivons finalement A I'éguation survante :

do\t 1 W, . dp d
SRS e L 5 ap
(I) g gﬂo (dﬂ) gon d‘Oz dn dP

Telle est équation d'ou il faut tirer §V.

Voyons en passant ce que devient cette équation dans le cas
simple traité aux paragraphes précédents, c’est-a-dire quand
Uellipsoide de rélérence se réduit & une sphére,

C’est alors le rayon vecteur » qui joue le rdle de p; on a

M M AW, M. dp
‘Vn=‘;: go=;§, —dp—‘z.z_iih, ﬁ-—:l'
Nous supposerons R —=1r et 'on aura alors & la surface de la

sPhé're de référence

2 VW,
Woe= M, Zow=M; ddz;' =2 M.
F

L’équation (1) devient

- _ 3V A3V
& Sop—=—2 ~ dr

Si
V=2=2a, plre X,

on a pO'llI‘ r—iu
d 8V .

=—3{n +Na, X,
df ( ):u:z
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L’équation (1) devient alors
&= gu=2(n—1)a,X,.

On retrouve donc bien les résultats obtenus dans les para-
graphes précédents.
Revenons & I'éguation (1) et voyons quel parti on peut en tirer.
Envisageons le coefficient
B 1 BW,.
dn goo dp?’
il se réduit a une constante aux quantités prés de lordre de
'aplatissement; je V'égalerai donc a G+ oF, C étant une con-
stante, ¥ une fonction de . et de v el o un coefficient de Vordre
de 'aplatissement. Nokre équation devient ainssi '

. _ dp dp d 8V
g—goo_-—-%((}—t—dF)ﬁ T dn ds

Pour déterminer &V, et par conséquent § et §, je me propose
de développer 8V suivant les puissances de «, sous la lorme

8V = pyt4-av 4+ alugf-. ...

Nous aurons alors la série d’équations
q

' d, dv

(2 a) g*gouzﬁaﬁ(‘c"r!-—d;)’
ds . 124 . dvy

('2 b) a"n“ FP" -—'—a—ﬁ(cvl—l— dp—),
dp - d dvg

(2 ¢) dn T “*—n(c"ﬁ“?g)’

Alors les vi peavent se développer de la fagon suivante, a1’exié-
rieur de P'ellipsoide de référence,

vir= Xa; :5;M;N,.

Alors pour intégrer (2 a) nous développerons g’ — g4 sous la

forme suivanle
dp

& — Zoo= I T giMiNy,

développement qui est {oujours possible d’aprés un théoréme bien
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connu, et I'équation (2 @) nous donnera
]
gi=— ;o (CS}+ 8F),

ce qui délermine les coefficienls a;, et par conséquent ¢,.

Quand ¢, est connu, on connait le premier membre de (2 &);
on développera ce premier membre de la méme facon gue le pre-
mier membre de (2 @) et 'on se servira de (2 b) pour déter-
miner ¢, comme on s'est servi de (2 @) pour déterminer v,; ct
ainsi dc suite.

Cela suffit poor montrer comment on doit corriger les résultats
des paragraphes précédents alin de lenir compte des puissances
supérieures de l'aplatissement. Cela montre en méme lemps quele
plus important de ces résultats subsiste; je veux dire que la con-
naissance de la gravité en tous les lieux da globe snffit pour
déterminer la forme du géoide.

REVUE DES PUBLICATIONS ASTRONOMIQUES.

DE .FREYCINET (C.). — Sur LES PLANETES TELESCoPIQUES ( Comptes rendus
de I’ dcadémic des Sciences, 30 avril ¢t 19 novembre 1goo).

L’hypothése de Laplace sur I'origine du systéme solaire a occupé bien
des savants, et I'on sait qu’il y a quelques années M. Faye a proposé d'y
apporter des modifications profondes. Depuis, M. Wolf s'est ellorcé de
montrer gue les objections présentées contre cette hypothése n’étaient
pas irréfutables et que les idées cosmogoniques de Laplace pouvaient
étre conservées dans ce qu'elles ont d’essenticl.

M. de Freycinet a c¢herché de nouveaux arguments en faveunr de cette
hypothése dans I'étude stalistique des planétes télescopiques siluées
entre Mars et Jupiter. DVaprés lui, la région occupée par ces planétes
est trop étendue pour que Von puisse supposer qu’elles doivent toutes
leur origine & un anneau unique détaché & une certaine ¢poque de la
zone équatoriale du Soleil. 11 est beaucoup plus probable que ces pla-
nétes dérivent de plusieurs anneaux concentriques,

Cela posé, d'aprés les théories de Laplace, la vitesse de rotation d’un
anneau doit étre égale 4 la vitesse de révolution d'une planéte qui cir-
culerait dans le plan de Véquateur solaire, dans une orbite citculaire &
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