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nous voyons (ue partout la fonction crée I'organe; donc, inversement,
chaque organe doit avoir sa fonction unique et déterminée. Si on ap-
plique en un point deux forces égales et contraires, la science actuelle
nous dit que rien n'est changé. Il doit y avoir quelque chose de changé
que nous ignorons. I faut arriver i le savoir. C'est peut-étre la la véri-
table voie actuellement ouverte au progrés philosophique et scienti-
fique de la mécanique. Au fond, c'est dans cette voie que sont dirigés
les travaux inaugurés par Helmholtz et poursuivis par d'éminents géo-
métres, sur les forces cachées, aussi bien que les nouvelles conceptions de
Hertz qui était, du reste, un éléve, le plus brillant sans doute, de Helm-
holtz, sur les principes mémes de la mécanique; conceptions basées sur
T'existence du milieu actif caché ou tout se meut.

En insistant sur ce point, M. de Freycinet a donc justement pressenti
T'avenir.

L'ouvrage se termine par une courte conclusion ou se trouvent de nou-
veau affirmées I'exactitude des lois de la mécanique et la pensée (ue ses
lacunes proviennent exclusivement de T'insuffisance des données que la

physique a charge de lui fournir. .
Maunice LEVY.

Les FonDEMENTS DE LA GEOMETRIE. — Grundlagen der Geomelrie,
par M. Hilbert, professeur a4 1'Université de Gottingen. —-
Festschrift zur Feier der Enthillung des Gauss-Weber-Denk-
mals.

Quels sont les principes fondamentaux de la géométrie, quelle en est
Torigine, la nature et 1a portée? Ce sont la des questions qui ont, de
tout temps, préoccupé les mathématiciens et les penseurs, mais qui, il
y a un siecle environ, ont pris, pour ainsi dire, une figure toute nou-
velle, grace aux idées de Lobatchevsky et de Bolyai.

On sest longtemps efforcé de démontrer la proposition connue
sous le nom de postulatum d’Euclide; on a constamment échoué; nous
connaissons maintenant les raisons de ces échecs. Lobatchevsky est par-
venu a construire un édifice logique, aussi cohérent que la géométrie
d’Euclide, mais ou le célébre postulatum est supposé faux et ol la
somme des angles d'un triangle est toujours plus petite que deux droits.
Riemann a imaginé un autre systéme logique, également exempt de
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contradiction, et ol cette somme est, au contraire, toujours plus grande
que deux droits. Ces deux géométries, celle de Lobatchevsky et celle de
Riemann, sont ce qu'on appelle les géométries non euclidiennes.

Le postulatum d’Euclide ne peut donc étre démontré, et celte impos-
sibilité est aussi absolument certaine que n'importe quelle vérité mathé-
matique. Ce qui n'empéche pas '’Académie des sciences de recevoir
chaque année plusieurs démonstrations nouvelles auxquelles clle refuse
naturellement I'hospitalité des Comptes rendus.

On a déja beaucoup écrit sur les géométries non euclidiennes; aprés
avoir crié au scandale, on s'est habitué & ce qu'elles ont de paradoxal;
plusieurs personnes sont allées jusqu'a douter du postulatum, a se de-
mander si I'espace réel est plan, comme le supposait Euclide, ou s'il ne
présente pas une légiére « courbure ». Elles croyaient méme que I'expé-
rience pouvait leur donner une réponse  celte question. Inutile d'ajouter
que c'était méconnaitre complétement la nature de la géométrie, qui
n'est pas une science expérimentale. i

Mais pourquoi, parmi tous les axiomes de la géométrie, le postulatum
serait-il le seul que T'on pit nier sans dommage pour la logique? D'olr
tiendrait-l ce privilege? On ne le voit pas trés bien, et, 4 ce compte,
bien d’autres conceptions sont possibles.

Cependant beaucoup de géométres contemporains ne semblent pas
penser ainsi. En accordant le droit de cité aux deux géométries nou-
velles, ils croient sans doute avoir été jusqu'au bout des concessions pos-
sibles. C'est pourquoi ils ont imaginé ce qu'ils appellent «la géométrie
générale », qui comprend comme cas particuliers les trois systémes d'Ku-
clide, de Lobatchevsky et de Riemann, et qui n'en comprend pas
d'autres. Et cette épithéte de « générale » signifie évidemment, dans leur
esprit, qu'aucune autre géométrie n'est concevable.

lis perdront cette illusion s'ils lisent I'ouvrage de M. Hilbert; ils y
verront éclater de toutes parts les cadres dans lesquels ils avaient voulu
nous enfermer.

Pour bien comprendre cette tentative nouvelle, il faut se rappeler
quelle a été depuis cent ans I'évolution de 1a pensée mathématique, non
seulement en géométrie, mais en arithmétique et en analyse. La notion
de nombre s'est éclaircie et précisée; en méme temps, elle a recu des
généralisations diverses. La plus précieuse pour les analystes est celle
qui résulte de I'introduction des « imaginaires », dont les mathématiciens
modernes ne pourraient plus se passer; mais on ne s'est pas arrété la et
on a fait entrer dans la science d'autres généralisations du nombre ou,
comme on dit, d'autres catégories de nombres complexes.
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Les opérations de l'arithmétique ont ét4, de leur coté, soumises a la
critique, et les quaternions d'Hamilton nous ont montré un exemple
d'une opération qui présente une analogie presque parfaite avec la multi-
plication, que T'on peut appeler du méme nom et qui, pourtant, n'est
pas commutative, c'est-a-dire dont le produit change quand on inter-
vertit 'ordre des facteurs. C'était 12 en arithmétique une révolution toute
pareille & celle qu'avait faite Lobatchevsky en géométrie.

Notre fagon de concevoir I'infini s'est également modifiée. M. G. Can-
tor nous a appris & distinguer des degrés dans l'infini lui-méme (qui
n'ont d'ailleurs rien de commun avec les infiniment petits des différents
ordres créés par Leibnitz en vue du calcul infinitésimal ordinaire). La
notion du continu, longtemps regardée comme primitive, a été analysée
et réduite a ses éléments.

Mentionnerai-je également les travatix des Italiens, qui se sont efforcés
de créer un symbolisme logique universel et de réduire le raisonnement
mathématique 4 des régles purement mécaniques ?

Il faut se rappeler tout cela si fon veut comprendre comment des
conceptions, qui auraient fait bondir Lobatchevsky lui-méme, tout révo-
lutionnaire qu'il fit, nous semblent aujourdhui presque naturelles et
ont pu étre proposées par M. Hilbert avec une parfaite tranquillité.

Liste pEs Axiomes. — La premiére chose a faire était d'énumérer
tous les axiomes de la géométrie. Ge n'était pas si facile qu'on pourrait
le croire; il y a les axiomes que 'on voit et ceux qu'on ne voit pas, ceux
qu'on introduit inconsciemment et sans sen apercevoir. Euclide lui-
méme, que I'on croit un logicien impeccable, en applique souvent qu'il
n’énonce pas.

La liste de M. Hilbert est-elle définitive? Il est pesmis de le croire,
car elle semble avoir été dressée avec soin. Le savant professenr répartit
les axiomes en cing groupes :

I. Axiome der Verknipfung (je traduirai par aziomes projectifs, au
lieu de chercher une iraduction littérale comme, par exemple,
axiomes de la connexion, qui ne savrait étre satisfaisante);

II. Axiome der Anordwuag (axiomes de I'ordre);

IIL. Axiome d'Euclide; .

IV. Axiomes de la congruence ou axiomes métriques;

V. Axiome d'Archiméde.

Parmi les axiomes projectifs, nous distingueroms ceux du plan et ceux

de V'espace; les prenviers sont ceux qui dérivent de la proposition bien
connue : « Par deux points passe une droite et une seule »; mais je préfére
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traduire littéralement, afin de bien faire comprendre la pensée de
M. Hilbert.

« Imaginoms trois systtmes d'objets que nous appelierens points,
droites et plans. Imagimons que oces points, droites et plans soient liés
par certaines relations que nous exprimnerons par les mots « étre situé
sur, entre », etc.

. 1. Deux points différents A et B déterminent tonjours une droite a,
ce que nous écrirons : AB—=a ou BA=a. .

An fiew dia mot « déterminent », nous emploierons également d'autres
tournures de phrase qui seront syponymes; nous dirons : A est sitné sura,
A est un point de a, a passe par A, a joint A i B, etc.

«L. 2. Deux points quelconques d'ume droite déterminent cette
droite, c'est-a-dire que, si AB==a et que AC=a, et si B est différent
de G, on a aussi BC=a.»

Voici les réflexions que doivent nous inspirer ces énoncés : les expres-
sions « étre situé sur, passer par », etc., ne sont pas destinées 2 évoquer
des images; elles sont simplement des synonymes du mot déterminer. Les
mots « point, droite et plan » eux-mémes ne doiveat provoquer dans l'es-
Pprit aucume représentation sensible. lls pourraient indifféremment dési-
gner des objets d’une nature quelconque, pourvu qu'on pit établir entre
ces objets une correspondance telle qu'a tout systéme de deux objets
sppelés points correspondit un des objets appedés droites et un seul. Et
cest pourquoi il devient nécessaire d'ajouter (I, 2) que, si la droite qui
correspond & un systéme de deux points A et B est la méme que celle
qui correspond 2u systéme des deux points B et G, c'est aussi la méme
qui correspond au systéme des deux points A et C.

Ainsi, M. Hilbert a, pour ainsi dire, cherché &4 mettre les axiomes
sous une forme telle qu'ils puissent étre appliqués par quelqu'un qui
n'en eomprendrait pas le sens, parce qu'il n'aurait jasnais va ni points,
pi droite, ni plan. Les raisonnements doivent pouvoir, d'aprés lui, se
ramener 4 des régles purement mécaniques, et il suffit pour faire la géo-
métrie d'appliquer servilememt ces régles aux axiomes, sans savoir ce
qu'ils veulent dire. On pourra ainsi comstruire toute fa géométrie, je ne
dirai pas précisément sans y riea comprendre, puisquon saisira Fenchai-
nement logique des propositions, mais tout au moins sans y rien Voir.
On pourrait confier les axiomnes & une machine & raisonner, par exemple
a4 « piano raisonmetr » de Standey Jevons, et om en verrait sortir toute
la géométrie.

C'est la méme préoccupation qui a inspiré certains savants italiens,
tels que MM. Péano et Padoa, qui se sont efforcés de créer ume « pasi-
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graphie », c'est-3-dire une sorte d'algébre universelle oli tous les raisonne-

ments sont remplacés par des symboles ou des formules. Cette préoc-
cupation peut sembler artificielle et puérile, et il est inutile de faire
observer combien elle serait funeste dans I'enseignement et nuisible au
développement des esprits, combien elle serait desséchante pour les
chercheurs, dont elle tarirait promptement loriginalité. Mais, chez
M. Hilbert, elle sexphque et se justifie si Ton se rappelle le but pour-
suivi. La liste des axiomes est-elle compléte ou en avons-nous laissé
échapper quelques-uns que nous appliquons inconsciemment? Voila ce
qu'il faut savoir. Pour cela, nous avons un critére, et nous n'en avons
qu'un. Il faut chercher si la géométrie est une conséquence logique des
axiomes explicitement énoncés, c'est-d-dire si ces axiomes confiés i la
machine & raisonner peuvent en faire sortir toute la suite des proposi-
tions. Si oui, on sera certain de n'avoir rien oublié¢. Car notre machine
ne peut fonctionner que conformément aux régles de la logique pour
lesquelles elle a été construite; elle ignore ce vague instinct que nous
appelons intuition.

Je ne m'étendrai pas sur les axiomes projectifs de 1'espace que T'au-
teur numérote 1, 3, 4, 5, 6; rien n'est changé aux énoncés habituels.
Un mot senlement sur {'axiome I, 7, qui se formule ainsi : « Sur toute
droite il y a au moins deux points; sur tout plan il y a au moins trois
points non en ligne droite; dans l'espace il y a au moins quatre points
qui ne sont pas dans un méme plan. » Cet énoncé est caractéristique.
Quiconque aurait laissé & Tintuition une place, si petite qu'elle fut,
n'aurait pas songé i dire que sur toute droite il y a au moins deux
points, ou bien il aurait ajouté tout de suite qu'il y en a une infinité;
car l'intuition de la droite lui aurait révélé immédiatement et simultané-
ment ces deux vérités.

Passons au second groupe, celui des axiomes del'ordre. Voici I'énoncé
des deux premiers : « Si trois points sont sur une méme droite, il y a
entre eux une certaine relation que nous exprimons en disant que {'un
des points et un seulement est entre les deux autres. Si C est entre A et B,
et si D est entre A et G, D sera aussi entre A et B, etc.» Ici encore
nous ne faisons pas intervenir l'intuition; nous ne cherchons pas a ap-
profondir ce que signifie le mot « entre »; toute relation satisfaisant aux
axiomes pourrait étre désignée par le méme mot. Voild qui est bien
propre & nous éclairer sur la nature purement formelle des définitions
mathématiques; mais je n'insiste pas, car je n'aurais qu'ad répéter ce
que jai dita propos du premier groupe.

Mais une autre réflexion s'impose. Les axiomes de I'ordre sont pré-
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sentés comme dépendant des axiomes projectifs, et ils n'auraient plus
aucun sens si 'on Wadmettait pas ces derniers, Ppuisqu’on ne saurait ce
que c'est que trois points en ligne droite. Et cependant il existe une géo-
métrie particuliére, purement qualitative et qui est absolument indé-
pendante de la géométrie projective, qui ne suppose connues ni la notion
de droite, ni celle de plan, mais seulement celles de ligne et de surface;
cest ce qu'on appelle T'analysis sitas. Le but de cette science, qui a été
cultivée par plusieurs grands géomeétres comme Euler et Riemann, est
I'étude qualitative des positions relatives des diverses parties d'une figure.
On laisse de cdté les propriétés qui supposent que les proportions de
cette figure ont été rigoureusement conservées, et on se borne 4 étudier
celles qui subsisteraient encore si la figure était copiée par un dessina-
teur malhabile, comme par exemple celles qui se rapporteraient au
nombre des points d'intersection des différentes lignes. ll est clair qu'une
pareille science doit étre autonome et qu'elle doit avoir des axiomes
propres. Or ces axiomes sont précisément ceux de T'ordre. Pourquoi
alors les faire dépendre de la notion de la ligne droite, puisque cette
notion est étrangére & I'analysis situs? On peut placer un point C entre
deux points A et B sur une courbe quelconque tout aussi bien que sur
une droite. Ne serait-il pas préférable de donner aux axiomes du deu-
xiéme groupe une forme qui les affranchit de cette dépendance et les
séparat complétement du premier groupe ? Il reste a savoir si cela serait
possible, en conservant & ces axiomes leur caractére purement logique,
c'est-a-dire en fermant complétement la porte 4 toute intuition.

Le troisi¢éme groupe ne contient qu'un seul axiome, qui est le cé-
lebre postulatum d’Euclide; je remarquerai seulement que, contraire-
ment 3 I'usage ordinaire, il est présenté avant les axiomes métriques.
Ces derniers forment le quatritme groupe. Nous y distinguerons trois
sous-groupes. Les propositions 1V, 1, 2, 3 sont les axiomes métriques
des segments; ces axiomes servent i définir les longueurs. On conviendra
de dire qu'un segment pris sur une droite peut étre congruent (égal) a
un segment pris sur une autre droite; c'est 'axiome IV, 1; mais cette
convention n'est pas tout 4 fait arbitraire; elle doit &tre faite de fagon
que deux segments congruents 4 un méme troisiéme soient congruents
entre eux (1V, 2); on définit ensuite par une convention nouvelle I'ad-
dition des segments et cette convention, & son tour, doit étre faite de
facon qu'en additionnant des segments égaux on trouve des sommes
égales; et c'est 1 I'axiome IV, 3. '

Les propositions 1V, 4, 5 sont les axiomes correspondants pour les
angles, mais cela ne suffit pas encore; aux deux sous-groupes des axiomes

33
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comprendre ma pensée, je me bornerai & considérer une géométrie &
deux dimensions. La géométrie de Riemann 4 deux dimensions n'est
autre chose que la géométrie sphérique, 4 une condition toutefois,
c'est que I'on ne regarde pas comme distincts deux points diamétrale-
ment opposés sur la sphére. Les éléments de cette géométrie seront donc
les différents diamétres de cette sphére. Or, si I'on envisage trois dia-
métres d'une sphére situés dans un méme plan diamétral, on n'a au-
cune raison de dire que I'un d'eux est entre les deux autres. Le mot entre
n'a plus de sens, et les axiomes de 1'ordre tombent d'eux-mémes.

Si nous voulons maintenant une géométrie ou les axiomes de I'ordre
ne subsisteront pas, et oit on conservera le postulatum d’Euclide avec les
autres, nous n'avons qu'a prendre pour éléments les points et les droites
imaginaires de T'espace ordinaire. Il est clair que les points imaginaires
de I'espace ne nous sont pas donnés comme rangés dans un ordre déter-
miné. On pourrait peut-étre les ranger, mais cela ne pourrait pas se faire
de telle fagon que cet ordre ne soit pas altéré par les diverses opérations
de la géométrie (perspective, translation, rotation, etc.). Les axiomes de
Tordre ne sont donc pas applicables  cette géométrie.

LA GEOMETRIE NoN ARcHIMEDIENNE. — Mais la conception la plus
originale de M. Hilbert, cest celle de la géométric non archimé-
dienne, ol tous les axiomes restent vrais, sauf celui d'Archiméde. Pour
cela il fallait d'abord construire un « systtme de nombres non archimé-
diens ».

Toutes les fois qu'on veut généraliser une notion quelconque, il faut
rompre avec d'anciennes habitudes d'esprit, et cette rupture est quelque-
fois difficile; elle I'est surtout quand il s'agit d'une notion aussi ancienne
que celle de nombre. Qu'est-ce que les nombres? Ce sont avant tout des
éléments que nous savons distinguer les uns des autres; nous savons en
outre définir la somme ou le produit de deux de ces éléments, et enfin
nous avons des régles pour reconnaitre entre deux nombres quel est le
plus grand et quel est le plus petit.

Voila ce que nous devons considérer comme essentiel ; mais il est clair
que, si nous regardons ces régles comme des conventions, nous pouvons
appliquer ces conventions & d'autres éléments que nos nombres ordi-
naires et que nous pouvons méme changer ces conventions dans une
mesure plus ou moins grande. C'est ainsi que la notion de nombre peut
s'élargir presque indéfiniment.

Par exemple, les polynémes peuvent, comme les nombres, subir I'addi-
tion et la multiplication et d'aprés les mémes régles. I nous suffirait
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de définir I'inégalité de deux polyndmes, ce que nous pouvons faire par
une convention quelconque, par exemple en convenant que de deux
polyndmes, celuida sera regardé comme le plus grand dont la valeur
numérique est la plus grande quand la variable est positive et trés
grande.

Avec cette convention, les régles ordinaires du calcul des égalités et
des inégalités subsisteraient sans changement. Mais nos nombres vulgaires
satisfont 2 I'axiome d’Archiméde, je veux dire que si I'on additionne &
lui-méme un nombre quelconque un nombre suffisant de fois, la somme
dinira par dépasser tout autre nombre donné quelconque.

Au contraire, avec nos nouveaux éléments qui sont des polyndmes, i
n'en est plus de méme. Un polynéme du premier degré, additionné a
lui-méme autant de fois qu'on voudra, restera toujours du premier degré;
il sera donc toujours plus petit que a2, d'aprés notre convention,
puisque pour x trés grand, a* est plus grand que tout polyndme du pre-
mier degré.

Nos nouveaux nombres sont donc des nombres non archimédiens.

Nos nombres vulgaires rentrent comme cas particuliers parmi ces
«nombres non archimédiens ». Les nouveaux nombres viennent s'inter-
caler pour ainsi dire dans la série de nos nombres vulgaires, de telle
fagon quil y ait par exemple une infinité de nombres nouveaux plus
petits qu'un nombre vulgaire donné A et plus grands que tous les nombres
vulgaires inférieurs i A. .

Cela posé, imaginons un espace i trois dimensions ol les coordonnées
d'un point seraient mesurées non par des nombres vulgaires, mais par
des nombres non archimédiens, mais ot les équations habituelles de la
droite et du plan subsisteraient, de méme que les expressions analy-
tiques des angles et des longueurs. Il est clair que dans cet espace tous
les axiomes resteraient vrais, sauf celui d’Archimede.

Sur une droite quelconque, entre nos points vulgaires, viendraient
s'intercaler des points nouveaux. Si par exemple D, est une droite vul-
gaire, D, la droite non archimédienne correspondante; si P est un point
vulgaire quelconque de D,, et si ce point partage D, en deux demi-droites
S et §’ (j'ajoute pour préciser que je considére P comme ne faisant
partie ni de S, ni de §'); il y aura sur D, une infinité de points nouveaux
tant entre P et S qu'entre P et §'. 1l y aura également sur D, une infi-
nité de points nouveaux qui seront a droite de tous les points vulgaires
de Dy. En résumé, notre espace vulgaire n'est qu'une partie de T'espace
non archimédien.

Au premier abord, P'esprit se révolte contre de pareilles conceptions.
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Clest que, par une vieille habitude, il cherche une représentation sen~
sible. Il faut qu'il se débarrasse de cette préoccupation, sil veut arriver
a comprendre, et cela est encare plus nécessaire que pour la géomaétrie
non euclidienne. M. Hilbert ne s'est propasé qu'une chose , construire un
systtme d'éléments susceptibles de certaines relations logiques et il lui
suffit de montrer que ces relations n'impliquent pas de contradiction
interne.

Qu'on remarque cependant ceci : la géométrie non euclidienne res-
pectait pour ainsi dire notre conception qualitative du continu géomé-
trique tout en bouleversant nos idées sur la mesure de ce continu. La
géométrie non archimédienne détruit cette conception; elle disséque le
continu pour y introduire des éléments nouveaux.

Quoi quil en soit, M. Hilbert poursuit les conséquences de ses pré-
misses; et il cherche comment on pourrait refaire la géométrie sans se
servir de 'axiome d'Archiméde. Pas de difficulté en ce qui concerne 185
chapitres ue les écoliers appellent le premier et le deuxiéme livre. Cet
axiome n'y intervient nulle part.

Le troisiéme livre traite des proportions et de la similitude. Voici en
substance la iarche que suit M. llilbert pour le reconstituer sans avoir
recours a l'axiome d'Archiméde. I prend la construction habituelle de
la quatricme proportionnelle comme définition de la proportion; mais
une pareille définition a besoin d'étre justifiée; il faut montrer d'abord
que le résultat est le méme quelles que soient les lignes auxiliaires em-
ployées dans la construction; et ensuite (ue les régles ordinaires du calcul
sappliquent aux proportions ainsi définies. G'est cette justification gue
M. Hilbert nous donae d'une facon satisfaisante.

Le quatriéme livre traite de la mesure des aires planes; cette mesure
peut s'établir facilement saus le secours du principe d'Archiméde; c'est
parce que deux polygones équivalents ou bien peuvent étre décomposés
en triangles de telle fagon que les triangles ¢lémentaires de T'un et ceux
de I'autre soient égaux chacun i chacun (ou en d'autres termes peuvent
étre ramenés 1'un a I'autre par le procédé du casse-téte chinois), ou bien
peuvent étre regardés comme des dillérences de polygones susceptibles
de ce mode de décomposition (c'est loujours le méme procédé, en
admettant non seulement des triangles additifs, mais encore des triangles
soustractifs). Mais nous devons observer qu'une circonstance analogue
ne parait pas se retrouver pour deux polyédres équivalents, de sorte qu'on
peut se demander si I'on peut déterminer par exemple le volume de la
pyramide sans un appel plus ou moins déguisé au caleul infinitésimal,
Il n'est donc pas certain qu'on pourrait se passer aussi facilement de
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axiome d'Archiméde dans la mesure des volumes que dans celle des
aires planes ; M. Hilbert ne I'a d'ailleurs pas tenté.

Une question restait A traiter toutefois; étant donné un polygone, est-il
possible de le décomposer en triangles et d’enlever I'an des morceaux de
facon que le polygone restant soit équivalent au polygone donné, c'est-
a-dire de fagon qu'en transformant ce polygone restant par le procédé
du casse-téte chinois, on puisse retomber sur e polygone primitif. D'or-
dinaire, on se borne & dire que cela est impossible parce que le tout est
plus grand que la partie. C'est 1A invoquer un axiome nouveau, et,
quelque évident qu'il nous paraisse, le logicien serait plus satisfait si on
pouvait Téviter. M. Schur a trouvé la démonstration, il est vrai, mais
en s'appuyant sur I'axiome d’Archiméde; M. Hilbert voulait y arriver sans
se servir de cet axiome. Voici par quel artifice il y parvient : il admet que
fa « surface » du triangle est par défmnition le demi-produit de sa base par
sa hauteur et il justifie cette définition en montrant que deux triangles
équivalents (au point de vue du casse-téte chinois) ont méme « surface »
(au sens de la nouvelle définition) et que la « surface » d'un triangle dé-
composable en plusieurs autres est la somme des « surfaces » des triangles
composants. Une fois cette justification terminée, tout le reste suit sans
difficulté. C'est donc toujours la méme marche. Pour éviter d'incessants
appels A T'intuition, qui nous fournirait sans cesse de nouveaux axiomes,
on transforme ces axiomes en définitions et on justifie aprés coup ces défi-
nitions en montrant qu'elles sont exemptes de contradiction.

La ctoméTriE Nox AnGUESIRNNE. — [e théoréme fondamental de la
géométrie projective est le théoréme de Désargues. Deux triangles sont
dits homologues lorsque les droites qui joignent chacun & chacun les
sommets correspondants se coupent en un méme point. Désargues a dé-
montré que les points d'intersection des cotés correspondants de deux
triangles homologues sont sur une méme ligne droite; la réciproque est
également vraie.

Le théoréme de Désargues peut s'établir de deux maniéres: 1° en se
servant des axiomes projectifs du plan et des axiomes métriques du pian;
2* en se servant des axiomes projectifs du plan et de ceux de P'espace. Le
théoréme pourrait donc étre découvert par un animal A deux dimensions,
4 qui une troisitme dimension paraitrait aussi inconcevable qu'a nous
une quatriéme, qui par conséquent ignorerait les axiomes projectifs de
I'espace, mais quai aurait va se déplacer, dans {e plan qu'il habite, des
figures invariables analogwes & nos corps solides et qui par conséquent
connaitrait les axiomes métriques. Le théoréme pourrait étre découvert
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également par un animal 4 trois dimensions, qui connaitrait les axiomes
projectifs de T'espace, mais qui, n'ayant jamais vu se déplacer des corps
solides, ignorerait les axiomes métriques.

Mais pourrait-on établir le théoréme de Désargues sans se servir ni
des axiomes projectifs de I'espace, ni des axiomes métriques, mais seu-
lement des axiomes projectifs du plan? On pensait que non, mais on
n'en était pas sir. M. Hilbert a tranché la question en construisant une
géométrie non arguésienne, qui est, bien entendu, une géométrie plane.
Il n'a, pour cela, qu'a changer un peu la définition de la droite. Si la
définition nouvelle differe peu de la définition ancienne, le nombre
des points d'intersection de deux droites restera le méme; deux droites
ne pourront toujours se couper quen un point, et les axiomes pro-
jectifs du plan resteront vrais. Gependant le moindre changement dans
cette définition suffit pour que le théoréme de Désargues cesse d'étre
vrai. S L

L.A GEoMETRIE NON PASCALIENNE. — M. Hilbert ne s'arréte pas 1a, et il
introduit encore une nouvelle conception. Pour bien la compreadre, il
nous faut d'abord retourner un instant dans le domaine de I'arithmétique.
Nous avons vu plus haut s'élargir la notion de nombre par l'introduction
des « nombres non archimédiens ». 1l nous faut une classification de ces
nouveaux nombres et, pour l'obtenir, nous allons classer d'abord les
axiomes de T'arithmétique en quatre groupes, qui seront :

1° Les lois d'associativité et de commutativité de I'addition, la loi
d'associativité de la multiplication, les deux lois de la distributivité de 1a
multiplication, ou en résumé, toutes les régles de I'addition et de la
multiplication sauf la loi de commutativité de 1a multiplication;

2° Les axiomes de l'ordre, c'est-a-dire les régles du calcul des inéga-
lités;

3° La loi de commutativité de la multiplication, d’aprés laquelle on
peut intervertir 'ordre des facteurs sans changer le produit;

4° L'axiome d'Archiméde.

Les nombres qui admettent les axiomes des deux premiers groupes
seront dits argudsiens ; ils pourront étre pascaliens ou non pascaliens, selon
quils satisferont ou ne satisferont pas & I'axiome du troisiéme groupe;
ils seront archimédiens ou non archimédiens, suivant qu'ils satisferont ou
non & l'axiome du quatri¢me groupe.

Nous ne tarderons pas & voir la raison de ces dénominations.

Les nombres ordinaires sont a la fois arguésiens, pascaliens et archi-
médiens. On peut démontrer la loi de commutativité en partant des
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axiomes des deux premiers groupes et de I'axiome d’Archiméde. Il n'y a
donc pas de nombres arguésiens, archimédiens et non pascaliens.

En revanche, nous avons cité plus haut un exemple de nombres ar-
guésiens, pascaliens et non archimédiens.

Aprés ce que nous venons de dire sur la fagon de former les nombres
non archimédiens, on doit comprendre que notre caprice ne peut plus,
pour ainsi dire, rencontrer d'obstacle. Nous pouvons changer a notre
gré les conventions fondamentales et nous devons seulement rechercher
si un changement apporté dans I'une d'elles ne nous oblige pas & modi-
fier les autres.

Nous pouvons donc changer les régles conventionnelles de la multi-
plication de facon que cette opération ne soit plus commutative. Il reste
a savoir si cela n'entrainera pas'abandon des autres régles. M. Hilbert a
reconnu que non; on peut conserver toutes les autres régles, sauf celle
d’Archiméde. 1l a donc créé des nombres arguésiens, non pascaliens,
non archimédiens.

Avant d’aller plus loin, je rappelle que Hamilton a depuis longtemps
introduit un systéme de nombres complexes, ol la multiplication n'est
pas commutative : ce sont les quaternions, dont les Anglais font un si fré-
quent usage en physique mathématique, Mais pour les quaternions, les
axiomes de I'ordre ne sont pas vrais; ce qu'il y a donc d'original dans la
conception de M. Hilbert, c'est que ses nouveaux nombres satisfont aux
axiomes de 'ordre sans satisfaire 3 la régle de commutativité.

Revenons a la géométrie. Admettons les axiomes des trois premiers
groupes, c'est-A-dire les axiomes projectifs du plan et de I'espace, les
aviomes de I'ordre et le postulat d'Euclide; le théoréme de Désargues sen
déduira, puisqu'il est une conséquence des axiomes projectifs de I'espace.
Nous voulons constituer notre géométrie sans nous servir des axiomes mé-
trigaes; le mot de longueur n’a donc encore pour nous aucun sens; nous
n'avons pas le droit de nous servir du compas; en revanche, nous pou-
vons nous servir de la régle, puisque nous admettons que par deux points
on peut faire passer une droite, en vertu de I'un des axiomes projectifs ;
nous savons également mener par un point une paralléle & une droite
donnée, puisque nous admettons le postulatum d'Euclide. Voyons ce
¢ue nous pouvons faire avec ces ressources.

Nous pouvons définir 'homothétie de deux ﬁgures; deux triangles se-
ront dits homothétiques quand leurs cotés seront paraliéles deux a deux,
et nous en conclurons (par le théoréme de Désargues, que nous admet-
tons) que les droites qui joignent les sommets correspondants sont con-
courantes. Nous nous servirons ensuite de 'homothétie pour définir les
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proportions. Nous pouvons aussi définir 'égalité dans une certaine me-
sure. Les deux cotés opposés d'un parallélogramme seront égaux par dé-
Jinition ; nous savons ainsi reconnaitre si deux segments sont égaux entre
eux, pourvu quils soient paralléles.

Grice A ces conventions, nous sommes maintenant en mesure de com-
parer les jongueurs de deux segments, mais pourva que ces segments soient
paralléles. La comparaison de deux longueurs dont la direction est difi¢-
rente n'a aucun sens, et il faudrait, pour ainsi dire, une unité de lon-
gueur différente pour chaque dircction. Inutile d'ajouter que fe mot
angle n'a aucun sens.

Les longueurs seront ainsi exprimées par des nombres, mais ce ne sc-
ront pas forcément des nombres ordinaires. Tout ce que nous pouvons
dire, cest que si le théoréme de Désargues est vrai comme nous I'ad-
mettons, ces nombres appartiendront 4 un systéme satisfaisant auv
axiomes arithmétiques des deux premiers groupes, c'est-i-dire un systéme
arguésien. Inversement, étant donné un systéme de nombres arguésiens
quelconques, on peut construire une géométrie telle que les longueurs
des segments d'une droite soient justement exprimées par ces nombres.

Ainsi, & chaque systtme de nombres arguésiens correspondra une
géométrie nouvelle satisfaisant aux axiomes projectifs, & ceux de T'ordre,
au théoréme de Désargues et au postulatum d’Euclide. Quelle est main-
tenant la signification géométrique de T'axiome arithmétique du troisiéme
groupe, c'est-i-dire de la régle de commutativité de la multiplication? La
tradaction géométrique de cette régle, c’'est le théoréme de Pascal; je veux
parler du théoréme sur 'hexagone inscrit dans une conique, en suppo-
sant que cette conique se réduit & deux droites.

Ainsi, le théoréme de Pascal sera vrai ou faux, selon que le systéme
sera pascalien ou non pascalien, et comme il y a des systémes non pasca-
liens, il y aura également dés géométries non pascabiennes.

Le théoréme de Pascal peut se démontrer en partant des axiomes
métriques; i sera donc vrai si fon admet que les figures peuvent s¢
transformer non seulement par homothétie et translation, comme nous
venons de le faire, mais encore par rotation.

Le théoréme de Pascal peut également se déduire de I'axiome d'Ar-
chiméde, puisque nous venons de voir que tout systéme de nombres ar-
guésiens et archimédiens est en méme temps pascalien; toate géométric
non pascalienne est donc en méme temps non archimédienne.

Le Streckenabertriger. — Gitons encore une autre conception de
M. Hilbert. 1 étudie les constructions que 'on pourrait faire, non pas &
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laide de la régle et du compas, mais par le moyen de la régle et d'un
instrument particulier, qu'il appelle Streckenibertrager, et qui permettrait
de porter sur une droite un segment égal & un autre segment pris sur une
autre droite. Le Streckeniibertriger n'est pas I'équivalent du compas; ce
dernier instrument permettrait de construire l'intersection de deux cercles
quelconques, ou d'un cercle et d'une droite quelconque; le Strecken-
ubertriger nous donnerait seulement l'intersection d'un cercle et d'une
droite passant par le centre du cercle. M. Hilbert cherche donc quelles
sont les constructions qui seront possibles avec ces deux instruments, et
il arrive & une conclusion bien remarquable.

Les constructions qui peuvent se faire par la régle et le compas peuvent
se faire également par la régle et le Streckeniibertriiger, si ces constractions
sont telles que le résultat en soit toujours réel. Il est clair, en effet, que cette
condition est nécessaire, car un cercle est toujours coupé en deux points
réels par une droite menée par son centre. Mais il était difficile de prévoir
que cette condition serait également suflisante.

Géométries diverses. — Je voudrais, avant de terminer, voir quele
place occupent, dans la classification de M. Hilbert, les diverses géomé-
tries proposées jusqu'ici. Et d’abord, les géométries de Riemann; je ne
veux pas parler de la géométrie de Riemann, que j'ai signalée plus haut
et qui est I'opposé de celle de Lobatchevsky; je veux parler des géomé-
tries relatives aox espaces i courbure variable envisagés par Riemann
dans sa céiébre Habilitationsschrift.

Dans celte conception, on attribue par définition une longueur i une
courbe quelconque, et c'est sur cette définition que tout repose. Le role
des droites est joué par les géodésiques, cest-i-dire par les lignes de
longueur minimum menées d'un point a un autre. Les axiomes projec-
tifs ne sont plus vrais; et il n'y a aucune raison, par exemple, pour que
deux points ne puissent étre joints que par une seule géodésique. Le pos-
tulat d'Euclide ne peut plus, évidemment, avoir aucun sens. L'axiome
d'Archiméde reste vrai, ainsi que les axiomes de I'ordre, matatis matandis;
Riemann n'envisage, en effet, que des systtmes de nombres ordi-
naires. En ce qui concerne les axiomes métriques, on voit aisément que
ceux des segments et ceux des angles restent vrais, tandis que 'axiome
métrique des triangles (IV, 6) est évidemment foux.

Et ici nous retrouvons l'objection qu'on a le plus souvent faite i
Riemann.

Vous parlez de Jongueur, lui a-t-on dit; or longueur suppose mesure,
et pour mesurer il faut pouvoir transporter un instrument de mesure
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proportions. Nous pouvons aussi définir 'égalité dans une certaine me-
sure. Les deux cotés opposés d'un parallélogramme seront égaux par dé-
Jinition ; nous savons ainsi reconnaitre si deux segments sont égaux entre
eux, pourvu quils soient paralléles.

Grice A ces conventions, nous sommes maintenant en mesure de com-
parer les fongueurs de deux segments, mais pourva que ces segments soient
paralléles. La comparaison de deux longueurs dont la direction est difi¢-
rente n'a aucun sens, et il faudrait, pour ainsi dire, une unité de lon-
gueur différente pour chaque direction. Inutile d'ajouter que le mot
angle n'a aucun sens.

Les longueurs seront ainsi exprimées par des nombres, mais ce ne se-
ront pas forcément des nombres ordinaires. Tout ce que nous pouvons
dire, c'est que si le théoréme de Désargues est vrai comme nous I'ad-
mettons, ces nombres appartiendront & un systéme satisfaisant aux
axiomes arithmétiques des deux premiers groupes, c'est-i-dire un systéme
arguésien. Inversement, étant donné un systéme de nombres arguésiens
quelconques, on peut construire une géométrie telle que les longueurs
des segments d'une droite soient justement exprimées par ces nombres.

Ainsi, a4 chaque systtme de nombres arguésiens correspondra une
géométrie nouvelle satisfaisant aux axiomes projectifs, & ceux de {'ordre,
au théoréme de Désargues et au postulatum d’Euclide. Quelle est main-
tenant la signification géométrique de I'axiome arithmétique du troisiéme
groupe, c'est-a-dire de la régle de commutativité de la multiplication? La
tradaction géométrique de cette régle, c'est le théoréme de Pascal; je veur
parler du théoréme sur I’hexagone inscrit dans une conique, en suppo-
sant que cette conique se réduit & deux droites.

Ainsi, le théoréme de Pascal sera vrai ou faux, selon que le systéme
sera pascalien ou non pascalien, et comme il y a des systémes non pasca-
liens, il y aura également dés géométries non pascabiennes.

Le théoréme de Pascal peut se démontrer en partant des axiomes
métriques; il sera donc vrai si I'on admet que les figores peuvent se
transformer non seulement par homothétie et translation, comme nous
venons de le faire, mais encore par rotation.

Le théoréme de Pascal peut égaiement se déduire de l'axiome d'Ar-
chiméde, puisque nous venons de voir que tout systéme de nombres ar-
guésiens et archimédiens est en méme temps pascalien; toate géométric
non pascalienne est donc en méme temps non archimédienne.

Le Streckeniibertrager. — Citons emcore une autre conception de
M. Hilbert. H étudie les constructions que 'on pourrait faire, non pas a
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laide de ia régle et du compas, mais par le moyen de la régle et d'un
instrument particulier, qu'il appelle Streckenibertrager, et qui permettrait
de porter sur une droite un segment égal & un autre segment pris sur une
autre droite. Le Streckeniibertriger n'est pas I'équivalent du compas; ce
dernier instrument permettrait de construire l'intersection de deux cercles
quelconques, ou d'un cercle et d'une droite quelconque; le Strecken-
uibertriiger nous donnerait seulement l'intersection d'un cercle et d'une
droite passant par le centre da cercle. M. Hilbert cherche donc quelles
sont les constructions qui seront possibles avec ces deux instruments, et
il arrive & une conclusion bien remarquabie.

Les constructions qui peuvent se faire par la régle et le compas peuvent
se faire également par la régle et le Streckeniibertriiger, si ces constractions
sont telles que le résultat en soit toujours réel. Il est clair, en effet, que cette
condition est nécessaire, car un cercle est toujours coupé en deux points
réels par une droite menée par son centre. Mais il était difficile de prévoir
que cette condition serait également suffisante.

Géométries diverses. — Je voudrais, avant de terminer, voir quelle
place occupent, dans la classification de M. Hilbert, les diverses géomé-
tries proposées jusqu'ici. Et d'abord, les géométries de Riemann; je ne
veux pas parler de la géométrie de Riemann, que j'ai signalée plus haut
et qui est Topposé de celle de Lobatchevsky; je veux parler des géomé-
tries relatives aox espaces i courbure variable envisagés par Riemann
dans sa célébre Habilitationsschrift.

Dans celte conception, on attribue par définition une longueur i une
courbe quelconque, et c'est sur cette définition que tout repose. Le role
des droites est joué par les géodésiques, c'est-a-dire par les lignes de
longueur minimum menées d’un point a un autre. Les axiomes projec-
tifs ne sont plus vrais; et il n'y a aucune raison, per exemple, pour que
deux points ne puissent étre joints que par une seule géodésique. Le pos-
tulat d'Euclide ne peut plus, évidemment, avoir aucun sens. L'axiome
d'Archiméde reste vrai, ainsi que les axiomes de I'ordre, matatis matandis;
Riemann n'envisage, en effet, que des systtmes de nombres ordi-
naires. En ce qui concerne les axiomes métriques, on voit aisément que
ceux des segments et ceux des angles restent vrais, tandis que l'axiome
métrique des triangles (IV, 6) est évidemment foux.

Et ici nous retrouvons I'objection qu'on a le plus souvent faite i
Riemann.

Vous parlez de longueur, lui a-t-on dit; or longueur suppose mesure,
et pour mesurer il faut pouvoir transporter un instrument de mesure
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qui doit demeurer invariable; d'ailleurs vous le reconnaissez vous-
méme. I faut donc que Y'espace soit partout égal & lui-méme, qu'il soit
homogéne, pour que la congruence y soit possible. Or votre espace ne
I'est pas, puisque sa courbure est variable; il ne peut doncy étre question
ni de mesure, ni de longueur.

Riemann n'aurait pas eu de peine & répondre. Supposons une géo-
métrie & deux dimensions, pour simplifier; nous pourrons alors nous
représenter I'espace de Riemann comme une surface dans I'espace ordi-
naire. Nous pourrions mesurer des longueurs sur cette surface & l'aide
d'une ficelle, et cependant une figure ne pourrait pas se déplacer en
restant appliquée sur cette surface et de facon que les longueurs de tous
ses éléments demeurent invariables, car la surface n'est pas en général
applicable sur elle-méme.

C'est ce que M. Hilbert traduirait en disant que les axiomes mé-
triques des segments sont vrais et que celui des triangles ne 'est pas.
Les premiers sont symbolisés pour ainsi dire par notre ficelle; celui des
triangles supposerait le déplacement d'une figure dont tous les éléments
auraient une longueur constante.

Quelle sera la place d'une autre géométrie que j'ai proposée autrefois et
(ui rentre pour ainsi dire dans la méme famille que celle de Lobatchevsky
et celle de Riemann; j'ai montré qu'on peut imaginer trois géométries
4 deux dimensions, qui correspondent respectivement aux trois sortes
de surfaces du second degré : I'ellipsoide, T'hyperboloide & deux nappes
et Thyperboloide & une nappe; la premiére est celle de Riemann; la
seconde est celle de Lobatchevsky et la troisitme est la géométric
nouvelle. On trouverait, de méme, quatre géométries a trois dimensions.

Ou viendrait se ranger cette géométrie nouvelle dans la classification
de M. Hilbert? 1l est aisé de s'en rendre compte. Comme pour celle de
Riemann, tous les axiomes subsistent, sauf ceux de I'ordre et celui d'Eu-
clide; mais tandis que dans la géométrie de Riemann les axiomes de
Tordre sont faux sur toutes les droites, au contraire, dans la géométrie
nouvelle, les droites se répartissent en deux classes, les unes, sur les-
quelles les axiomes sont vrais; les autres, sur lesquelles ils sont faux.

Conclusion. — Mais ce qui est le plus important, c'est de nous rendre
compte de la place qu'occupent les conceptions nouvelles de M. Hilbert
dans Thistoire de nos idées sur la philosophie des mathématiques.

Aprés une premiére période de naive confiance ot l'on nourrissait
I'espoir de tout démontrer, est venu Lobatchevsky, linventeur des géo-
métries non euclidiennes.



LES FONDEMENTS DF. LA GEOMETRIE. 269

Mais le véritable sens de cette invention n'a pas été pénétré tout de
suite ; Helmholtz a montré d'abord que les propositions de la géométrie
euclidienne n'étaient autre chose que les lois des mouvements des corps
solides, tandis que celles des autres géométries étaient les lois que pour-
raient suivre d'autres corps analogues aux corps solides, qui, sans doute,
n'existent pas, mais dont T'existence pourrait étre congue sans qu'il en ré-
sultat la moindre contradiction; des corps que I'on pourrait fabriguer, si
on le voulait. Ces lois ne pourraient toutefois étre regardées comme expé-
rimentales, puisque les solides naturels ne les suivent que grossiérement,
et, d'ailleurs, puisque les corps fictifs de la géométrie non euclidienne,
n'existant pas, ne peuvent étre accessibles a 'expérience. Helmhoitz,
toutefois, ne s'est jamais expliqué sur ce point avec une parfaite netteté.

Lie a poussé I'analyse beaucoup plus loin. Les lois du mouvement des
corps solides invariables ne sont pas des lois expérimentales; il en est de
méme a fortiori pour les corps fictifs de la géométrie non euclidienne,
mais toutes les lois que I'on pourrait imaginer doivent satisfaire & cer-
taines conditions, lesquelles ne sont pas révélées par I'expérience, mais
s'imposent au contraire & I'expérience. Ge que 1a géométrie nous enseigne,
c'est que les lois connues du mouvement des solides invariables satisfont
&t ces conditions. Lie a bien compris tout cela; il a donc voulu former tous
les types possibles de lois cinématiques. 1l a cherché de quelle maniére
peuvent se combiner les divers mouvements possibles d'un systéme quel-
conque ou, plus généralement, les diverses transformations possibles d'une
figure. Si l'on envisage un certain nombre de transformations et qu'on
les combine ensuite de toutes les maniéres possibles, I'ensemble de
toutes ces combinaisons formera ce qu'il appelle un groupe. A chaque
groupe correspond une géométrie, et la nétre, qui correspond au groupe
des déplacements d'un corps solide, n'est qu'un cas trés particulier. Mais
tous les groupes que 1'on peut imaginer posséderont certaines propriétés
communes, et ce sont précisément ces propriétés communes qui limitent
le caprice des inventeurs de géométries; ce sont elles, dailleurs, que Lie
a étudiées toute sa vie. Il n'était pourtant pas entiérement satisfait de son
ceuvre. Il avait, disait-il, toujours envisagé I'espace comme une Zahlen-
mannigfaltigkeit. 11 s'était borné a 1'étude des groupes continus propre-
ment dits, auxquels s'appliquent les régles de I'analyse infinitésimale or-
dinaire. Ne s'était-il pas ainsi artificiellement restreint? N'avait-il pas ainsi
négligé un des axiomes indispensables de la géométrie (c'est en somme
de 'axiome d'Archiméde qu'il s’agit)? Je ne sais si on trouverait trace de
cette préoccupation dans ses ceuvres imprimées , mais dans sa correspon -
dance ou dans sa conversation, il exprimait sans cesse cc méme regret.
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Clest précisément la lacune qu'a combiée M. Hilbert ; les géométries
de Lie restaient toutes assujetties aux formes de I'analyse et de I'arithmé-
tique qui semblaient intangibles. M. Hilbert a brisé ces formes, ou, si
I'on aime mieux, il les a élargies. Ses espaces ne sont plus des Zahlen-
mannigfaltigkeiten. Les objets qu'il appelle point, droite ou plan devien-
nent ainsi des étres purement Jogiques qu'il est impossible de se repré
senter. On ne saurait s'imaginer, sous une forme sensible, ces points qui
ne sont que des systémes de trois séries. Peu lui importe; il lui suffit que
ce soient des individus et quiil ait des régles sires pour distinguer ces
individus les uns des autres, pour établir conventionnellement entre eux
des relations d'égalité ou d'inégalité et pour les transformer.

Une autre remarque : les groupes de transformations au sens de Lie
ne semblent plus jouer qu'un réle secondaire. Cest du moins ce quil
semble quand on it le texte méme de M. Hilbert. Mais, si 'on y regardait
de plus pres, on verrait que chacune de ces géométries est encore I'étude
d'un groupe. Sa géométrie non archimédienne est celle d'un groupe qui
contient toutes les transformations du groupe euclidien, correspondant
aux divers déplacemenis d'un solide, mais qui en contient encore d'autres
susceptibles de se combiner aux premiéres, d'apres des lois simples.

Lobatchevsky et Riemann rejetaient le postulatum d’'Euclide, mais ils
conservaient les axiomes métriques ; dans la plupart de ses géométries,
M. Hilbert fait I'inverse. Cela revient & mettre au premier rang un groupe
formé des transformations de I'espace par homothétie et par iranslation ;
et, i la base de la géométrie non pascalienne, c'est un groupe analogue
(ue nous retrouvons, comprenant non seulement les homothéties et les
translations de I'espace ordinaire, mais d'autres transformations ana-
logues se combinant aux premiéres d'aprés des lois simples.

M. Hilbert semble plutot dissimuler ces rapprochements, je ne sais
pourquoi. Le point de vue logique parait seul {intéresser. Etant donné
une suite de propositions, il constate que toutes se déduisent logiquement
de la premiére. Quel est le fondement de cette premiére proposition,
quelle en est T'origine psychologique? U ne s'en occupe pas, Et méme si
nous avons par exemple trois propositions A, B, C, et si la logique
permet, en partant de l'une quelconque d'entre elles, d'en déduire les
deux autres, il lui sera indifférent de regarder A comme un axiome et
d'en tirer B et C, ou bien, au contraire, de regarder C comme un
axiome et d'en tirer A et B. Les axiomes sont posés, on ne sait pas d'ou
ils sortent; il est donc aussi facile de poser A que C.

Son ceuvre est donc incompléte, mais ce n'est pas une critique que je
lui adresse. Incomplet, il faut bien se résigner a P'étre. Il suffit qu'il ait
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fait faire & la philosophie des mathématiques un progrés considérable
comparable & ceux que lon devait & Lobatchevsky, & Riemann, &
Helmholtz et & Lie. POINCARE.

Depuis I'impression des lignes qui précédent, M. Hitbert a publié une
note nouvelle sur le méme sujet (Ucber die Grandlagen der Geometrie,
Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften za Gottingen, 1902,
Heft 3). l semble y avoir fait une tentative pour combler les lacunes
que j'ai signalées plus haut. Bien que cette note soit fort succincte, on
y voit nettement percer deux préoccupations. D'abord il cherche & pré-
senter les axiomes de Tordre en les affranchissant de toute dépendance
de la géométrie projective; il se sert pour cela d’'un théoréme de M. Jordan.
Puis il rattache les principes fondamentaux de la géométrie  la notion
de groupe. H se rapproche donc de la facon de voir de Lie, mais il réa
lise un progrés sur son devancier, puisqu'il débarrasse la théorie des
groupes de tout appel aux principes du caleul différentiel.

FRAGMENTS DISPERSES DE VIBUX MANUSCRITS.

1. Entre Saint-Gall et Saint-Paul en Carinthie. — La Bibliothéque
conventuelle de Saint-Gall posséde, sous le n° 1395, les restes d’un beau
manuscrit des Evangiles, dont I'écriture semi-onciale peut remonter & la
fin du v* siécle. Copié sur deux colonnes de 24 lignes, avec I'indication,
en marge, des concordances ou sections d’ Ammonius, ce manuscrit con-
tient encore, malgré de graves mutilations, une bonne partie des quatre
l',\angéhstes selon la version de saint Jéréme Deux feuillets du méme
volume sont en la possession de la Société des Antiquaires de Zurich et
quatre ont été recueillis dans le manuscrit 2ga de la bibliothéque Va-
dienne ou de la ville de Saint-Gall.

Dans un monastére bénédictin d’Autriche, a Saint-Paul en Carinthie, j'ai
trouvé deux feuillets du méme manuscrit, relatifs au texte de saint Mathieu
et de saint Luc, placés en téte du recueil coté XXV d. 65. Le hasard a voulu
que le feuillet dont j'ai pris une photographie contienne un passage de
saint Luc (xxu1, 66-xxi, 7) qui est précisément la suite de la page 251
du manuserit de Saint-Gall (Luc, xxu1, 55-66) que j'ai fait aussi photogra-
phier. Cela me dispense d’exposer longuement les raisons paléographiques
qui suffiraient & établir I'identité de I'écriture des deux fragments(V),

¢ Voir la planche LXVI de mon Uncialis scriptura novis exemglic illastrate.



