
CINQUII);ME COMPLI~MENT ~i L'ANALYSIS SITUS. 

Par M. H. P o i n e a r 6 ,  /t Paris. 

A d u n a n z a  del  : z  n o v e m b r e  z9o3. 

J'ai dbj~t eu souvent l'occasion de m'occuper d'Analysis Skus; j'ai 
d'abord publi6 un m6moire snr ce sujet dans le tome du cc Centenaire 
du Journal de l't~cole Polytechnique ~); ce m4moire a 4t~ suivi de qua- 
tre compl~ments qui ont paru dans le tome XIII des (c Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo ~, dans le tome XXXVII des c( Pro- 
ceedings of the London Mathematical Society ~, dans le c~ Bulletin de 
la Soci6t~ Math~matique de France ~ en 19oi, et enfin dans le , Journal 
de Liouville,~ en I9oi. 

Je reviens encore aujourd'hui sur cette m~me question, persuad~ 
qu'on n'en pourra venir ~t bout que par des efforts rfip~t~s et qu'elle est 
assez importante pour les m~riter. 

Cette lois je me suis born~ ~ l'~tude de certaines varifit~s ~ trois 
dimensions, mais les m~thodes que j'ai employfies pourront ~tre sans 
doute d'un usage plus g~n~ral. En passant je me suis ~tendn assez lon- 
guement sur certaines propri~t~s des courbes ferrules que l'on peut tracer 
sur les surfaces ferm~es de l'espace ordinaire. 

Le r~sultat final que j'avais en vue est le suivant. Dans le second 
compl~ment j'ai montrfi que pour caract~riser une varietY, il ne suffit 
pas de connaltre ses hombres de BETTI, mais que certains coefficients 
que j'ai appel~s coefficients de torsion (second compl~ment, ~ 5, page 3ol) 
jouaient un r61e important. 
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On pourrait alors se demander si la consideration de ces coefficients 

suffit; si une vari&~ dont t o u s l e s  nombres de BETTI et les coeffi- 

cients de torsion sont ~gaux ~t I est pour cela simplement connexe au 
sens propre du mot, c'est-~Ldire hom~omorphe ~ rhypersph~re;  ou si, 
au contraire, il est n~cessaire, avant d'affirmer qu'une vari~t~ est sim- 

plement connexe, d'~mdier son groupe fonda.mentd, tel que je l'ai d~fini 
dans le , Journal de l't~cole Polytechnique ~, ~ 12, page 6o. 

Nous pouvons maintenant r@ondre ~t cette question; j'ai form6 en 
effet un exemple d'une vari6t6 dont tous les nombres de BETTI et les 

coefficients de torsion sont ~gaux ~ I, et qui pourtant n'est pas simple- 

ment connexe. 

:2. 

Je consid~re une vari~t~ V A m dimensions situ~e dans l'espace A 

k dimensions. Soit ensuite 

l'~quafion d'une surface ~ k - -  I dimensions situ~e dans ce m~me espace 

et que j'appellerai la surface q~(t); dans cette ~quation x~, x2, . . . ,  x k 
sont les coordonn~es d'un point dans l'espace ~ k dimensions et t un 
param~tre arbitraire tel que la surface ~0(t) se d~forme d'une mani~re 
continue quand t varie d'une mani~re continue. Je supposerai que la 

fonction 9 est uniforme de telle fa~on que par un point queiconque 

passe une surface 9 ( 0  et une seule. 
La surface q~(t) conpera V suivant un certain nombre de vari~t~s 

~t m -  I dimensions 

. . . ,  % ( 0  

dont l'ensemble formera le syst~me W(t). 
Quand t variera d'une mani~re continue de - -  co ,:t --I- o~, le syste- 

me W ( 0  variera d'une mani~re continue et engendrera la vari~t~ F. Si 
la vari&~ K est ferm~e, les vari~t~s w (t) le seront ~galement. 

Cela posfi, je vais d~finir ce que j'appellerai le squeIette de la va- 

ri~t~ V. A chacune des vari~t~s partielles w (t), w 2 ( O , . . . ,  wp(t) je 
ferai correspondre un point dans l'espace ordinaire. L'une des coordon- 
n~es de ce point, x par exemple, sera ~gale au param~tre t, les deux 
autres seront choisies arbitrairement, en s'assujettissant seulement aux 

conditions suivantes : 
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I ~ Si-deux vari&t&s w~(t), w i (t-Jr-~) sont tres peu diff6rentes l'une 
de l'autre, les deux points correspondants devront ~tre tres voisins Fun 
de l'autre. 

2 ~ I1 peut arriver que pour certaines valeurs de t, pour l-~-t  o par 
exemple, une des vari~t~s zc,(t) se d6compose en deux autres; dans ce 

cas par exemp!e la vari6t6 w~ (t o - - r  differera tres peu de l'ensemble 
des deux vari6t~s w (t o -1- ~) @ zv (t o @ ~). Duns ce cas, on dolt s'ar- 
ranger de fagon que les deux points qui repr6sentent ies deux vari4t6s 

w~ (t o q-~-) et w2(t o @ ~) qui r6sultent du d6doublement de w (t o - -~ ) ,  
que ces deux points, dis@, different tres-peu Fun de i'autre et tr~s-peu 
du point repr6sentatif de w (to - -  ~). 

Duns ces conditions, quand t variera d'une maniere continue, les 
points repr6sentatifs des p vari6t4s 

. . . ,  % ( 0  
engendreront p lignes continues 

L , ,  L=, . . . ,  Lp; 

du moins rant que le nombre p ne varie pus. Mais ce nombre peut va- 

rier pour t-~-to, si l'une des vari~t6s se d4compose en deux, ou si, au 
contraire, deux varifit~s se r6unissent en une seule. Duns le premier cas 
l'une des lignes L se bifurque, duns le second deux des lignes k se 
r6unissent en une seule. 

On obtient ainsi une sorte de r6seau de lignes, et c'est ce r~seau 

que j'appelle le squelette de V. J'ai tracfi ce r6seau dans l'espace ~t 3 di- 
mensions et non duns le plan, parce qu'on peut ainsi toujours 6viter 
que deux lignes se coupent en d'autres points que les points de bifur- 
cation. 

Si nous suivons l'une de ces lignes, L par exemple, d6crite par le 
point repr~sentatif de ~v (t), nous voyons que cette vari&6 w (t) reste 

constamment hom6omorphe ~ elle-m4me [et cela de telle fa~on que sur 
les deux vari6t&s tr~s voisines w, (t) et w~ ( t - t - e ) ,  deux points corre- 
spondants different tr~s peu Fun de l'autre] ta,zt que l'on ne passe pas 
par ~ e  valez~r de t telle q~e w (t) air un point singulier. 

Nous devons donc marquer sur les lignes de notre r~seau les points 
qui correspondent aux vari&fis w(t )  qui ont des points singuliers. Ce 

seront des points de division qui partageront nos lignes en trongons, 
mais rant qu'on suivra l'un de ces tronqons, la vari6t6 w (t) correspon- 
dante restera hom6omorphe Jt elle-mSme. 
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Remarquons que si l 'on consid~re une des valeurs t o qui corre- 
spondent aux points de bifurcation, et pour lesquelles une des vari&~s 
w~ se d&double, la vari&& w~(to) admet figalement un point singulier. 
Cela va donc nous obliger ~ &udier ces points singuliers. 

Mais avant de proc~der ~i cette &ude, je dois faire encore quelques 
remarques. Si je veux que la vari&~ K sok ferm~e, il faut d'abord que 
les vari&~s w (t) soient ferm~es elles-memes. La seconde condition c'est 

que, si l'une de mes lignes L aboutit ~t un cul de sac, de telle fat on 
qu'elle s'arr&e pour t = t par exemple, la vari&~ correspondante tende 

se r~duire :i un point quand t tend vers t ,  c'est-~t-dire quand on se 
rapproche du cul de sac. 

En second lieu, j'ai dit que je choisissais la fonction 9 uniforme, 

de telle fagon que par un point de l'espace passe une surface 9 = t et 
une seule. Dans ces conditions le syst~me W(t) n'est pas quelconque. 

Cette restriction ne m'a pas emp&h~ de montrer que route vari&& V 
est susceptible de ce mode de g~n&ation, mais on peut s'en affranchir, 

et consid~rer un syst~me quelconque W(t) de vari&~s ferm&es 

. . . ,  % ( 0  

pourvu que ces varifitfis varient d'une mani~re continue avec t, en sup- 
posant bien entendu que pour certaines valeurs de t, une de ces vari&~s 
puisse se rfiduire ~ un point, ou se d&omposer en deux autres. 

Dans ces conditions le syst~me W ( t )  engendrera encore une va- 

ri&6 F et on pourra en d6finir le squelette d'apr~s les m~mes principes 
auxquels il n'y aura rien k changer. 

I1 y a cependant un cas o/1 on pourra avec avantage y faire un 

lfiger changement. J'imagine que pour deux valeurs de t, par exemple 
pour t =  o et pour t = - 2 %  le syst~me W(t) soit le m~me, ou mieux, 

j'imagine que les deux syst~mes Hz(t) et W(t-I-" 2~) soient identiques. 
I1 suffit alors de faire varier I de o ~t 2 % et il convient par consfiquent 
de choisir le point reprfisentatif de h vari&& w (t), non plus de telle 

t Y fa~on que i'on ait x =--t, mais de telle fa~on que arc g-~----~ t, c'est-~- 

dire que les points repr~sentatifs de w(t) et w(t-o r- 2~v) puissent &re 

identiques. 
Si nous supposons par exemple que W(t) se r~duise ~t une seule 

vari&& w (t), le squelette de g se r~duira darts ces conditions ~t une 

courbe ferm~e. 
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Pour prendre un exemple tout ~ fait simple, consid~rons un tore 
qui sera notre vari~tfi F et regardons-le comme engendr~ par son cercle 
m&idien qui sera notre vari&~ w (t), identique ~t w( t  + 2 r~). Avec nos 
nouvelles conventions, le squelette de ce tore se r~duit k une courbe 

fermfie. 
Abortions maintenant l'&ude des points singuliers des vari&fis w ( 0 .  

La portion d'une de ces vari&6s voisine du point singulier pourra ~tre 
repr~sent~e par les fiquations suivantes: 

x~ = +~(y~, y~, . . . ,  yq) ( i =  ~, 2 . . . .  k) 

~h(J~, Y~, " ' ' ,  Yq) ~ 0 (h---I,2 . . . . .  q - - m ) ,  

auxquelles il conviendrait d'adjoindre certaines in~galit~s dont nous 
n'avons pas ~t nous occuper. 

Dans la rLgion envisag~e, les fonctions q~ et + sont holomorphes. 

Nous pouvons toujours supposer que le point singulier correspond 

y ,  = y ,  ----- . . .  "= y -= o 

et que pour cette valeur les d+riv~es partielles du ier ordre des fonctions 

~? ne sont pas toutes nalles, s a u f  po#r l 'une d'entre elles % .  

Alors, des +quations 

~= ~ ~3 ~--- " '"  - -  ~q-,. - -  o 

nous pourrons tirer tons les y en fonctions de m + I d'entre eux, 
lesquelles fonctions resteront holomorphes dans le voisinage du point 
singulier. Je remplacerai donc les y par les expressions ainsi trouv4es 
de sorte que tout se trouvera exprim6 en fonction de m @  I des quan- 

tit6s 3', par exemple de y ~ ,  y . ,  . . . ,  y . . . .  et que nos 6quations pren- 
dront la forme:  

. . . ,  y . . . .  ) 

~ , ( Y , , Y = ,  . . . , Y  . . . .  ) = o. 

La fonction 9, est d~veloppable suivant les puissances des y e t  ce 

d6veloppement commence par des termes du 2 a degr6 dont l'ensemble 
constitue une forme quadratique 

f (Y,  , Y= , . . . ,  y, ,+,).  

I1 est inutile d'envisager les points singuliers des autres types; car 

s'il y e n  avait, il sut:firait pour les fake disparaltre de changer tr+s peu 
la fonction ~(x~, . . . ,  xk) qui d~finit les surfaces q0(t), du moins si 
l'on suppose que la vari&+ g est elle-m~me d+pourvue de point singulier. 

Rend. C~rr Matem. Palermo, t. XVIII ( ~ 9 o 4 ) , -  Statmpato il t8 genn~.io i9o 4. 7 
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Nous sommes ainsi amends -4 +tudier le c6ne du second degr~ 

f ( y , ,  y=, . . . ,  y,.+,) = o 

dans l'espace -4 m + I dimensions des y, et son intersection avec l'hy- 

persph6re 
+ + - "  + y L ,  = 

Soit C cette intersection. Tout  d&pendra du nombre des dimensions 

et du nombre des carr+s positifs et n~gatifs dans la d&omposition de 

la forme f e n  une somme de carr&. 
Nous pouvons toujours par un changement de coordonn~es ramener 

f -4 la forme:  

les coefficients .4 et B &ant positifs, de facon qu'il y ait q carr& posi- 

tifs et m q - i - - q  carr& n6gatis et que l'indice i varie de I -4 q et 

l'indice k de q + I .4 m- ] -x .  

Je puis &rire alors: 

d'ora 
y~ --- ~i?,, y~ = ~k),, 

les ~ &ant des solutions quelconques des ~quations: 

On en d~duit: 
�9 2 

En tenant compte des +quations ( i )  on verra que les limites sup+- 

rieure et inf+rieure de ~__~'~ sont les inverses du plus petit et du plus 

grand des coefficients A. On trouvera de m ~ m e  une limite sup&ieure 

et inf~rieure de ~k-~--'= On eu conclura que X est une fonction continue 

des ~ [suppos+s li+s par les ~quations (z)] et que cette fonction ne pent 

ni s'annuler ni devenir infinie. Nous pouvons donc supposer que 1 reste 

toujours positif; et alors t sera une fonction continue et parfaitement 

determin+e des -~; il en sera donc de m&ne des y. 

Plusieurs cas peuvent se pr+senter : 

z ~ Si q est nul ou 6gal .4 m n  t - I  de fa~on que t o u s l e s  carr+s 

soient de m~me signe, il est clair que le c6ne se r+duit ~t un point et 

que C n'existe pas. 

2 ~ Si q n'est pas ~gal k z, on pourra passer d'une facon continue 
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d'une solution quelconque de l'6quation ~-- A ~  = z ~ une autre solu- 

tion quelconque; si au contraire q = I, cette 4quation ne comportera 

que deux solutions : ~, - -  -1- I _ _ ~ - ~  et on ne pourra passer de l'une ~i 

l'autre d'une mani~re continue. 

De m~me si q n'est pas 4gal k m, on pourra passer d'une fa~on 

continue d'une solution quelconque de l'~quation Y B ~ =  I ~ une 

autre solution quelconque; si au contraire q = m ,  l'~quation n'aura que 

deux solutions et le passage sera impossible. 

Outre le cas examin& plus haut, il y e n  a donc 3. 

Si I ~ q ~ ,7r C est d'un seul tenant. 

Si I = q ~ m ,  ou si I < q = m ,  C se compose de deux mor- 

ceaux. 

Si I = q ~---rn, C se compose de quatre morceaux, ou mieux se 

r&duit k quatre points discrets. 

Duns ce dernier cas on a m = z, et ta varlet6 F n'a que deux di- 

mensions; cela nous avertit que nous allons rencontrer une difference 

entre les vari&& de deux on de plus de deux dimensions. 

Supposons d'abord que F air deux dimensions (m = I ) ;  nous 

pouvons avoir alors: 

i ~ q = o  ou q -=2 .  Duns ce eas C n'existe pus; qnand t passe par 

la valeur qui correspond ~ un pardi point singulier nous voyons une 

nouvelle vari&t~ w ( 0  apparaitre (on disparaitre): elle se r~duit d'abord 

un point, puis k une petite courbe ferm&. Ce point singulier corre- 

spond donc ~t un cul de sac du squelette. 
2 ~ q - -  I. Duns ce cas C se r~duit ~t 4 points que je puis num&oter 

I, 2, 3, 4. La vari&6 zv (0  se r6duit ~t une courbe qui admet, comme point 

singulier, un point double ordinaire o/1 se croisent deux branches de 

courbe qui sont les branches i.  3 et 2. 4. Je suppose que le point sin- 

gulier se pr6sente pour t = o ;  j'appdlerai I ' ,  2', 3', 4' les points de la 
vari&~ eo(l) qui, pour des valeurs de t tr~s petites, sont respectivement 

tr~s voisins des points I, 2, 3, 4 de la vari6t~ w(o) .  

Je commence par observer que la branche de courbe qui, partie du 

point double va au point I, dolt revenir au point double, puisque toutes 

nos courbes sont ferm6es; il peut y revenir par un des trois autres 

points 2, 3, 4- I1 en r4sulte que nos points I, 2, 3, 4 sont associ& 

deux ~t deux, par exemple I avec 2, et 3 avec 4, de telle fa~on que l'on 
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puisse aller de I ~t 2 et de 3 ~- 4 en suivant la courbe w ( o )  et sans 
passer dans le voisinage du point double. De m~me on pourra aller de 

I '  k 2' et de 3' "~ 4' en suivant la courbe w( t )  et sans passer dans le 
voisinage du point double, et cela pour toutes les petites valeurs de t, 

qu'elles soient positives ou n~gatives. 
Maintenant, si nous consid~rons le voisinage du point double, nous 

voyons que pour t ~ o ,  par exemple, on peut passer de I '  ~ 2' et de 

3' k 4' en suivant w (0  et en passant pros du point double, tandis qu'on 
ne peut pas passer de la sorte de I '  k 4' et de 2' ~ 3'. Au contraire, 

pour t ~  o, on peut passer de I '  ~ 4' et de 2' ~ 3', mais pas de I '  

2' et de 3' ~t 4'. 
I1 en r~sulte que pour t ~ o, les branches envisag~es de ~u (t) for- 

ment deux courbes ferrules distinctes, tandis que pour t ~  o, riles n'en 

forment plus qu'une. 
Notre point singulier correspond donc ~ une bifurcation du squelette. 

I1 e n e s t  de m~me si I est associ~ avec 4, et 2 avec 3. 
Mais supposons maintenant que I soit associ~ avec 3, et 2 avec 4. 

Nous voyons alors que pour t ~ o ,  comme pour t ~  o, notre vari&~ 
w ( 0  se r~duit ~i une seule courbe ferrule; seulement pour t ~  o cette 

courbe passe successivement par les points ~' 3 '4 '  2' ~', et pour t ~ o 
par les points I '  3' 2 '4 '  I ' .  Notre point singulier ne correspond plus alors 
~i une bifurcation. 

Mais je dis que, dans ce cas, la vari~t~ V e s t  unilat~re. 
Pour nous en rendre compte, prenons une surface ferrule quel- 

r k deux dimensions (bilat~re ou unilat~re) d~composons-la (en la 
laissant d'un seul morceau) de fa~on ~ pouvoir la d6velopper sur un 
plan; nous obtiendrons ainsi un polygone, analogue aux polygones fu- 
chsiens, dont les c6t~s seront conjugu6s deux fi deux, deux c6t~s conju- 
gu~s correspondant aux deux l~vres d'une m~me coupure. 

Soient A B et A' B' deux c6t~s conjugu~s, de telle fa~on que le 
sommet A soit conjugu~ de ,4' et le sommet B de B'. Si en al!ant de 
_~ en B ou ~t l'int~rieur du polygone, ~ sa gauche par exemple, et si en 

allant de ~ '  en B'  ou ~l l'int~rieur k sa droite, nous dirons que la conju- 
gaison est directe. 

Si au contraire en allant de A en B ou ~t l'intbrieur ~ sa gauche, 

et si en allant de A' en B' ou ~t l'int~ri~ur ~galement ~ sa gauche, nous 
dirons que la conjugaison est inverse. (Cette convention surprendra d'a- 
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bord mais die se justifie avec un peu de r6flexion). Cela pos6, si toutes 
les paires de cht6s sont conjugu6s directemen* (ainsi qu'il arrive pour les 
polygones fuchsiens) c'est que la surface d'o6 l'on 6tait parti 6tait bi- 
lat4re. Si pour une paire de c6t6s, la conjugaison est inverse, c'est que 
cette surface 4tait unilat4re. 

Supposons par exemple que notre polygone soit un rectangle dont 
les sommets se succhdent dans l'ordre circulaire A B  C D et dont les 
c6t6s oppos& soient conjugu,'s. Si d B  est conjugu6 de D C, et A D  de 
B C, la conjugaison est directe, et le polygone peut 6tre regard6 comme 
provenant du d4veloppement d'un tore, surface bilat~re. Si A B e s t  
conjugu4 de CD, et A D  de B C, la conjugaison est inverse pour l'une 
des paires et directe pour l'autre, et le polygone provient du d6velop- 
pement d'une surface unilat4re analogue k celle de MOBIUS. Si A B  est 
conjugu6 de CD, et A D  de CB, la conjugaison est inverse pour les deux 
paires et le polygone provient du d6veloppement du c( plan projectif ~ 
qui est une surface unilathre. 

A , 

, r 3'E~A ' 

/ r  

Fig. i. 

Cda pos6, appliquons ces r4gles ?t notre vari&6 V, d&oupons-la 
et appliquons-la sur un plan de fa~on ~ obtenir notre polygone. Je ne 
repr6sente sur la figure que la partie du polygone qui nous int&esse. 
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Nous avons en O le point singulier; les lignes CHD, AEB, C'H'D', 
A ' E ' B '  repr&entent une portion du contour du polygone. Les deux 
lignes E~ 03E' et HzO4H' qui se croisent en O sont le d4veloppe- 

ment de la courbe w(o) .  Les lignes B I'2'C, B'3'4'C' sont le d6velop- 

pement de la courbe w(t) pour t ~ o .  Les lignes D2'3'A' et D'4'I'A 
sont le d6veloppement de la courbe zu(t) pour t ) o .  Par hypothese 

cette courbe w( t )  se ferme sur rile m4me de fagon que la branche I '  

se raccorde ~ la branche 3' et la branche 2' ~ ia branche 4'- Donc 

d dolt venir se recoiler ~t ti', c'est-s que A est conjugu6 de A' et 

de m~me B de B', C de C', D de D'. Ainsi, sur notre polygone, .,'IB 
est conjugu6 de d'B', et CD de C 'D ' ;  12 conjugaison est inverse. Donc 

notre surface est unilat~re, c. o_. F. D. 

Si donc U a deux dimensions et est bilat~re, son squelette n'aura 

d'autre point singulier que les culs de sac et les bifurcations. C'est lk le 

secret de la simplicit6 relative de l'Analysis Situs des surfaces ordinaires. 

J'arrive aux vari6t& K ~ 3 dimensions (m = 3) auxquelles je me 

bornerai pour le moment. Nous avons encore g distinguer deux cas: 

I ~ q = o  ou q =  3; alors C n'existe pas, et le point singulier cor- 

respond ~ un cul de sac du squelette. 

2 ~ q = I ou q = 2; alors C se compose de deux morceaux; la va- 

ri&6 w(o)  pr&ente un point conique ordinaire (si le point singulier cor- 

respond ~ t =  o);  les parties de cette vari&& voisines du point singulier 

sont assimilables ~ un c6ne du 2 d degr6 ordinaire. Donnons maintenant 

~t t des valeurs tres petites. Les parties de zu (t) voisines du point sin- 
gulier seront assimilables, par exemple, ~ un hyperboloide ~ une nappe 

pour t ~  o et ~ un hyperboloide ~ deux nappes pour t ~  o. 

Consid&ons l'ellipse de gorge E de i'hyperbolo~de ~ une nappe; 

cette ellipse pour t = - - r  (o~ r est positif et tres petit) est un cycle 

ferm6 tr~s petit track sur w (t);  pour t = o ,  die se r4duit ~t un point et, 

pour t = -J- ~, elle disparalt. 
Ce que nous avons appel6 C (intersection du c6ne et de l'hyper- 

sphere) se compose M de deux courbes ferm&s (on est dans le cas de 

q ~---I, ou q = m), et nous devons distinguer deux cas, ou bien on ne 

peut pas passer d'une de ces deux courbes ferm&s ~t l'autre en restant 

sur w (r et sans passer duns le voisinage du point singulier, ou bien 

ce passage est possible. 

Duns le premier cas, l'ellipse E partage la vari&4 w ( - - ~ )  en deux 
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parties, car on ne peut pas passer du voisinage de l'une des courbes C 

au voisinage de l'autre courbe C sans passer duns le voisinage du point 
singulier, c'est-~-dire sans couper l'ellipse de gorge E. On aura donc sur 

E ,'--, o. 

Duns le second cas, au contraire, E n e  divisera pas w ( - - ~ ) .  

Duns le premier_cas, les nappes de w( t )  qui vont passer dans le 

voisinage du point singulier forment une seule surface ferm~e pour 

t = -  ~ puisqu'on peut toujours passer d'un point ~ l'autre d'une de 

ces nappes et en particulier du voisinage de l'une des courbes C ~t celui 

de l'autre en traversant t'ellipse E. Au contraire pour t = - [ - * ,  elles 

formeront deux surfaces ferm6es, puisque on ne peut plus passer d 'une  

des courbes C A l'autre. 

Duns ce premier cas, notre point singuIier correspond donc it utle bi- 
furcation du squelette. 

Duns le second cas, au contraire, ces nappes de w( t )  forment tou- 

jours une seule surface ferm+e, aussi bien pour t = -  r que pour 

t-~--J-r puisqu'on peut touiours passer d'une courbe C ~ l'autre sans 

passer pr+s du point singulier. 

Duns ce second cas, notre point singulier ne correspond pus it une bi- 
furcation. 

Ce second c.as se subdivise lui-m~me. Consid+rons un chemin .per- 

mettant de passer d'une courbe C ~ l'autre sans passer pr+s du point 

singulier. Quand on suivra ce chemin, si t'on veut conserver la forme 

des ~quations, il faudra de temps en temps changer de variables et rein- 

placer les variables y, par d'autres variables y' ,  puis les y '  par de nou- 

velles variables y" ,  etc. Nous supposerons touiours que ces changements 

de variables aient &+ I~its de telle sorte que le d&erminant fonctionnel 

des nouvelles variables par rapport aux anciennes soit positif. Soient ~,, 

~i~, - - . ,  ~ ..... Ies variables finales quand on reviendra duns le voisinage 

du point singulier. Nous aurons donc les x eta fonctions des ~, mais 

comme duns le voisinage du point singulier, nos fiquations qai donnent 

les x en fonctions des y redeviennent valables, les s6ries redevenant con- 

vergentes, nous aurons les ~ en fonctions des y ;  deux cas peuvent donc 

se presenter selon que le d&erminant fonctionnel des ~ par rapport aux 

y est positif ou n~gatif. Dans le premier cas le chemin est bilat~re, duns 

le second cas unilat+re. C'est ce que j'ai expliqu+ duns l'Analysis Situs, 
en d6finissant les vari&+s unilat~res. 
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Alors, s'il existe des chemins qui permettent de passer d'une courbe 
C ,4 l'autre sans passer darts le voisinage du point singulier: ou bien 

tous ces chemins seront bilatSres, ou bien les uns seront bilat~res et les 

autres unilatSres, ou bien enfin ils seront tous unilat~res. 

Pour le moment nous nous bornerons au cas o.t~ routes les surfaces 
w(t)  seront bilat~res. Tous nos chemins, s'ils existent, seront donc bi- 
lat~res. 

Nous savons que pour une surface biIat~re, le hombre de BETTI est 
toujours impair. Si donc une surface bilat6re est 2 p - ~ - I  lois connexe, 
die admettra 2p cycles distincts, c'est-~-dire dont aucune combinaison li- 
n~aire n'est homologue ~ zfiro. Envisageons donc les 2p cycles de la 
surface w ( - - ~ ) ,  nous ferons d'abord entre eux une distinction, ceux 
qui rencontrent l'ellipse de gorge E et ceux qui ne la rencontrent pas. 
Si un cycle K rencontre E, nous devrons distinguer les points de ren- 

contre en deux oat~gories suivant le signe d'un certain d&erminant, ainsi 

que je l'ai expliqu~ clans l'Analysis Situs, page 33. Nous d~finirons ainsi 
le nombre N ( K ,  E) (Cf. Analysis Situs, page 35), qui sera la diff&ence 
des nombres des points d'intersection des deux catfigories. Si le hombre 

N relatif au cycle K est nul, fe cycle K sera homologue ~t un cycle 
qui rencontre E. Si, an contraire, ce nombre N n'est pas nul, tous les 
cycles homologues ~t K rencontreront E. 

Qu'arrive-t-il alors, quand t variant d'une fagon continue passe de la 
valeur - - ~  ,'t la valeur -]i ~ ? On pourra trouver sur w ( q - e )  une ligne 
K'  infiniment peu difffirente du cycle K track sur w ( - - s ) ;  seulement 
si K ne rencontre pus E la ligne K' est ferm~e et constitue un nouveau 
cycle sur w (e); si au contraire K rencontre 27 la ligne K'  ne peut &re 

ferm&e. Donc pour qu'il y ait sur w(e )  des cycles infiniment peu dif- 
f+rents d'un cycle homologue ~ K, il faut et il sufiqt que le nombre 

N ( K ,  E) soit nul. 
En d'autres termes t o u s l e s  cycles pour lesquels ce nombre n'est 

pas nul, disparaitront quand t passera de ---~ ~ -t-~, tous les  autres 
subsisteront. 

Soit K un cycle de w ( - - ~ )  qui subsiste, et K '  le cycle correspon- 
dant de w(e) .  

Dans quels cas aura-t-on: 

K'  ,'--' O? 

Si l'on a K',--,  o, il existera sur w (~) une aire A' limit6e par K';  
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on pourra trouver sur w ( - -  ~) une aire A infiniment peu diff6rente de 

A', et cette aire sera limit6e par K seulement ou pa r  K et par l'ellipse 

de gorge E, de sorte qu'on aura 

K , - . , o  ou K~.~E. 

J'ajoute que si nous tra~ons sur w (~) un cycle quelconque K' ,  

nous pourrons toujours trouver sur w ( - - e )  un cycle K qui en diff6re 

tr6s-peu, et que l'on ne peut avoir K,~., o sans avoir K',-.~ o;  car s'il 

existe sur w ( - - e )  une aire A limit~e par K, i[ existera sur w (~) une 

aire A' iimit~e par K'  et tr6s-peu diff~rente de A. 

Donc, quand t passe de - - e  ~ @ e, certains cycles peuvent dispa- 

raitre, mais des cycles nouveaux ne peuvent pas apparaltre, certains cycles 

peuvent devenir homologues ~t z~ro, mais aucun cycle ne peut cesser de 

l'6tre, de sorte que le nombre de BETTi 2 p - ~ - I  peut d~crokre, mais 

ne peut pas croltre. 

II r~sulte de 1~ que deux cas seulement peuvent se pr&enter : 

I ~ ou bien E, ' -~o sur w ( - - ~ ) ;  dans ce cas nous avons vu que 

quand t passe de - - ~  ~ + , ,  la vari~t~ w(t) se d6compose en deux 

a u t r e s .  

Les cycles de w ( - - ~ )  ne peuvent pas disparaltre; en effet comme 

on a E , - - ,o ,  on aura N(K, E ) = o  pour tons les cycles K. De plus 

aucun de ces cycles K ne peat devenir homologue ~t z&o. Nous avons 

vu en effet quelles 6talent les nouvelles homologies qui pouvaient s'in- 

troduire entre les cycles K par suite du passage de ~ de - - ~  ~t -1-*; 

on peut toutes les dfiduire de l'homologie nouvelle E ,--, o ;  et en effet 

nous avons dit que pour que l'on ait K',---,o sans avoir K,..,o, il faut 

que l 'on ait K,- - ,~ .  Or dans le cas qui nous occupe nous avons E,-- ,o  

aussi bien sur w ( - - e )  que sur w(~). I1 ne s'incroduit donc pas d'ho- 
mologie nouvelle. 

Le nombre total des cycles distincts demeure doric le m~me; si 

w ( - - e )  est 2 p - [ - I  lois connexe, w(e)  se d&omposera en deux sur- 

faces qui seront respectivement 2 p ' - [ - I  fois et 2 p " q - I  lois connexes, 

oa p' + p "  = p .  
2 ~  le second cas on n'a pas E , - . ,o  sur w ( - - e ) ,  nous avons 

vu que dans ce cas w(t) ne se d6compose pas; nous supposons que 

w ( - - ~ )  est 2 p - 1 - I  lois connexe et poss6de 2 #  cycles distincts. Au 

moment off t devient positif, certains cycles K disparalssent ; ce sont 

ceux qui sont tels que N(K, E) ne soit pas nul. Mais .si l 'on a deux 

Rend. Circ. MaC;era. PMermo, t. XVIII ( i 9 o 4 ) . -  Stampato il x 9 gennajo xgo 4. 8 
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cycles K et K= tels que 

N ( K ,  E)  = m, ,  N ( K = ,  E) = m=, 

a l o r s  Oll a u r a  : 

N(m=K - -  m,K=, E) = o, 

de sorte que le cycle m~ K - - m ,  K 2 ne disparalt pas. I1 r~sulte de 1.~ 

que tous les  cycles qui disparaissent sont toujours une combinaison li- 

n&ire de l'un d'entre eux et des cycles qui ne disparaissent pas. Le 
nombre des cycles distincts dirninue donc de ce fair d'une unit~, et 
d'une seule. 

D'autre part, entre les cycles subsistants, s'introduit une homologie 
nouveUe, et une seule, 

E,-.a O, 

de sorte que le nombre des cycles diminue encore d'une unit& 

En r&sum6, le nombre total des cycles disfincts diminue en tout de 
deux unit~s, de sorte que w(~)  est 2 p -  I lois connexe. 

$3. 

Avant d'aller plus loin, nous devons rappder bri~vement ce que l'on 
salt sur les surfaces k deux dimensions, on plut6t celles des propri&& 
de ces surfaces qui nous seront utiles dans la suite; je commencerai par 
les surfaces bilateres. 

On salt qu'une surface ferm~e bilat~re 2p-~-I  lois connexes admet 

2p cycles distincts. Soient 

C,,  C=, . . . ,  C~p 

2p cycles fondamentaux de la surface, choisis de telle fagon que tout 

cycle de la surface soit homologue ~ une combinaison lin&aire de ces 
2p cycles. 

Soient maintenant : 

x ,--, y x ,  c,,  r =  y y ,  

deux de ces combinaisons lin6aires off les coefficients x et y sont des 

entiers quelconques. Envisageons le nombre N(X, Y) relatif aux inter- 

sections de ces deux cycles X et Y; ce nombre est ~gal 

N(X, Y) = F(x, y), 

F(x, y) &ant.une forme bilin~aire par rapport aux variables x et y. 
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Cette forme a tous ses coefficients entiers, elle change de signe quand 

on permute x et y de sorte que 

r (x, y)  = - F (y, x ) ,  

enfin son discriminant est 6gal ~ I. 

On peut choisir les cycles fondamentaux C (et cela d'une infinit~ 

de mani~res) de telle fa~on que la forme F(x, y) soit rgduite, c'est-zi- 

dire qu'elle se r~duise 

x y 2 - -  x2y ,  q -  x3y  ~ ~ %Y3 q -  xsY6 - -  x~Ys -Jr- . . .  

On volt que si la forme F est r~duite, N(CI, C~) sera nul si les 

indices i et k sont de m~me parit+; c'est-k-dire que, si i et k sont de 

m~me parit6, les cycles C~ et C~ ne se couperont pas, ou seront homo- 
logues ~i des cycles qui ne se coupent pas. 

I1 nous sera souvent utile dans la suite de remplacer notre surface 

par un polygone fuchsien; cela peut se faire de deux mani6res. Suppo- 

sons que la forme F 6tant r~duite, on consid6re les p cycles de rang 
impair 

C, C3,..., C~_~, 
qui, nous pouvons le supposer, ne se coupent pas. 

Voici d'ailleurs comment on peut se rendre compte de la g~n6ration 

de ces cycles. Formons le squeIette de notre surface; ce squelette sera 

un r~seau off l 'on pourra d6crire p chemins ferm+s distincts ; en choisis- 

sant convenablement p points sur ce r+seau, les p chemins ferm+s seront 

coup~s, le r+seau restant n~anmoins d'un seul tenant. Chacun de ces 

points repr6sentera une conrbe ferrule [qui sera la vari+t6 w(t) du 

pr+c~dent]. Nous aurons donc p courbes ferm+es qni n 'auront aucun 
point commun et qui seront nos p cycles 

C ,  C 3, . . . ,  C~p_,. 

D~coupons notre surface suivant ces p courbes; elle reste d'un seul 

tenant, mais elle petit maintenant 8tre d~velopp6e sur un plan, et apr6s 

le d~veloppement elle se r~duira ~t une aire plane, limlt6e par 2p cour- 

bes ferrules. Une de ces 2p courbes la limite ext~rieurement et les autres 

int+rieurement. Ces 2p courbes sont conjugu~es deux ~t deux, deux cour- 

bes conjugu~es correspondant aux deux 16vres d'une m~me coupure. Cette 

aire sera ainsi assimilable ~t un polygone fuchsien de la 3 ~ famille; et 

on pourra avoir avantage ~ envisager le groupe fuchsien qu'il engendre, 

et la d+composition du plan en une intinit~ de polygones congruents 
au polygone g~n~rateur. 
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Supposons maintenant que nous d6coupions notre surface suivant 
les 2p cycles. Les 2p cycles auront pu &re trac& de fa~on :l passer 

tous par un m~me point et ~ n'avoir pas d'autre point commun. Si, 
apr~s ce d&oupage, on d~veloppe la surface sur un plan, on obtiendra 
un polygone de 4P c6t& conjugu& deux ~t deux, et assimilable :i un 
polygone fuchsien de la i *re famille. Nous pourrons choisir ce polygone 
fuchsien (qui n'aura qu'un seul cycle de sommets), de telle facon que 
h somme de ces angles soit ~gale ~i 2 ~. Si la forme F est r~duite, ia 

Ioi de conjugaison des c6t~s sera la suivante: I avec 3, 2 avec 4, 5 
avec 7, 6 avec 8, 9 avec I I, io avec 12, etc. Ici aussi il y aura lieu 
d'envisager le groupe fuchsien et la d~composition du cerde fondamental 
en polygones congruents. 

Mais ici se pose urle question qui v a n o u s  arr~ter quelque temps. 
Le groupe fuchsien en question n'est autre chose que ce que j'ai appel~ 

la page 6o de i'Analysis Situs le groupe fondamental de la surface. 
La notion de ce groupe est fbnd~e sur la notion d'gquivalence des cycles 

et sur la distinction entre cette notion et cdle d'homologie (Cs pa- 
ges I8 et 62 de l'Analysis Situs). 

Consid6rons deux cycles K, et K'; partant d'un m~me point M e t  
y aboutissant, j'6crirai ~ l'6quivalence ~) : 

K ~ -  K'  

si l'on peut 15asser de Fun ~ l'autre par d6formation continue et sans 
quitter la vari~t& envisag6e. Ii pourra se faire alors que le cycle K'  
venant repasser plusieurs lois par le point initial M se d&ompose en 
plusieurs autres et 6quivale ainsi ~ plusieurs cycles cons~cutifs K ,  If=, 
K 3 se succ6dant dans l 'ordre indiqufi; nous pourrons alors &rire:  

+K +K,, 
mais nous n'avons pas te droit d'intervertir l 'ordre des termes et d'& 
crire par exemple: 

K ~ -  K -I- K .-I-- K ~. 

C'est precis~ment ce qui distingue les ~quivalences des homologies; 
dans ces derni~res on a l e  droit d'intervertir cet ordre de sorte que de 

l'~quivalence 
K ~ K , . - 3 v K = - - ~ K ,  

nous avons le droit de dSduire non seulement l'homologie : 

g,..,g,+g,+g, 
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mais encore Phomologie: 

K ,.., K, mL K3 mt- K ~ . 

De m~me supposons que K', au lieu de partir du point M, parte 
d'un autre point M' et y aboutisse. Soit L un chemin quelconque allant 
de M en M'. Alors le cycle L--~ K ' - - L  ira comme K de M en M. 
Supposons qu'on ait l'~quivalenae: 

K ~ L  @ K ' - - L ,  

comme nous n'avons pas le droit d'intervertir l'ordre des termes, nous 
ne pouvons en conclure l'~quivalence K ~---K', mais seulement l'homo- 
logie K r K'. 

Ainsi dans les homologies, les termes se composent d'apr~s les 
r~gles de l'addition ordinaire; dans les fiquivalences, les termes se com- 
posent d'apr&s les m~mes r&gles que les substitutions d'un groupe; c'est 
pour cela que l'ensemble des ~quivalences peut pour ainsi dire &re sym- 
bolis~ par un groupe qui est le groupe fondamental de la vari&~. 

Dans le cas qui nous occupe, envisageons le cercle fondamental 
d&omposfi comme nous l'avons dit en polygones fuchsiens congruents. 
Chacun de ces polygones a 4P c6t&. Un cycle quelconque sera repr& 
sentfi soit par une ligne ferm~e, soit par une ligne allant d'un point du 
plan ~t un autre point <c congruent ~) (c'est4-dire transform& du premier 
par une des substitutions du groupe fuchsien). 

Dans le I ~ le cycle est fiquivalent k z~ro, dans le second il ne 
Pest pas. 

Le groupe fondamental est alors ie groupe fuchsien lui-m&me, groupe 
d&i% des 2,0 substitutions correspondant aux 2p cycles fondamentaux 
C~; dans le cas oft la forme F ~tant rfiduite, la loi de conjugaison des 
c6t& du polygone fuchsien est celle que j'ai dire plus haut, on a entre 
les 2p cycles une seule fiquivalence qui s '&rit:  

o =_ c ,+c=-q- -c=+ c3+ q-c3-c4+c +c 

Cette &quivalence suffit pour d~finir le groupe fondamental. 
On pent chercher ~ former un cycle qui soit homologue ~t z&o 

sans ~tre ~quivalent ~t z&o. On volt d'abord qu'il ne pent y e n  avoir 
s i p  --- I, car alors l'~quivalence que je viens d'&rire devient 

c ,+c==c ,+c ,  
et signifie que deux cycles quelconques sont permutables (an point de 
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vue de l'~quivalence). On salt d'ailleurs que dans ce cas, les foncfions 

fuchsiennes se r~duisent aux fonctions elliptiques, le groupe fuchsien a 

toutes ses substitutions permutables. 

Si p ~ I, supposons que la loi de conjugaison des c6t& soit celle 

que nous avons dite plus haut, c'est-s I avec 3, 2 avec 4, etc. 

Soient o et I les deux sommets du c6t~ ~; soient I e t  2 ceux du c6t~ 

2, etc.; soient enfin 4 P -  I et 4P = o, ceux du c6t~ 4P- Joignons les 

sommets o et 4 par une ligne restant ~ l'int&rieur du polygone. Cette 

ligne repr&entera un cycle qui sera ~quivalent ~, 

II sera donc homologue ft. z~ro; mais il ne sera pas +quivalent ~t 

z~ro. 

Ayons recours maintenant ~ l'autre mode de repr&entafion; repr& 

sentons donc notre surface par un polygone fuchsien de la 3 e famille 

limit6 par 210 courbes ferm&s conjugu6es deux k deux, l'une d'elles li- 

mitant le poiygone ext&ieurement, les autres int&ieurement. 
Soit k l'une de ces courbes ferm&s, correspondant au cycle C=, 

soit k' sa conjugu&. Soit M un point de l', M' le point correspondant 

de k'; joignons M fi M'  par un trait M P M '  qui correspondra au cycle 

C x . Tra~ons maintenant ~ l'int&ieur du polygone une courbe ferm6e K 

enveloppant k et k', mais n'enveloppant aucune des autres courbes qui 

forment le contour du polygone. 

Soit ~2 un point sur k d'ofl part et off aboutit ce cycle. Soit L 

une ligne allant de Q en M. Ii est clair qu'on aura l'6quivalence : 

K~--~ L-I-- k q-  M P M '  q-  k' - -  M P M '  - -  L, 

c'est4-dire : 
K ~ L - +  C~.-~- C - -  C ~ - -  C x - -  L ;  

de cette +quivalence on peat condure K ,-.., o, c'est4-dire que K est 

homologue ~ z+ro sans &re ~quivalent ~ z&o. 

Voyons enfin ce qui se passe sur ]a surface elle m~me, et bornons- 

nous aux cycles non-bouclgs, c'est-~-dire aux cycles qui ne se recoupent 

pas eux-mgmes. 

Soit C u n  pareil cycle homologue ~ z 'ro,  il d&omposera la surface 

2 p +  I lois connexe en deux parties, de sorte que si on &ranglait la sur- 

face de fa~on h r+duire ce cycle C ~t un point, cette surface se d&om- 

poserait en deux autres. Si l 'une des deux surfaces ainsi obtenues est 

simplement connexe, c'est alors que le cycle C &ait ~quivalent ~ z+ro. 



ClNO_UI]~ME COMPL~MENT I L'ANALYSIS SITUS.  6 3 

Q 

Si ces deux surfaces sont 2p' + I fois et 2 p" + I lois connexes, off 
p' ~ o ,  p"  ~ o, p' + p"  = p ,  c'est au contraire que le cycle C &ait 
homologue ~ z&o, sans &re ~quivalent ~t z~ro. 

Ii est ais& de voir, et on sail d'ailleurs depuis longtemps, que deux 
surfaces bilat&es, ~. 2 dimensions, ayant m~me nombre de BETTY, sont 
toujours hom~omorphes. I1 suffit de remarquer que chacune d'elles pent 
&re remplac& par un polygone fuchsien de la 3 ~ famille, limit~ par 2p 
courbes ferm&s et que deux pareils polygones, c'est-.~-dire deux aires 
limit&s ext&ieurement par une courbe t:erm& et int&iem'ement par 2p--  I 
courbes ferm&s sont &idemment toujours homSomorphes l'une k l'autre. 

Mais on peut aller plus loin. Soil S une surface 2p -{- I lois con- 
nexe; tragons sur cette surface deux syst&nes de 2p cycles 

C ,  C=, . . . ,  C=p 

c : ,  c ; ,  . , c '  �9 ~ '2p " 

La surface S peut toujours &re regardSe comme hom~omorphe ~t dle- 
mSme;  c'est-k-dire qu'~i un point M de la surface nous pouvons fake 
correspondre un autre point M' de cette surface; de telle faqon que la 
loi de correspondance soil continue et doubIement univoque. Dans quels 
cas cette correspondance peut-dle &re choisie de tetle sorte que, quand 
le point M d&rit les cycles 

C ,  C=, . . . ,  C~p, 
le point M' d&rive: 

I ~ ou bien les cycles 

C' C' C' 

2 ~ ou bien des cycles Gquivalents ~l 

C' C' C' 

3 ~ on bien des cycles homotogues ft. 

C' C' C' 

Je ne traiterai que la 3 + question qui est la plus facile. Je consid+re 
la forme F(x, y) qui reprGsente le nombre N relatif ~ l'intersecfion 

des cy+les 3-+ C e+ 5-y C Je cons d+re de re+me ta forme J+' (+', y') 
relative ~t l'intersection des cycles ~.. x' C' et ~ - y '  C'. 

Il est clair d'abord que si la correspondance est possible de telle 
fagon que M' d&rive un cycle homologue .4 C' i quand M d&rit un 
cycle homologue ~ C+, les deux formes devront &re identiques, c'est-~i- 
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dire ne diff~rer que par la substitution des' variables x', y' aux variables 

x et y. Si, par exemple, nous supposons que F est rc~duite et que 

F ~ x l y l ~  - -  x 2 y  I + x j y  4 - -  x 4 y  3 "71- " ' "  , 

on devra avoir : 
v X !  t v v - -  .~+v v 

F '  = x'xy~ - -  2YI + x3y4 4Y3 " t -  " ' "  

Les cycles C' sont des combinaisons lin+aires des cycles C et, si nous 

supposons 

ZxC=yx'C' ,  7 yC=Zy'C', 
les nouvelles variables x' et y '  seront figalement des combinaisons link- 

aires fi coefficients entiers des x et des y. I1 faut donc que la forme F 

ne soit pas alt&r&e par la substitution lin~aire qui fait passer des x aux 

x'  et des y aux y'. 

Je dis que cette condition ndcessaire est ggalement su~sante. 
Pour le d~montrer, voyons quelles sont les substitutions lin~aires 

qui n'alt~rent pas la forme F que nous supposerons rfiduite. 

I ~ Si nous supposons que l 'on ait :  

y' ---y~ + y~, y; - -  y, (i > ~), 

il- est clair que l 'on aura:  

x'  y ; - -  x ; y '  + . . .  = x y~ - ,~y~ + . . .  

I1 est clair qu'il en sera encore de m~me, si nous posons 

ou bien 

ou bien 

ou, plus g6n6ralement, 

ou bien enfin 

x : = x , + x 2 ,  

x' 3 = x3 + x+, 

x'4 ~ x + - +  x 3 , 

x',~_, = x,~_ z + x ~ ; 

x'~k ~ -  x ~k_, + x ~  , 

t ous l e s  autres x'~ ~tant ~gaux ~t l'x~ correspondant. 

I1 en sera encore de mSme si les x subissent des substitutions in- 

verses des pr~c~dentes, c'est-~-dire si l 'on pose: 

Xt2k-- i  ~ X2k--i - -  X2k 3 
ou bien 

Xr ~ X 2 k  - -  X 2 k _ ~  

t ous l e s  autres x'~ &ant ~gaux ~t l'x~ correspondant. 
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I1 va sans dire que la substitution lin&ire qui fait passer des y 

aux y '  est identique ~t celle qui s passer des x aux x'. 

Voil~ donc un premier type de substitutions lin&ires qui n'alt~rent 
pas la forme r~duite F. 

2 ~ En voici maintenant un second type. 

Supposons que l'on pose: 
r P 

X I ~ X I + X 3 ,  X 4 "--- X 4 - -  X 2 

! 
x i = x i (saul pour i - -  I e t  pour i = 4) ,  

oa plus g~n&alement : 
P p 

NaK_I ~ X2K_I  + Xaj_x , X a j ---  X:~j - -  XaK 

x ' i = x ~  (saul pour i = 2 K - -  I et pour i ~--- 2 j ) ;  

il est clair que la forme rfiduite F n'est pas alt&&. 

Elle n'est pas altfir~e non plus par la substitution inverse: 
p t 

X,2K_x --7- XaK_I ~ X i j _ I  ~ Xaj ---- Xaj + XaK 

P x i = x  i ( s au fpour  i = 2 K - -  I pour i = 2 j ) .  

Voil~ notre second type. 

Or ii est ais& de voir que toute substitution qui n'alt6re pas la forme 

r~duite F peat &re consid&be comme une combinaison de substitutions 

rentrant dans ces deux types. 

I1 suflit donc de d~montrer le th~or6me pour les substitutions de 
ces deux types. 

En ce qui concerne d'abord le second type, nous pourrons repr& 

senter notre surface par un polygone fuchsien de la 3 ~ famille, limit~ 
r �9 , .  t �9 taut exterleurement qu mteneurement par 2t> courbes ferm&s: 

P A~ A ; ;  A 3 A3; . . . ;A=p_~  A' ' ' ' 2.0--I 

conjagu~es deux ~t deux et correspondant aux p cycles d'indice impair 

C , ,  C 3 ,  . . . ,  C ~ p _ i .  

Pour construire les p cycles d'indice pair, il suEit d'op&er de la 

fa~on suivante. 

Soient 

P I , P3 ' " "" ' P~p-x 

p points pris arbitrairement sur les courbes A 1 , A3, . . . ,  A p_, ; soient 

PI', P3', . .  . , P'=p_~ les points correspondants sur les courbes conjugu&s 

A' ' . .  Joignons P 5, P'I, P3 ~- P'  -- P=.0-~ fi" P'  i ,  - / /3 ,  " ,  M'=P - I -  I 3 ,  - , 2p_i 
Rend. Circ. Malem. Palermo, t. XVII I  ( i 9 o 4 ) . - - S t a m p a t o  il ao gentiajo t9o  4. 9 
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par p lignes 

L,, ,  L3 ,  . . . ,  L2p_, 

tracLes de mani+re ~t ne p a s s e  couper mutuellement. Ces p lignes seront 

homologues aux p cycles d'indice pair: 

C=, C , ,  . . . ,  C2~ ~. 
Pour simplifier, nous supposerons que ce soit la courbe A s (qui 

ne jouera aucun r61e dans ce qui va suivre), qui limke ext&rieurement 
notre polygone fuchsien. Construisons une courbe B qui enveloppe les  

deux courbes A, et A 3 , et n'en enveloppant pas d'autres ; cette courbe B 
repr~sentera un cycle homologue 

C, -{-- C 3 . 

Soit R la r~gion limit~e ext&ieurement par cette courbe B et int& 
rieurement par A et A 3 . Envisageons la substitution du groupe fuchsien 
qui change A en Af (et qui correspond d'ailleurs au cycle C=). Soit 
R' la transform& de la rLgion R par cette substitution; elle sera limit& 

ext~rieurement par A] et int&ieurement par deux courbes ferm~es B' 
tr et A 3 transform&s de B et A 3. 
Modifions le polygone fuchsien en retranchant la r+gion R et en y 

ajoutant la r+gi0n R'. Notre nouveau polygone fuchsien sera limit~ ext+- 

rieurement par A 5 et int&ieurement par 
p t t A 5; B-  B ' -  A' A" �9 . . ' ' 3 '  3 ; - '47'  A T '  "" ; A 2 P - ~ '  A2P-~ 

Deux points du plan, transform+s Fun de l'autre par une substitu- 

tion du groupe fuchsien, correspondent ~videmment ~ un m~me point 
de la surface 5. Notre nouveau polygone fuchsien correspondra donc 
comme l'ancien /t la surface S tout enfi&e puisque la r~gion R suppri- 

m+e a &+ remplac& par sa transform& R'. D'ailleurs ces deux polygones 
qui sont tous deux des aires planes limitfes par ap  courbes ferm6es 

sont hom6omorphes l'une ~ l'autre et de tdle fagon que 
t t , d , d'," d 3, d 3; d s d~ �9 d p_,, d '  

correspondent ~ : 
ct i . t f 

B, B' ; A 3 , .,4 3, A s ,  A s ; . . .  ; A,j,_~ , A=p_l . 

I1 en r&ulte que dans cet hom~omorphisme, les cycles impairs 

C, ,  C ,  C~, . . . ,  C~_~ 

correspondront  ~, des cycles homologues 

C,~ + C3, C3, C s ,  . . . ,  C~_p_,. 
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A quoi correspondront les wcles d'ordre pair ? Chacun de ces cycles 
correspond ~t une substitution du groupe fuchsien, par exemple C= k la 
substitution T qui change e / e n  A',, C 4 ~t la substitution T3 qui change 
~/3 en A'3, etc. iI est &ident d'aitleurs que dans l'hom~omorphisme en 
question la substitution T, est remplac& par celle qui change B en B' 
(cycles qui correspondent k -,4 

tution T 3 par celle qui change 
au~res substitutions ne changent 
cycles 

correspondront 

, et _.4') et qui est encore T, ,  la substi- 
A"3 en A 3' et qui est T -~, T3, et que les 
pas. Cela nous fait d6j~i pr&oir que les 

C 4  ' C 6  ~' " " " 

C~, C 4 -  C2, C6, . . .  

Mais un doute pourrait subsister, car la substitution T, ne corre- 
spond pas seulement au cycle C2, rnais & tous les cycles C~ + K ,  K 
&ant une combinaison lln&ire quelconque des cycles d'ordre impair. 

I1 nons faut donc revenir aux lignes L que nous venons de d~finir; 
nous pouvons toujours supposer qu'a;acune de ces lignes ne coupe B, 

l'exception des lignes L, et L 3 qui couperont 29 en N, et N3; je d& 
signerai par M, et M~, M 3 et M; les points d'intersection de ~4 et ,'/', 

avec L , ,  de ~'/3 et .4'3 avec k 3 ; par N~ et N; les transform~s de N, et 
, ,  . . r t M pp N 3 par 7", qui sont sur B', et/envlsageral les trongons N, M , ,  N I 3 

qui sont les transform& par T des trongons de N , M ,  et N 3M 3 des 
lignes L, et L .  Le point M".3 est sur A"3. Les lignes L et les nou- 
veaux troncons. N' ,M;,  N'3 M"3 ne se coupent en aucun point. 

Nous consid~rerons encore les trongons N~ N, sur B e t  N' N '  sur 
3 r 

x r  tO B', ou mieux des trongons J"~'3 N~ et 3N" aboutissant k des points 
N ~ et N'~ ~ situ& sur B e t  B' infiniment pres de N, et N '  et de telle 

i , J 
r 1o [agon que N e t  N', ne soient pas sur les arcs N 3 N ~ et N 3 N, ; j'envi- 

sagerai eu outre une ligne N'~176 ~ infiniment voisine de N~M~N= 
et ne la coupant pas; k l'aide de ces divers tron~ons je pourrai construire 
les lignes 

L '  k '  , ~  3 1  o * , ~  

correspondant dans notre hom~omorphisme aux lig'les 

L ,  k3, . . .  
if La premiere sera la ligne N, M[NI;  la seconde qui dolt slier de M 3 en 

M' sera M" ' o _., , N~ 2 r- N; N', ~ -{- N~ U', ~ N ~ + N, N, + N 3 M, ; d'aiUeurs 
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t t L s sera identique ~ L~, L 7 .4 L7, etc. I1 suffit pour s'en rendre compte 
de v&ifier que ces diverses lignes ne se coupent pas. 

On voit aiors que ces lignes sont homologues .4: 

L , ,  L3- -  L , ,  Ls,  . . .  , 

ce qui veut dire qu'aux cycles C=, C4, etc. correspondent: 

C 2 ,  C 4 - -  C , ,  C 6 ,  . . .  

Nous avons donc en r~sum6 C~ ,-.., C~ sauf pour i = I ou 4, et 

c; ,.., c + c, ,  c'~ ,.., q -  q .  

Si donc nous supposons ~-" x C = ~ - x '  C ' ,  on aura x, = x: sauf 

pour i - - - 2  et 3 et 

X I - - -  X 3 ~ X x 

Si l'on avait voulu avoir : 

~ ; = x  + x, ,  

il aurait fallu tracer B autour de A 

Si on avait voulu avoir : 

x': - -  x= "71- x4 .  

X~a ~ X a ~ X 4 

et -//'3 et non autour de A, et ~/3" 

,,'4=x2+ x4, 
il aurait fallu tracer B autour de A, et A 3 et transformer la r~gion R, 

non plus par T , ,  mais par T 3 . 

Ce proc6d~ est donc applicable .4 routes les substitutions du 2 a type. 

On op&era d'une fa~on analogue pour les substitutions du i e~ type; 
je suppose par exemple 

x', = x ,  + x 2 4 = x, (i > O, 
c'est-Ldire : 

c ,  ,.., c ' , ,  c ;  ,.., c .  - c , .  

Je ne repr~senterai notre surface par un polygone fuchsien de la 

3 ~ famiUe, ni un polygone fuchsien de la i ~r~ famille comme je i'ai fait 

plus haut, mais j'emploirai un mode de repr&entation analogue et pour 
ainsi dire interm&diaire. 

Remarquons en effet que rien ne nous oblige .4 nous restreindre .4 

des polygones fuchsiens proprement dits, c'est-.4-dire ft. des polygones 

limit& par des arcs de cercle coupant orthogonalement un m~me cercle 

fondamental. Dans une question comme celle qui nous occupe, rien 

n'emp&he de remplacer, par exemple, un polygone fuchsien de la ~r,  fa- 
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mille par un autre polygone curviligne qui lui soit hom6omorphe, mais 
qui soit d'ailleurs quelconque. 

Nous pouvons profiter de cette ~lasticit+ pour adopter le mode de 
repr&entation suivant. 

Notre polygone sera limit~ extfirieurement par un quadrilat&e cur- 
vifigne et int&ieurement par 2p - -  2 cotirbes ferm&s. Les c&~s opposes 
du quadrilat~re seront conjugu~s et d'autre part les z p -  2 coarbes 
ferm&s seront conjugu&s deux a detix d'une mani&e quelconqtie. 

Soient a b c d les qnatre sommets du quadrilat~re, 

.4  3 , _,t;; . , 1 ,  . . .  ; . 4 . _ x ,  . 4 ' . _ ,  

les 2p - -  2 cotirbes ferm&s conjugu&s deux ~t deux; ces courbes ferm&s 
correspondront ~ p -  I des cycles d'ordre impair 

C 3, Cs, . . . ,  C~_~. 

Les c6t6s a b et d c, du quadrilat~re correspondront au cycle C~ ; 
les c6t6s a d et b c a u  cycle C=. 

Nous prendrons stir les courbes ferm6es d~ des points quelconques 
P~; nous joindrons chacun des points P~ au point correspondant P~ de 
la courbe d '  i . La ligne L; qui joint P; 5. PI correspondra au cycle 
C~+I, k la condition qtie ces lignes L aient &6 trac6es de fagon ~i ne 
pas cotiper les c6t6s dti quadrilat~re et k ne passe couper mutuellement. 

Joignons les sommets oppos6s a et c du quadrilat&e par une dia- 
gonale curviligne a c, qui divisera ce qtiadrilat&e en deux triangles a c b 
et a cd et qui devra &re trac& de telle fagon que toutes les courbes 
ferm~es d et d '  soient ~ l'int&ieur du i ~r triangle a c b. 

Le groupe qui jouera le r61e de nos grotipes fuchsiens de tout ~t 
l'heure, sera d+riv~ des substitutions suivantes: T qui change a d e n  

bc; T, qui change ab en dc;  T~ ( i = - - 3 ,  5 , . . . ,  2 p ~ I )  qu 
change A i en A'~. 

Soit bc f  le transform~ du triangle adc par T .  
On petit remplacer le triangle adc par le triangle b c f  et par con- 

s~quent on peut remplacer notre polygone g~n&ateur par un nouveau 
polygone limit~ ext~rieurement par le quadrilat&e a bfc  et int~rieure- 
merit par les 2 p -  2 courbes ferm&s A et A ' ;  ces courbes ferm&s 
sont encore conjugu&s deux ~i deux et les cdt~s oppos& du quadrilatere 
sont conjugti&. 

Ces deux polygones (qui tons deux correspondent /t la surface Si 
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tout enti&e) sont imm~omorphes Fun k l'autre et de telle fagon que 

ab,  bc, cd,  da ,  Ai ,  .el'~, L~ 

correspondent respectivement ~: 

ab b f ,  f c ,  ca,  A i A' Li 
Les cycles 

C,  C~, Ci, C~+~ 
correspondront donc dans cet hom&omorphisme 

c,, q + c , ,  c,, c,+. 
Donc la surface S est hom&omorphe ~. elle-meme de telle fagon 

qu'au cycle C k corresponde le cycle C~, en supposant 

C '~=  C~ ( k = ~ , 3 , 4 ,  S , . . . , 2 p )  

Dans ce cas on a 

., Xt2 _ _  X 2  t ~ X 3  t 
X I ~ X z - -  X 2 ) ~ X 3 ~ �9 �9 �9 :D X 2 p  X 2 p  �9 

C'est donc une substitution du I er type pour lequel le th6or6me se 

trouve dfimontr&, et il est clair qu'on le d&nontrerait de m~me pour 
routes ies autres substitutions du I ~ type. 

Nous pouvons donc dire en r&um~ : 

La condition ngcessaire el su~sante pour que la surface S soit homdo- 
morphe it elle-mgme de telle fa#n qu'aux cycles C~ correspondent des cycles 
homologues aux cycles 6'~, c'est que la forme F (x, y) relative aux cycles 
C soit identique it la forme F(x' ,  y') relative aux cycles C.'. 

I1 est ais6 de conclure de l~t qu'un cycle ~--al Ci est toujours ho- 
mologue ~t un cycle non bouclg, c'est-~-dire ne se coupant pas lui-m~me, 

si les entiers a~ sont premiers entre eux. Si au contraire ces entiers a~ 
ne sont pas premiers entre eux, il ne pent &re homologue ~ un cycle 

non boucl& 
I~tablissons d'abord le r ~' point. 

I1 suffira de d6montrer que l'on peut trouver 2p cycles 

C' ' C' .~ , C a ,  . . .  ~ ~p 

tels que 
= Ya,  C, 

et que la forme F(x ' ,  y ' )  relative aux cycles C' soit identique ~ la 
forme F(x,  y) relative aux cycles C;  de telle fagon que l 'on air: 

X t v Xr  r X t  ~ ~ Xt t 
F ( x ' ,  y') - -  ,Yz - -  zY, -1- ,Y, -5Y, -[-- " "  



CINQUII~ME COMPLI~MENT ~k L'ANALYSIS SITUS. 71 

si nous supposons, comme nous le raisons d'ordinaire, que les cycles 
C aient ~t6 choisis de telle sorte que la forme F (x, y) soit r6duite. 

En effet, si les cycles C' satisfont ~. cette condition, la surface S 
sera hom6omorphe ~t elle-m4me de telle sorte qu'au cycle C~ eorresponde 
un cycle homologue ~t C;. Donc on pourra trouver un cycle homologue 

C I qui dans cet hom6omorphisme correspondra k C x et qui par con- 
s6quent ne sera pas boucl6, puisque C n'est pas boucl6. 

Remarquons d'abord que si les entiers a~ sont premiers entre eux, 
on pourra trouver 2p cycles 

C" C" C" i ) 2 ) "'" , 2p 

tels que 
c : ' =  c'x = 5 - ~ ,  c , ,  

C" = 5 -  b+~ C~ k 

les a s e t  les b;+ &ant des entiers dont le d6terminant soit 6gai ~t I. 
Soil F(x", y") la forme relative aux cycles C'. 
Quelle rehtion doM1 y avoir entre les variables x' et x"  ? Le cycle 

C~ devant 4tre identique ~i CI' , il est clair que 
, X~ ~P 

X 2 ~  3 '  "'" ' " 2 p  

devront 4tre des combinaisons lin6aires de 
.~r tv vv 

a , X 3 ~ " ' "  , X2p 

et qu'il en devra 4tre de m4me de la diff4rence x', - -  x'~'. 
I1 reste ~ d6montrer qu'ii existe un changement lin4aire de variables 

qui satisfasse ~ cette condition et qui en m4me temps soit tel que la 
forme F ( x ' ,  y ' )  soil r6duire. 

Or nous pouvons 4crire: 

F (x',, y,') = x ' / L  - -  y" :q + a, (x,,, y,,), 

o6 X~ est une combinaison lin4aire de x~, . . . . . .  x3, � 9  Gp dont les coefFi- 
cients sont des entiers premiers entre eux; off Y~ est la m~me combi- 

tp  

naison de y " ,  y+;, . . . ,  y ~ ;  oC1 enfin �9 est une forme bilin6aire de 
. . . . . .  . ,, y~, 

~ ,  x , , . . . , ~ , ,  y~, , . . . , y ' / ~ .  
J'ai dit que les coefficients de X sont des entiers premiers entre 

eux, et en effet, si le plus grand commun diviseur &ait a ~ I, le d+- 

terminant de la forme F(x", y") serait divisible par a~; ce qui est 
impossible puisque ce d6terminant est 6gal ~t i. 

Ces coefficients &ant premiers entre eux, nous pouvons trouver 
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2 p -  I combinaisons lin&ires 

X~, X3, . . . ,  X=~ 

de x=", x"3 ' " �9 . , x=~", dont la premiere soit pr&is~ment X= et dont les 
coefficients soient des entiers dont le d&erminant soit 6gal ~t I. 

Dans ces conditions (I) sera une forme bilin&aire de 

X=, X 3 , . . . ,  X=p 

et des combinaisons correspondantes 

Y~, Y 3 , . . . ,  Y=p 

form&es avec les y" .  Nous pourrons alors &rire:  

r = X~ Y' - -  Y= X' + + (X, Y) ,  

off X' est une combinaison lin~aire de X3,  X , ,  . . . ,  X=p; off Y' est 

la m~me combinaison des Y; off + est une forme bilin&ire des 4 P - - 4  

variables 

x ,  , x 4, . . . ,  ; Y ,  < ,  . . . ,  . 

Le d~terminant de cette forme + devra diviser celui de F ;  il sera 

donc ~gal A I. La forme ~, ayant pour d~terminant I, on peut trouver 
2 p -  2 combinaisons lin~aires 

.~ r  p P 
3 ~ X 4  ~ " " " ~ X a P  

des variables X3, X4, . . .  , X~p, teUes que la forme d? soit r6duite quand 
on prend les x' pour variables nouvelies, avec les combinaisons corre- 
spondantes y'  des Y. 

Si alors nous posons 

x ' =  " - - X '  ' YT--  Y' 

4 =  y; = L ,  
il viendra : 

F = x~y~ - -  x'~y'~ + +. 

La s + +taut r~duite, il en sera de m~me de F, de sorte que 

nos nouvelles variables x' r~pondent bien h la question. 
Le premier point est donc &abli. 
Supposons maintenant que les a~ ne soient pas premiers entre eux; 

je dis que tout cycle homologue A ~-" a i C~ est boucl& Soit en effet 

a i - -  bid , 

d &ant le plus grand commun diviseur des a~, et les be &ant premiers 
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entre eux. Soit alors: 

Zb, C,= c;, 
D'apr~s ce qui pr&c6de, la surface S sera hom~omorphe ~i eile-m~me, de 
telle facon que C, corresponde ~ C~. I1 nous suffit donc de montrer 

que tout cycle homologue ~t d C, est boucl~; puisque dans notre hom~- 

omorphisme tout cycle homologue ~ )--a~C~ correspondra ~ un cycle 

homologue fi d C, .  
Pour cela, reprenons la representation de notre surface S par un 

polygone fuchsien R o de 4P c6t~s e t  de la I ~re famille, polygone qui 
avec ses cliff, rents transform~s remplira la surface du cercle fondamental. 

Soit K notre cycle que nous supposons homologue k d C .  Ce cycle 
sera reprbsent& par une certaine ligne arab, allant d'un certain point a 
int&rieur au cercle fondamental ~ un point b transform& de a par une 

substitution du groupe fuchsien. Outre cette ligne nous devons envisager 

routes ses transform~es par les diff~rentes substitutions du groupe fu- 
chsien; car une quelconque de ces transform~es repr~sente comme la 

ligne elle-m~me le cercle C. 
Nous envisagerons en particulier les arcs de la ligne arab ou de 

ses transform~es qui seront ~ l'int~rieur du polygone R o. L'ensemble 

de ces arcs sera ce que j'appellerai 1"image du cycle K. 
Cette image se composera d'un certain hombre d'arcs 

A B ,  A B ,  . . . ,  A B 

allant de certains points A ,  A~, . . . ,  A situ~s sur le p~rim~tre de 

R o ~t d'autres points B ,  B ,  . . .  , B ,  situ6s +galement sur le p~rim~tre 
de R o . Pour que le cycle soit con t inue t  ferm+, il faut que les points 
B~ et A ,  B~ et A3, . . . ,  /3_~ et A ,  B e t  A correspondent ~t un 
m~me point de S, et, par cons+quent, que ce soient des points conjugugs 
du p~rim6tre de Ro, c'est-k-dire des points correspondants sur deux 

c6t~s conjugu~s. 
Faisons correspondre un hombre ~t chaque point du p~rim~tre de 

R o et cela de la facon suivante : i ~ les nombres correspondant aux points 
A~ et B~ seront des entiers; 2 ~ les nombres correspondant aux autres 

points du p~rim6tre seront ~gaux ~t des ent iers -~  ~ ;  3 ~ en suivant le 

p~rim+tre dans le sens direct, notre nombre ne variera que quand on 

passera par un point A~ ou par un point B~; 4 ~ il augmentera brusque- 
ment d'une unit+ quand on franchira Fun des points Ai, et il diminuera 

Re~d. Circ. Matem. Palerrao, t. XVIU (~9o4) . -  Stampato il 20 gennajo ~9o4. x o  
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brusquement d'une unit6 quand on franchira l 'un des points Bi;  5 ~ la 

valeur du nombre en un des points dr ou en un des points B~ sera 

la moyenne arithm&ique entre les deux valeurs constantes de ce nombre 

le long des deux arcs qui aboutiront 4̀ ce point. Si, par exemple, en 

suivant le ptrim~tre dans le sens direct on rencontre successivement les 
points 

d 3 d B B2 d~ B 3 

I le nombre sera +gal ~t o en A3, ~t ~- sur l'arc A 3A~, ~ i en A , 

I - t - ~ -  sur l'arc A~B , 4̀ I en B , 4̀ Z sur l ' a r c B ~ B ,  4̀ o en B2, 
2 

Al B 3 B 3 ~ sur l'arc B~A , ~ o en A , ~t ~ sur l'arc , 4̀ o en 

et enfin ~ i -  ~- sur l'arc B 3 A 3 . 

Comme il y a autant de points A que de points B, on retombera sur 

la valeur initiale aprts avoir parcouru le ptrimStre tout entier. 

Cela pos~, je dis d'abord que si le cycle n'est pas boucle, ou, ce qui 

revient au m~me, si les arcs A~B~ ne se coupent pas mutuellement, les 

deux points _d~ et B~ correspondent 4̀ un m~me nombre. Soit en effet 
o~ l'un des deux arcs, qui sur le p+rim8tre de Ro vont de A~ en B~. Si 

le point A k se trouve sur cet arc % le point B~ devra s'y trouver ~ga- 

lement;  car si les deux couples de points A~B~, AT B. ̀ +taient croisds, 
c'est-`4-dire s'ils &aient places sur le p+rim+tre de fa~on .4 se s@arer 

mutuellement, les deux arcs A~B~ et AkB k devraient se couper. I1 r+- 

sulte de 1̀4 qu'il y a sur l'arc ~. autant de points A que de points B, 
ce qui revient 4̀ dire que les deux extrfimit+s A~ et B; de l'arc 0~ cor- 

respondent ~t un m~me nombre, c. oo v. D. 

Comparons maintenant les nombres correspondants aux points B~ et 

A~+~ (pour plus de sym&rie dans les notations, je d+signerai indiff+rem- 

merit le point A par les notations A et A,+~). 

Ces points A i et B~+,, nous l'avons dit, sont conjuguds sur le pt- 

rim~tre de R o . 
Comment exprimerons-nous que notre cycle K est homologue ~t 

d C, ;  cela veut dire que si l'on consida~re les intersections du cycle K 

avec les diff&ents cycles fondamentaux C~, et qu'on convienne de re- 

garder ces intersections comme positives ou n+gatives suivant le sens 

dans lequel les deux cycles se couperont (cf. Analysis situs, Journal de 

l't~coie Polytechnique) le nombre des intersections positives sera le m~me 
que celui des intersections n~gatives pour tousles  cycles C~ sauf pour 
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C~, et que pour C le premier nombre surpasse le second de d unit+s. 
(Je dis C:, parce que C~ coupe C~ en un point, et ne coupe pas les 
autres cycles C~, si noas choisissons les cycles fondamentaux de fa~on 
que la forme F soit r~duite). 

En d'autres termes, soient 

P , ,  V2, P ' ,  P'~, P3, P4, P ; ,  P'4 

les c6t& successifs de R o ; je suppose p ~ 2 pour fixer les id&s; dans 
ce cas les c6t~s P ,  P2, -P3, P4 sont respectivement conjugu~s de P~, 
P~' P'3 ' P'4" Le c6t~ Pi correspond an cycle C~ et le c6t~ P'~ au cycle 
C~ parcouru en sens invers. Telle est bien la loi de conjugaison des 
c6t~s quand la forme ~ '  est r~duite. 

Soit alors N~ le hombre des points A qni se trouvent sur P~ moins 
le nombre des points B qui se trouvent sur ce rn~me c6t~ P~; soit N'~ 
la difference correspondante pour le c6t~ P~. 

On aura alors 

N = d ,  N ' ~ = - - d ,  N ~ - N 3 = N 4 ~ - N I - - N ~ - - N ' 4 = o .  

Voilk les conditions qui expriment que le cycle K est homo!ogue 
dC,.  

Nous repr~senterons par Q~, S~ les deux sommets du c6t~ P~ de 
telle fa~on qu'en parcourant ce c6t~ dans le sens direct on aille de Q~ 
en $~ ; de m~me ~'~, S'~ seront les deux sommets de P~. II est clair d'apr& 
cette d~finition, que le sommet S sera identique au sommet Q~, le som- 
met S~ au sommet Q~, etc. 

Le nombre correspondant ~ S~ sera ~gal ~ celui qui correspond 
Q~ augment~ de N~; et comme tous les N et les N' sont des multi- 
ples de d, nous devons conclure que les nombres correspondant aux 
divers sommets de Ro ditt~rent entre eux de multiples de d.  

Considfirons maintenant deux c6t& conjugu~s Pi et P" et imaginons 
deux points parcourant le premier le c6t~ P~ dans le sens direct en al- 
lant de Q~ en S~ et le second le c6t~ P~ dans le sens invers en allant 
de S~ en Q'i et de faFon ?t rester constamment conjuguFs. Quand le pre- 
mier passera par un point _d, le second passera par le point conjugu6 
qui sera un point B; le nombre relatif au premier augmentera d'une 
unit6, et il en sera de m4me du hombre relatif au second puisqu'on 
est pass4 par un point B en marchant dans le sens invers. De m4me 
quand le premier point passera par un point B, le second passera par 
un point d et les deux nombres diminueront d'une unit6. 
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La diff&ence des deux nombres demeure donc constante et comme 

die &ait originakement un multiple de d, die sera toujours un multiple 

de d. 

Ainsi les deux hombres relatifs aux deux poinls conjugugs A~ et B~+, 
diffarent d'un multiple de d; et comme le nombre relatif fi B i est ~gal 
au nombre relatif ~t A~, nous conclurons finalement que les nombres 
relatifs aux 2n  points 

A ,  A=, . . . ,  A 
B ,  B=, . . . ,  B 

different entre eux de multiples de d. 

Or suivons le p&im~tre de R o darts le sens positif et envisageons 

deux points cons&utifs A~A~, ou A~ Bk, on B~B~; d'apr~s notre d& 

finition les nombres rdatifs k ces deux points seront ~gaux ou diff~reront 

d'une unit& Si les diff&ences ne peuvent ~tre que des multiples de d, 
il faudra conclure que tons les hombres relatifs aux points A e t  B sont 

~gaux, entre eux, et, par exemple, tous &gaux k z&o. 

Alors pour les autres points du p&im~tre, notre nombre sera ! ~ �9 

Si donc nous consid&ons en particutier deux sommets de Ro, la cliff& 

rence des deux hombres sera o ou q- I. Or pour ies deux sommets 
P~ et  Q= cette diff6rence est 2V'= = d. 

Nous sommes donc conduits ~ une contradiction; ce qui veut dire 

que l'hypoth~se fake au d&ut ~tait absurde et que Ie cycle K dolt gtre 
boudg, c. o., F. D. 

$4. 

Nous avons vu au ~ pr6cfident qu'il est relativement ais~ de recon- 

naitre si un cycle donn& est homologue ~ un cycle non boucl6, ou si 

deux cycles donn&s sont respectivement homolognes k deux cycles qui 

ne se coupent pas. Nous allons dans le present ~ examiner une question 

analogue : 

Comment reconnakre si un cycle donn~ est gquivalent ~ un cycle 

non boucle, ou si deux cycles donn& sont ~quivalents ~i deux cycles 
qui ne se coupent pas. 

Mais avant d'aborder cette question, revenons sur la d~finition de 
l'&quivalence. 

Jusqu'ici nous avons toujours entendu cette &quivalence de la fagon 

suivante : 
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Quand nous &rivons 

C~---C' 

nous entendons que le point initial et final du cycle ferm6 C est le 
m~me que le point initial et final de C', et qu'il existe entre C et C' 

une aire simplement connexe dont la fronti~re complete est form& par 
C et C'. On, en d'autres termes, que l'on peut passer de C ~t C' en 

faisant varier C d'nne mani~re continue et de fa~on que le cycle reste 
constamment form6 d'une seule courbe ferm6e et que le point initial et 
final demeure invariable. C'est ce qu'on peut appeler l'gquivalence propre. 

Nous pouvons avoir avantage ~ 6crire 

C ~ C' (impr.) 

quand on peut passer de C ~ C' en faisant varier C d'une mani&e con- 
tinue de facon que le cycle reste constamment form6 d'une seule courbe 

ferm6e mais en faisant varlet Ie point initial et final. C'est ce qu'on peut 
appeler l'gquivalence impropre. En d'autres termes, on aura l'~quivalence 
impropre 

C ~ C' (impr.) 

quand on aura l'6quivalence propre 

C ~ - - ~ q - C ' + ~ ,  
~. &ant un arc quelconque, allant du point initial et final de C' au 
point initial et final de C. 

Nous aurons donc quatre sortes de relations: les ~quivalences pro- 
pres, off l'on n'a .pas le droit d'intervertir l'ordre des termes; les 6qui- 
valences impropres, off l'on peut changer l'ordre des termes, mais ~ la 
condition d'en respecter l'ordre circulaire; les homologies sans division 
off l'on peut intervertir cet ordre d'une mani~re quelconque et qu'on 
peut additionner, soustraire et multiplier; enfin les homologies par divi- 
sion qu'on peut en outre diviser. 

Quand il n'y aura pas d'avis contraire, et que nous parlerons d'une 
~quivalence il s'agira toujours d'une 6quivalence propre. 

On peut se placer, dans l'&ude de la question qui nous occupe, ~t 

plusieurs points de rue diff6rents. Repr~sentons d'abord notre surface 
par un polygone fuchsien Ro de la i ~e famille, construisons les diff6- 
rents transform& de ce polygone par les transformations du groupe 
fuchsien correspondant G; ces transform& rempliront le cercle fonda- 

mental. Un cycle quelconque C sera alors represent6 par un arc de 
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courbe MM', allant d'un point M A un de ses transformts M'. Deux 
cycles proprement 6quivalents seront reprtsentts par deux arcs de courbe 
MPM' et M QM' ayant m~mes extrtmitts et r&iproquement deux 
arcs ayant m~mes extrtmit& repr~senteront deux cycles ~quivalents. Un 

arcs M, Q M~ repr&entera un cycle improprement ~quivalent au cycle 
repr&ent~ par l'arc M M', si la mtme substitution du groupe G qui 

change M en M'  change ~galement M I en M ' .  
Soit un arc MPM' reprtsentant un cycle C; considtrons Ies di[ 

vers transformts de cet arc par les substitutions du groupe G; tous ces 
transformts repr&enteront 6galement le cycle C. La condition pour que 

le cycle C ne soit pas bouclt, c'est que l'arc MPM' ne coupe aucun 
de ses transform~s. 

De m~me soient MPM', M O.QM[ deux arcs reprtsentant deux 
cycles C et C'; la condition pour que les deux cycles C et C' ne se 

coupent pas, c'est qne l'arc MPM' ne coupe ni l'arc M QM I ni au- 
cun de ses transform&. 

Cela pos~, cherchons si parmi les cycles improprement 6quivalents 

k C il y en a qui ne soient pas bouclts; reprenons l'arc MPM' et la 
substitution S du groupe G qui change M e n  M'. Cette substitution est 
hyperbolique; en effet dans le cas qui nous occupe, qui est celui d'un 
polygone R o de la I ~r~ famille dont les sommets forment un cycle unique 
et dont la somme des angles est 4 %  toutes les substitutions de G sont 
hyperboliqnes. 

La substitution S a donc deux points doubles ~ et } sur le cercle 
fondamental. 

Joignons ces deux points par une droite non euclidienne, c'est&-dire, 
d'apr~s la terminologie adopt~e dans la th~orie des fonctions fuchsiennes, 
par un cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental. Soit M un 

point quelconque de cette droite non-euclidienne ~ 9, son transform4 M~ 
par ia substitution S sera 6galement sur cette droite ~}. Soit M O M '  
l'arc de la droite non-euclidienne compris entre M e t  M ; .  I1 reprtsen- 
tera un cycle improprement 6quivalent au cycle MPM'. 

Consi&rons maintenant les transform4s de M Q M', par les diverses 

transformations de G, ce seront aussi des arcs de droke non-euclidienne. 
Les transformts par la substitution S et ses multiples nous donneront 

la droite 0~} tout enti4re; les autres transformts nous donneront d'autres 
droites non-euclidiennes, ~ savoir les droites ~' 9' qui joignent les deux 
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points doubles c,.' et (~' des diverses substitutions transform6es de S par 

les substitutions de G, c'est-~-dire des diverses substitutions hyperboliques 
T-~S T, T 6tant une transformation de G. 

Le cycle M O Q_M~ ne sera donc pas boucl6, s ices  diverses droites 
non-euclidiennes ne se coupent pas; et pour qu'elles ne se coupent pas, 
il faut et il suffit que pour aucune des substitutions T-~S T, les deux 
points doubles ~' et }' ne se croise~t sur le cercle fondamental avec les 

deux points doubles ~ et }, c'est-g-dire ne se pr6sentent dans l 'ordre 
circulaire ~ ' ~ } '  ou dans l 'ordre lurers. 

R&iproqnement, je suppose que deux de nos droites non-euclidiennes 
se coupent; je dis que tousles  cycles improprement 6quivalents ~t M P  M' 
seront boucl6s. Si elles se coupent en effet, c'est que les points doubles 

% ~ et ~', ~' de S e t  de T-~S T se croisent. Consid~rons un arc quel- 
conque MsM ~ improprement &quivalent ~t MPM';  alors M; est le trans- 

s de M s par S; consid~rons d'abord les transform~s de l'arc 
M sM'  s par la substitution S e t  ses multiples; ils joindront entre eux les 
transform& successifs de M= par les multiples de S; ils formeront donc 
un trait continu qui ira de , en 9- 

Pour la m&me raison les transform~s de l'arc M= M~ par les substi- 

tutions S ' T  (o~ m est un entier positif on n~gatif) s un trait 
continu qui ira de v.' en }'; comme les points % }, - ' ,  sont crois&s, 
il faut que ces deux traits continus se coupent, c'est-~-dire que deux des 

transform&s de l'arc M s M; se coupent, c'est-k-dire que le cycle M s M; soit 
boucle, c . q . F . n .  

De meme soient M P M '  et N O  Q. N' deux arcs repr~sentant deux 
cycles ferm&. 

Parmi les cycles improprement 6quivalents ~ M P M' et N O O N '  y 

en a-t-il qui ne se coupent pas? Soient S e t  S~ les substitutions qui 
changent M e n  M',  et N en N' .  Soient ~ et } les points doubles de 
S; % et f~= les points doubles de S~. Tra~ons les deux droites non-eu- 

clidiennes ~ } et % }~, prenons sur ces deux droites deux points quel- 
conques M~ et N ; soit M'  le transform~ de M, par S, et N~ celui de 
N par S~; le point M[ sera sur la droite , 0  et le point N[ sur la 

drote % ~, . 
Consid&ons les arcs de droite non-euclidienne M, M~' et N N~ ;ils 

repr&enteront deux cycles improprement ~quivalents ~ M PM'  et 

NO.N'. 
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Par un raisonnement tout pareil k celui qui pr&~de, on verrait que 
si les points doubles ~ et ~ de S n e  se croisent pus avec les points 

doubles ~ et ~ de S ,  ni avec les points doubles des diverses transfor- 
m~es T -~ $, T de S, ,  les cycles M M[ et N~ N'~ ne se coupent pus; et 
que si au coutraire ~ et ~ se croisent, soit avec ~ et ~I, soit avec les 

points doubles de l'une des transform6es T-~S~ [[; non-seulement les 
cycles M, M[ et N N '  se coupent, mais qu'il en est de m6me de deux 

cycles quelconques improprement 6quivalents ~ M P M '  et ~i N Q N'. 

On peut encore pr6senter la chose sous une autre forme. Supposons 
que le cycle M M [ n e  soit pas boucl6; alors la droite non-euclidienne 
0~ et ses diverses transform6es ne se coupent pus; ces droites non-eu- 
clidiennes partageront alors la surface du cercle fondamental en une in- 

finit6 de r6gions. Si le point N appartient k l'une de ces r6gions et si 

le. point N '  transform6 de N par S appartient ,~ une autre r~gion, les 

cycles M , M '  et N N '  se couperont ainsi que les cycles improprement 
~quivalents; si les deux points N e t  N'  appartiennent ~ la m6me r6gion, 

ces cycles ne se couperont pus. 
Pla~ons-nous maintenant ~i un autre point de rue. Envisageons un 

cycle C repr6sent6 par un arc M P M ' ;  et tous les transform6s de cet 
arc. Le cycle sera boucl~ si deux de ces transform6s se coupent; mais 
s'il existe une intersection de deux transform6s, il y en aura uue infinit6 
qui se d~duiront les unes des autres par les substitutions de G et en 

particulier, il y e n  aura une A l'int~rieur de R o . 
I1 suffira doric d'envisager les portions de l'arc M P M '  et de ses 

transform6s qui sont ~ l'int~rieur de R o. Notre cycle sera alors repr6- 
sent6 par un certain nombre d'arcs A~B~ qui iront d'un point du p~ri- 

m~tre de R o ~ un autre point de ce p&im~tre. 
Quand un point d6crira sur la surface ferm~e S le cycle ferm~ C 

tout entier, le point correspondant sur R o d6crira successivement les arcs 

2/ B , A~B~, . . . ,  A B, .  

Les points A e t  B appartiendront au p6rim~tre de Ro, on salt- que 

ce p~rim~tre se compose d'un certain nombre de c6t6s conjugu6s deux 
deux; il est clair que les points B e t  A~, B~ et A , ,  . . . ,  B~_~ et 2I ,  

B et A~ doivent ~tre conjugu6s. 
Si les arcs 2/~B~ ne se coupent pus entre eux, le cycle n'est pus 

boucl6. 
De m~me, si au lieu d'un cycle, nous en consid~rons deux ou plu- 



ClNQ.UII~ME CO~,[PLgMENT ~. L~ANALYSIS SITUS. ,8:1 

sieurs, et si les arcs repr~sentatifs de ces divers cycles ne se coupent 
pas entre eux, ces divers cycles ne se couperont pas entre eux. 

Supposons, pour fixer les idles, p = 2. Alors le polygone R o est 
un octogone dont les cdt~s cons+cutifs repr&entent respectivement les 
cycles 

+c , ,  +c2, - c , ,  --c~, +c , ,  +c~, - c , ,  - c , ,  
ce qui montre d'abord que l'on a entre les 4 cycles fondamentaux I'L- 
quivalence 

(26) c , + c ~ - - c - c , + c  + c - c - c - - o ,  
puisque le polygone Ro est une aire simplement connexe. 

Soit M un point int&ieur .1 Ro, N un point situ~ sur un des c6t& 
de Ro, et N'  le point correspondant sur le c6t~ conjugu& Nous voyons 

tout de suite que le cycle M N ' - ~ - N M  est improprement ~quivalent 

-{-C2 si le point N e s t  sur le c6t6 @ C, 

( 2 7 )  

- - C  3 ~ '~ '~ )~ ~ ~ '~ " q -C4  

a'+C, , , , ,  ,, ,, ,, ,, ,, ,, - -q 
Cela pos~, nous verrons que l'arc A~ B~ est &quivalent ~ l'arc A i MBi; par 
cons/equent notre cycle 

c = . a  .B +.a,=B= + . . .  + ..4,,B,, 

sera ~quivalent 

A MB @ A=MB= @ . . .  -Jr- A MB,, 

et par consequent improprement ~quivalent 

( M S  -{- A , M )  @ ( M B  -1- A M )  -{- - . .  @ ( M S _ ,  -~- A , M ) .  

Or l'une quelconque des expressions entre parentht:ses, par exemple 

M B - 4 - A ) v ! ,  est analogue au cycle M N ' @  N M  dont nous venons 
de parler. Elle sera donc ~quivalente ~. l'un des cycles fondamentaux 

+_ C ,  -__L C ,  -I- C3, + C 4 et pour savoir auquel de ces cycles, il 
suffira d'examiner sur quel c6t~ de Rose  trouve le point A~ et de se 
reporter au tableau (27). 

Rend. Circ. Matem. Patermo, t. XVlII ( 1 9 o 4 ) . -  Stampato il 2o gennajo x9o 4. xx 
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Nous voyons ainsi que notre cycle C est improprement 6quivalent 

une combinaison des cycles fondamentaux et nous avons le moyen de 

d6terminer cette combinaison. La combinaison ainsi trouv6e n'est pas la 

seule ~ laquelle C soit 4quivalent car nous pouvons transformer l'4qui- 

valence ainsi obtenue en nous servant de l'equivalence (26) qui est la 

seule qui ait lieu entre les cycles fondamentaux. 

Inversement, &ant donn6e une combinaison K quelconque des cycles 

fondamentaux, nous avons le moyen de former un cycle 6quivalent re- 

pr6sent6 par une s6rie d'arcs A B , ,  A2B=, . . . ,  A B . 
l~crivons notre combinaison /4, par exemple sous la forme 

K = +  c ,+  c , +  G -  c , +  c4+ c 4 -  c - -  c , -  c= 
ou sons une forme analogue; chacun des termes de la combinaison sera 

un des cycles fondamentaux C~ affect6 du coefficient @ z ou - -  I. L'en- 

semble de deux termes cons4cutifs s'appellera une sdquence et j'appellerai 

aussi s4quence l'ensemble du dernier et du premier terme, de sorte qu'il 

y aura dans notre combinaison autant de s~quences que de termes. 

A chaque s6quence correspondra un arc A;B~; le point d~ se trou- 

vera sur le c6t6 

+ c,,+ c , , - - c , , - G , + c , , +  c4,-  q , -  q ,  
si le i ~ terme de la s&quence est respectivement 

+ G , -  c , , -  G , +  c , , +  q , -  c , , -  c4,+ G, 
et le point B~ se trouvera sur le c6t6 

-- C , -  C:2,@ C,,@ C2,-- C 3 , -  C4, + C3, + C4, 
si le 2 a terme de la s&quence est respectivement 

+ c , , - c , , - c ~ , + c , , + c 4 , - c ~ , - q , + c , .  
Deux arcs A~B~ et AkB k se couperont forc~ment si les points 

A~B~ se croisent avec les points AtB~ sur le p4rim&tre de Ro. Nous 

dirons alors que les deux s~quences correspondantes sont incompatibles. 
Si au contraire ces quatre points ne se croisent pas, nous pourrons tracer 

les deux arcs de fagon qu'ils ne se rencontrent pas. 

Comment reconnaltrons-nous si deux s6quences sont incompatibles; 

cela ne pr&sentera aucune difficult6 si les quatre points A~B~,(/~ B~ sont 

sur quatre c6t~s diff~rents; l 'ordre circulaire de ces quatre points sera 

celui des quatre c6t6s qui est connu. 

Mais si par exemple z/r et d k sont sur un m~me c6t6, il faut envisager 
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deux s~quences cons&utives At_ ̀  Bi_ I + A IBi et At_ , Bk_ , -{- A t B t .  
Nous voulons que les points A;_IB~_~ et Ak_~Bk_ I d'une part ne se 

croisent pas et que les points A~B~ et A tB  k d'autre part ne se croisent 

pas non plus. Pour d&igner un c6t& sur lequel se trouve un des points 

.d~ etc., nous emploierons cette m~me lettre A~. 

Par hypoth~se les points A~ et A k se trouveront sur un meme 

c6t~ A~A-k, et il en r~sulte que les points B~_I et Bk_ , se trouvent 6- 

galement sur un m~me c6t~ B~_B~_= conjugu~ de A~A t .  

Cela pos~, parcourons le p&im&re de R o de fa~on k rencontrer 

successivement les c6t& A,_~, Bi_ ~ B~_~, At_ ̀  ; les points A~_~B~_, et 

At_ Bk_ ~ ne devant pus ~tre crois&, nous rencontrerons B~_, avant 

Bk--I " 

Parcourons maintenant le p&rim~tre de Ro en sens contraire, quand 

nous parcourrons le c6t6 conjugu~ A~Ak, nous devrons rencontrer 

A~ avant At, puisque A~ est conjugu& de B~_,, et .4 k de Bk_ ~ ; et comme 

les points A~B~ e~ A~B k ne doivent pus &re crois&, nous rencontre- 

rons les c6t& B~, AIA k et B k duns l'ordre que je viens d'indiquer. 

Doric pour que les s~quences soient compatibles, il faut que pour 

rencontrer successivement les c6t~s A~_,, B~_~ Bt_, ,  A~_~ ou bien pour 

rencontrer successivement les c6tes B~, ~4~Ak, B k on doive parcourir 

R o duns deux sens opposes. 
Les autres cas douteux se ram~neraient an pr~c&dent en renversant 

Fun des deux arcs A sB~ ou AkB k. 
Cela pos+, un cycle dont toutes les s+quences sont compatibles sera 

+quivalent k un cycle non bouct+; un cycle qui aura des s~quences in- 

compatibles ne sera pas eqmwlent ~un  cycle non boucle, ~t moins qu'on 

ne puisse fake disparaltre ces s+quences par le moyen de l'~quivalence (26). 

On reconnaitrait de la m~nae mani~re si deux ou plusieurs cycles sont 

+quivalents k des cycles qui ne se coupent pas. 

L'application de ces r+gles nous appread par exemple que de toutes 

les combinaisons des cycles impairs C~ et C 3 , les seules qui soient ~qui- 
valentes ~ des cycles non boucl~s sont ies suivantes : 

C,, C,, C , + C ~ ,  C ~ + C , .  

Mais pour ce qui va suivre, j'ai besoin de me placer encore A un 
autre point de rue. 

Repr&entons notre surface par un polygone fuchsien R'o de la 3 ~ fa- 
mille qui, pour p = 2, sera limit~ ext&ieurement par un cercle et int& 



8 4 H. P O I N C A R I ~ .  

rieurement par 3 autres cercles. Construisons les divers transform~s de 
•'o par les substitutions du groupe correspondant O' ;  ils remptiront cette 
lois le plan tout entier, sauf une infinit8 de points singuliers r~partis sur 

la circons du cerde fondamental. 
Un cycle sera encore represent8 par un arc M M'  allant d'un point 

M ~ Fun de ses transform& M'. 
Mais deux arcs ayant m~mes extremit& ne repr&enteront pus tou- 

jours deux cycles &quivalents; il faut en outre que duns l'aire comprise 

entre ces deux arcs, il n 'y air pus de point singulier. A part cda, ce que 
nous avons dit pour les poIygones fuchsiens de la i ~e famiile subsiste. 

Construisons les divers transformSs de l'arc M M'  par les substi- 
tutions de G ' ;  conservons ensuite les portions de ces transform& qui 

sont ~t l'int~rieur de R'o; notre cycle se trouvera alors repr~sent~ par 
une s&ie d'arcs 

A,B,, A2B=, . . . ,  A.B. 

allant d'un point du p&im&re de R'o ,hun autre point de ce p&im+tre, 
et tels que les points Bi_ ~ et A~, B,, et A soient conjugu~s. 

Pour qu'un cycle ne soit pus boucl+, ou pour que deux cycles ne 

se coupent pas, la condition c'est que Ies arcs A~B~ qui repr+sentent ce 
ou ces cycles ne se coupent pas; et on le reconnaitra par des moyens 
analogues ~ ceux que nous venons d'exposer. 

Mais il nous reste une question ~ traiter, t~tant donn& un cycle re- 

pr&ent~ par un certain nombre d'arcs A~B~, ~ quelle combinaison des 
cycles fondamentaux est-il ~quivalent? 

*A 

Fig. 2. 

Pour r~soudre cette question, cherchons A revenir au cas du poly- 

gone de la I ~ s Ro. 
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Notre polygone R'o est limit+ ext~rieurement par le cercle --~ A et 

int~rieurement par le cercle - -  A conjugu+ de -o r- A et par les cercles 

q - B  et - - B  conjugu~s l'un de l'autre. Je vais chercher 5 modifier R" de 

far on k le transformer en un polygone R" hom6omorphe de R o. 
Soient D et D'  deux points conjugu~s sur - [ -A  et - - A ;  soient 

E et E' deux points conjugu~s sur -Jr- B e t  - -  B. Joignons D D', D E, D E" 
par des arcs de courbe qui seront regard~s comme des coupures. Enve- 

loppons la coupure DE' et le cercle - -  B par une courbe ferm6e DMD 
qui en reste tr~.s pen dismnte. Consid&ons la figure D E'M comprise 

entre cette courbe ferrule et ~ B e t  sa transform4e D"EM' par la 

substitution de G' qui change - -  B e n  @ B. Retranchons du polygone 

R'o la figure DE'M et annexons-lui en revanche la figure D"EM', 
nous obtiendrons un nouveau polygone R~' qui repr6sentera la surface 

ferm6e au m4me titre que R ' ;  ce polygone sera limit4 ext4rieurement 

par le cercle q - d  et int&ieurement par le cercle - - d  et les courbes 

ferrules D MD et D"  M' D " ;  mais ce polygone R~, W'ace aux coupures 

D D', DE, DE', D"E sera devenu simplement connexe; les num4ros 

I, 2, . . . ,  ~ 8 marqu6s sur la figure indiquent l'ordre dans leqnel on 

rencontrera les sommets de ce polygone simptement connexe quand on 

en parcourra le p6rim4tre. On voit, par l 'ordre de conjugaison des c6t6s, 

que ce polygone est hombomorphe ~ Ro et de telle fagon qu'aux c6t6s 

de R" 

81, ~2, 23 ,  34,  45 ,  56, 67, 78 

correspondent les c6t~s de R o 

+ c , ,  + c . ,  - c , , - c . ,  + c  3 + q ,  - c 3 ,  - c  4. 

]~tant ainsi ramen4s au cas de R o il nous est ais6 d'~noncer la rhgle. 

A chacun des arcs AcB~ qui traversent R'o, pourront correspondre 

plusieurs arcs analogues traversant R ' ,  parce que I'arc primitif peut ~tre 

partag6 en plusieurs tron~ons par les coupures. A chacun des arcs par- 

tiels traversant R" correspondra, d'aprhs la rhgle dbmontrgee dans le cas 

de Ro, un terme et un seul dans la combinaison de cycles fondamen- 

taux cherch6e. A chacnn de nos arcs primitifs A~ Be correspondra donc 
un ou plusieurs termes de cette combinaison. 

Le premier de ces termes dbpend de la position du point initial A~ ; 
si ce point est sur les cercles 

--.4,  + B ,  --B, 
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ce premier terme sera respectivement 

+ C ,  - - C , ,  ~ C ,  + C ~ .  

Les termes suivants d~pendent des coupures DD', DE, DE' suc- 

cessivement rencontr6es par l'arc //~B~; si cet arc rencontre en allant 

de gauche ~ droite 

D D ' ,  ou D E ,  ou DE', 

les termes correspondants seront respectivement 

+ c , ,  
et si ces coupures sont rencontr~es de droite ~ gauche, ils seront 

- - C ~ ,  - - C  3, - - C  4 + C ~ + C  4. 

I1 est donc ais~ d'apr~s cette r~gle de former la combinaison cherch&. 

Dans tout ce chapitre, je me suis plac6 au point de vue de l'6qui- 

valence impropre; si l'on voulait d~duire de lg des th6or~mes analogues 

pour l'6quivalence propre, il suffirait d'observer que route surface ferrule 
est hom~omorphe ~t elle-m6me de telle fagon qu'un point quelconque .4 

de cette surface corresponde ~ un autre poi,lt quelconque 2/' de cette 

m~me surface. 

Ss. 

Envisageons en particulier une vari6t6 V ~ 3 dimensions d6finie 

comme au ~ 2; son sqz~elette se r6duira ~ un simple segment de droite 

le long duquel la variable que nous avons appel6e t variera de o ~t r. 

Le syst4me W(t)  se composera d'une vari&6 unique; cette vari6t6 sera 

une surface ferm6e ordinaire que nous supposerons bilat4re, qui se re- 

duira ~t un point pour t = 0 et dont l%rdre de contxexion ira sans cesse 

en croissant quand t croitra de 0 ~t I e t  sera 6gal ~t 2~ -}- r pour t = I. 

II r4sulte de cette d6finition que la varigtg V n'est pas ferrnde. 
D'apr4s ce que nous avons vu au ~ 2, la droite qui forme le sque- 

lette de V sera subdivis6e en trongons par certaines valeurs remarquables 
de t. 

Soient 
t ~ t , . . . ,  tp  

ces valeurs remarquables; ce seront celles pour lesquelles la surface W (t) 

a un point singulier et, d'apr4s nos hypoth&es, celles pour lesquelles 

l'ordre de connexion de cette surface augmente de 9. unit6s. 
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Ainsi W sera i lois connexe pour t compris entre 0 et t ,  3 lois 
pour t compris entre t et t ,  . . . ,  2q-~-  I lois entretq et tq+,, . . . ,  

et enfin 2p-~-  I fois entre t~ et I. 
La surface W reste homSomorphe k elle-mSme tant que la varia- 

ble t reste sur un mSme troncon. 
Supposons que nous fassions d~croitre t et que tpas se  par une des 

valeurs remarquables; il arrive alors comme nous l'avons vu au ~ 2 
qu'un des cycles C de ia surface S se rSduit ,~ un point; que tous les 

cycles-~quivalents /t C devienneut ~quivalents A z&o; et d'autre part que 
tous les cycles qui rencontraient C cessent d'exister. 

C'est ainsi que le nombre des cycles rSeliement distincts, et par 
consequent l'ordre de connexion se trouve diminu8 de deux unit~s. 

Nous allons maintenant d~finir le cycle Kq. Pour t =  ~ - l - ~ ,  il 
existe sur W(t @ ~) un cycle infiniment perk qui se r~duit ,~ un point 
pour t = tq. 

C'est ce cycle que j'appelle Kq. La surface W(t) reste hom~o- 

morphe ~t elle-m~.me quand t varie de tq ~t t~+, ; [et l'on peut supposer 
que l'hom~omorphisme est tel que pour deux valeurs infiniment voisines 
t et t', les deux points correspondants sur W(t) et W(t') soient in- 
finiment peu diff&ents l'un de l'autre]. La surface W(t) reste donc 
hom~omorphe ~t W(tq-I-a) et au cycle K correspondra sur I47(I) 
un cycle que j'appellerai encore K .  Pour d&finir K sur la surface 

W(tq+,-1-s), il suffit de dire que ce cycle dolt difffirer tr~s peu du 
m~me cycle sur la surface W(tq+,- e);  comme W(t) reste hom&o- 

morphe fi elle-m~me pour toutes les valeurs de t comprises entre t+~ 
et t+=,  on peut d~finir comme plus haut le cycle K pour ces valeurs 
de t, e( ainsi de suite. 

Le cycle K &ant ainsi d~fini, j'arrive ~ la propri&& essentielle, 
savoir que deux cycles K~ et K~ ne se coupent pas. Soit ~ ~ ~, et soit 
d'abord t =-- t~ -~- e ; alors K~ est tr~s petit, et je dis que K~, ne coupe 

pas K.e. En effet, d'apres sa d&finition le cycle K~ existe encore pour 
t ~ t~, or j'ai dit que les cycles qui coupent le cycle tr~s petit K~ dis- 

paralssent quand t devient <( t~. Faisons varier t de tt~ ~t tl~+,. Entre 
ces limites routes les surfaces W(t) sont hom~omorphes entre elles et 
comme sur l'une d'elles les cycles K~ et K~ ne se coupent pas, les cy- 
cles correspondants K~ et KI~ ne se couperont sur aucune d'elles. Corn- 
me K~ et K~ ne se coupent pas sur W(t~+,- ~), on conclura que 
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sur la surface infiniment voisine /TV(tr les deux cycles / ~  et 
K~ ne se couperont pas non plus; pour ti,+ ̀  ~ t ~ t~+=, routes les sur- 
faces W ( t )  sont hom~omorphes et comme sur l'une d'elles les cycles 

K~, et K~ ne se coupent pas, ils ne se couperont sur aucune d'elles; et 
ainsi de suite. 

Donc les cycles K~ et K~ ne se coupent pas. c. o_. F. D. 

J'ajoute que le cycle K n'est pas boucl~; il ne l'est pas pour 
t = t -]- e puisqu'il se r6duit ~l une courbe ferrule tr~s petite; donc ft. 
cause de l'hom~omorphisme il ne l'est pas pour tq ~ t ~ tq+~ ; il ne 

l'est pas pour t =  tq+,-~-~,  parce qu'alors il diff~re trSs pen de ce 
qu'il est pour t - - t + ~ -  ~.; et ainsi de suite. 

Faisons varier t depuis /q jusqu'~ i, le cycle / ~  variera d'une fagon 

continue; pour t = tq il se r~duit ~ un point et pour t ~  tq ~ une 

courbe ferm~.e unique. I1 engendrera donc une aire simplement connexe 
que j'appelle A .  

Deux aires A~ et A~ n'ont a,ncun point commun; et en effet s'its en 
avaient un, ce point appartiendrait ~ une surface FU(t) et sur cette sur- 

face aux deux cycles K~ et K~; or nous venons de voir que ces deux 
cycles ne se coupent pas. 

D&ignons encore par B l'aire partielle engendr+e par K quand t 

varie depuis tq jusqu'~ t(t ~ I) et qui comme Aq est simplement con- 
nexe. Nous allons traiter K ,  Aq et Bq comme des coupures; fi cet el- 
let, consid+rons deux cycles K'~ et K"q infiniment peu dif~+rents de K ;  

nous pouvons supposer que ces deux cycles ne se coupent pas. La por- 
tion tr+s petite de la surface /g '(t)  comprise entre ces deux cycles s'ap- 
peliera S(t) .  Les deux cycles K'~ et K"q engendreront deux aires A',z et 
A" quand t variera de t g I et deux aires B' et /3" quand t variera q q q q 

de t ~t t. 
Cela pos~, retranchons de la surface ferrule W( t )  les aires tr~s 

petites 

S~ (t), S (0, . . . ,  S~ (t). 

Apr,~s cette op&ation, la surface restante f/f7_ XS-Sq ne sera plus 
une surface ferm+e, elle admettra pour fi'ontiSres les 2 p  courbes ferrules 

K'  et " q I~q. 
Ajoutons ensuite ~ cette surface les aires B' et B"" le r+sultat de q q~  

cette addition sera une surface 
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qui sera ferm6e pnisque B'  admet K'  comme ffonti~re complhte et que q q 

B" admet K " .  
S q 

Je dis que la surface W~ (0  ainsi obtenue est sirnplement connexe 
et sans singularit6. Elle n'a pas de singularit', parce que ses diff4rentes 
parties ne se coupent pas et n'ont d'autres points communs que ceux 

t des courbes Kq et K"~ qui leur servent de fronti&es. Et en effet, W(t) 
ne peut avoir aucun point commun avec B'q ou B'~, en dehors de K'  

et K"" et d'autre part comme les aires B= et B~ ne se coupent pas les q~ 

aires B'q, B~', B~, B ~ ,  etc. n'auront non plus aucun point commun. 

D'autre part, la surface non ferm6e / ' V - - ~  Sq est hom4omorphe 

une aire plane limit4e ext&ieurement par une courbe ferm& et int6- 
rieurement par 2,0 ~ i autres courbes ferm6es (cela n'est pas autre 

chose que la representation de la surface W par un polygone fuchsien 

de la 3 ~ famille dont il a 6t6 question plus haut au ~ 3) ou ce qui re- 
vient au m4me ~t une aire sph6rique, comprenant ce qui reste d'une 
sph&e quand on en a retranch6 2p petites aires ~ simplement connexes 

et ext4rieures les unes aux autres. 
D'un autre c6t4, les 2p aires B' et B" peuvent 4tre consid6r6es 

comme hom6omorphes aux 2# aires a ;  on verra ainsi, en faisant atten- 
tion k la facon dont se fair le raccordement, que la surface totaIe 

W = W - - Z S q - Z B ' q - Z B "  

est hom6omorphe ~ la sph&e entihre, c'est-~-dire simplement connexe. 
C, Q., F,  D.  

Faisons varier maintenant t depuis o jusqu'~ I, et en m4me temps 
imaginons que les cycles K's et K's se rapprochent de Kq de fagon ~t se 

confondre avec K s pour t =  I. 
Je suppose que les positions successives de K's et de K s'' n'aient 

aucun point commun, pas plus par cons6quent que les positions succes- 
sives des aires A's et dq", B's ou B".s Dans ces conditions tout point in- 
t6rieur ~ V (les points des aires -//s except6s) appartiendra ~ l'une des 
surfaces W et 5 une seule. Les points de la surface limite W ( I )  ap- 

partiendront ~ W ( I ) .  Pour t =  I, les aires B' et B" se r4duiront 
S q 

d '  et A" et celles-ci elles-m4mes se r6duiront aux aires A s puisque pour 
S q~ 

t = I les cycles K~ et K"  se r6duisent ~ K . 
S S 

Si nous consid4rons donc un point de .4s, ce point se trouvera en- 
core W (~) mais ~ ce point de A s correspondront deux points de W (~), 

~emd. Cir~. Matem. .PMerm% r.. XVlII 0 9 o 4 ) - -  Stampato iI zI gcnnajo i9o 4. xz 
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Fun de ces points devant ~tre consider6 comme appartenant ~ B' - -  A' et q q 

t!  ~ x 4  tP l'autre ~l B 
Les surfaces simplement connexes W , (  0 s'embokant mutuellement 

engendreront (cf. ~ I) une vari6t~ simplement connexe. 
On peut donc dire qu'en pratiquant dans Vles  p coupures Aq on 

rend cette vari&~ simplement connexe. Pradquons ces p coupures, et 

d~formons notre vari&~ de fagon ~ ~carter les deux 16vres de ces cou- 
pures; la vari~t~ nouvelle U ainsi obtenu~ serz simplement connexe, li- 

mitre par une surface simplement connexe H hom4omorpIae k une sphere. 
Sur cette surface simplement connexe nous distingue~'ons 2/9 aires sim- 
plement connexes qui seront les deux 14vres des 2 conpures, et que 
j'appellerai les cicatrices, ces cicatrices seront conjugu6es deux ~ deux. 

A chaque point de U correspondra un point de V e t  un seul; de 
m~me ~ chaque point de V correspondra un point de U et un seul, 

sauf pour les points des aires Aq k chacun desquels correspondront 

deux points de U situ4s sur deux cicatrices conjugu6es. 
Consid4rons deux vari&6s analogues ~ U; chacune d'elles sera sim- 

plement connexe, chacune d'elles sera limit4e par une surface simplement 

connexe portant 2p cicatrices simplement connexes conjugu4es deux 
deux et ext4rieures les unes aux autres. I1 est clair que les deux figures 

ainsi form6es seront hom4omorphes entre elles et hom4omorphes ~ la 
figure form4e par une sph4re dont la surface porte 2p cicatrices consti- 

tubes par des petits cercles ext6rieurs les uns aux autres. 
D'o6 cette cons4quence importante: routes les vari6t6s engendr6es 

comme g et pour lesquelles le nombre entier appel4 plus haut p e s t  le 
m4me sont hom6omorphes entre elles. 

Supposons que dans l'espace ordinaire on construise une surface 
I c" 1 fermee 2p- l -  I fois connexe et sans singularit6. Cette surface partagera 

l'espace en deux r4gions, l'une int6rieure et l'autre ext4rieure. Soit R la 

r4gion int6rieure, C'est une vari6t4 non ferm4e ~ 3 dimensions susce- 
ptible de la m4me g6n6ration que V. Donc Ves t  hom6omorphe ~t R 
pourvu que le hombre p soit le m4me. 

Donc, si j'appelle ddvelopj)abIes les vari6t6s non ferm6es qui sont 

hom4omorphes ~ une portion de l'espace plan, routes les vw'idlds engen- 

drdes comme g sont ddveloppables. 

On pent en tirer en passant une cons+quence; consid&ons dans 

l'espace ordinaire deux surfaces ferm+es Se t  S', l'une et l'autre 2p @ 

lois connexes. 
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Soit R le volume intSrieure k S, et R' le volume int~rieur k S'. 
On salt que les deux surfaces S e t  S' sont hom6omorphes; mais l'on 

pourrait se demander s'il en est de m~me des deux volumes R et R' 
et au premier abord on pourrait &re tent~ de r6pondre n6gativement k 
cette question. On pourrait se reprSsenter les diverses nappes de la sur- 
face S' s'enchev&rant les unes dans les autres d'une far compliqu6e 
et formant des nceuds qu'il serait impossible de d~nouer sans sortir de 

l'espaee ~ trois dimensions. Loin de 1~, nous sommes maintenant en &at 
de conc!ure que les deux volumes R et R' sont toujours hom~omorphes, 
puisque ces deux volumes peuvent ~tre engendr6s comme V, et que deux 
vari6t~s engendr~es comme V sont ~oujours hom6omorphes. 

J'arrive maintenant ~ une question importante pour ce qui va suivre. 

Je reprends la vari&~ V limMe par la surface V(I) ,  et engendr~e par 
la surface W(t). 

La m6me varlet6 pourrait-elle &re engendr6e par une autre surface 
W'(t) ,  qui comme W(t)  se rbduirait ~ un point pour t =  o, aurak un 
ordre de connexion constamment croissant et finalement se r~duirait k 
W ( I )  pour t----- I ? I1 est ~vident que V e s t  susceptible d'une infinit& 

de mani6res d'une pareille g6n&ation. Ii s'agit de comparer ces divers 

modes de g&n~ration. 
Je d&signerai par KI ,  . . .  , K~ les p cycles qui jouent dans la nou- 

velle g&nbration le m~me r61e que les cycles K , ,  . . . ,  K~ dans Fan- 

cienne. 
Ouelle relation y a-t-il entre les cycles K et K '?  Peut-on choisir 

arbitrairement les cycles K', et quelIes conditions doivent rernplir p cycles 
de la surface W'(I)  pour pouvoir ~tre choisis pour jouer le r61e des 

cycles K' ? 
i ~ Ces cycles ne doivent pas ~tre boucl&s. 2 ~ Ils ne doivent pas 

se couper. 
Mais ce n'est pas tout. Le cycle K ,  par rapport it la varigtg V, 

est ~quivalent ?t z&o, puisqu'il forme la frontiSre complete de l'aire Aq qui 
fair partie de g. Nous aurons donc les ~quivalences 

(0 K ~ K 2 ~  . . .  ~ K ~ - . o  (mod V) 

et routes celles qui s'en d~duisent. Je dis que nous n'en aurons pas 

d'autres. 
Je veux dire par I~ que si nous avons par rapport ~ /,rune ~qui- 
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valence de la forme suivante: 

(2) C ~ o (mod V), 

C &ant un cycle de la surface frontiere W ( i ) ,  que j'appellerai pour 
abr~ger W, nous aurons, par rapport a cette surface frontiare W une 
&quivalence de la forme 

(3) C~- -%qL~,q -%--%-}-~ ,@% - . . . .  %--{--~,q-% (rood W),  

o~1 les % sont des cycles quelconques de W e t  o~1 les i~ sont des cycles 
de cette surface tels que 

{~i ~ m K (mod W), 

m &ant un entier positif ou n~gatif et K Fun des cycles K , ,  K2, ..., Kq; 

et en effet si l'~quivalence (3) a lieu, on aura a fortiori 

C ~ ~ - ( - -  ~ --1- [~ -{-- ~ (mod V) 

ou, k cause des 6quivalences ( i )  qui entralnent ~ ~ o :  

c - - -  Z ( -  + " o (moa r). 

L'&quivalence (2) est donc une cons+quence des +quivalences (x). 
Pour &ablir la proposition ~nonc~e, je suppose que l%quivalence (2) 

ait lieu; die signifie que le cycle C est la s complete d'une cer- 
taine aire simplement connexe D situ&e dans V. 

Cette aire pourra couper l'aire Aq suivant une ligne Lq qui ira d'un 
point de C ~l un autre point de C, puisque les extr+mit+s de Lq ne 
peuvent se trouver que sur la frontiere de Aq c'est-~-dire sur /47, ou 
puisqu'elles sont sur D, sur i'intersection de W et de D, c'est&-dire 
sur C. L'aire D pourra aussi ne pas couper A ,  ou la couper suivant 
plusieurs lignes distinctes Lq. Dans tous ies cas les differentes lignes L 
ne se couperont pas puisque les diverses aires A ne se coupent pas et 
puisqu'on peut toujours supposer que les aires A et D n'ont pas de 
singularit+ et d&former au besoin un peu D de fagon que les surfaces 
D et A ne se touchent pas. 

Chacune des lignes L partage l'aire D en deux parties puisque cette 
aire est simplement connexe. Cette aire D sera donc divisfie par les di- 
verses lignes L en un certain nombre d'aires partMles •  • . . .  On 
peut parcourir successivement les contours des diverses aires partielles 
zi de la fagon suivante que je ferai mieux comprendre par un exemple 
que par des explications. 



ClNQUIt~ME COMPLgMENT ~ L'ANALYSIS SITUS. 93 

Sur la figure le cycle A B C D E F G H N I K L M P A  est le cycle 
C; les lignes CE, BF, GK, HI, LP sont les lignes L. 

H 6 

J [3 

P A 

Fig. 3. 

II est clair que le cycle total peut 6tre remplac6 par la somme des 

arcs suivants 

(ABCDE-J r - ECBA) + (AB CE-~- EF-Jr- FBA) 
+ ABE + FGH+ LrNr+ ZHGFB.4) 

(4) ~--~-  +(ABFGHI-}-IK+KGFBA)+(ABFGK@KL@LPA) 
+ (.4t,1; + LMP + V 4). 

On vok en effet que le dernier terme de chaque parenthese est 
d&ruit par le premier terme de la parenthese suivante et qu'en suppri- 
mant les termes ainsi d&ruits on retrouve le cycle total C. 

Prenons maintenant l'une de ces parentheses, la troisieme par ex- 

emple; elle peut s'4crire: 

A B F G H +  H N I H +  HGFBA. 

On voit que le premier et le dernier terme repr&entent un m~me 
arc A BF GH parcouru une lois dans le sens direct, une fois dans le 

sens invers, et que le second terme represente le contour de l'une des 
aires partielles • ~ savoir de Fake H1N; il en est de nl~me pour les 

autres parentheses de t'expression ~- qui peut s%crire: 

(ABC-q t- C D E C - -  CBA) -Jr- (AB -t- B C E F B +  BA) 
(5) X -= .og_ (ABFGH-}- H N I H +  HGFBA)  

+ ( ~ B E G +  + OFBA) 
+ (ABF GKLPA) 2 r- (AP + PLMP + PA). 

Je vais encore modifier le chemin ~-. Ce chemin se compose 
d'arcs faisant partie du contour primitif C et d'arcs formes par les lignes 

Lq. Ces derniers arcs se d~truisent comme on l'a vu parce que dans 

l'expression (4) le dernier terme de chaque parenthase est d&ruit par 
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le premier de la suivante. Nous pouvons transformer ces derniers arcs; 
nous remt~lacerons la ligne L par un arc appartenant au cycle K~ et 
ayant m~mes extr&nit~s. Cela est possible parce que les deux extr+mit~s 
de la ligne Lq sont sur le cycle K ;  cela est permis d'ailleurs parce que 
ces nouveaux arcs, mis ~ la place des anciens, se d&ruiront comme se 

d~truisaient les anciens. Et si j'appelle ~--' ce que devient le chemin ~-- 
apr~s cette transformation, le cycle primitif C peut donc aussi bien &re 

consid+r6 comme identi'que au chemin ~- '  qu'au chemin ~-. 

Ce chemin ~ '  pourra ~tre mis comme ~- sons la forme (5); il 
suflit simplement d'admettre que, dans le second membre de (5), CE 
par exemple reprfisente, non la ligne L qui a pour extr+mitfis C et E, 
mais l'arc du cycle Kq qui va de C en E. 

L'avantage de cette transformation c'est que tousles points du che- 

min ~-' sont sur la surface limite W, tandis qu'il n'en aurait pas fit+ 

de m~me de tousles points du chemin ~-. 

Revenons ~ la vari+t+ simplement connexe U d~finie plus haut. 
Cette vari+t~ a pour fronti~re une surf'ace simplement connexe que 

nous avons appelfie H et qui porte 2# cicatrices. Les parties de H 
ext+rieures aux cicatrices correspondent alors ~t la surface }F et les cica- 
trices, comme nous l'avons vu, aux aires Aq. 

Un contour ferm+ quelconque Q trac+ sur cette surface K et re- 
stant en dehors des cicatrices sera +quivalent ~ z+ro par rapport ~ la 
vari+t+ K, en vert~ des gquivalences (I).  En effet ce contour enveloppera 
un certain hombre de cicatrices; supposons pour fixer les id+es qu'elle 
enveIoppe deux cicatrices A e t  A~. Soit M le point initial et final du 
contour ferm+ Q; soient de m~me M e t  M~ les points initiaux et finaux 
des deux contours fermfis K et K qui servent respectivement de p+ri- 
m~tre aux deux cicatrices A et A~. 

J o i g n o n s M ~ M  et~M~ par deux arcs M M  e t M M ~ ;  on aura: 

Q-~- M M~.-I- K~-I- M~M-t- M M~ @ K~ @ M M (mod W) 

puisque la pattie de la surface H comprise entre les contours Q, K et 
K, appartient ~ cette r6gion de H qui correspond A /4 z. 

Mais en vertu des 6quivalences ( I )  

K, ~ K ~_ o (rood V); 
donc 

Q ~ M M, Ar- M, M + M M~ -I- M~ M ~ o (mod V) 

et cela a lieu comme je l'avais annonc+ en vertu des gquivalences (I).  
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Or si nous envisageons le second terme de chaque parenth~se 

dans l'expression (5) du chemin ~--', ce second terme repr&ente sur 
//7 un contour fermi; il repr&entera ~galement sur H u n  contour fermi; 

cela n'est pas &ident et cela ne serait pas vrai pour un contour ferm~ 

de W qui rencontrerait Fun des cycles Kq; ~ chaque point de K s cor- 

respondent sur U deux points distincts, de telle fagon que quand un 

chemin continu sur W rencontre Ks ,  le chemin correspondant sur U 

saute brusquement d'un de ces deux points ~t l'autre et devient discon- 
tinu. Mais ici cette circonstance ne peut se pr&enter puisque le contour 

ferm~ que nous envisageons ne Jrancbit  jamais K s e t  se borne ~t le 
lol~ger. 

Le second terme de chaque parenth6se, est donc ~quivalent ~t z~ro 

eT,t vertt~ des gquivale,lces (I).  Donc il en est de m&ne de la parenth6se 

euti6re, puisque le premier et le dernier termes se d&ruisent. Donc il en 

est de meme du chemin ~--' ^ _ _  tout entier et par consequent de C. 

Donc il n 'y a pas d'autre ~quivalence entre les cycles de V/ que 

celles qui sont des consfiquences des ~quivalences (I) .  c. o_. F. D. 

Nous pouvons donc ajouter une troisi&me condition k celles qui, 

nous Favons vu, sont n&essaires pour que/3 cycles de /7/7 puissent ~tre 

choisis pour jouer le r61e des cycles K' .  

Le syst~me des fiquivalences 

K '  --~ K '  ~ . . .  =--_ K'p ~ o 

ne dolt pas diff&er du syst~me des &quivalences 

K ~ K ~  . . ,  ~ I ( p ~ o ,  

de sorte que chacun de ces syst~mes dolt ~tre une consfiquence de l'autre. 
Ces trois conditions sont-elles suffisantes ? 

Soient K '  K '  K'p, p cycles non boucl~s, ne se coupant pas 
i J 2 ~ �9 �9 �9 - 

mutuellement et tels que l'on air: 

K ' = = _ K '  K ;  , ~ ~ - . .  ~ ~ o ( r o o d  V ) .  

L'6quivalence K ' ~  o nous montre qu'il existe une aire A '  sim- 
q q 

plement connexe et dont Ia fronfi~re complete est K '  Je dis que l'on q "  

peut toujours supposer que les diverses aires _d' n'ont aucun point 
q 

commun. 

Imaginons en effet que A '  ./1' _.4' ne se coupent pas, mais I ~ 2~ " * "  q--! 

qu'une ou plusieurs de ces q ~ I aires soit coupfie par A' Soit E~ Fin- 9 "  

tersection de l'aire A' et de l'aire A'-  q i ,  cette intersection n'aura aucun 
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point sur K '  puisque K '  *4' que sur W, et par , q ne pourrait rencontrer i 

cons6quent sur K' K' 4 et que 4ne rencontre pas K '  par hypothhse. Cette 
q 

intersection est doric tout enti~re ~ l'int6rieur de d '  �9 nous pouvons sup- q ~  

poser que la surface A . . . .  n'a pas de smgularlte, et n'est pas tangente 

la surface A' sans quoi il suffirait de la d~former l~gSrement; il en q '  

r&ulte que notre intersection est une courbe sans point double, elle 

dolt donc se composer de plusieurs courbes ferm8es ne se coupant pas 

mutuellement. 

De plus l'intersection de A'~ avec A'~ ne coupera pas celle de A'~ a- 

vec A'~ (si i et k sont ~ q )  puisque A'4 ne coupe pas A'k par l 'hypo- 

th~se. 

Les diverses intersections E 4 et E~ se composeront donc d'un cer- 

tain nombre de courbes ferm~es n'ayant aucun point commun. Si nous 

envisageons deux de ces courbes, ou bien elles seront ext~rieures l 'une 

l'autre, ou bien l'une d'dles sera int&ieure ~ l'autre; ces mots ext& 

rieur ou int&ieur doivent s'entendre par rapport ~. l'aire simplement 

connexe A ' .  Parmi nos courbes ferm~es nous ne conserverons que celles 
q 

qui ne sont int&ieures ~ aucune autre; dies seront alors routes ext& 

rieures les unes anx autres. Soit b 4 l'une des courbes ferm~es conserv~es, 

appartenant ~t E 4 . Cette courbe h i limitera une portion de I'aire simple- 

ment connexe A' que j'appellerai G~ et qui sera elle-m~me simplement 

connexe; de m~me elle limitera une portion de l'aire simplement con- 

nexe A' que j'appellerai M 4 et qui sera elle-meme implement  connexe. 

Nous pourrons tracer sur A' une courbe ferrule b' ~t laquelle h~ sera 

int&ieure et qui en diff6rera tr~s peu. Alors b'r limitera une portion de 

l'aire A' que j'appellerai G' ~ et qui sera simplement connexe; de m~me 

h' 4 limitera une aire simplement connexe M'4 qui diff&era infiniment peu 

de Mi et qui ne coupera pas l'aire A' i "  

Formons alors une aire A"q en enlevant de A'q toutes les aires G'4 et 

en y ajoutant routes les aires M'  4 :  

 4"=A + y < -  yG' q q 4 "  

t !  On volt que Aq sera comme A'q une aire simplement connexe li- 

mit& par K '  puisqu'on remplace l'aire G' par une autre aire simplement 
q 4 

! t 
connexe limitfie ~galement par h 4 . Mais l'aire A" ne coupera ni . 4 ,  ni 

q 

�9 4 ;  ni .4' :l " * "  , q - - I  " 

Nous pouvons donc supposer que les q premi&res aires A' ne se 

coupent pas, et en continuant de la sorte on verrait qu'on peut supposer 
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que deux quelconques des p aires d'~ ne se coupent pas. C'est ce que 
nous ferons. 

Un raisonnement analogue montrerait que les cycles K'  n'&ant pas 

boucl& on peut toujours supposer que les aires X' sont des surfaces 
sans courbe double. 

Je me propose maintenant d'6tablir que les cycles K' qui satisfont aux 
trois conditions 4nonc~.es peuvent jouer le r61e des cycles K, c'est-~-dire : 
i ~ que V peut &re engei~dr6 par nne surface ~V'(t) qui se r4duit ft. un 
point pour t~---o et ~. W pour t =  I, et qui pour t < ( t ~ t + ~  est 
2 q - l -  i lois connexe; 2 ~ que pour lq ~ t  ~ *+, W(I) coupe les aires 
d ' ,  d'2, . . . ,  A'q suivant une seule courbe ferm4e et ne coupe pas les 

aires d ; + , ,  d;+2, . . . ,  4 "  
Je suppose que cela ait &t~ d~montr~ pour une vari&6 V d&velop- 

pable, c'est-~-dire hom6omorphe ~ une portion de l'espace plan ordinaire 

et limit& par une surikce 2 p - -  I lois connexe et je me propose de 
le d~montcer pour une vari&6 V d&eloppable et limit6e par une surface 
W de connexion 2p-{-  I. 

! Pratiquons dans V l a  coupure Ap et d~formons l~gerement cette 

vari~t~ apres avoir s6par6 les de*ax i~vres de la coupure, nous obtien- 

drons une nouvelle vari~t~ d~veloppable V limit&e par une surface 
2 p -  I fois connexe, cette surface W se composera de deux parties, 
dont l'une correspond k la surface W d a n s  laquelle a ~t~ pratiqu~e la 
coupure K~, et l'autre est form& des deux cicatrices correspondant aux 
deux l~vres de la coupure. 

Nous pouvons particulariser cette vari&~ d6veloppable V e t  cette 
surface ~V de la fagon suivinte. Consid&ons un point int6rieur ~t V 
et soit 8 la plus courte distance de ce point ~ la surface limite W ou 

la coupure A'~. Les points tels que 8 ~ e (~ petit) formeront le do- 
maine V ; les points tels que ,~ ---~ ~ ibrmeront la surface W ; les points 

tels que 8 ~ s formeront le domaine V -  / z  On volt ais4ment que 
la surface W est 2 p -  I lois connexe, et qu'elle est hom4omorphe ~i 
la frontiere du domaine obtenu en pratiquant dans V l a  coupure d'p. 

r La surface W ne coupera pas l'aire Ae,  et coupera chacune des 

autres aires As suivant un cycle K~' peu diff&ent de K~. Ces cycles 
K;' ne seront pas boucl4s, ils ne se couperont pas mutuellement. De 
plus le cycle K~ d6coupera dans l'aire simplement connexe A' un do- 

q 

maine d simplement connexe dont il sera la frontiere complete. Ce 

Rend. Circ. Matem. PMerrno, t. X'VIH ( x 9 o 4 ) . -  Stampam i1 22 gennaio 19o 4. ~3 
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t domaine A"~ est la portion commune de dq et de F I ; cela montre que 

K~' ~--- o par rapport ~t V .  Cela montre que les cycles K"  satisfont par 

rapport A V x aux conditions du th6or~me; or le tMor~,_x;e est suppos6 

d6montr6 pour V .  

Donc V x pent 6tre engendr6 par une surface W ' ( t )  qui pour t = o 
se r6duit ~t un point, pour t = u (o111 tp_~ < u < tp) se r6duit k W ,  

I t  qui pour t ~ t ~ t + ,  coupe A'[, A ' , . . . ,  Aq et par cons4quent 

A',, A'~, . . . ,  A'q suivant une seule courbe ferrn6e et ne coupe pas 

A" A" A" ni par ' A' A' consequent A' ni 
~ + ; i  ~ q + 2  ~ " " " ~ 1 0 - - t  ' q + I  ~ q + 2  ' " " " ' p - - I  ' 

? d'ailleurs Ap, puisque cette aire n'a aucun point commun avec V et 

que les A' n'ont d'autres points communs avec V~ que ceux de A" 
i " 

Envisageons maintenant le domaine V -  V limit6 ext&ieurement 

par la surface W qui est 2p-{- I lois connexe et int&ieurement par la 

surface W qui est 2 p -  I lois connexe et qui ne coupe pas Fake 
! 

Ap laquelle se trouve tout enti&e ~ l'int&ieur de V -  V .  Ii est clair 
t que nous pourrons prendre sur dp un point M e t  construire une sur- 

face W~ tout enti~re int6rieure ~ V - -  V x , admettant ce point M comme 
t 

point conique et n'ayant aucun autre point commun avec A~, puis en- 

gendrer le domaine V - -  V par une surface W ' ( 0  qui pour t = :  u 

se r6duit h W ; qui pour u ~ t ~  tp est 2 p -  I lois connexe, ne 
! - t coupe pas Ap et coupe les autres A' suivant une seule courbe termee; q 

qui pour t = t ~ s e  r4duit~ ~V; qui pour t p < t % I  est 2p--t- I fois 

connexe et coupe tous les d '  ~, y compris dp suivaut une seule courbe 

ferm4e; qui enfin pour t~--~- I se r4duit ~t / 4 / .  

Nous voyons que la vari&4 U pourra e~re ;̂ engendr4e par une sur- 

face /47' (t) satisfaisant ~ l'4nonc4 du th4or6me; le th'or~me est doric 

d4montr6 et les trois conditions 6nonc+es sont aon-seu!ement n4cessaires, 

mais suffisantes. 
I1 y a plus ; pour d4montrer Ie dernier tla4orhme je me suis appuy6 

seulement sur ce fair que les 6quivalences K'  ~ o sont une cons6quence 

des 6quivalences K ~_ o et je n'ai pas eu k m'appuyer sur le fair in- 

verse, que les 6quivalences K ~ o sont une cons4quence des 4quivalences 

K ' ~ - o .  Donc si les cycles K '  ne sont pas boucl6s et ne se coupent 

pas mutellement et si les 4quivalenccs K ~ o entrainent les 4quivalences 

K'  ~ o, inversement les 4quivalences K'  _~_ o entralneront les 6quiva- 

lences K ~ .  o. C'est ce qu'on pourrait v6rifier directemetm 
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Consid&ons maintenant une vari6t6 V ~t 3 dimensions dont le sque- 

lette se r6duira ft un segment de droite le long duquel la variable t 

variei-a de o ~ I. Le syst&ne PV(I) se composera d'une vari6t6 unique; 

cette vari&4 sera une surface ferm/e bilat~re, qui se r~duira ~ u n  point 

pour t = o et pour t = i, et dont l'ordre de connexion ira en crois- 
l r  �9 sant de i = o  ~. t ~ •  et en cLecrolssant de t-~- ' ,~ t~-~ I. Notreva- 

2 2 

ridtd V est do;,~c fermde. 
V~-_~ ~ r  Nous aurons 2 2 -.~1~,, s remarquables de t, satisfaisant aux in6- 

g . , ahtes : 

o - . . - " q < t  < . . .  < l p < - ~ - < t e < ~  ' . . .  < t ' < t ' < i , ,  , 

de teile fagon que, quand t passera de la valeur t - -  ~ ~ la valeur t q-  ~, 

la surface W ( 0  p~sseca de la connexion 2q ~ I ~t la connexion 2q q-  I ,  

et que quand t passera de la valeur t' m ~  ~ la valeur t ' - i - g  la sur- 
q g 

face W(I)  passera de ia connexion 2 q q-  I ~ la connexion 2 q - -  I. 

La vari6t4 K pourra se d4composer en deux autres K' et V" cor~ 

' l a  respondant, la premihre aux valeurs de t comprises entre 0 et 7 ,  
1 seconde aux valeurs de t comprises entre 7 et I. Chacune de ces deux 

vari&~s partielles r4pond aux conditions du ~ pr6c6dent; elle est done 

d6veloppable et c'est la vari&6 F form&e par leur r&union qu'il s'agit 

maintenant d'6tudier. 

Ces deux vari&t&s K' et V" ont pour fronti&e commune la sur- 

face W (-~) que j'appetlerai W e t  qui est 2 p - } - I  fois connexe. 

Sur cede surface, je pnis tracer d'une part les p cycles 

K' K'  K~ 
- i ,  2 ~  ~  " , 

d~finis par rapport ~ la vari&~ V' comme Font 6t4 duns le ~ pr&6dent 

les cycles K ,  K=, . . . ,  I(p par rapport ~t la vari&6 V du ~ pr&~dent. 

Ces p cycles ne sont pus boucl& et ne se coupent pas. De plus on 

a l e s  6quivalences 

(0 K; = K; = _ K;  _= o (rood v ' ) .  

D'autre part, sur cette m~me surface W, je puis tracer les p cycles: 

K"  K"  K"  
i ~ 2 ' ~ , p 

d4finis par rapport ~. V" comme Font 4t4 au ~ pr6c4dent les cycles 

Kq par rapport ~ la vari&6 V du ~ pr&Ment. 
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Les p cycles K "  ne sont pas boucl4s et ne se coupent pas; et l 'on 
a l e s  6quivalences 

Pr (2) K': ~ K" ~ . . .  ~ -  Kp (mod V"). 

Les cycles K' seront alors les cycles principaux de V' et les cycles 
K "  ceux de V". 

Consid&ons maintenant un cycle (7 quelconqne int~rieur ~ V; si 

M est un point quelconque de ce cycle, nous pouvons envisager le point 
correspondant N du squelette. Quand le point M d&rira le cycle tout 

entier, le point N restera sur la droite o I qui constitue le squelette et 

ex&utera sur cette droite une s&ie de mouvements oscillatoires ~t la suite 
desquels il reviendra ~t son point de d~part. 

Soient A et B les deux positions extr&x~es du point N dans cette 
oscillation. Supposons que le point A soit compris entre t et tq+~ et que 

le point N partant de la valeur t+~ - -  ~ d&roisse jusqu'~t A pour re- 

venir k la valeur tq+, - -  e. Soit H l'arc correspondant du cycle C; soit 
M un point de cet arc H, il appartiendra k la surface W(t),  t &ant 

compris entre A et t q + , -  ~. Nous savons que la surface W ( t )  reste 
hom~omorphe k eIle-m~me quand t varie de tq+- -~  k lq-{-~, et par con- 

s~quent quand t varie de tq+,--~ ~ A, puisque A est plus grand que t .  
Donc W(t)  est hom~omorphe ~ /~/"(t +, - -  ~). Soit donc M'  le point de 
W(tq+, --  ~) qui correspond ~ M. Quand le point M d&rira l'arc H,  

le point M'  d&rira l'arc H '  situ~ tout entier sur W(t+~ -- ~). Je dis 
qu'on a l'~quivalence 

H ~ H '  (mod V). 

En effet, consid&ons les diff&entes surfaces W(t),  o~ t a une va- 
leur interm&diaire entre celle qui correspond au point M et la valeur 

tq+= - -  ~ qui correspond ~t M'. Consid&ons sur chacune de ces diff~rentes 
surfaces qni sont routes hom~omorphes entre elles, le point qui corre- 

spond ~t M. Ce point engendrera une ligne L dont les extr~mit& se- 
ront M et M'; quand le point M d&rira l'arc / t ,  cette ligne L engen- 
&era une aire simplement connexe qui aura pour fronti~re complete les 
deux arcs H et H ' ;  ce qui d~montre l'~quivalence annonc&. 

Consid~rons maintenant les deux surfaces W(t+- -~ )  et W(tq+,q-~); 

sur la premiere nous avons l'arc H '  dont les deux extr~mit& D et E 

appartiennent ~t l'arc H e t  par cons&quent au cycle C; sur la seconde 
nous avons les deux points D'  et E',  infiniment voisins de D et de E 

et qui appartiennent aussi ~ C, de telle fa~on que DD' et EE' soient 
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deux arcs infiniment petits de ce cycle C. Nous pouvons tracer sur la 

surface W ( l + ,  q - s )  un arc H "  allant de D'  en E'  et infiniment peu 

diff&ent de H' .  Ce dernier point m6rite quelque attention. Les deux 

sucfaces W(tq+, - -  s) et W(tq+ x -Jr- s) n'ont pas le m~me ordre de con- 

nexion; il pourrait donc se faire bien que ces deux surfaces different 

tr~s peu l'une de l'autre qu'on ne puisse pas tracer sur l'une un trait 

continu tr~.s peu diff&ent d'un trait continu track sur l'autre. Si sur 

celle dont la connexion est la plus ~Iev&, on avait un trait continu L pas- 

sant pros du point singul~er et coupant le cycle qui se r&duit ~ un point 

pour t = t~+,, on ne pourrait tracer sur l'autre un trait continu tr~s 

peu diff~rent de L. Par exemple, consid&ons trois surfaces tres peu dif- 

f&entes l'une de l'autre; la I ~'~ sera un hyperboloide ~ une nappe, la 2 a~ 

un c6ne, la 3 ~ un hyperboloide k 2 nappes, le cycle qui se r~duit ~t un 

point est l'ellipse de gorge de l'hyperbolo/de ~t une nappe. Une gc%&atrice 

rectiligne de l'hyperboloide ~ une nappe coupera cette ellipse et il sera 

impossible de tracer sur la 3 e surface un trait continu tr~s peu different 
o t de cette oen&atrlce. Mais ici cette difficult& n'est pas ~ craindre puisque 

c'est W ( t + ,  q - s )  qui a la connexion la plus &lev&. Notre arc H "  e- 

xistera donc toujours et l 'on aura: 

H " ~ _ D ' D - I - H @ E E '  (mod V); 
alors posons 

C =  C ~ @ D ' D @ H @ E E '  

de telle fagon que notre cycle C se d&ompose en deux arcs, le premier 

C, et le second D'D-3 7 H-{--EE', ayant tous deux pour extr6mit6s 

D'  et E'. Nous aurons:  

C ~ C, q- H "  (mod V). 

Nous avons ainsi remplac6 le cycle C par un autre cycle ~quivalent 

C @H",  qui jouit des m~mes propri&&, mais qui en diff~re parce que 

le point repr~sentatif N au lieu d'aller jusqu'en A dans ses oscillations 

ne d6passe plus 1~+, q-  s. 
I Supposons d'abord que la valeur t = 7  soit comprise entre les 

points z/ et B entre lesquels oscille le point IV, et que le point A soit 

compris entre t et tq+, et le point B entre t' ' , be t  th+ ' . Nous pouvons 
par le proc6d6 que je viens d'exposer remplacer le cycle C par un autre 

o/1 le point N osciltera entre B e t  le point tq+, q-  ~, ce dernier point 

n'&ant plus compris comme le point d entre t s et tq+,, mais bien entre 

t+ ,  et lq+~. Nous pouvons, en d'autres termes, ramener le point A entre 
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tq+, et t +  2; en continuant nous le ram~nerons entre tq§ 2 et tq+ 3, etc., 
I puis enfin entre tp et ~-. En op&ant sur B et V" comme nous l'avons 

t r fait sur A et V', nous ramenerons de m~me le point B entre ~- et tp. 

En r~sum~ nous aurons remplac6 le cycle C par un autre cycle 
6quivalent C', tel que le point N reste toujours compris entre tp et t'p. 
Mais quand t e s t  compris entre tp et t'~ la surface W(t) reste hom6o- 

morplae ~ elle-m6me et k /47 (+)  ou W. Soit donc M un point quel- 

conque du cycle C' appartenant ~ W(t)  et M' le point correspondant 
de F/. Quand le point M d~crira le cycle C', le point M' d6crira un 
cycle C" situ~ sur W e t  on aura 

C'___= C" 

par un raisonnement tout pareil k celui qui nous a montr6 que H ~ H'.  

On aura donc 
C ~ C" (mod /1). 

Si les points 2t et B n'&aient pas situ6s de part et d'autre de { ,  si 

par exemple t restait ~ ~ pour le cycle C tout entier, on remplacerait 

le cycle C par ie cycle 6quivalent 

C+~- -~ ,  
off l'arc ~, qui est parcouru successivement dans le sens direct, puis 
dans le sens inverse, s%tendrait depuis le point final du cycle C, jusqu'~ 

un point quelconque de F tel que t ~  ~-. On serait ainsi ramen6 au 

cas pr6c6dent. Nous sommes donc conduits :i la conclusion g6n6rale 

suivante : 
Tout cycle de Vest dquivalent d u n  cycle de W. 
Maintenant entre les cycles de ~V nous avons les ~quivalences ( I )  

et (2) :  
K ' , ~ o  (mod V') K"~ ---=o (mod V")  

et nous aurons a fortiori: 

(3) K~ ~ -  K;' ~ o (mod V). 

Je dis maintenant qu'il n 'y en aura pas d'autres. 
Si en effet il y a une 6quivalence 

K ~ o (mod V), 

K &ant un cycle de W, cela veut dire qu'il e~ste dans /1 une aire sim- 
plement connexe A dont la fronti~re est form6e par le cycle K. Cela 
pos~, nous distinguerons dans A l e s  points qui appartiennent ~ Y' et 
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qui formeront l'aire A', laquelle pourra ne pas ~tre d'un seul tenant, et 

les points qui appartiennent ~ /,7,, et qui formeront l'aire A".  Si l'aire 

A '  n'est pas d'un seul tenant, elle sera fortune de plusieurs aires s6pa- 

r~es A'~, A'2, etc., dont chacune sera d'un seuI tenant. De meme pour 

A".  Si nous consid~rons l'une de ces aires partielles, A', par exemple, 

il pourra se faire qu'elle ne soit pas simplement connexe. Supposons 

par exemple qu'elle soit triplement connexe et limitfie par cons6quent 

ext~rieurement par une courbe ferm6e L, et int6rieurement par deux 

courbes ferrules L '  et L" ;  (ies roots ext~rieureme~t et int6rieurement 

doivent s'entendre par rapport ~ Fake totale A). Joignons un point de 

L g un point de L '  par une coupure P' et de m~me un point de L ~t 

un point de L "  par une coupure P";  ces deux coupures P' et P "  se- 

ront des arcs de courbe situ& sur A', et elies rendront A' simplement 

connexe. Soit B', Fake simplement connexe ainsi obtenue; et soit D'~ son 

contour qui sera formfi des courbes ferrules L, L '  et L "  et des deux 

coupures parcourues une s dans le sens direct et une lois duns le 

sens inverse. L'aire B'  fera tout enti~re pattie de K' et on aura:  

Z)' =__ o (rood V'). 

On opfirera de m6me pour les aires A ' ,  . . .  et on obtiendra une s&ie 

d'6quivalences 
D; ~ . . .  ~ o (rood V'). 

On op6rera de m~me pour les aires A'[ ,  A",,  . . . ,  dont I'ensemble 

forme A " ,  ce qui donnera les 6quivalences 

D" = D"  =___ . . .  =__ o (mod V"). 

Comme l'aire A est mrmee ~ ' par la %union des aires B'x, B=,' . . . ;  B",, 

B" �9 ['~quivalence K == o o/1 K est le contour de l'aire totale A 

sera une consequence des fiquivalences 

D'  ~ D'= ~ . . .  ~ o (mod f ' ) ,  

D ' ; ~ D ~ ' ~  . . .  ~ o  (rood g " ) ,  

off D',, D'2, . . .  ; D'[,  D " ,  . . .  sont les contours des aires partielles 

B'_, . . .  " " . . .  , , ; B ~ ,  B~ 

Notre 6quivalence est donc une cons&quence de diverses fiquivalences 

prises les unes par rapport ~ V', les autres par rapport ~ V". Or toutes 

les fiquivalences par rapport ~ V" sont des cons6quences des ~quivalen- 

ces ( i )  d'apr& le ~ pr6c~dent. Toutes les &quivalences par rapport ~ V" 

sont des consequences des ~quivalences (2). Donc notre ~quivalence est 
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une consequence des fiquivalences (I)et (2) ou ce qui revient au m~me 

des fiquivalences (3). c. o_. F. D. 

Poss~dam ainsi toutes les ~quivalences possibles, il est ais~ d'en d~- 

duke toutes les homologies sans division possibles; il suffit d'intervertir 

l 'ordre des termes dans les premiers membres de ces ~quivalences. Soient 

C ,  C2, . . . ,  C~ 

les 2p cycles fondamentaux de la surface W. 

Nous aurons des homologies de la forme:  

K; o., m[~ C~ -l- m[.~ C= + . . .  + mi.~p C p (mod W )  

et de la forme 

K~' ,---, m;'., C, -t- mi'., (~ + " ' "  -t- m;'.~p C~p (rood W)  

(les m' et les m "  &ant des entiers) de sorte que nous aurons les ho- 

mologies suivantes d~duites des ~quivalences (3) :  

I m;, ci + ~;~ c + . . .  + ~ ; ~  c p ,-, o 
(4) " " m" (7. ,-., (mod K) m,.~ C~ + m,.~ C~ + + ~.~_~p o 

et nous n'en aurons pas d'autres. 

Discutons ces homologies; formons le d&erminant • des entiers 

m' et m". 

Trois cas sont ~ distinguer : 

I ~ O n  a 

Donc ,a e'st un entier qui n'est figal ni k o, ni ~ -[- I, ni ~ - -  I; 

nous pouvons alors dfiduire des homologies (4) sans faire de division: 

a C~ ,--, o (i = I, 2, . . .  , 2p) 

et en faisant une division: 
C i ,'.-, 0. 

Le nombre de BETTI relatif aux bc~mologies PAR DIVISION est done 

dgaI a I .  

Mais on ne pourrait obtenir C~ ~ o sans s de division de sorte 

que les ~ coefficients de torsion ,~ (Cf. Proceedings of the London Ma- 

thematical Society, vol. 32, n ~ 727-729, page 3Ol) m sont ])as dgaux i~ I. 

2 ~ O n  a 
Ial = ~; 

on en dfiduit alors sans division 

Ci r o. 



CIN0_UII~ME COMPL~MENT A L~ANALYSIS SITUS. I0~ 

Donc dans ce cas, non seulement le nombre de BETTI, mais les coeafi- 

cients de torsion sont ggaux ~ I. 

Le hombre de BETTI et les coefficients de torsion sont donc les 

m~mes que pour une vari&+ simplement connexe. Cela ne veut pus dire 

comme nous le verrons bient6t, que la vari+t+ V soit simplement connexe. 

3 ~ O n  a 

A-----O. 

Des homologies (4) nous ne pouvons plus alors d6duire 

Ci r o 

m~me en faisant une division. 

Le hombre de BETTI est aonc pZus grand que I. 

Il est +gal ~t 2; si le determinant ~i s'annule, mais si tous ses mJ- 

neurs du I "r ordre ne s'annulent pus. 

I1 est 6gal ~t k, si le d+terminant s'annule ainsi que tous ses mi- 

neurs des k - -  2 premiers ordres, mais si tousles mineurs du k - -  I ~ or- 

dre ne s'annulent pas. 

Revenons au cas off • est +gal k -4- x. Dans ce cas, on peut se 
�9 r  1 " demander si ta varle~e est simplement connexe, puisqu elle a m~me nom- 

bre de BEr+rI et m~mes coefficients de torsion que les vari~t~s simple- 

ment counexes. Nous aHons volt, et c'est 1~ le but principal de ce tra- 

vail, qu'il n'en est pas toujours ainsi, et pour cela nous nous bornerons 

donner un exemple. 

Supposons que p - ~ - 2 ,  c'est-~-dire que la surface W soit 5 fois 

connexe. Je supposerai de plus que les cycles K~ et k(~ sont deux des 

cycles fondamentaux de W, ,h savoir : 

K ' - ~  C~, K ' ~ -  C 3 ! 2 " 

Je reprbsenterai la surface Vr par un polygone fuchsien Ro de la 

3 ~ famille limit+, par 4 circons ne se coupant pus. Pour cela nous 

n'avons qu'~ tracer sur la surface Vr les deux cycles C~ et C 3 qui ne 

se coupent pas; ~ dbcouper la surface le long de ces deux cycles regard+s 

comme des coupures et ~ la d~velopper ensuite sur un plan. 

Les cycles K'[ et K"  seront repv~sent~s alors sur ce plan par un 

certain nombre d'arcs de courbe allant d'un point du p~rim6tre du po- 

lygone fuchsien R o ~ un autre point de ce p+rim6tre. 

Voici ~ quelles conditions sont assujettis ces arcs de courbe: 

I ~ Ils ne doivent pus se couper mutuellement; c'est l~t la condition 

Rend. Cir~. Matem. Palermo, t .  x v n I  ( i 9 o 4 ) .  - S t a m p a t o  i l  x 3 f e b b r a j o  t 3 o  4 .  x 4 
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n&essaire et suffisante pour que les cycles K'[ et K"  ne soient pas bou- 
cl4s et ne se coupent pas. 

2 ~ Consid4rons alors la sb.rie d'arcs dont l'ensemble repr4sente le 
cycle K~'. Ces arcs doivent &re parcourus dans un certain ordre et 

chacun d'eux va d'un certain point initial situ4 sur le p&im&re de R o ~i 
un certain point final situ6 6galement sur le p6rim&re de R o. Observons 

que le p6rim&re de Ro se compose de 4 cercles conjugu6s deux a deux; 
~t chaque point de l'un des cercles correspond sur le cercle conjugu6 un 
point que j'appeIIe le conjugu6 du premier. 

Cela pos6, le point final de chacun des arcs qui repr6sentent K I' dolt 
&re conjugu4 du point initial de l'arc suivant, et le point final du dernier 

arc dolt &re le conjugu4 du point initial du premier arc. 

De m~me pour les arcs qui repr~sentent K~.  

I .... J 

5 

Fig. 4. 

Voici l'explication de la figure: le p6rim&re de R o est repr6sent6 

par tes quatre cercles q -  A; - -  A, @ B, - -  B repr4sent6s en trait plein ; 
les cercles q - A  et - - A  sont conjugu6s et correspondent ~t K; = C~ ; 

�9 f y  t t . les cercles q - B  et - - B  sont con/uoues et correspondent a K" = C3, 
les cycles K" et K"2 sont repr6sentfs par des arcs de courbe ailant d'un 

point ~ l'autre du p4rim&re de Ro. 
Les arcs qui repr6sentent K" sont en trait plein; ceux qui repr6- 

sentent K" sont en trait pointiil& Une pointe de fl&he plac4e sur le 

trait lui-m~me indique dans quel sens ce trait dolt &re parcouru. 
Les points o6 ces arcs coupent les cerc!es q-  A et ___+ B sont d6- 

sign's par des num4ros;  ces num~ros nous font connaitre en m4me 
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�9 - F temps queis sont ceux de ces points qui sont conjugues; ainsi le point 

+ B 5 est conjugu6 de - -  B 5, le point --}- d 5 de - -  ~/5. 
Pr6s de chacun des quatre cercles + d ,  ___+ B e s t  plac6e une fl~che 

dont voici la signification; quand un point d6crit l'un des cercles dans 

le sens de la fl4che, ie point conjugu6 dolt d4crire le cercle conjugu6 
dans le sens de la fl6che. 

On v~rifie ais~ment qu'en suivant soit + A, soit - - A ,  dans le sens 
de la fl6che on rencontre successivement 

I, 2, 3, 4, 6, 5, 7 
et qu'en suivant soit -31-B, soit - - B  dans le sens de la fl~che on ren- 

contre successivement 
i, 5, 2, 3, 4. 

L'ordre de conjugaison de nos points a donc +t~ convenablement choisi. 
Le cycle K" est alors repr~sent+ par 7 arcs qui se succ~dent dans 

l'ordre suivant : 

+ A ~  ~ - - A 2 ;  + A 2  ~ - - A 3 ;  

+ - ' / 3  ~t - - A 4 ;  + A  4 ~t + B ~ ;  - - B I  ~t + A S ;  

- - A  5 ~ + B 2 ; - - B 2  ~ - - A I .  

Le cycle K~' est repr6sent~ par les 5 arcs: 

-~--B 3 ~t - - B 4 ;  + B  4 ~ + . ,46;  --.,,t6 ~ + B s ;  

--B5 k + A 7 ;  - - A 7  k - - B 3 .  

I1 est ais6 de voir sur la figure que ces x 2 arcs ne se coupent pas; nos 
deux cycles ne sont donc pas boucl6s et ne se coupent pas. 

Nous pouvons donc construire une vari&6 V', admettant les cycles 

K'  - -  C, et K'~ = C 3 pour cycles principaux et une vari&+ V" admet. 
rant les cycles K I' et K]' comme cycles principaux. La r+union des deux 
vari&~s V' et V" nous donnera V. 

On s'en rendra mieux compte encore de la fa~on suivante. 

Reprenons notre figure et d&oupons le polygone R o suivant les 12 
arcs qui repr6sentent K'/ et K~'; nous aurons ainsi d~compos6 Ro en 
Io polygones partiels; recollons ensuite ces polygones les uns aux autres 

en coliant chacun des arcs des divers cercles +___ A, ___+ B aux arcs cor- 
respondants du cercie conjugu+; par exemple l'arc +.,'t 3. + - / / 4  ~t l'arc 
- -  .43-  - -  2/4;  nous obtiendrons ainsi un nouveau polygone qui au 
m~me titre que R o repr~sentera la surface /IV avec cette difference que 
les coupures au lieu d'&re faites suivant les cycles K~ et K~ seront fakes 

suivant les cycles K 7 et K " .  
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La figure ainsi obtenue est tout ~t fait pareille ~t la figure I, mais 
la signification e n e s t  diff~rente. Les cercles - I - A  et - - A  repr~sentent 

K'~' et non plus K '  les cercles nt-B et - - B  repr~sentent K"" les arcs 
i ~ 2) 

en trait plein ~t l'int~rieur de la figure repr~sentent K '  et non plus K"" 
les arcs en trait p0intilR repr~sentent K~. 

Les points 

+_A~, +_A2, +_A3, +___A4, +_A6, + A S ,  +___A 7 
repr~sentent respectivement les points 

-I- A I ,  ! A 2 ,  + A 3 ,  + A 4 ,  ! B I ,  + A s ,  + B 2 .  

Les points 

+_Bi, +_B5, +_Be, +__B3, +__B 4 
repr~sentent respectivement 

--l-A6, + Bs, +__A7, + B3, +_B 4. 
On ne doit pas s'&onner de ce signe + ;  les deux points n t- A I 

et - -  A I correspondent en effet ~t nn mSme point de la surface W. 
L'identit+ des deux figures nous montre que la surface W e s t  ho- 

m~omorphe ~ elle-m6rne de telle faqon qu'aux cycles 

, 5, K ,  K 
correspondent les cycles 

K" " K '  ' ~, K ,  ~, K~. 

Cherchons A exprimer K"  et K" en fonctions des quatre cycles fonda- 
mentaux C~, C~, C3, C 4. Pour cela nous n'avons qu'~t appliquer la 
rSgle de la fin du ~ 47 et pour facifiter l'application de cette r~gle nous 
avons track en trait mixte les trois coupures D D', DE, DE' 
qui figurent dans son finonc& 

L'arc -1- A I - -  A 2 part de -~- A 
L'arc -I- A 2 - -  A 3 part de -I- A 

L'arc + A 3 - -  A 4 part de -1- A 
et rencontre 

L'arc "-l- 
et rencontre 

C'arc - -  
e 'arc - -  

et rencontre 
g'arc - -  

Doric : 

D D' de gauche ~t droite 
A 4 n  t - B I  part d e + A  
DE de droite ~t gauche 

B I  + 2 1 5 p a r t d e - - B  

A 5 -t- B 2 part de - -  A 
DE" de gauche A droite 
B 2 - - A I  part d e - - B  

ce qui donne -I- C2. 
ce qui donne + C~. 

ce qui donne -Jr- C~ 

ce qui donne -I- C .  
ce qui donne + C 2 

ce qui donne + C 3 . 
ce qui donne -n L C 4 . 
ce qui donne - -  C2 

ce qui d o n n e - -  C 4 -  C 3 @  C 4. 
ce qui donne -1- C 4 . 

K'/=---. 3 C , +  C, + C - -  C, + 
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et rencontre D E'  de gauche ~t droite 

L'arc - -  B5 27 A7  part de - -  B 

L ' a r c ~ d 7 - - B 3  part d e - - A  

Donc : 

Passons A K~,  

L'arc 27 B3 - -  B 4  part de + B ce qui donne - -  C 4 

et rencontre D D "  de droite ~ gauche ce qui donne - -  C 4 + C 3 27 C 4 . 

L'arc + B4  + 2/6 part de 2 7 B ce qui donne - -  C 4. 

L'arc - -  2/6 27 B 5 part de ~ 2 /ce  qui donne - -  C~ 

ce qui d o n n e - - C  4 - C  3 0  r - C , -  

ce qui donne 27 C a . 

ce qui donne ~ C, .  

K'~- -~ - -  2C,  + C ~ - -  C ~ - -  C , - -  C 3 + 2 C , - -  C~. 

Nous avons donc:  

K '  ~--~ C K ~ - ~  C 3 

K"--~ 3C~ + C , +  C~ -- C 3 + C 4 -  C=-- C4-- C,+ 2C~ 
K'~ --- 2 C~ + C 3 - -  C= - -  C a - -  C3 + 2 C, - -  C=. 

Par rapport g V nous avons les &quivalences: 

(I) I C, + c 2 -  c` - c:* + c~' + C 4 -  c3 - c 4 ~ 0  
K;=_K;--o, K"=o, K~'--o. 

Les &quivalences K~ _~_ K; ~ o ou C I ~--- C 3 _~. o permettent de sim- 

plifier les autres; l'6quivalence ( I )  se r6duit ~t 

c - c ~ +  q -  q _ ~ o ,  

c'est-~-dire ~t une identitY; l'~quivalence K ' I ' ~ - o  se r~duit 

(2) 4C~ 27 C 4 - -  C=27 C 4 ~ o  

et l'6quivalence K"~_= o se r&duit ~t 

( 3 )  - -  2 C4 - -  C~ + C4 - -  C ~ =_ o. 

En r&um6, il nous reste deux cycles distincts C= et C, entre lesquels 

nous n'avons pas d'autre ~quivalence que (..o.) et (3)- 

Si nous transformons ces &quivalences en homologies, il vient:  

3 c = + 2 C , , - . , o ,  
- -  C ,  ~ 2 C= ,"., o .  

Le d&erminant est 6gal g ~ i; nous sommes donc dans le cas off 

a = + i ,  o~ le nombre de BETTI et les coefficients de torsion sont 

6gaux A I. Et cependant /7 n'est pas simplement connexe;  car son groupe 

s ne se r6duit pas ~ ta substitution identique; en d'autres 

termes, des 6quivalences (2)  et ( 3 ) o n  ne pent d&duire 

C=~o, C,~o. 
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Pour le montrer, j'adjoins ~ (e)  et ~ (3) l'~quivalence 

(4) - c -  C 4 - - o ,  
d'o~ : 

c4-c +q-C2-o. 
De (2), (3) et (4) on d&duira: 

(s) I - c 4 -  o, 
5 C= ~ o, 3 C4 ~ o. 

Or les relations (5) sont les relations de structure qui ont lieu entre les 
deux substitutions C~ et C 4 qui engendrent le groupe icosagdrique. On 
ne saurait donc en cl6duire C: ~ o, C 4 ~ o, ni a fortiori d~duire ces 

deux 6quivalences de (2) et de (3) seulement. 
I1 y a doric deux cycles de V qui ne sont pas 6quivalents fi z&o; 

donc V n'est pas simplement connexe. 
En d'autres refines, le groupe fondamental de V ne saurait se r& 

cluire ~, la substitution identique, puisqu'il contient comme sous-groupe 

le groupe icosa~drique. 
I1 resterait une question k traiter : 
Est-il possible que le groupe fondamental de V se r~duise ~l la 

substitution identique, et que pourtant V ne sok pas simplement connexe ? 
En d'autres termes, peut-on tracer les cycles K" et K~' de telle fa~on 

qu'ils ne soient pas boucl& et ne se coupent pas; que les ~quivalences 

K : ~ _ K : ~ o ,  K'[-~-K"~--o= 
entralnent les 6quivalences 

C, ~ C:a ~ ,  C 3 ~ C 4 ~  o 

et que cependant la surface V/ ne puisse pas &re regard& comme ho- 
m~omorphe ~t elle-meme de telle fagon qu'aux cycles C,, C=, C3, C 4 cor- 

respondent les cycles C~, Cs C; ,  C4; que les fiquivalences 

K:-= o 
entralnent C~ ~ C~ ~ o et r&iproquement;  et qu'enfin les ~quivalences 

K'it~K:'~o 
entralnent C: ~ C~ ~ o et rbciproquement ? 

Mais cette question nous entrainerait trop loin. 

Paris, 3 novembre I9o 3. 

H. POlNCAR~, 


