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Sur les Invariants Arithmétiques.
Par M. H. Poincaré a Paris.

§ 1. Introduction.

I/ejeune—Dz’m'chiet dans deux remarquables mémoires: Sur» I’ Usage des
Séries Infinies dans la Théorie des Nombres (Journal de Crelle, tome 18) et
Recherches sur diverses Applications de I Analyse Infiutésimale & la Théorie
des Nombres (Journal de Crelle, tome 19) est parvenu & déterminer le nombre
des classes des formes quadratiques d’'un déterminant donné. Il s'est servi
pour cela de certaines séries infinies dont les propriétés sont remarquables.

J’ai eu moi-méme l'occasion de me servir de séries identiques ou
analogues dans divers articles relatifs aux Invariants Arithmétiques qui ont
paru dans les Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de Paris en
1879 et dans ceux du Congrés d’Alger de I’Association Francaise pour
I’Avancement des Sciences en 1881.

Je demande la permission de revenir sur divers points relatifs & ces
séries pour présenter une série de remarques, qui n'ont peut-étre pas par
elles-mémes un trés grand intérét, mais qui ne sont cependant pas indignes
d’attention, & cause du lien qui les rattache & l'ceuvre de Dirichlet.

Ces remarques se rapportent aux fonctions fuchsiennes, aux fonetions
abéliennes, aux fonctions elliptiques et & un certain nombre de transcen-
dantes nouvelles plus ou moins apparentées aux fonctions elliptiques et
fuchsiennes et & la fonction de Fredholm.

Ce qui permet de réunir ainsi dans un méme travail un tel nombre
de fonctions si diverses, c’est la communauté de leurs propriétés arithmétiques
et leurs relations avec l'analyse de Lejeune-Dirichlet.

Journal fir Mathematik Bd. 129. Heft 2. 12



90 Poincaré, sur les Invariants Arithmétiques.

§ 2. Invariants des formes linéaires.

On sait qu'au point de vue algébrique, une forme linéaire
ax+by

n'a pas d’invariant; je veux dire qu’il n'existe pas de fonction uniforme des
deux coéfficients « et b qui ne changent pas quand on remplace la forme
linéaire par sa transformée par une substitution linéaire quelconque.

Elle en posséde au contraire au point de vue arithmétique, c’est-a-
dire qu'il y a des fonctions uniformes des deux coéfficients qui ne changent
pas quand on remplace la forme linéaire par sa transformée par une sub-
stitution linéaire quelconque & coéfficients entiers. Ce sont les Invariants
Arithmétiques.

Un bon exemple est fourni par la série

. 1
1) - . 2W=<ﬁk,
ot m et » peuvent prendre tous les systémes de valeurs entiéres possibles,
positives, négatives ou nulles, & I'exception du systéme m=0, n=0. Cette
série est absolument convergente pourva que le nombre £ soit plus
grand que 2.

Dans les articles que j'ai cités, j’ai montré comment ces séries et en
méme temps les fonctions doublement périodiques peuvent s’exprimer par
des intégrales définies simples. J’ai indiqué ensuite quel parti on peut en
tirer pour reconnaitre si deux formes quadratiques définies de méme déter-
minant négatif sont ou non équivalentes, au sens arithmétique du mot.

. Ces séries se rattachent aux fonctions elliptiques par le lien le plus
direct. Si en effet, nous adoptons les notations de Weierstrass, et que nous
fassions

a=2w, b=2w',
on aura
9 . _ 95 . 9 . 9195 .
4)4_3.4.5’ 4,0_4.5.7’ 1)8—400.3.7’ ¢w_80.3.7.11""

Plus généralement, envisageons une fonction uniforme ¢ (a, b) qui joue le
role d’invariant arithmétique, c’est-h-dire qui satisfasse & la condition

¢ (a,b)y=¢ (ea+ b, ya+db)
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quand «, 3, ¥, d sont des entiers tels que

ed—pfy=1.
Il est clair que ce sera une fonction uniforme de g, et de g, et que réci-
proquement toute fonction uniforme de g, et de g, sera un invariant.
Considérons maintenant ‘en particulier les invariants qui sont des

fonctions homogénes de a et de b, ce qui est le cas de la fonction qb,, définie
par I'équation (1.); on aura

(p(a, b>=b_k (P<'Z1 1)7
¢ (ea+pb, ya+db)=(ya+0b)~ "(p(aa'H}b 1)

a+db’?
d’ol, en faisant b=1,

¢ (%Z—I—?, 1)=(ya+9) ¢ (a, 1)

ce qui montre que si £ est un entier positif et pair, ¢ (a, 1) est une fonction
thétafuchsienne correspondant & ce groupe fuchsien particulier qui engendre
les fonctions modulaires.

On peut se demander si cette fonction peut étre représentée par une
de ces séries thétafuchsiennes que j'ai définies dans le § 1 de mon mémoire
sur les fonctions fuchsiennes (Acta Mathematica, tome 1). It d’abord quelle
est la forme de ces séries thétafuchsiennes dans le cas qui nous occupe.

Soit /1(z,y) une fonction rationnelle duelconque, homogéne d’ordre
—2k par rapport & x et & y et envisageons les séries:

(2.) = H(aa+f, 7¢t+(5‘)=Z(ya_*.()‘)—?k]](f’i“i_‘,_g’

et
(2b5s,) = H(ea+pBb, ya+db)

étendues & tous les systémes de nombres entiers e, 3,7, d, qui satisfont & la
condition ad—p3y=1.

La 1% est une série thétafuchsienne, la 2% est un invariant arith-
métique. Il faut toutefois ‘que les séries convergent. En se reportant au
mémoire cité sur les fonctions fuchsiennes, on voit que les conditions nécessaires
et suffisantes pour la convergence d'une série de la forme (2.) sont:

1° que.la fonction H (z, 1) n'ait pas d’infini sur le cercle fondamental;

2" que k soit un entier plus grand que 1 (au moins égal & 2).

12*
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Mais dans le cas qui nous occupe, ces conditions doivent étre 1égére-
ment modifiées, parce que ce qui joue ici le role du cercle fondamental,
c’est une droite: 'axe des quantités réelles.

Il est aisé de transformer cette droite en un cercle par un change-
ment linéaire de variable; on retombera sur une série de la méme forme.

Soit par exemple

(3.) 0(5)= ZH(‘:: jg 1) (e + 0y
et posons
st
t+1

Soit de plus

' az+ﬂ__iﬂri. t’=a't+ﬂ'
y24+0 417 yYt40"?

I'égalité (3.) deviendra

(3") C+ 1 o( ) =2 1, (58 (it oy

t+1 y't+ o'
en posant
d—1 -
I],(t):H(zm,l) (E41)"% .
On voit que si la fonction homogéne //(x, y) n'admet pas en y=0
un zéro d’ordre 24 au moins, la fonction /,(¢) aura un infini pour t=—1,

c'est-a-dire sur le cercle fondamental et la convergence ne pourra avoir lieu.
Les conditions nécessaires et suffisantes de la convergence sont done:
1" que le nombre £ soit un entier plus grand que 1;
2" que la fonction H(x, y) ne puisse devenir infinie quand le rapport

L est réel;
&

3’ qu'elle admette un zéro d’ordre 2% pour y=0.

Nous avons ainsi une nouvelle forme plus générale pour représenter
les invariants arithmétiques, mais si nous revenons aux fonctions &, définies
par I’équation (1.) une nouvelle question se pose. La fonction thétafuchsienne
&,(a, 1) peut-elle étre représentée par une série thétafuchsienne?

Nous savons que dans le cas ol le polygone générateur R, est tout
entier & Dintérieur du cercle fondamental et n’a aucun sommet sur ce cercle,
toute fonction thétafuchsienne peut étre représentée par une série thétafuchsienne
pourvu que £=>2 (loco citato, page 246). Mais il n’en est pas toujours de
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méme quand le polygone générateur a un sommet sur le cercle fondamental.
Il y a alors une condition & remplir (cf. loco cit. pages 215 et 275). Si «; est
un sommet situé sur ce cercle, et O,(¢) une série thétafuchsienne, on devra avoir

lim (t — 0!,-)2]‘ @, (l) =0. (pour t=a;)
Revenons 3 'équation (3") et faisons
d—1
0,(t) = (¢ + 1)~ G(zm oa=—1,
On devra avoir
lim O(Z)———O. (pour z==)
Si donc &, était représentable par une série thétafuchsienne, on devrait avoir
llm <I>k(z, 1)= lim EW}*—_’IL—)%:O. (pour z =)

Or on a évidemment
i

1 . al
S = S
im “(nzz+n)’°_2 llmﬁm,c =0,
Donc les @, ne peuvent étre mis sous la forme de séries thétafuchsiennes.
Mais & un certain point de vue les séries &b, peuvent étre regardées
comme une degénérescence des séries thétafuchsiennes.
Soit en effet § une quantité quelconque, non réelle, et envisageons
la série thétafuchsienne
1
O(z == .
=2 (@ H -Gt P
Si nous faisions tendre & vers zéro, nous aurions & la limite dans
la série en question, une infinité de termes qui deviendraient égaux entre
eux, ce qui suffit pour montrer que la série ne saurait étre uniformément
convergente.
Groupons les termes de la série convenablement, c’est-a-dire en
réunissant ceux de ces termes qui deviendraient égaux entre eux & la limite.

On les déduit du 1 d’entre eux en changeant y et J en
y+me, J4+mfp

m étant un entier quelconque positif ou négatif. Le terme général en question
peut alors s’écrire:

1
[(az +B8Q—mE—E(@z+ d)]?k.
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Nous sommes ainsi conduits & sommer la série
1 .

= @t om™
ot @ et b sont des constantes et oll 'on donne & m toutes les valeurs entiéres
depuis —oo jusqu'd +oco. La sommation est aisée; on sait en effet que
Yon a

1

.z+m y+m

1 —1
= agimye = v @E=DVA()

en désignant par F,(z) la dérivée (24 —1°) de = cotg a .

neotgxn —m cotg y = 2(
d’olt

Dans cette formule il faut faire

a=(ez+f)—§@s+0), b=—§(ez+p)
d’olt
a yz+0

P=—st i

Or si nous supposons z trés grand, et par exemple de partie ima-
ginaire positive, on aura sensiblement

(= 1) (2k—1)! Fy(z)= Ay,

A, étant une constante ne dépendant que de k; si donc & est trés petit et
que sa partie imaginaire soit positive; on aura

2in

m—-+=n 1 A - 1 2‘" ::-:(;
s [(ez+B) A—mE) —E@z+ o) * §2" (@z+py*
d’olt
2m L ritd
0 (2, §)=4° NPT

o T

La sommation est étendue & tous les systémes d’entiers o et 3, premiers
entre eur. Ktant donnés deux entiers « et 3 premiers entre eux, on peut en
effet toujours en déduire deux autres entiers y et J' tels que ad—[By=1;

le probléme comporte méme une infinité de solutions, mais qui toutes con-
40

duisent % la méme valeur de I'exponentielle ¢ *+7.
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Nous sommes donc conduits & un nouveau type d’invariants arith-
métiques représentés par la série:
._ya+0b

1 maa b
(4.) = W e +8 .

La convergence de cette série est évidente si le rapport % a sa partie

. o e . . " ra4-0b
imaginaire positive, il en est alors encore de méme du rapport +

aa+Bb de
sorte que l’exponentielle

2%n ra+(’b

(5.) o aatph

est plus petite que 1 en valeur absolue.

Si au contraire le rapport % a sa partie imaginaire négative, cette

exponentielle a son module plus grand que 1; mais il est limité; car parmi
les expressions en nombre infini

ya+40b
aa+ 3b

il y en a une dont la partie imaginaire est plus grande en valeur absolue
que pour toutes les autres. La série converge donc encore,

Si & tend vers zéro de telle fagon que sa partie imaginaire soit
négative, il faut remplacer I'exponentielle (5.) par I'exponentielle

—gin 20t
e aa+pb

)

mais la série reste encore convergente.
Posons maintenant

1
H(x, y>=(w—§1y) (@—&y)...(x—Exy)

et
O (a,b)==H (ca+p3d, ya+9b).

Si nous décomposons la fonction rationnelle H (z, y) en éléments simples,
nous pouvons écrire -
A; 12

Hz,y)= Zm__gy

les A; étant des constantes. Je puis écrire ensuite
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_ A; (ea + Bb)—%
9 (a, b) =Ixx ot

X,=(aa+p0)—§ (ya+db); Y,=—§& (ea+3h).

Le premier signe = se rapporte & l'indice ¢; le second au nombre
entier m; le troisidme & tous les systémes d’entiers o, 3 premiers entre eux.

Si nous effectuons d’abord les deux premiéres sommations, nous
trouvons

A; i —
(6) =% ootg 7 3; (ea+ BB,

i

Faisons tendre les & vers zéro; %g—’ tendra vers l'co; et cotg n %
tendra vers +V—1 ou —V—1 suivant le ;igne de la partie imaginaire de
2}{,—: ou ce qui revient au méme, suivant celui de la partie imaginaire de &;
de sorte que l'expression (6.) aura pour valeur asymptotique
Aie; 1

& (aa+pby%

ol ¢ est égal & +1 ou & —1, suivant le signe de la partie imaginaire de §,.

-—nV:-_IZ

Si les parties imaginaires étaient toutes de méme signe, le coéfficient

> ‘iéfi se reduirait &

4;
_4:2'-5

et par conséquent & zéro. Nous supposerons donc que les parties imaginaires
des & ne sont pas toutes de méme signe; et nous poserons

Il vient alors

: — 1
lim 0((1, I)):—WV—I BZW.
La sommation s'étend & tous les entiers « et 3 premiers entre eur, mais il

est clair que P’expression
1
= et o

ol « et 3 sont premiers entre eux, ne differe de la méme expression oil
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e et 3 sont des entiers quelconques, que par le facteur constant 2’% ol
m prend toutes les valeurs entidres positives.

Ainsi se trouvent rattachés les invariants arithmétiques de la forme
(1.) et aussi ceux de la forme (4.) & ceux de la forme (2.) ou (2".) qui
s'expriment directement par une série thétafuchsienne.

L’uniformité de la convergence de ces séries s’établirait aisément, ce
qui permettrait de se rendre mieux compte de la fagon dont ces séries

peuvent s’exprimer en fonctions de g, et de ¢;, ou ce qui revient au méme
de la fonction fuchsienne:

r=f()=1(%)=

9 —2793
et de sa dérivée.

Prenons d’abord les fonctions thétafuchsiennes les plus simples, en
supposant £=2. Klles seront de la forme:

dz\? P(x)
(7 ) D@

ol le degré de Q(z) dépasse d’une unité au moins celui de P(x). Soient
d’ailleurs ¢ et p ces deux degrés de telle sorte que

9=p+1.

Soient de plus =,,,,...2, les zéros de Q(2); et z,,2,...2, les valeurs
correspondantes de z. Notre fonction (7.) pourra s'exprimer par une série
thétafuchsienne de la forme (2.) ol £=2 et ol

o e
H(Z, 1)_ (z_z,)(z_%),,,(z-—zq)(z——tl)...(z—tr)

ol 2,,2,,...2, sont les quantités définies plus haut et dont la partie ima-
ginaire est positive, tandis que ¢, ¢, ..., ont leur partie imaginaire négative.

Quant & [1(z), c'est un polynome de degré g+»—4. Nous prendrons pour
plus de simplicité:

¢g=1, r=3, p=0; ¢q+r—4=0

de sorte que.P(z) et I7(2) se réduisent & des constantes. Faisons maintenant
tendre simultanément z,,¢,¢,% vers zéro de telle facon que z, tende vers
Journal fiir Mathematik Bd. 129. Heft 2. 13
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I'co, Alors & un facteur constant préé, la série thétafuchsienne tend vers
une série de la forme (1.) et la fonction (7.) vers

(dey_ L
dz/ z(z—1)"
Si nous supposons au contraire :
q=4, r=0, p=3, q+r—4=0

tous les poles de /7(z,1) ont leurs parties imaginaires positives et quand
les z; tendront simultanément vers zéro, la série thétafuchsienne tendra i
un facteur constant prés vers une série de la forme (4.) et la fonction
(7.) vers

(ﬁf B

dz/ az(xz—1)’
P; étant un polyndéme du 3° degré.

Supposons enfin:

q=0, r=4, ¢+r—4=0, p<<O.

L’inégalité p<CO signifie que le polyndme P(z) doit étre identiquement nul.
Ici tous les poles de H(2) ont leur partie imaginaire négative, de sorte
qu'd la limite la série thétafuchsienne devra se réduire & une série de la
forme (4.). Iy a donc de ces séries de la forme (&) qui sont identiquement nulles.

D’autre part, en développant les considérations qui précedent, on
pourrait trouver entre les séries de la forme (4.) et (1.) diverses relations
d’ott 'on pourrait sans doute déduire des théorémes d’Arithmétique.

Il va sans dire que toutes ces séries qui définissent les invariants
arithmétiques n’auraient aucune signification si le rapport % était réel. Elles
n‘en auraient pas non plus si £ (dans la formule 1) n’était pas un entier
pair; si £ était un entier impair, &, serait identiquement nul. Si £ n’était
pas entier, chacun des termes de la série &b, ne serait pas entiérement
déterminé et il n’y a pas moyen de choisir leur détermination de fagon &
conserver a la série toutes ses propriétés essentielles.

Il faudrait donner un moyen d’exprimer toutes ces séries & I'aide de
g, et de g; (ou de = et de %). C’est 1a un probléme sur lequel je suis

revenu & diverses reprises dans mon mémoire sur les fonctions fuchsiennes
sans pouvoir en donner une solution compléte et satisfaisante. Je me bornerai
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encore ici & développer certaines considérations qui sont de nature & jeter
quelque lumiére sur ce probléme, et qui en méme temps nous fournissent
une généralisation inattendue de la théorie des intégrales abéliennes de 1°*
et de 2% espéce. Ce sera l'objet du paragraphe suivant.

§ 3. Relations avec les fonctions fuchsiennes.

Rappelbns d’abord quelques-uns des résultats de mon mémoire sur
les fonctions fuchsiennes (Acta Mathematica tome 1).

Outre les séries thétafuchsiennes, j’ai eu & considérer certaines fonctions

que j'ai appelées 7(z) (loco cit. p. 238). Ces fonctions sont de la forme
suivante:

A(2) =(%§>“h | (xg—@@-.

Dans cette formule x=f(2) représente une fonction fuchsienne de z; les
nombres A et w, sont entiers; Q est un polyndme entier en 2. Les «; sont
les points singuliers de l'équation différentielle qui définit la fonction
fuchsienne, c’est-a-dire les valeurs que prend la fonction f(2) aux sommets
du polygone générateur du groupe fuchsien. Les entiers & et u; ainsi que
le degré du polyndme Q sont assujettis & certaines inégalités.

Dans le cas particulier qui nous occupe, il n’y a que trois points
singuliers @; et nous pouvons supposer que ce sont 0,1,oc; le polygone
générateur se décompose en deux triangles ayant pour angles 0 (pour z=o0),

g (pour z=0), g (pour £ =1). Si nous prenons alors =1 pour nous borner
au cas le plus simple, nous aurons

de z—=,

x, étant une constante quelconque.
Si nous prenons un % quelconque, nous aurons

dz\b (2 —1)M
(1) 4@)=(F) T4 k@,
F(z) étant un polyndme de degré p et les nombres entiers 2,2, et p étant

déterminés comme il suit:
13*
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si h=6n+41, A=3n+1, 4 =4n+1, p=n+1
8i h=6n+2, A=3n+1, A4 =4n+2, p=n+1
8si h=6n+4+3, A=3n+2, 4, =4n+2, p=n+1
si h=6n+4, A=3n4+2, 4 =4n+3, p=n+1
si h=6n4+b5, A=3n+3, A=4n+4, p=n+42
8$i h=6n+6, A=3n+3, A =4n+4, p=n+1,.

(2)

Quant & R(2) c’est une fonction rationnelle de = oll le dénominateur est de

degré an moins égal au numérateur et ol le dénominateur ne contient pas
de facteur z ou z— 1.

Considérons maintenant les fonctions thétafuchsiennes de 1° espéce,
c’est-d-dire celles qui restent toujours finies. Elles sont de la forme:

da\H O F

@) - @(Z)=(d_:> 57(7%21—)5,
ot F'(2) est un polynome de degré p—2 et ol les entiers 1,4, et p ont
des valeurs conformes au tableau (2.)

On voit que pour A=1,2,8,4,6 il n’y a pas de fonction théta-
fuchsienne de 1*° espéce et que ces fonctions apparaissent pour la 1°°
fois pour A=5.

Si nous considérons la formule (1.), nous voyons que la fonction
A(2) a p+ q infinis, ¢ étant le degré du dénominateur de R (z); que quand
ces infinis sont regardés comme donnés, le nombre maximum des paramétres
arbitraires contenus dans .7(2) est égal & g+ 1, c'est-a-dire au nombre
des coefficients du numérateur de R (z).

Entre les p+ ¢ résidus de 4(2), il y a donc p — 1 relations linéaires.
D’autre part, 'examen de la formule (3.) nous montre quil y a p—1
fonctions thétafuchsiennes de 1°° espéce. Kt comme les nombres entiers
hyA,4,p ont méme valeur dans les formules'(l.) et (3.), nous devons
conclure que le nombre des relations entre les résidus de 7(2) est égal au
nombre des fonctions thétafuchsiennes de 1°°espéce.

C’est 13 une propriété qui n’est pas spéciale aux fonctions modulaires
et qui est vraie d’'une fonction fuchsienne quelconque (cf. loco cit. page 266).
Bornons-nous par exemple aux fonctions fuchsiennes qui n’existent qu’a
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l'intérieur du cerle fondamental, et soit .Z(2) une fonction de la forme

(dw —h

x et X étant deux fonctions fuchsiennes; de telle sorte que -7(2) satisfasse
a la condition:

az+p ,
ACEED) = s+ 97 4.

Supposons que cette fonction .7(2) ait des infinis donnés, différents des
sommets du polygone générateur. Il y aura entre les résidus de cette fonction
autant de relations linéaires qu'il y a de fonctions thétafuchsiennes de 1 espéce
de la forme

d,v i1 ,
<dz X.

Et comme on démontre d’autre part que le nombre de ces relations
linéaires est égal au nombre des séries thétafuchsiennes, c’est ainsi que j’ai
démontré dans le mémoire cité que toute fonction thétafuchsienne de 1°° espéce
est représentable par une série thétafuchsienne, ce qu’il aurait été trés
difficile d’établir par une autre voie.

Quoi qu’il en soit, ces résultats vont étre notre point de départ. ~Con-
sidérons une fonction . satisfaisant & la définition précédente, nous remar-
querons que sa dérivée d’ordre 2h+1

d2h+1 4
EE’ZT—T—I——

est une fonction thétafuchsienne (cf. loco cit. page 247). Soit alors

—h 2h+41 41
=3 Sr(
X et ¥ étant des fonctions fuchsiennes, c’est-d-dire des fonctions rationnelles
de x dans le cas particulier des fonctions modulaires et des fonctions fuchsiennes
de genre zéro, ou des fonctions rationnelles de x et de y dans le cas général
des fonctions fuchsiennes de genre quelconque, qui s’expriment comme on
le sait, & l'aide de deux d’entre elles, z et y liées par une relation algébrique.

On voit que Y est une expression linéaire par rapport & X et i ses

dérlvéesdf, (jli)f’ ... Comment former cette expression; égalons-la & zéro.
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- L’équation
Y=0

sera une équation différentielle linéaire en X, quelle en sera la signification? Soit
d'.‘
@) o =vp(a,y)

I'équation linéaire du 2? ordre qui a donné naissance au systéme de fonctions
fuchsiennes considéré, Elle admet comme intégrales

da,

dz

da

z 7 et

Eh bien, 'équation Y'=0 admettra comme intégrales:
da\" o1 A2\ ”dm" dax\"
(G (@) (G @G
de sorte qu'on l'obtiendra en formant I’équation linéaire & laquelle satisfont
les puissances 2/“ des intégrales de 'équation (4.).

Et en effet, si oubliant un instant la signification de la fonction .7,
nous cherchons & intégrer 1'équation Y'=0, nous trouvons d’abord que la
derivée 2/41° de 4 est nulle, par conséquent que .4 est un polynéme de

h
degré 2h en z, et X un pareil polyndome multiplié par (%:)

Cela posé, envisageons une fonction thétafuchsienne quelconque O;
intégrons-la 2A 41 fois par rapport & z, et soit M(2) le résultat de cette
intégration de telle sorte que

d2h+1M

it = 0(9).
Soit .
dax\~h L rda\iH
M= X(Zz;) ; 0(2)= Z(g’z‘) )
nous aurons
Y=2,

Y étant formé avec X comme nous I’avons dit plus haut, tandis que Z est
une fonction fuchsienne, c'est-d-dire une fonction rationnelle de = et y que
nous regardons comme donnée. Comme nous savons intégrer I'équation
linéaire sans second membre Y=0, nous saurons intégrer 1'équation i
2! membre Y= Z,
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Quelles sont maintenant les propriétés fondamentales de la fonction
M(z). Pour cela reprenons l'équation Y'=Z, et la surface de Riemann
relative & la relation algébrique entre z et y. Décrivons sur cette surface
un cycle fermé, ou un contour fermé enveloppant certains points singuliers,
x,y et Z reviendront & leur valeur primitive, z subira une des substitutions
du groupe fuchsien et se changera en
o = az+4f .
yz+ 0
Ainsi la nouvelle comme l'ancienne détermination de X satisferont &
une méme équation Y'=2Z2, de sorte que la différence de ces deux déter-
minations devra satisfaire & V=0, c’est-d-dire se réduire & un polyndéme
en z multiplié par (i%)h; j'éeris:

=X+(%Yp,

X' étant la nouvelle détermination de X, et P un polyndme de degré 2/ en z.
Or nous avons

=X (G2, MR ==X () =2 () (2

M(g—: i g) =X' (‘—}:)—h(yz + )~

d’ou enfin:
M(a:—tg) M) (yz+ )+ (yz+ )P,
I1 vaudra mieux dans ces conditions, mettre la relation sous la forme

homogene, en mettant & profit I'idée de M. Klewn. Soit F(z) une fonction
de z et convenons de poser:

&
P, my=1F(S),
ol k est égal & 0, si I'(c) est une fonction fuchsienne, & 24, si F(2) est
la fonction M(2) ou A(2) et & —2h—2, si F(2) est la fonction O(2).

Dans ces conditions on a, pour une substitution quelconque du groupe
fuchsien

A(es+fn, y§+dn)=AE, ),
() 0 (ef+fn, y§5+InN=0(,n),
M(aé+fn, y&+In)=M®E,n)+ L&, n),
P(&,n) étant un polyndome homogéne de degré 24 en & et 7.
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Et c’est ici que commence & apparaitre ’analogie que j'avais en
vue avec la théorie des intégrales abéliennes. Les fonctions O, ou plutét
les fonctions rationnelles Z qui en dépendent, joueront le rdle des expressions
algébriques a intégrer, les fonctions } joueront le role des intégrales
abéliennes elles-mémes; enfin les polynomes I joueront celui des périodes.

Pour justifier cette assimilation, il suffit de montrer que la théorie
des intégrales abéliennes rentre comme cas particulier dans la théorie générale
que je viens d'esquisser. Considérons, en effet, le cas ol le polygone
générateur du groupe fuchsien se réduit & un polygone de 4p cotés dont
les cotés opposés sont conjugués et dont la somme des angles est égale &
2 droits. Supposons de plus ~=0; nous aurons alors affaire & des fonctions
thétafuchsiennes incapables d’étre représentées par des séries thétafuchsiennes,
puisque ces séries ne peuvent converger que si 2+ 1 est au moins égal & 2.
Mais cela ne fait rien.

On a alors simplement
M(z):/@(z)dz:/de.

Comme Z est une fonction rationnelle de = et de y, on voit que M est
simplement une intégrale abélienne. ,
Revenons au cas de 2> 0; nous distinguerons parmi les fonctions M(2):

1°. Celles qui ne deviennent jamais infinies; ce seront les intégrales de
1 espéce. On les obtiendra en partant des fonctions thétafuchsiennes de
1% espéce.

Le nombre des intégrales de 1°° espece indépendantes (c’est-d-dire
dont une combinaison linéaire ne se réduit pas & un polyndme P(&,7) de
degré 2h) est évidemment égal au nombre des fonctions thétafuchsiennes de
1°° espéce, c'est-d-dire (vide supra) & p—1. .

2. Celles qui deviennent infinies, mais n’ont d’autre singularité que
des poles. Ce sont les intégrales de 2¢ espice. -

Combien y a-t-il d’intégrales de 2° espéce indépendantes (c’est-d-dire
dont une combinaison linéaire ne se réduit pas & une fonction .7(2) plus une
intégrale de premiére espéce.)?

Considérons celles qui admettent ¢ infinis donnés, ou quelques-uns de
ces infinis. S'il y en a plus de p—1, on pourra trouver une combinaison
linéaire de ces intégrales dont les résidus satisfassent & p—1 relations
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linéaires quelconques. Soit C(2) cette combinaison. Par exemple on peut
prendre les p—1 relations auxquelles doivent satisfaire les résidus d’une
fonction 4(2). Alors les résidus de lintégrale C(¢) sont égaux & ceux
d’'une fonction .7(2) et la différence C(2) —7(2) ne devenant plus infinie est
une intégrale de 1°° espéce.

Le nombre des intégrales indépendantes est donc aw plus égal @ p—1.

La forme de ce raisonnement suppose que tous les infinis sont simples,
mais il serait aisé de l’étendre aux infinis multiples.

Considérons maintenant la fonction

1 1
D(7,0)== aa+ B (yat o)m+
“Tyatd

(cf. loco citato page 242). C'est une intégrale de 2° espéce, et méme elle
peut étre considérée comme l'intégrale de 2¢ espéce élémentaire. (’est de
plus une fonction thétafuchsienne de a.

Considérons p—1 de ces fonctions

b (2, ), D(2,a),... P(2,a,_,)

en choisissant a,, @,, ... @,_, d’'une maniére quelconque. Si ces p —1 fonctions
n'étaient pas distinctes, on pourrait trouver p—1 nombres 4,, 4,, ... 4
tels que la combinaison

p—1
A, b (2,a)

se réduise & une fonction .7 (2) plus une intégrale de 1°° espéce. C’est-a-dire
qu'on pourrait trouver une fonction .4 (2) qui admette seulement les infinis

Ay Aoy oee Ap_y
avec les résidus

Ay Ay A,

Mais les résidus d’'une fonction 7 (2) sont assujettis & p—1 relations
linéaires distinctes auxquelles les A; devraient satisfaire, ce qui ne serait
possible (puisque le nombre des relations linéaires distinctes est égal & celui
des A) que si tous ces nombres A; étaient nuls.

Donc les fonctions @ (z, a;) sont indépendantes.

Done le nombre des intégrales indépendantes est au moins égal & p—1.
En résumé,

Journal fir Mathematik Bd. 129. Heft 2. 14
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Le nombre des intégrales indépendantes de 2% espéce est égal & celus
des intégrales indépendantes de 1%° espéce.
Etudions maintenant les périodes et prenons d’abord celles qui se
rapportent & une substitution linéaire elliptique
az+8
(e St o)

’
Kecrivons cette substitution sous la forme:

Az4u le—{—,u)
ez+0' Y gz+0/?

J étant une racine 24° de l'unité.
Posons

H@§+un, ob+om)=M(E n); Q(As+un, ¢s+on) =P, 7).
L’équation
M(as+Bn, y§+dn)y=ME, n)+ LS, )
pourra s'écrire

H(aé+jun, 7o+ on)=HMAE+ un, o§+o0n)+Q@AE+ un, 0§+ on).

On a done
' H(j§,j'l'r/)=H('§, n+QE, 7).

De cette équation, nous pouvons en déduire plusieurs autres en changeant
§en j& 75, j71E; et oen 7N, 0, g

HG6,)=H3G& ) +Q3UST ),

H (&7 n)=H(G 787" )+ QG E 7).
Mais comme j est une racine 2£° de l'unité, on a

H (&, n)=H (£§ £m)=H(§,7)

et par conséquent

QE&m+QUE M+ +QUTE S n)=0

ce qui signifie que dans le polynéme Q tous les termes ol la différence des
exposants de & et de # est nulle on un multiple de 24 doivent étre nuls.
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Le nombre des coéfficients distincts du polynome Q (ou ce qui revient
au méme du polyndme P), est égal & 2w, w étant le plus petit nombre
entier satisfaisant & l'inégalité

w;zh(l—%)

Dans le cas des fonctions modulaires nous n’aurons & envisager que deux
polyndmes P, le 1° correspondant & la substitution (z, _12) pour laquelle

k=2, et le 2 & la substitution (z, zzl) pour laquelle on a k=3. Pour le

1 o sera égal au nombre 4 du tableau (2.); pour le 2% au nombre 4,, de ce
méme tableau, de sorte que le nombre des coéfficients arbitraires serait

24422,.

Mais nous pouvons ajouter & l'intégrale M (z) un polynéme entier quelconque
en z d’ordre 2%, sans que sa dérivée d'ordre 2/ +1 cesse d'étre égale &
O (2). Ce polynome contient 2/ + 1 coéfficients arbitraires. Nous pourrons
donc ajouter & M (2) un polyndme choisi de fagon & annuler 24+ 1 des
coéfficients arbitraires des périodes. Pour qu'il en ft autrement, il fandrait
qu'il existit un polynome entier en z dont toutes les périodes fussent nulles,
c'est-d-dire qui fat égal & une fonetion .Z(2). Or il n’y en a pas (sauf
le cas de A=0, que nous excluons).

Ce n'est pas tout; soient P (&,7), Q(§,n) les périodes relatives aux
deux substitutions elliptiques envisagées plus haut, de sorte que

M —n, §)=M(§1 n+ P&, ),
M(§'771§)=M<§777>+Q(§1 7).
Si nous faisons §=0, il vient
M(—"?,O)=M(O»77)+P(O,"7)7
M(_"710>=M(0,77>+Q(0’77)

, PO, m)=Q(0,n).
Cette condition étant distincte des précédentes, ainsi qu'il est aisé de s'en
assurer, il nous reste
24+ 24, — QA+ 1)—1=2p—2
coéfficients arbitraires.

d’olt enfin

14*
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Le nombre des coéfficients arbitraires est donc au plus 2p—2.

Il ne peut pas non plus étre inférieur. Car 8'il I’était, on ne pourrait
trouver 2p —2 intégrales de 1°° et de 2% espéce linéairement indépendantes.
Car si nous prenons 2p—2 intégrales M(2) quelconques, nous pourrions
en former une combinaison linéaire et choisir les coéfficients de cette com-
binaison de telle sorte que toutes ses périodes soient nulles, c'est-d-dire qu’elle
se réduise & une fonction .7(2).

Or nous savons qu’il existe précisément 2p — 2 intégrales indépendantes
de 1°° et de 2% espéce.

Donc en résumé:

Le nombre des coéfficients arbitraires des périodes est double de celut
des intégrales de 1% espéce.

Ce théoréme est d’ailleurs général.

On peut trouver d’autres analogies avec la théorie des intégrales
abéliennes, ainsi la possibilité de décomposer en intégrales simples de
2° espéce les fonctions .7(2) qui jouent ici le role des fonctions rationnelles
R(z,vy) dans I'étude des intégrales abéliennes. D’autre part, les relations
entre les résidus des fonctions 7(z) correspondent au théoréme de Rie-
mann-Roch.

Enfin &(z,a) est une intégrale de 2° espéce par rapport & z, et c’est
en méme temps une fonction thétafuchsienne de a; il y a 14 une sorte de
réciprocité qui n'est pas sans analogie avec la Vertauschung von Parameter
und Argument de Clebsch et Gordan.

Mais revenons au probléme qui nous avait servi de point de départ.
Il g’agissait de ramener les fonctions thétafuchsiennes & la forme de séries
thétafuchsiennes, ou si l'on préfére, de chercher la condition nécessaire et
suffisante de l'identité de deux expressions thétafuchsiennes, mises soit sous
la forme de séries thétafuchsiennes, soit sous la forme des séries (1 ) et (4.)
du paragraphe précédent, soit sous la forme du produit de ( P ) par une
fonction rationnelle de = et de y.

Nous pouvons maintenant énoncer ces conditions. Il faut et il suffit:

1 Que les infinis soient les mémes avec les mémes résidus.

2’ Que les périodes soient les mémes.

Encore ces conditions ne sont-elles pas distinctes; il suffit que p—1
des coéfficients arbitraires des périodes (sur 2p—2) soient les mémes.
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§ 4. Iwariants des Formes Quadratiques Définies.

Aprés avoir envisagé les invariants arithmétiques d’une forme linéaire
isolée, nous sommes conduits & étudier ceux de deux formes linéaires simultanées,
d’olt il est aisé de déduire ceux d’une forme quadratique.

Soient ax+ by et a'x+ b'y deux formes linéaires simultanées, nous
cherchons les fonctions des 4 coéfficients «, b, a', b’ qui demeurent inaltérées
quand les deux formes subissent une méme substitution linéaire d coéfficients
entiers.

Si ji, J2y «+v J, sont des invariants de la forme ax+ by regardée
comme isolée, si ji, j,...7, sont des invariants de la forme isolée a'z+ b'y,
il est clair d’abord que toute fonction uniforme des j et des ;' est un in-
variant des deux formes simultanées.

Mais tous les invariants de ces deux formes ne peuvent pas s'obtenir
ainsi; ceux qu'on peut définir de la sorte, ne sont pas altérés, non seulement
quand les deux formes subissent une méme substitution, mais encore quand
elles subissent deux substitutions différentes. Ce ne sont donc que des in-
variants trés particuliers et qui ne présentent pas d’intérét spécial, puisqu’ils
se raménent immédiatement & ceux que nous venons d’étudier.

Il est aisé d’en obtenir d’autres; soient:

Fi=(ax+by)+ & (dz+b'y), Fy=(az+by)+ & (dx4by), ...
' E,=(az+by)+ &, (a'x+ b'y)

p combinaisons linéaires de nos deux formes; les lettres §,, &, ... §, représentent
p coéfficients constants quelconques. Soit j; un invariant de F,, j, un in-
variant de F,,...j, un invariant de F,. Toute fonction uniforme de
Jis Jay +-- Jp Sera encore un invariant de nos deux formes.

Considérons maintenant la forme quadratique
(ax+by) (@z+b'y)=ads®+ (ab' +ba")xy+ bb'y*

qui est le produit de nos deux formes linéaires. Toute fonction de
ada', ab'+ ba', bb' qui sera un invariant arithmétique de nos deux formes
linéaires, sera un invariant de la forme quadratique; et la réciproque est
d’ailleurs vraie. ‘

D’aprés ce que nous avons dit des invariants des formes linéaires,
nous sommes conduits & envisager spécialement les invariants des deux
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formes linéaires qui dépendent seulement des rapports

c'est-a-dire les fonctions F(z,2') telles que
!
(1) FCEEE, ot =F(s, o).

C'est ainsi que parmi les invariants d’'une seule forme linéaire, nous
avons distingué les fonctions fuchsiennes F(2), tandis que les autres se
raménent aux fonctions thétafuchsiennes.

Parmi les fonctions F(z, 2") qui jouissent de la propriété précédente,
celles qui sont symétriques en z et 2’ sont des invariants de la forme
quadratique.

Si nous considérons les différentes substitutions linéaires i cotfficients
entiers, nous considérerons que pour une infinité d’'entre elles, les deux
nombres

aztf a4 f

yz+0' y2'4-6
sont infiniment prés d’étre réels; ce qui nous montre d’abord que les points
pours lesquels z et ¢’ sont réels tous deux, seront des points singuliers de
la fonetion F(z,2"). Mais d’autre part, si z et z/ sont deux nombres qui ne
sont pas tous deux réels, il sera impossible de trouver une infinité de sub-
stitutions telles que les deux équations '

PILE T A L

yz+ 0! y2' +0
soient infiniment prés d’étre simultanément satisfaites.

On pourrait donc étre tenté de croire qu’il est possible de former des
fonctions F(z,z") (ou plus généralement des invariants arithmétiques des
deux formes simultanées az+ by et a'z+ b'y) qui n’admettent d’autres points
singuliers que ceux pour lesquels z et 2’ sont réels tous deux. Cela n'est
pas possible; supposons en effet que z et 2’ soient liés par la relation

(2.) 22'+1i(z—2)+1=0;

alors F(z, 2") =F(z,_zl::z) sera fonction uniforme de z seulement et comme

z et 2’ en vertu de la relation (2.) ne peuvent étre réels & la fois, la fonction
F(z,2") n'aurait aucun point singulier essentiel, ce qui est impossible.
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Nous avons bien des maniéres de former des invariants arithmétiques;
considérons par exemple la série

az+B o +8
(3) ZH(E?g, e

(yz+ )" (y2' + 0)~m

analogue aux séries thétafuchsiennes et oll la sommation est étendue i toutes
les substitutions linéares du groupe.

Cette série oll H (z,2") représente une fonction rationnelle de = et de
2' converge pourvu que:

1° Le nombre m soit entier et positif.

2" La fonction I/ (z,2") ne puisse devenir infinie ou indéterminée
quand z et 2’ sont tous deux réels.

3" Le produit H (z,2') 2”2 tende vers une limite finie et déter-
minée quand z et 2’ croissent indéfiniment,

Posons alors

b H(G, 5)=H(a, b, d, b);
la série (3.) pourra s'écrire
3") = H(aa+pb, ya+db, aad'+ B, ya'+9b)=0(a,bd,d,d")

et se présentera directement sous la forme d’un invariant des deux formes
linéaires. Si la fonction H(z,z') est symétrique en z et 2/, ce sera un
invariant de la forme quadratique. Si 'on donne 3 la série la forme (3"%.)
la condition de convergence est que /7 soit une fonction rationnelle homogéne
de degré —2m tant par rapport & « et & b que par rapport & a' et &' et
!

dont le dénominateur ne puisse s'annuler quand les rapports %, % prennent
une méme valeur réelle.

Nous obtiendrons évidemment une autre forme d’invariants en envisageant
les séries

1
(4) =Gat 00y a1 o0y

ol ¥ et J peuvent prendre tous les systémes de valeurs entiéres possibles
sauf le systtme y=J=0, et ol nous supposerons d’abord s entier (et
d'ailleurs >1). Les invariants définis par les séries (3"™.) ou (4.)
admettent comme points singuliers essentiels, non-seulement ceux ol z et 2’
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sont réels fous deux, mais ceux ol June seulement de ces deux quantités
est réelle. Ils n’en admettent d’'ailleurs pas d’autre.

Soient maintenant 4 et u, A’ et u' quatre constantes quelconques, et
reprenant la fonction O définie par I'équation (3°%.), formons I'expression

(3%) O(Gha+ ud, Ab+ub', Va4 p'a, b+ u'd")

- ce sera un invariant arithmétique des deux formes linéaires, mais non plus
de la forme quadratique, ses points singuliers seront ceux pour lesquels
I'un des deux rapports

Aa+uad Ma+u'a

Ab4ud"? Ao+ b

sera réel. Plus généralement soit H(a, b, a', ") une fonction rationnelle
quelconque homogeéne de degré —4m par rapport aux 4 variables a, b, a', b'.
Formons la série

() ZH(za+pb, ya+db, ad+pl, yad+0b)=0,(a,b,d, V).

Si cette série est convergente, O, sera encore un invariant des deux
formes linéaires. Soit Q(a, b, o', d') le dénominateur de H; l'ensemble des
points ol l'un des termes de la série devient infini sera donné par les
équations

(6.) Q(ea+ b, ya+3db, ad'+ B0, ya'+Jdb")=0.

Mais ce dont nous devons surtout nous préoccuper, c'est de rechercher
I'ensemble des points dans le voisinage desquels il y a une infinité d’équations
(6.) qui sont satisfaites. Ces points seront en effet les points singuliers
essentiels de la fonction 0O,.

Soit d'abord z, une quantité commensurable quelconque. Posons

e=1+4hz,, B=—hs, y=h, d=1-hz,

d'olt ¢d—fy=1; comme z, est commensurable on peut choisir 2 d'une
infinité de maniéres de fagon que «, /3,7, d soient entiers, et on aura

oca+ Bb=a+ hz(a—2z,b), ya+db=>b+h(a—2zb),
ad'+ Bb'=a'+ hey(a'—2,0"), ya'+IV'=0'+h(a'—2,0")
de sorte que quand % croitra indéfiniment, les rapports des quantités

ca+p3b, ya+db, ed+pBb, ya'+dd
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tendront vers ceux des quantités
zy(a—zb), (a—z,0), z,(a'—z0b"), (a'—20).
Si donec le point a, b, o', b' satisfait & 'équation
(1) Qa(a—zb), (a—2zyb), z,(a'—2,V"), (a'—2,0")]=0,

il y aura dans le voisinage de ce point une infinité d’autres points ol des
équations de la forme (6.), différentes pour tous ces points, seront satisfaites.
Et cela sera vrai quand on donnera & z, une valeur commensurable et par
conséquent aussi une valeur réelle quelconque.

Mais ce n’est pas tout; il est évident que sile point @, b, a', b’ est un
point singulier essentiel, il en sera de méme de tous les points

aa+pBb, ya+db, ad+pb, ya+dY

ol o, 3,y,d sont des entiers tels que «d— 3y =1. Donc les points @, b, o', 8’
qui satisferont & I’équation

Q(-Z«)Aa A; ZUA’y A,) =0
en posant

A=(aa+pb)—z2(ya+0b), A'=(ad'4pb)—2,(ya'+b")

seront encore des points .singuliers essentiels. Or quand z, prend toutes les
valeurs réelles possibles,

B—20

'
y
v a—=z,y

prend aussi toutes les valeurs réelles possibles. Nous obtiendrons done
finalement les points singuliers essentiels & 'aide de 1’équation

(7"=)  Q[z(a—2bd), (a—2yb), zy(a'—2,b"), (a'- zb')]=0

ol z, et z, sont deux constantes réelles quelconques.
Réciproquement, si 'on considére une suite indéfinie de systémes de

nombres entiers, o, 3,y,d, tels que ad—fBy=1, on voit que quand on
g'avancera indéfiniment dans cette suite, les différences

« B e _y catfl a adtpll o
y 6'B8 &' ya+4db y' ya'4+db gy
tendent vers zéro (jexclus le cas ol J reste fini, cas ol il conviendrait de
Journal fir Mathematik Bd. 129. Heft 2. 15
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renverser tous les rapports précédents). On déduit de 1a que si le point
ay, by, ay, b; est infiniment voisin d’une infinité de transformés du point a, b, @', &'
on devra avoir:

a, b, a b’

% @—2,0) " a—zb 2 (@—2) d—=b"

z, et z; étant réels.

On peut en conclure ensuite que si le point a, b, @', b’ ne satisfait ni
aux équations (6.), ni & D'équation (7"%), on peut trouver une limite
supérieure de

H(a,b,d, b0 b*=H, (a,b,d,bd)

(qui est une fonction rationnelle homogéne de degré zéro en «, b, ¢/, b") ainsi
que de toutes ses transformées:

H, (ea+f3b, ya+3db, ad'+ BV, ya'+30").
D’olt il suit que la série (b.) converge puisque la série
(8) C E@at b (oY

est convergente. A vrai dire ce raisonnement semble supposer en outre
a o . .
que les rapports 5, ;- ne sont pas réels, puisque dans le cas contraire la

série (8.) ne convergerait pas, mais il serait aisé de remplacer dans l'ex-
pression de f1, le facteur 0™ b"" par

Ao+ u by (A'b4u' by
et de choisir les constantes 4, u,A', u’ de telle fagon que les rapports

Aa+upa Vatp'd
Ao ub'? Vo4 'l

ne soient pas réels et par conséquent que la série

8".) Z[i (ya+db)+u (ya'+ 0N[4 (ya+ b))+ ' (ya'+ d0")] "
converge. '

La nature des points singuliers résulte de la discussion qui précéde.
Considérons l'espace & 8 dimensions ol les coordonnées sont les parties
réelle et imaginaire de a,b,a’ et §'. Dans cet espace les points satisfaisant
4 une équation (6.) forment une variété & 6 dimensions, les points satis-
faisant & une équation (7"%) o z, et z, sont réels, formeront en général
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une variété & 8 dimensions. Donc en général les points singuliers essentiels
formeront des espaces lacunaires.

Cependant il peut se faire que le 1 membre de (7°%) puisse se
mettre sous la forme:

Q' (z,) Q" (@ —20b, a'—2,0")=0.
Dans ce cas I'équation (7"%.) peut se réduire &
Q" (a—zyb, a'—zyb")=0

et ne contient plus qu’un paramétre arbitraire réel z,. Dans ce cas, les
points qui y satisfont forment une variété & 7 dimensions; de sorte que si
I'on regarde par exemple b, «', b’ comme donnés, les points singuliers essen-
tiels dans le plan des o forment des lignes singuliéres et non des espaces
lacunaires.

Dans le cas par exemple des invariants de la forme quadratique,
H et par conséquent Q sont homogénes de méme degré en @ et b d'une

part, en o' et 0’ d’autre part (de degré £ par exemple); le 1° membre de
(7%) se réduit alors a

Q (20, 1,25, 1) (@—2yb)* (a'—2,b")
et 'équation (7°%.) s'écrit
(a—2yb) (&' — 2,0 =0

ce qui montre que les points singuliers essentiels correspondent aux cas
ol % ou Z; sont réels. Dans le cas ol l'on a Q (s, 1, 2, 1)=0, 2, étant
réel, c’est-d-dire si le dénominateur de H s’annule quand les deux rapports
%et%: prennent une méme valeur réelle, I'équation (7°%.) est toujours satis-
faite, de sorte que la série ne converge jamais.

On est donc conduit & partager }’espace en 4 régions d’aprés le
signe de la partie imaginaire de% et de %7. La série (3".) représente des
fonctions différentes dans ces 4 régions; observons que de ces 4 régions la
plus intéressante est celle ol l'une des parties imaginaires est positive et
lautre négative; quand en effet, les deux rapports sont imaginaires con-
jugués, la forme quadratique devient réelle et définie. Ce que nous venons
de dire s’applique & la série (3"".); on obtient des résultats analogues pour
la série (3™~).

15*
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‘Soient 0, 0,, 0,, 0, quatre séries de la forme (3%:.) le nombre m
étant le méme pour toutes les quatre. Existe-t-il en général entre elles une
relation algébrique homogéne

(9.) F(017 @2, 03, 04):0?

Ce serait 13 une généralisation d’un théoréme connu sur les séries
thétafuchsiennes. Mais désignons par H,, H,, I, H, les fonctions rationnelles
qui engendrent respectivement 0, 0,, ©;, O, et supposons que l'on ait

H I H
(a—g,0)(a'—q,0")" 7 (a—qyb) (a — ")

ol ¢, et ¢, sont des constantes, ou I, H’ sont des fonctions rationnelles

H =

qui ne deviennent ni nulles, ni infinies pom =q, b' =¢,, tandis que H; et H,
sont d’ailleurs quelconques; nous supposerons seulement qu’elles ne deviennent
ni nulles, ni infinies pour—_q,, b,_qz

Ordonnons la relation (9.) suivant les puissances de O, et O, et soit

A,, 01 05

I'un des termes du développement, A, étant un polynéme homogéne en 0,
et O,. Je distinguerai parmi ces termes ceux qui seront d’ordre maximum.
Un terme en Of O] sera dordre maximum #&'il n’existe pas de terme en
Oy 03 tel que u'>u, vV'>v, ou u'>u, vV'>w.
Soit
g=20t8 g catf
79t 0 7'+

a,f3,7,0; o,y 0" sont des entiers tels que ed—py=1, o'd' -f'y'=
mais qui correspondent & deux substitutions linéaires différentes.
Alors O, et O, deviennent infinis pour

et si 'on développe
01 b?m b'2m, @ b2m b'2m

qui ne dépendent que des rapports =z, ‘Z—,_z si 'on les développe, dis-je,
suivant les puissances de z—g¢; et z'—g¢;, on trouve

2m J12m ___ Bl 2m '2m
0.y = "0V, G b __q,2+V
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Vi et V, ne devenant pas infinis bt B, et B, représentant des con-
stantes analogues aux résidus.

Si nous développons de méme
Iﬂ (Ol b?m b'2m’ 02 b?m b'2m, (,)3 b?m b'2m7 6)4 b?m b’?m)

suivant les puissances de z— gq;, 2'—¢,, tous les termes du développement
devront étre muls. Or si 4, Of 07 est un terme dordre maximum, le
coéfficient de
1
(=g &=,

sera Aj,, en désignant par A}, ce que devient 4,, quand on y fait
a=q,b=1, ad=¢q,b'=1.

Done 4}, doit étre nul; donc le rapport % doit étre le méme quand on y fait

4

a a%"’ﬂ a'_ a'%'*'ﬂ,

b yq+9’ 0 Y+

quels que soient les entiers «,(3,y,d, ¢,f,7,d. Et comme ¢, et g, sont
quelconques, le rapport (% ne doit pas changer quand «, b et ', b' subissent
des substitutions linéaires & coéfficients entiers, que ces substitutions soient
dentiques ow dufférentes.

Comme il n’en est pas ainsi, c’est que la relation (9.) ne peut
exister et qu'il n'y a pas en général de relation algébrique entre les 0.

A Taide des invariants obtenus par les séries (3"".), on peut en obtenir
d’autres en les combinant par addition, soustraction, multiplication et division.
On peut également les combiner avec la fonction

ab—a'b
qui est évidemment un invariant des deux formes linéaires et la racine
carrée d'un invariant de la forme quadratique.
D’autre part, si J est un invariant des deux formes linéaires, il en

est de méme des expressions

ydJ

1dJ dJ dJ
a%-{-bg‘b-, (ZW-I—bcw.
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Dans le cas particulier ol '
1
HO==pe=o
Pinvariant © formé & l'aide de la série (8":.) satisfait & une équation diffé-
rentielle remarquable, car

a' d@ bl
Gt
est un des invariants de la forme linéaire unique az+ by, invariants étudiés
dans le § 2. Plus généralement si

la méme opération répétée m fois sur @ conduit & un invariant de la forme
linéaire unique az+ by.

Il est clair que si l'invariant J est homogéne d’ordre m en a et b
et d'ordre m' en o' et &', l'invariant a'g—‘:—}—b'% sera homogéne d’ordre
m—1 en a et b et dordre m'+1 en a' et b,

Soit maintenant ./ un invariant homogéne d’ordre m en a et b et
d’ordre m' en a' et &', m et m' étant positifs. Alors les dérivées d’ordre m
par rapport & a et & b seront homogénes d’ordre 0, de sorte qu'en vertu
du théoréme des fonctions homogénes, on pourra poser

%(Z—Ti;g:; =(—1)*mrbra+mr M(a, b, d', b")
et on constate aisément que M est encore un invariant arithmétique homogéne
d’'ordre —(m+2) en a et b et d'ordre m' en o' et &'. On posera de méme

dm'+1 M
davdpT=

— (= Ly be g+n N(a, b, ', b')

et on verrait que NV est un invariant arithmétique homogéne d’ordre — (m 4 2)
en a et b et dordre —(m'+2) en a' et b'. Cela est I'équivalent de la
relation entre les fonctions ./ envisagées au § 3 et les fonctions théta-
fuchsiennes. On voit de combien de maniéres on peut déduire de nouveaux
invariants de ceux que lon connait déji.

On peut rattacher ces invariants & certaines fonctions qui sont
apparentées aux fonctions elliptiques. Considérons en effet la série double

SH(@x—ma—nb, z'—ma'—nb)=F,(z,z")
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ol m et n prennent toutes les valeurs entiéres possibles, et ol H peut s'écrire:
1

= apae)?

p et ¢ étant deux entiers positifs dont la somme est plus grande que 2.

Si nous supposons d’abord ¢=1, nous voyons que la fonction F,, satisfait
a ’équation différentielle:
y d By d By

A PR P

dFpn _ —P
db T (x—ma—nb)pt?

dont le second membre est une fonction elliptique, et si ¢ est =1, on a
simplement:

dF, ,_
at=1-9Fk,
La différence
h (] 1
F,,(x, 2")— e

se réduit pour x=2'=0 & l'un de nos invariants,
Observons encore que le produit

F(x,2") 0" (x, a, b)o'(a, ', b")

ol o(x,a,b) représente la fonction o de Weierstrass ayant pour périodes
a et b, que ce produit, dis-je, reste fini pour toutes les valeurs des variables,
(sanf bien entendu quand l'un des rapports % ougT' devient réel). Si l'on
développe ce produit suivant les puissances de x et de 2/, les coéfficients
du développement seront encore des invariants qui ne deviendront pas infinis.

Il résulte de cette rapide revue que les invariants des formes qua-
dratiques présentent beaucoup plus de variété que ceux des formes linéaires,
et cette variété se manifeste en particulier par la circonstance suivante.
Dans la série (1.) du § 2, on ne pouvait donner & k£ une valeur fractionnaire;

dans la série .(4) de ce §4 au contraire, nous pouvons donner & s une
!

. . . aQ a . o e
valeur fractionnaire, au moins quand les rapports . et ;- sont imaginaires

conjugués; la somme de la série reste un invariant. Cette circonstance a
joué un rdle capital dans la démonstration de Lejeune-Dirichlet qui nous a
servi de point de départ.
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§ B. Relations avec les Fonctions Abéliennes.

Les invariants des formes quadratiques présentent comme nous venons
de le voir une grande variété; au lien de linvariant

1

Jl(s) - Z‘(am’ +2bmn + en’)

qui joue le role capital dans la démonstration de Lejeune-Dirichlet et qui
correspond & la série (4.) du paragraphe précédent, on peut envisager la série

Zp(am? + 2bmn 4 cn?)
olt ¢ est une fonction quelconque, et en particulier:
F(g) = Zqomses.

C'est d’ailleurs ce qu’a fait Lejeune-Dirichlet lui-méme (cf. (Euvres Complétes
tome 1, page 467 4 469) et comme nous allons bient6t nous en rendre
compte, cet invariant I'(¢) aurait pu, tout aussi bien que J(s) servir de point
de départ & son analyse.

On voit d’ailleurs que ces deux invariants sont intimement liés l'un &
l'autre; car on a la formule

(1) I Js)= [+ [F(e~)—1]dz,

0

D'un autre coté, F(q) se rattache aux fonctions abéliennes, car la série
(2'> 0 = Zei(m”"’"!/) qam'-’+2bmn+ cn?

n’est autre chose que la célébre fonction O, et il suffit pour retrouver F(q)
d’y faire z=y=0. '

Nous avons besoin pour ce qui va suivre de savoir comment se
comporte cette fonction pour ¢ voisin de 1, et pour cela nous emploierons
l'artifice suivant. La fonction O elliptique peut recevoir Iinterprétation
physique suivante. Soit une armille de longueur 27, soit f(2) la distribution
de la température dans cette armille & linstant ¢t=0, z désignant l'arc
compté sur Varmille & partir d’une certaine origine. Si I'on choisit con-
venablement les unités et si I'on prend ¢ = ¢, la distribution de la température
4 un instant quelconque sera représentée par l'intégrale

f’"%;?@(x_z)dz.
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Généralisons cette conception. Nous voyons d’abord que si nous posons
q=-e~", la série (2.) satisfait & P'équation aux dérivées partielles:
d6e a’e d? G
(3. W:aﬁ+2 d—i%-}—cj‘yg.

Elle représente donc la distribution de la température dans un plan formé
d’une matiére anisotrope c¢’est-a-dire ol la conductibilité calorifique varie avec
la direction. De plus cette distribution doit étre périodique, car la fonction
O ne change pas quand on augmente x ou y d’un multiple de 2n. 11 est
clair d’ailleurs que si cette periodicité existe & I'instant initial, elle subsistera
toujours. De méme, dans le cas de la fonction @ elliptique, au lieu de
considérer une armille fermée, nous aurions pu envisager une droite indéfinie,
mais ol la distribution initiale serait supposée périodique.

Revenons & la fonction @ abélienne et cherchons quelle doit étre la
distribution initiale dans le plan. Soit d’une fagon plus générale

[, ) = X Ayt
la distribution initiale; la distribution & un instant quelconque sera

](’(x, y’ t) —_ 2 Anm ei(mx+ng/) qam2+2!;mn+cn" .

Or on a
1 —i(mu-+no,
Am"——mv/:/‘f(u, 'U)e (-t >dudv

les intégrations étant effectuées de u=0 & u=2n et de v=0 & v=2xn.
On a donc

flx,y, t)=4—i.,:v/'f fu,v)O@—u,y—v)dudv.

Pour passer & la fonction © elle-méme, il suffit de supposer que la fonction
f(u,v) est nulle sauf quand » et v sont nuls ou multiples de 27n, auquel
cas elle est infinie.

Si I'on me permet de parler de quantité de chaleur au lieu de tempé-
rature afin d’énoncer le résultat plus facilement, je dirai:

Supposons qu’a linstant ¢=0, il y ait une quantité de chaleur 4n2°
concentrée & lorigine, ainsi qu'en chacun des points x=2kn, y=24"n, la
distribution de cette chaleur dans le plan 3 un instant ultérieur sera
représentée par la fonction O.

Journal fir Mathematik Bd. 129. Heft 2. 16
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Etudions cette distribution par une autre voie. Envisageons I'équation

4. 0=/ [ e gE, ) dudy

ol l'intégration double est étendue au plan des uv tout entier et olt 'on a posé:

E=x+ aulV2t+ v V2t n=y+yuvV2t+dvV2t,

Il vient:

/'/ —ue ,,zdudv[ ( (fz?'{" 111)_*_ (ﬂ +Jd¢]
%?‘://‘f“uq-v?dgfv du+ d) SS 'ui—v:difv g +dv>

Donc si nous choisissons. les constantes e, 3,7, J de telle fagon que l'on
ait identiquement

(ex+yy)+ (Br+dy)=2(ax*+2bzy + cy®)

la fonction O définie par I'équation (4.) satisfera & I'équation (3.); on aura
d’ailleurs pour /=0

0=¢(z, y)/:/e"”'”’dudv:n(p(x, Y)
c’est donc mgp(x,y) qui représente la distribution initiale.

Soit «d— By =E, dok ' —ac=— | I, il viendra
w407 = [a(y — 1Y = 2b (e —§) (y =) + c(z— &) = P

et I'équation (4.) deviendra

. dgd
(47%) 0= /[ o nial,

Maintenant, pour notre distribution initiale particuliére, toute la chaleur doit
étre concentrée aux points

x=2kn, y=2%k'n,

de sorte que ¢(§,7) est nulle partout, sauf en ces points ol elle est infinie,
la quantité de chaleur concentrée en chacun de ces points et représentée
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par lintégrale n / /1(p(§, nd&dn, devra étre 4n°. Notre intégrale doit
donc étre remplacée par la série

(5.) O=32T "

P= - [a(y—2K7) —2b(y — 2 k') (v — 2kn) + e(r— 2km)]

et ol la sommation doit étre étendue & toutes les valeurs entiéres de 4 et de 4’

Si nous faisons x=y=0, nous voyons que pour ¢ trés grand, les
exponentielles ¢=” sont trés petites, excepté celle qui correspond & k=4'=0
et qui se réduit & 1. On aura donc sensiblement

") FlQ)=TF-

Ainsi pour des valeurs de q trés voisines de 1, linvariant F(q) ne
dépend que du déterminant de la forme quadratique. C'est 1% une propriété
analogue & celle de J(s) dont Lejeune-Dirichlet a tiré le parti que l'on sait
et elle pourrait jouer le méme role.

En faisant t=y=0 dans la formule (5.), on trouve:

(6.) F(e—t):i; F(e:ﬁ).

Cela est vrai quelle que soit la forme aa®+ 2bay4-cy’, mais si elle est &
coéfficients entiers, on a de plus

7.) Fe =)= F(e™).
En posant {=2i¢nu et F(e*)=d(u), les équations (6.) et (7.) deviennent
Abis —1 —1
(6b .) (b(l(/) = Fu &b <eq> )
(7)) b (u+1)=D(u).

Ces équations nous montrent que P*(u) est une fonction thétafuchsienne du
groupe fuchsien engendré par les deux substitutions

(v, u+1), (u, —El-,T)

L’étude de ce groupe fuchsien jetterait sans doute quelque lumitre sur les
propriétés arithmétiques des formes quadratiques. Bornons-nous & dire qu'il
16*
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est formé de deux séries de substitutions; & savoir les substitutions

au+g

Yy Eut o)

od -3y E*=1; a,3,7,0 entiers
et les substitutions
aEu—}-%

u, m a(yE2—-[));V= 1; (X’ y ;/, ()\ entiel‘S.

Les substitations de la 1°° série forment une Congruenzgruppe qui
est un sous-groupe d’indice 2 de notre groupe fuchsien.

Pour montrer les relations des considérations qui précédent avec
I'analyse de Lejeune-Dirichlet, nous choisirons un exemple simple. Dans
ses ceuvres complétes (Tome 1, page 468) l'illustre géométre considére en
particulier les formes proprement primitives de déterminant + p,p étant un
nombre premier de la forme 474 3 et il démontre la formule suivante

(8.) I3¢"'=23 (-;‘;) g

Dans le 1 membre P désigne une forme quadratique & indéterminées entiéres;
et la double sommation s'étend d’'une part & toutes les formes quadratiques
proprement primitives de déterminant —p, non équivalentes; et d’autre part
4 tous les systémes de valeurs entiéres des indéterminées qui ne rendent
pas la forme P égale & un entier divisible par 2 ou par p. Dans le 2% membre
la sommation s'étend & tous les entiers n» et »' impairs et premiers & p.

Il en résulte que 22 (?) représente le nombre des représentations de

I'entier nn' par les formes dun systéme; la sommation doit étre étendue &
tous les diviseurs de nn'.

Cette formule peut étre mise sous une forme plus commode. Soit en
effet ap™ un nombre impair (uelconque, « étant premier & p; je dis que le
nombre des représentations est le méme pour o et pour ap™; en effet le
nombre des représentations propres de a (c’est-d-dire des représentations
telles que les deux indéterminées soient des entiers premiers entre eux) est
égal au nombre des solutions de la congruence 2°+p=0 (mod. e); le
nombre fofal des représentations de o est égal & la somme des nombres des

représentations propres des divers entiers %, k étant l'un des diviseurs

carrés de c.
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Le nombre des représentations propres de «p est égal au nombre
des solutions distinctes de 1'équation apc—0"=p, ou epc—p*F=p, ou
cc—pB=1 ou p’F+p=0 (mod. &), ou 2*4p=0 (mod. «), puisquon a
toujours un nombre /3 tel que pB==x (mod. ). C’est donc le nombre des
représentations propres de «. Le nombre total des représentations de ep

est égal & la somme des nombres de représentations de Z—f’, ou de kﬁ, c’est-
A-dire au nombre total des représentations de e.

Si nous considérons ensuite les nombres «p* et «p**!, nous voyons
quils ne peuvent étre représentés que si les deux indéterminées entiéres
sont divisibles par p? de sorte que le nombre de leurs représentations est
le méme que pour ¢ ou que pour ep, c'est-A-dire encore que pour o.

Dans ces conditions la formule (8.) peut se transformer de la fagon
suivante -

(8".) sxqr=22(7)g.

L’écriture est la méme, mais les sommations se font dans des conditions
différentes. Dans le 1° membre, elles s’étendent non-seulement aux termes
ol P est impair et premier & p, mais & tous ceux ol I’ est impair. De
méme dans le 2? membre, n est impair et premier & p, mais »' est seulement
assujetti & ¢tre impair. Nous pouvons méme supposer que n et »' sont
l'un et Pautre assujettis seulement & étre impairs, & la condition de poser

n
(;) =0
pour 2 divisible par p.
Le second membre peut encore s'écrire:
n q"
22(;) =g
ou encore en appliquant la formule de la page 364 des ceuvres complétes
citées
2 2anm g 2

sxeint O 2 5 5 200
Vp p 1—=q" VYp p 1—q

ol a désigne un reste quadratique & p et b un non-reste, et olt l'une des
sommations s'étend & tous les nombres impairs 2 et P'autre & tous les restes
ou non-restes a ou 4. Quant au 1° membre il peut s'écrire:
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1 1

§2F((1)"§2F(“‘ 7)
ol F(q) désigne notre invariant et ol la sommation s’étend & toutes les formes
de déterminant — p, proprement primitives et non équivalentes. Nous avons
done finalement

©.) ZF@y—ZF@ﬂD=§¥2ﬁnmm" ¢4 g2 g
p

P l—q?"—V;ZSIn7—T:W'
Je n’ai écrit qu'un signe X dans le 2% membre pour abréger I'écriture, mais
ce signe simple doit étre regardé comme équivalent aun signe double défini
plus haut.

Nous avons vu plus haut comment les formules (5.) et (6.) permettent
d’évaluer F(q). Disons quelques mots de F(—¢); nous pouvons supposer
que l'on a choisi dans chaque classe, comme type de cette classe une forme
quadratique dont les coéfficients extrémes a et ¢ sont tous deux impairs.
Dans ces conditions la parité de l'exposant de ¢ est la méme que celle
de m-4n, il en résulte que nous avons, en partant de la série O(z, )
définie par 1'équation (2.)

F9=06(0,0), F(=¢9)=0(,n).

Reprenons donec la formule (5.) et faisons y successivement x=y=0,
r=1y=7, nous trouverons

2 _,

2n _
(10.) F=27e" F-@=25e
P=~E",%(a;ﬁ— 20uv 4+ cv®)

ol u et » désignent deux entiers pairs dans le cas de F(q) et deux entiers
impairs dans le cas de F(—¢).
Cela posé, reprenons 1'égalité

ZF((]) — 2‘}?(-— q) =4 (g) T:?—q“?;

et faisons y ¢ trés voisin de O, et par conséquent ¢ trés voisin de 1.
Toutes les exponentielles ¢=” deviendront trés petites, & l'exception d'une
seule qui figure dans F(gq) et qui correspond & u=»=0. Le 1° membre

se rédunit donc 3
2n 7T
h E = ;Tl—gh
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(h étant le nombre des classes), puisque
p=ac——b2=§E2.
Passons au 2* membre; on a sensiblement:
=15 1-g"=(1— )5 =2n(1—e) g™ =2nt.

Le 2% membre se réduit donc A
2 n\ 1
=G

h= %;2(:—))%

C'est la formule de Lejeune-Dirichlet.

d’olt enfin

Nous pouvons maintenant poser:

n

¢ (n) = Zsin 2nun T—g

d’olt
. 4 a b
bis S — —_— Z\— i
@) Q- SH-g)= [ e (5= ()]
et chercher & étudier et & transformer ¢(u). On trouve tout de suite

2 2.([) (U/) — ze?inun 1__?_ q2n — Ze—‘h'nun i —qnqzn ,

2 i(p (u) == 262‘.'““' q""’ — Ze—ﬂnun’ qnnl ,

oliuT qn' e—2iun qn'

2 Z(p (u> =2 1 _eﬂz'unq%' - l_e—4iunq2n’ *

Sous cette forme, on voit que ¢(») est une fonction doublement
périodique admettant pour infinis:

k étant entier et »' impair. J’ai mis le signe + pour éviter toute ambiguité,
le nombre »' ayant jusqu’ici été supposé positif.

Quant au résidu, il est égal +§1;, si & est pair et & —g%, 8i k est
impair. Nous achéverons de déterminer la fonction ¢(u) en rappelant que
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¢(0)=0. On a donc
| 8rgp(u)=F(u— o) —Lu—w—o)—y
en donnant & w, w', n leur signification habituelle dans la théorie des fonctions
elliptiques et posant: ‘
2w':g, 2w=1, q=em%=e”.
Nous voyons ensuite que la fonction ¢(u) devient infinie pour

2ntu

t k —
e =—q, =¢

=13

. . —1 . .
avec le résidu 8% pour £ pair et 5, bour k impair. Nous pouvons donc
272u

éerire, en posant pour abréger ¢ ¢ = X:

N_ T < 1 _ 1
(p(u)—4t "(1+qu’° 1_+_)((ﬂ+l)-i-const.

et comme la constante doit étre telle que ¢(«) s’annule pour v =0, c'est-i-
dire X=1:

4z 1 1 1 1
A1) Z o =>(rxp— )~ orxgm — rre)

Cherchons d’abord 'expression du 2% membre pour ¢ trés petit; nous
voyons d’abord que ¢, tend vers O pour ¢=0; nous devons ensuite faire une

distinction suivant que a=pu est compris entre 0 est g, ou entreg et p.
Dans le 1 cas X tend vers linfini et Xg¢, vers zéro; dans le 2¢ cas
Xq, tend vers Vinfini et Xq; vers zéro.
Envisageons alors les divers termes du 2¢ membre. Dans le 1°" cas
les termes en ¢i* (£<ZO0) tendent vers 0
N S NN
»ooon s @ (>0, , 0
S (2 Y1) B » 0
W s s @ k=0) - 0
sor o TR0, » 0.

De sorte qu'en définitive le second membre tend vers —%.
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Dans le 2% cas, il n’y a de changement & faire que pour les
termes en ¢i*', k=0; ici Xq, tend vers linfini, au lien de tendre
vers 0, et ¢, tend toujours vers zéro, de sorte que

1 _ 1
1+Xg,  1+4y¢q,
tend vers —1 et non plus vers 0, et le second membre tend vers +% et
1

On a donec finalement

(0t

ol l'on doit prendre le signe -+ ou le signe — suivant que @ est compris

P
2

non plus vers —5-

entre . et p ou entre 0 et g

Si alors dans la formule (9°.) nous supposons ¢ trés petit, le 1° membre
se réduit a ?}7]2, et le second & i: (A-B), A désignant le nombre des
P p
restes quadratiques et 5 celui des non-restes compris entre 0 et }2) Nous
retrouvons ainsi une formule de Lejeune-Dirichlet.
Si nous reprenons ’équation (11.) nous pourrons développer chacun

des termes du 2¢ membre
1 1

RXE T
suivant les puissances croissantes ou décroissantes de X¢; ou ¢f, suivant que
Xqt ou ¢t est << ou >>1: excepté bien entendu pour le terme
1
1+q}
qui est constant et égal & %
Dans ces conditions (p(%) va se trouver développé suivant les puis-
sances de

2n%a S8nla n? 4n?>p

+ —_—— —_—
+ 5
XHl o™ 2t —o t E%t

, o =e f=\e

4n?
¢’est-d-dire en définitive suivant les puissances de e *'.

Il en est de méme pour les mémes raisons de cp(g), et par consé-
quent du 2% membre de (9"%.). Il en est déji de méme du 1” membre par
suite des formules (10.) et (10°%.).

En identifiant les deux développements, on trouverait de nouveaux
théorémes d’arithmétique.

Journal fir Mathematik Bd. 129. Heft 2. 17
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§ 6. Invarants des Formes Quadratiques Indéfinies.

Il n’est pas possible, pour les formes quadratiques indéfinies de trouver
des invariants, an sens que nous avons donné & ce mot jusqu’ici, c’est-a-dire
des fonctions continues des coéfficients de la forme, et qui restent inaltérées
quand la forme subit une transformation linéaire quelconque & coéfficients
entiers, et cela quelle que soit la valeur entiére ou fractionnaire du déter-
minant de la forme. Cela tient & ce que le groupe des transformations 3
coéfficients entiers qui est proprement discontinu, quand on prend pour varia-
bles les rapports des coéfficients d’'une forme définie, ou ce qui revient aun
méme les deux racines imaginaires conjuguées d'une équation du 2% degré
n'est quemproprement discontinu quand on prend pour variables les rapports
des coéfficients d'une forme indéfinie, ou ce qui revient an méme les deux
racines réelles d’'une équation du 2 dégré (cf. pour la définition des groupes
proprement et improprement discontinus, Acta Mathematica, tome 3, page 49).

En revanche pour un déterminant entier déterminé, et en se bornant
aux formes & coéfficients entiers, en remoncant par conséquent & envisager
des fonctions continues de ces coéfficients, on peut construire des invariants
arithmétiques, c’est ce qu'a déja fait Lejeune-Dirichlet dans le mémoire
que j’ai cité.

Soit

am’+2bmn+cn’*=F (m, n)

une forme quadratique indéfinie proprement primitive et & coéfficients entiers,
de déterminant
BP—ac=D=>0,

On sait qu'il existe une infinité de solutions de I'équation de Pell
@—Dy*=1
et que ces solutions peuvent s’obtenir par 1'égalité
e+yVD=(t +uVD)~,

u étant entier et x=¢, y=wu étant la plus petite solution de V'équation de
Pell. La forme quadratique peut alors étre reproduite par une transformation
linéaire & coéfficients entiers qui est la transformation

[m, n; (t—bdu)ym—cun, aum+(t+bu)n] que j'appelle T,
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On a en effet identiquement
(1) F(m,n)=F[({t—bu) m—cun, aum-+ (t+buw) n]

Nous pouvons aussi présenter la chose sous une autre forme par
'introduction des nombres complexes. Soit en effet

z+y YD

un nombre complexe ot VD sera le symbole d’une unité complexe caractérisée
par la loi de multiplication VD-VD=D; nous aurons, par définition:

norme (z+4yVD)=a*—y*D
et par conséquent:
norme ({+uVD)=1

et quel que soit I’entier m positif ou négatif:

norme (t+uVD)"=1.
De plus on aura

F(m 71)——1101[1]6 (am—{‘—b‘n_’_ n V/))
Dans ces conditions I'équation (1.) signifie que 'on a également

F(m, n)=norme [(a V+ b + —= VD) (t+ uVD)J

D’ailleurs nous pouvons plus généralement encore poser:

F(m, n)=norme [(amv+ bn VD) (A4 u VD)J

A et w étant deux constantes quelconques, entiéres ou non, telles que la

norme du nombre complexe i+ VD, c'est-A-dire que la quantité A*—Du’
soit égale &4 1. Nous pouvons donc d’une infinité de maniéres mettre F(m, n)
sous la forme:

F(m,n)=norme [Am+ Bn],

A=e+a' VYD, B=3+p'VD étant deux nombres complexes tels que
oy —pe'=1.

17*
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Le nombre complexe x-yVD pourra étre représenté par le point
dont les coordonnées rectangulaires sont x et y; et je suppose que ce point
se trouve sur la droite

ﬂ:h
&

qui passe par l'origine et que j'appelle O 4; le point qui représente le nombre
(z+yVD)(t+«VD) sera alors sur la droite

y = ]l’
qui passe également par l'origine et que jappelle OA’; les droites OA et
0 A’ forment un faisceau homographique dont les droites doubles sont les droites

que j'appelle OB et OB'. Ces deux droites doubles partagent le plan en
quatre angles, £2,,£2,, £, Q,; dans deux de ces angles £2, et £2, opposés
par le sommet, la norme de x+yVD est positive, dans les deux autres elle
est négative.

Soit 04, une demi-droite partant de l'origine et située dans I'angle
£0,; soit 04, la transformée de OA4, par la transformation homographique
qui change OA en OA, soit 04, la transformée de OA,, OA; celle de
OA,,... A, celle de OA_,, OA_, celle de"OA_,,...: les diftérentes droites
O 4,, ou lindice &£ prend toutes les valeurs enticres depuis —oco jusqu'a
+ oo, vont diviser I'angle £2, en une infinité d’angles partiels. Et si Von
considére l'un de ces angles partiels et qu'on le transforme par la trans-
formation homographique en question, ou par l'une de ses puissances, ou
par une puissance de son inverse, on obtiendra successivement tous les
angles partiels. Nous appellons w, ’angle partiel compris entre OA4, et
OA,, en y comprenant la demi-droite OA4,, mais sans y comprendre la
demi-droite OA,. Il est clair alors que si 24y VD prend toutes les valeurs
complexes représentées par un point intérieur & w,, et £ toutes les valeurs
entiéres positives, négatives ou nulles, le nombre complexe

(z+y Vb) (t+w ]/D)"

prendra toutes les valeurs représentées par un point intérieur a £2,.
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On opérerait de méme sur les 3 autres angles £2,, 2;, 2,. Observons
maintenant que d’aprés les formules précédentes

(4l YD) (h+ wVD) (t+uVD)=(Am + Bn) (t+uVD)

Ya ' Ya

ce qui peut encore s'écrire

am'+0n' 0 R N )
( Ve +T/:L:VD)(1+‘M VD)= Am'+ Ba
en posant:

m'=(t—bu)m—cun, n'=aum+ (t+ bu)n.

La transformation linéaire

t—bu —cu |
au t+ bu[

e

qui lie m' et »' & m et & n est & coéfficients entiers, powrvu que la forme
quadratique F(m, n) ait ses coéfficients entiers.
Considérons les divers points représentatifs des divers nombres
complexes
Am+ Bn,

olt m et n prennent toutes les valeurs entieres. Ces points formeront un
réseau. analogue & celui quon obtient quand on partage le plan en une
infinité de parallélogrammes égaux, et qui est formé par les différents
sommets de ces parallélogrammes. Les points du réseau peuvent d’une
infinité de maniéres se distribuer en une infinité de files paralléles.

Il résulte de ce qui précéde que les transformés des divers points
du réseau par la transformation homographique définie plus haut et qui
correspond & la transformation linéaire V', que ces transformés, dis-je,
appartiennent encore au résean, mais & une condition, c’est que la forme
F(m, n) ait ses coéfficients entiers.

D’autre part nous avons vu que le plan peut étre partagé en quatre
angles £2,,.02,, 82, Q,; que (2, se partage en une infinité d’angles partiels
Wyy Oy wve Wyy oo O_yy oo O_,, .05 transformés les uns des autres par la
transformation homographique. On peut partager de méme (2, .£2;, 2, et
désigner par w;, o/, ;" les divers angles analogues & w; formés respectivement
dans £2,, 02, et 12,
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Cela posé, soit ¢ (z) une fonction uniforme quelconque de x; formons
la série

) Z[F(m, n)]

et étendons la sommation & tous les points du réseau intérieurs & l'angle
w,. Si la série en question converge, elle représente un invariant, pourvu
que les coéfficients de F(m,n) soient entiers, et cette condition suffit pour
distinguer ce nouvel invariant de ceux dont il a été question dans les para-
graphes précédents.

Toujours & la méme condition, la valeur de la série est indépendante
de la position de la demi-droite O4,.

Nous aurions pu étendre la sommation outre I'angle w,, & I’ angle w,.
Il est inutile de 1'étendre aux angles w; et w,’; on ne ferait ainsi que doubler
la somme de la série, puisque les anglés w, et wy, w, et w,' sont opposés par
le sommet et que ¢[F(m,n)] ne change pas quand on change m et » en
—m et —n. En général nous nous bornerons & étendre la sommation i
I'angle w,; celd revient an méme d’ailleurs que d’étendre la sommation aux
angles w, et w, et de supposer que la fonction ¢(z) est nulle pour z<CO.

En général nous supposerons

p(x) == pom x>0, ¢(@)=0 pour x<C0 et nous définirons un invariant
J(S) = ZF

convergeant pourvu que s =1 et analogue & ceux des paragraphes précédents.
Lejeune-Dirichlet ne fait pas tout & fait comme cela; il prend

(p(.?:):—i: pour x entier, positif et impair,
¢ (x)=0 pour x entier, positif et pair et pour x négatif.

La valeur de ¢(x) pour x non-entier peut étre quelconque, puisque
F(m,n) est toujours entier. Il forme ainsi un invariant que nous
appellerons J;(s).

Dans D'article que j'ai inséré au Bulletin de 1'Association Francaise
(Congrés d’Alger 1881, j'en ai introduit un autre) j'envisage le nombre
imaginaire 4 défini par I'équation

(t+uVDy}=1,
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jenvisage le nombre complexe Am+ Bn, et le nombre conjugué A,m+ B,n
qui se déduit du premier en changeant VD en —VD, de telle sorte que
(Am+ Bn) (Aym + B,n) = F(m, n)
et je forme la série
S (Am+ Bn)~* 4 (A,m + Byn)™*
étendue & Yangle w,.

C’est un invariant des deux formes linéaires simultanées Am + Bn et
Am+ Byn.

Il me reste & définir les limites de l'angle w,; nous pouvons les
exprimer par les inégalités

2) n>0, aum+ (4 bu)n<<0

ou plus généralement puisque la position de la droite OA, est inditférente,
par les inégalités

(2 I w(am+ bn)+in=>0,
. l (Au+ wt) (am+bn)+ (At+ puD)n <0
A et u étant deux quantités réelles quelconques.

Nous préférerons dans la suite définir ¢(x) d’'une autre fagon. Nous
prendrons soit '

¢p(x)=¢* pour x=>0, ¢(x)=0 pour <0
ce qui nous fournira un invariant que nous appellerons F'(q) soit
(p(x);——-q’ pour « entier positif impair,
¢(x)=0 pour z entier positif pair, ou pour z négatif

ce qui nous fournira un second invariant que nous appellerons F;(q). Nous
aurons d’ailleurs comme aun § 5

I'(s)J(s)= / "o [Fle™) —1)dz,
I'(s) Jy(s) —_-/x ' F(e)dz.

Nous sommes ainsi conduits & examiner les séries

(3.> zqanﬂ+ 2bmn 4 cn? 1'"':'./"
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tout & fait analogues & celles que 1'on envisage dans la théorie des fonections
Abéliennes, mais ou la forme am?+ 2hmn+ cn® est indéfinie. ILa série
étendue & toutes les valeurs entiéres de m et de n serait divergente; elle
convergera au contraire si l'on se borne aux valeurs de m et de n qui
satisfont aux inégalités (2.) Au lien de la série (3.) envisageons la série

(3bis.> 2 emnqam?+26mn+cn9xm :l/n’
le nombre ¢,, étant égal tantdot & +1, tantdt & —1; & savoir:

Ern=41 si Am4un=>0,
nm — 1 Si 17n+ AU/n< 0 .

€
Cette série ne sera pas convergente, mais nous la désignerons par
Iz, y; 4y 1)
car elle dépend évidemment du choix des constantes réelles 4, s.
Si nous envisageons maintenant la différence
H(x,y; &y o) — H(z, y; ¥, 1)
ce sera encore une série de la forme (3"S), mais ol le coéfficient «,, aura
pour valeurs
Epn = 2 si im+un=>0, Am+uwn<<0
=10 si Am4un=>0, Am+un>0
Em=—2 8l im+un<<0, Am4un=>0
Epn=0 si Am+ un<<0, A'm+ u'n<<O.
Cette fois la série peut étre convergente et c’est ce qui arrive en particulier
si nous prenons
! '
A=0, u=1; iV=au, W'=t+bu;
de fagon & retrouver les inégalités (2.).
Envisageons le terme général de nos séries (3.) et (3")

qam2+2bm n-en® gom y" =y (-T, ysm, n)'

Si l'on change = ety en xg™ et y¢® et quon multiplie par x¢°, ¢’est comme
si 'on changeait m en m+ 1; de sorte qu'on aura

2q (@™ Y9~ my ) =y (@, y; m+1,n)
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et de méme
yqg v (g, yqtimy )=y, y;myn+ 1)
et plus généralement « et [ étant deux entiers quelconques:
(4_> W (33, Y; m+ @, n+ [)’):m“ Z/ﬂ qaa?+2baﬁ+cﬁ2 w(xqz(aaﬁﬂ)’ yq‘z(ba H‘ﬁ); m, n)
Dans ces conditions, comparons les deux séries
(5.) H(z,ys by ), amy? qer?rve® Hwq?eor'D, yqreetns 4, w);
la premiére s'écrit

e, w(w, y;m,n)
et la seconde

e (e, y;m+tea, nt ).
Les termes correspondants des deux séries sont les mémes si
En = €nta, ntp
c’est-d-dire si les deux rquantités
(6.) Am4-wn, Am+a)+u(n+3)

sont toutes deux négatives, ou ne le sont ni I'une ni lautre.
Si nous supposons d’abord

ha+uf3=0
les deux conditions seront satisfaites en méme temps et I'on aura
H (2, y; &y @) = qresmoito H (wg?eet™D, yq?0ets 4, u) oy,

Supposons ensuite (ue i et « soient deux entiers premiers entre eux, de
méme que o et 3 et que l'on ait

ha+up=1.

Dans ce cas la différence des deux expressions (6.) sera égale & 1, les
nombres ¢,, et &,,, .., seront éganx & moins que

A(m+o)+u®r+p)=0, im+4un=—1<0.
Alors on a
Epnn=—— 1 8m+a,n+ﬁ’= 1.

La difiérence des deux séries (5.) est donc

(2. 23y (2, y; m, n)
Journal fir Mathematik Bd. 129. Heft 2. 18
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en donnant & m et n toutes les valeurs entiéres telles que
Am+un=0.

Cest (au facteur 2 prés) une série analogue & la série (3.), mais oll la
sommation au lieu d’étre étendue i tous les sommets du résean, V'est seule-
ment A une file de ce réseau. :

Or qu’est ce qu'une pareille série; considérons la série

(8. (e, y;my4 gty ny— At)

ol m, et n, représentent deux entiers fixes et ou ¢ peut prendre toutes les
valeurs entieéres depuis —oo jusqu'd 4 oc. Les points m,+ ué¢, n,— A4t con-
stitueront une file; et I'on aura

A (my+ wt) + o (0, — 1¢) = const.
D’ailleurs la série (8.) peut s’écrire

am ynoz A qht2+kt Xt

A — qam5+2bml,no+cn%; h — (l[ll»z . 2 b l,u, + 012;
k=2amyu—2cnyh+ 2b(nyu—myi)

sont des constantes et ou
—A

X=a"y

est la nouvelle variable indépendante. C’est au facteur simple prés a™ y™,
une série théta elliptique par rapport & la variable log X.
Ainsi la différence des deux séries (b.) sexprime par les fonctions
elliptiques. _ '

Soit maintenant A+ «3 quelconque; nous supposons toujours 4 et w
entiers et premiers entre eux. Il arrive encore que ¢,, et ¢,., ,.5 sont
égaux, sauf quand l'une des deux expressions (6.) est négative sans que
autre le soit. Les points m, n pour lesquels cette derniére circonstance se
présente forment un nombre fini de files paralléles du réseau. Ainsi la diffé-
rence des deux séries (5.) ne sera autre chose que la série (7.) étendue A
un nombre fini de files paralleles. Elle s’exprimera donc encore par les
séries théta elliptiques. *

Prenons maintenant comme nous I'avons dit plus haut

=0, u=1; M=au, W=t+bu.
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La série
Oz, y)=H(x,y; 4, u)y—H(z, y; ¥, 1)

est alors convergente; et nous avons d'ailleurs en faisant «=1,5=0
2q* 0 (xq*, yq")— O(x, y)
=xq"H@®q™ yq¢®: A, w) —H(x, y; 2, w)
—axq" H(xg™, ygs ¥, w')+ H(x, y; ¥y w').
La différence
zq"0(xq™, yq") — O(x, )

s'exprime donc par les séries théta elliptiques et il en est de méme pour la
méme raison de la différence

yq 0(xq”, yq*)— O (x, y).

L’exemple le plus simple est celui ol

d’ou
t:[), “/=-—1, ]):b2__1'
Les inégalités (2.) deviennent alors
n Z 0, —m<_0
d’'olt
Oz, y)=H(z,y; 0,1)—H(z,y; —1,0)
ou bien

O(, y) =2 3 qre+2meen ym yn 9 3 quit+2mcka? gy
la 1*° sommation étant étendue i toutes les valeurs telles que
m=>0, n=0
et la 2% A toutes les valeurs telles que
n<0, m=<0.

Quand m et n sont de méme signe, le terme correspondant figure sous le
1er signe 3 si ce signe est positif, et sous le 2¢¢'il est négatif. On trouve
encore sous le 1°* signe 3 les termes oll =0, m >0, et sous le 2% ceux
ot m=0, n<C0; le terme m=n==0 ne figure nulle part.

18*
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On trouve ensuite
(9.) a7t qO(xq yg ™) = Oz, y) =22 ¢y

(9%,) yq0(xq®, y¢*) — O(x, 3/) =—23q¢"a",

On voit que les seconds membres

et

2 q'n2 yu, 2 qm?xm

sont les fonctions O elliptiques ordinaires.
Nous sommes amenés & nous demander si 'on peut construire une
fonction £2 jouissant de la double propriété

(2922 g, yg*) =2, y),
yqL2(q®, yq*) =z, )
c’est-d-dire satisfaisant aux conditions que ’on obtiendrait en privant les

équations (9.) et (9"%.) de leurs seconds membres,
Les équations (10.) entrainent la suivante

x* yﬁqa?.g_?baﬂ-g.ﬁ? !Z(w q?a+2bﬁ, Z/ q2ba+23> — !2 (x’ y)

(10.)

qui donnent pour e=1, #=—0
zy LT y) = L2(, y)
et pour a=—0b, =1
'y g P 2(a, ygT ) =2, y)-
e=Ey*ty  QEyY, =16, y).
Les équations précédentes deviendront

Eoqyfrad qu RS () (£q72P% 4Pty = 0 (£, v)

Posons

ou
(10°%) §7y g (897 Y = L0(E, ).
Il suffira de prendre
-Qu= 0, (§) 0, (y)
en appelant O, et O, les fonctions d’une seule variable qui satisfont aux

conditions
§9770,(§97") = 0,(%),
Y96,y 9") = 0,(y)-
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La seconde est la fonction @ elliptique

O()=2q"y"

qui figure précisément dans les 2% membres des équations (9.) et (9°.).
La 1% est définie par une équation fonctionnelle analogue, mais ou la
quantité qui joue le rdle de ¢ est de module >>1.

Il n’y a donc pas de fonction entiére qui y satisfasse, mais on peut
prendre

. 1 1
0,(s = IgEn

L(x,y) étant ainsi défini, si nous posons:

O(z, 3/)_
32—(;,“,/—)-‘15(56, v,

les équations (9.) et (9"®.) deviendront:

2 - 2 m2 ,.m , ,—bm —_
]d’(-rq‘ YT =P Y = g =2y =20(y ™),
(1) —2l(~) —26, -
| pea y— 2 =g ="

Si nous posons pour abréger
D(rq Yy ) =P, yS; gTaTy'=4
D(29",y9) = P, )5 ¢ PaTy=b
ces équations donneront aisément:
DS—1+A)PS +ADd=0,
(12) DSS'— HBS—DbS'+ D=0,
l ®S?*—(1+B)PdS'+Bb=0.

Ces propriétés montrent suffisamment que la fonction O(z,y), bien
qu’elle soit une transcendante nouvelle, est apparentée aux fonctions elliptiques.
Nous avons considéré nne forme quadratique F'(m, n) assez particuliére; mais
on aurait des résultats analogues avec une forme quadratique quelconque.

Remarquons que si I'on fait croitre b indéfiniment, et tendre ¢ vers 1

de telle fagon .que ¢"=¢q' demeure constant, on trouverait & la limite
la série

22:': q'2mnxmyn
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m et n étant toujours assujettis aux mémes conditions, et ’on reconnaitrait
un développement connu de la fonction doublement périodique de 29 espéce
(cf. Halphen, Traité des Fonctions Elliptiques, tome 1, chapitre XIII).
Revenons au cas ou la forme F'(m,n) est une forme quadratique
quelconque indéfinie & coéfficients entiers. Voyons quelle relation cette
transcendante @(z, y) peut avoir avec nos invariants arithmétiques. Supposons
que l'on donne & x et & y des valeurs particuliéres qui soient des racines
p* de D'unité. -
Notre série s’écrit:

Oz, y)=H(x,y; 0,1)—H(x, y; au, t+ bw)
ou
O(x, y> = 22 i qam°+2bmn+0n2xm'yn
olt I'on ne prend que les points m, . situés dans l'angle w, défini par les
inégalités (2.) ou dans l'angle opposé par le sommet; & savoir avec le
signe + pour l'angle w, et avec le signe — pour l'angle opposé.

Pour retrouver notre invariant F(q), il suffirait de supprimer les termes
affectés du signe — et de faire x+=y=1. Dans ce cas, nous pourrions
comme nous l'avons dit plus haut sans changer la valeur de la série,
remplacer 'angle w, défini par les inégalités (2.) par 'angle analogue défini
par les inégalités (2°%.).

Cela tient & ce que si 'on pose

m'=(t—bu)ym—cun,

n =aum+(t4dbu)n

on a
galn.'-‘+2bn1n+cn‘-’ — qam'?+2bm'n’ + cn!?

Mais comme on n’aura pas en méme temps, en général
(13.) xmyn___ xm' yn'
on changerait au contraire la valeur de ©(z,y) en substituant les inégalités
(28) aux inégalités (2.).
Si z et y sont des racines p* de I'unité, la condition (13.) sera
remplie pourvu que l'on ait
m=w', n=7n' (mod p)

ou bien
t=1, u=0 (mod p).
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Cette derniére condition ne sera pas remplie en général quand ¢ et u
seront comme nous ’avons supposé jusqu’ici, les plus petits nombres entiers
qui satisfont & I'équation de Pell. Mais si nous posons:

(t+ ul/ﬁ)“:tﬂ—{— U, VD
nous pouvons toujours choisir « de telle facon que

t,=1, u,=0 (mod p).
Nous pourrons alors remplacer I'angle w, par l'angle

(U(‘)‘ =w,+ w4+ 4 W,
formé de I'angle w, et de ses «— 1 premiers transformés par la transformation
homographique envisagé plus haut.

On a alors une fonction O,(2,y) analogue & O(z,y) et définie par
Iégalité
0,(x,y)=H(x,y; 0,1)—H(z,y; au,, t,+bu,).

On peut alors pourvu que x et y soient des racines p” de l'unité, remplacer
les inégalités qui définissent 'angle w( et qui sont analogues aux inégalités

(2.) par d’autres inégalités analogues aux inégalités (2".). On a ainsi en
désignant par 4 et A’ des constantes réelles quelconques

O,(,)=H(x,y: Ya,2'b+1)—H(x,y; ha,sb+4)
en posant
A= Au, + l'l‘#; ll=ltﬂ+l'u,‘D.
Mais il importe d’examiner de plus prés ce que c’est que 0,(z,y).
Soit

2ing 2inn 2

x=e ? , y=e? , z=e?
& et n étant deux entiers; nous aurons

m yn — ZM, e 3/"' — W
ou
M=ém+4nqn;  M'=§m'+yn'=§m+nn
en posant
§=80t—bu)taun;  m=—cuf4n(t+bu)
et si nous posons de méme

§=50—buw)+aun; N, = —cub, +n,(¢t+ bu)
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et ainsi de suite et de plus

. bk — k.
ay = 2%, Ye=2"3

nous aurons manifestement
0,@, =0, )+ 01, )+ O @, o)+ + O@u_yy Yuor)-

Mais il reste & voir si O,(v,y) n'est pas identiquement nul. Si nous
supposons p=2, de telle facon que z et y soient égaux & +1, il en sera
certainement ainsi, car les termes en

"yt Ty
se détruiront.
Supposons donec que p soit un nombre premier impair ne divisant
pas D, et que D soit reste quadratique & p de telle sorte que
D = #(mod p).
Posons
t+iu=a, t—du=ea" (mod p).

Si 'on convient d’écrire
t+VDu= (¢ + wy DY,
il en résultera
L+ Au =, L—Ay,=a* (mod p)

(J’écris bien entendu ¢~ aun lien de o#~'* & cause du theoréme de Fermat
a7 1=1).

Cela posé nous avons
E=E(t—bw) + awn; me=—c,§+ n(t+ buy)

et si 'on pose
M, =§&m+nn
il viendra _
M=Ac*" 4+ A'o™* (mod p)

ot A et A' sont des formes A coéfficients entiers doublement linéaires d’une
part par rapport & m et n, d’autre part par rapport & § et 7.

On vérifierait aisément en construisant effectivement ces formes, que
I'on peut choisicr m et n de fagon que A et A’ prennent des valeurs quel-
conques (par rapport au module p) et cela, quels que soient & et 7, pourva
que ¢&—2b5n+ an’ ne soit pas divisible par p. De méme on peut choisir
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§ et n de fagon que A et A’ aient des valeurs quelconques pourvu que
am®+2bmn+ cn® ne soit pas divisible par p.
Cela posé quel va étre dans O,(z,y) le coéfficient du terme en

qam?+2bmn +cn? 9

Cela va étre
232"k —2 3 M
ou

413 sin (%? Mk> .

On doit donner & £ sous le signe X toutes les valeurs entiéres depuis O
jusqu’a w—1; (v étant le premier entier tel que «*=1 mod p).
Si o est une racine primitive, ou plus généralement, toutes les fois

p—t
que «*> =-—1, on a
k+p:1, _k._’it!
d=—a *, ot=—a ?
de sorte que
M=—-M ,.,

et que la somme des sinus est nulle, et ©, identiquement nul.
p—l
Supposons au contraire « * =1, et soit par exemple

3 —

o= 2, p = 7, o == 1
la somme des sinus devient

sin %7 4 sin 17 — sin 7
et n’est pas nulle.

Nous pouvons aussi envisager le cas ou
t=1, u=0 (modp), e=1, u=1

qui se présente certainement toutes les fois que p est un facteur premier
qui divise u sans diviser D. Alors la somme des sinus se réduit aun sinus

unique
2 M

sin
et ne s'annule pas. ‘
Journal fir Mathematik Bd. 129. Heft 2. 19
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Je n’insisterai pas davantage, et je ne parlerai méme pas du cas
intéressant ot D serait non-reste quadratique & p, et je me contenterai
d’avoir montré par ces exemples que @, n’est pas toujours identiquement nul.

Supposons maintenant que 'on fasse subir & m et & n une transfor-
mation linéaire, en posant

(14.) m=oam'+ f3n', n=ym'4JIn’
Posons
am*+2bmn+cn’=a'm"” 4+ 20'm'n' 4 ¢'n"”,
§m4nn=§m'+x'n
Comme O, (x,y) dépend non seulement de z et de y, c'est-d-dire de § et

de 7 mais encore de a,b,c, nous pourrons mettre ce fait en évidence en
écrivant

0,(,y)=0/(a, bycy &),

% 0<a , b, C; 5’ 77) — “E‘qozm?+2bnm+cn2 ZEm+r]n _ an1;¢2+2b7un+cn? gEm-{—r;n

la 1°° sommation s’étendant aux valeurs de m et de » qui satisfont aux
inégalités
(15.) n=>0, auw,m+(t, +bu,)n<<0

et la 2% & celles qui satisfont aux inégalités
(15P%) n<<0, aw,m+(,+ bu,)n=>0.

D’apreés ce que nous avons vu plus haut, nous pouvons remplacer les
inégalités (15.) et (156".) qui définissent V'angle wf et qui sont analogues
aux inégalités (2.) par d’autres inégalités analogues aux inégalités (2"%.) et
qui s’écrivent:

(16.) Mam+bn)+in=>0; (iu,+A't) (am+ bn)+(At, + A'u, D)n<0,
(16"5) A(am+bn)+in<<0; (Au,+4't,) (am—+bn)+ (At + 'tu, D)n>0.
On aura alors '

1 ! It nl4c! n!2 LE m! 4ntn! ! 'm!n! 4-cla! L +nin!
§ 0(@, b, C; §7 77)22(]“ m!2420 ! n! 4-¢ nflz’g' m'+n'al Zga m!242b'mln +cn2zE m!+4n'n

olt m' et n' satisfont sous le 1 signe 3 aux inégalités
A7) ym'+02' >0, aw,(am'+Bn")+ (L, +bu,) (ym'+In')<<0

et sous le 29 signe 2 aux inégalités (17%.) opposées & (17 .), comme (15%5,)
et (16"=.) le sont & (15.) et & (16.).
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Changeons dans les inégalités (16.) ¢ et b en ' et ', m et n en
m' et n' et cherchons ensuite & identifier les inégalités (16.) ainsi modifiées
avec les inégalités (17.); il viendra

18 .“’ '=y, ¥b'+A=0; ia'=ae+did,
as) \ab'+ ' D=afB+b9.

Il s’agit de savoir si 'on peut trouver des valeurs de 4 et A’ satisfaisant aux
équations (18.); or en éliminant A et A’ entre ces équations on trouve

jb’y—}—aa—}-by:()\a',

(19.) 'y +aB+b0=00

que Yon peut remplacer par I’équation unique
(20.) am+bn=4J(am'+ b'n")—y(b'm'+c'n').
Or de l'identité
F=am*+2bmn + cn®=a'm” 4 20'm'n' + ¢'n'?
on déduit par différentiation
ar ar dF
dm= % dw TV dw
ce qui vérifie 'équation (20.).
Les inégalités (17.) et (17°%.) sont donc bien de la forme des inégalités
(16.) et (16=.) modifiées, de sorte que I'on aura
Oa,b,c; &, n)=0(d,0V,c; &)
si I'on a
§=¢, =1 (mod p).

!

On voit que O ne change pas quand on change a,b,c en d, ¥, ¢
Or c’est ce qui arrivera toutes les fois que

(21.) e=0=1, f=y=0 (mod p).

Les congruences (21.) définissent un sous-groupe (Kongruenzgruppe)
du groupe des transformations linéaires & coéfficients entiers et ’analyse qui
précede montre ‘que O,(x,y) est un invariant pour ce sous-groupe.

Nous ne pouvons pas retrouver ainsi notre invariant F'(q) et pour
’obtenir il faut avoir recours & d’auntres considérations. Voyons d’abord

19*
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quelle relation il y a entre la fonction théta-elliptique de Jacobi:

O@)=2 g™ (m=0,%1,%2,...
ou
O()=1+4+223q¢™ cos mz m=1,2,...
et la fonction de Fredholm:
g(0)=Z g en.
Nous pouvons d’abord poser:
2 (2) =1+ 0(z) + iy(a)
olt
w(@)=22q™ sinma. m=1,2,..
Rappelons maintenant que

/wsm amdm:ig
. T 2

0

avec le signe + si a est positif et le signe — si a est négatif.
Considérons alors 'intégrale

/wglz_z[@(x_z) — 0(z+2)) =42fq"" sin ma sin mz%f.
0

Elle donne
nw(x)=/°°iz€[O(x—z)—O(x-}—z)].

]
Inversement on a

/w%—z (v(@+2)—yp@—2)]= 42/(1”‘2 sin mz cos mx%f

0

d’olt
0@ =n+ ["C [p(+2)—wa—).

C’est une formule analogue que nous allons appliquer ici.
Posons
. = eig, y — et‘r]
d’olt
@(w’ y) =23 qA eimE+nn) __ 9 z‘qu-i(mE+m)); A =dm2+ 2bmn + en?

m et n satisfaisant aux inégalités définies plus haut; je préfére écrire:
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O(x,y)=2H,+2H,—2H,— 2H,
ou H,, H,, H,, H, représentent la somme X g4¢'™%+"" avec les conditions:
n>0, aum+ (t+dbu)n << 0 pour H, ()
n<0, aum+ @+ bu)n >0 pour H, ®))
n=20, m >0 pour H, )
n<0, aum+ (t+bdbuw)n =0 pour f, (d).

(22.)

Je suppose au << 0; dans ces conditions nous avons
H — H,=21 % ¢* sin (m§ + nn)

m et n satisfaisant aux conditions (22.) («). Soient alors 4 et u deux
quantités choisies de facon que Am+ un soit positif toutes les fois que
m et n satisfont & (220.). Posons

§ = )'Z? 77:‘“'z1
il viendra
(23.) @~ H) © —in 34,
0
Nous avons d’autre part
H =2qam?eim$, (m=1,2,..)
H4 = 2 qa'n!ze-in.rgv (m'=1,2,..)

avec
§=(+bu)§—aun.

Peut-on choisir 4 et « de telle sorte que &'=§? Evidemment oui, il
suffit de prendre

(24.) A=+ bu)dh—auu.

Quand 4 et « sont choisis de facon & satisfaire & cette équation, 1'expression
Am+ un ne peut s’annuler que pour une certaine valeur du rapport %z, ou
si nous revenons & mnotre représentation géométrique, quand notre point
représentatif est sur une certaine droite passant par P’origine. Que cette droite
n'est pas A lintérieur de l'angle w,, c’est ce qui est évident, puisque
I'équation (23.) exprime précisément que Am -+ un a méme valeur en deux
points correspondants des deux cotés de l'angle w,. Donc im + un con-
servera toujours le méme signe & l'intérieur de cet angle, c’est-d-dire quand



150 Poincaré, sur les Invariants Arithmétiques.

m et n satisfont aux inégalités (2.), ou si I'on préfére aux conditions (22¢.)
ou (22y.). Nous pourrons choisir 4 et u de facon que ce signe constant

goit le signe +.
Dans ces conditions les équations (23.) et (24.) seront vraies i la

fois, et nous pourrons écrire

H,— H,= 21 3¢" sin mé&
d’olt

[ = B =iz

ou enfin
/ NCICA D ‘Zzi =2inZ ¢4 20X ¢*".
0
Dans le calcul de A, il faut donner & m et & n toutes les valeurs satis-
faisant aux conditions (22e.); on voit alors que 2 ¢*+ X¢*™ c’est notre
invariant F'(¢); on a donc ’
/”@(e"“, e 5?-: 2¢nF(q)
V]

et c’est 1a la relation cherchée entre la fonction O (z,y) et l'invariant arith-
métique de Lejeune-Dirichlet.
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