LES MATHEMATIQUES ET LA LOGIQUE

Dans ces derniéres années de nombreux travavx ont été publiés
sur les mathématiques pures et la philosophie des mathématiques,
en vue de dégager et d'isoler les éléments logiques du raisonnement
mathématique. Ces travaux ont 6té analysés et exposés tris claire-
ment ici-méme par M. Coulurat dans une série d'articles intitulés :
les principes des Mathématiques.

Je citerai en premicre ligne les écrils de Hilbert et de ses disciples,
ceux de Whilehead, de B. Russell, ceux de Peana et de son ceole.
On ne s'élonnera pas que je ne nomme pas ici M. Veronese; bien
qu’il se soil renconlré sur bien des points avec M. Hilberl, il se place
d un point de vue toul différent et il esl constamment préoceupé au
contraire de conserver & Uintuition sa place légitime.

Jai eu derniérement Poccasion de faire I'éloge du livre de M. Hil-
bert cl d’en faire ressorlir toute la portée, et en général tous ces
travaux me semblent présenter un trés grand intérét. On devra
désormais en tenir grand compte dans toules les recherches de ce
genre, et il y a licu de se demander s'ils ne remetlent pas en question
quelques-unes des conclusions que certains philosophes croyaient
acquises.

Pour M. Couturat, la question n’est pas douteuse; ces lravaux nou-
veaux ont définitivement tranché le débat, depuis si longtemps
pendant entre Leibnilz el Kant. Ils ont montré qu'il n'y a pas de
jugement synthétique « priori, que les mathématiques sont entitre-
ment réductibles a la logique et que lintuition n'y joue aucun
role.

Cest ce que M. Gouturat a exposé dans les articles que je viens de
citer; c'est ce qu'il a dit plus netlement encore & son discours du
jubilé de Kant, si bien que j’ai enlendu mon voisin dire & demi-voix :
« On voit bien que c’esl le centenaire de la mort de Kant ».
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Pouvons-nous souscrire & celte condamnalion définitive? Je ne le
crois pas el je vais essayer de monlrer pourquoi.

Se qui nous frappe d'abord dans la nouvelle mathémalique, c'est
son caraclere purement formel @ « ’ensons, dit Hilbert, trois sortes
de choses que nous appellerons points, droites et plans, convenons
qu'une droile sera délerminée par deux points et quau lieu de dire
que cetle droite est délerminée par ces deux points, nous pourrons
dire qu’clle passe par ces deux points ou que ces deux points sont
situés sur cetle droite. » Que sont ces choses, non seulement nous
n'en savons rien, mais nous ne devons pas chercher & le savoir. Nous
n'en avons pas besoin, et quelqu’un qui n’aurait jamais vu ni point,
ni droite, ni plan pourrail faire de la géométrie tout aussi bien que
nous. Que le mot passer pur, ou le mot éire situé sur ne provoquent
en nous aucune image, le premier est simplement synonyme de éire
détermind et le second de déterminer.

Ainsi c’est bien entendu, pour démontrer un théoréme, il n'est
pas nécessaire ni méme utile de savoir ce qu'il veut dire. On pourrait
remplacer le géomélre par le piano @ raisonner imaginé par Stanley
Jevons: ou, si Fon aime micux, on pourrail imaginer une machine
ot T'on introduirait les axiomes par un boul pendant qu'on recueil-
lerail les théoremes @ l'autre bout, comme cclle machine légendaire
de Ghicago ot les pores entrent vivanls et d'ou ilz sorlent trans-
formés en jambons et en saucisses. Pas plus «que ces machines, le
mathématicien n'a besoin de comprendre ce qu'il fait.

Ce caracleére formel de sa géométrie, j¢ n'en fais pas un reproche
a Hilbert. C'était la qu’il devait tendre, étant donné le probléme
qu'il se posait. Il voulait réduire au minimum le nombre des axiomes
fandamentaux de la géométrie el en faire I'énumération compléte;
er dans les raisonnements ot notre esprit reste actif, dans ceux out
I'intuition joue encore un role, dans les raisonnements vivants, pour
ainsi dire, il est difficile de ne pas introduire un axiome ou un pos-
tulal qui passe inapercu. Ce n’est done qu'aprés avoir ramené lous
les raisonnements géométriques & une forme purement mécanique,
quiil a pu élre cerlain d'avoir réussi dans son dessein et d'avoir

achevé son ceuvre. )
Ce que Hilbert avait fait pour la géométrie, d’autres ont voulu le

—

H. POINCARE. — LES MATHEMATIQUES ET 1A LOGIQUE. 817

fair » I"ari AL ! i
¢ pour Parithmétique et pour analyse. Si méme ils v avaient

enlicre eSS . K i i i i
rement réussi, les Kantiens seraienl-ils définitivement, con-

tl:lm.m'.s' -'l‘ll silenee? Poul-dlre pas, car en réduisant In pensée mathé-
ln.‘thnn anne forme vide, il ost eorlain aqu'on la mutile, Admettons
meme que 'on ail clablj que tous les théoremes penvent se déduiee
pm'. des procédes purement, analytiques, parde simples combinaisons
logiques el'u.n nombre fini d"axiomes, el que ces axiomes ne sont que
des r'r_rn.venhnns, Le philosophe conserverait Ie droil de rechercher
Ics'n'rl;:rncs de ces conventinns, de voir pourquoi elles ont #1é jngdes
prefirables aux conventions contraires. .

!-II, puis la correction Ingique des raisonnements qui meénent des
axiomes aux théorémes n'est pas Ia seule chose dont nous devions
nous preoecuper. Les regles de la parfaite logique sont-elles toute la
mathématique? Aulant dire que Lot Part du jouenr d'éehiees se reduit
aux rogles de In marche des pitces. Parmi toules les constructions
(.IIIG 1'(1.11 peul combiner avee les matériaux fournis par la logique, il
faut f:urc.tm choix; le vrai géométre fait ce choix judicicusement
pat‘cn_qu'll est guidé par un sir instinet, ou par quelque vague
(‘onse?xencc.de Je ne sais quelle géométrie plus profonde. et plus
cachée, qui =eule fait le prix de I'édilice constrnit.

'(,hm‘f'hm' Porigine de eel instinet, étodier les lojs o celle gihomeé-
trie profonde qui se sentent el ne s'tnoncent pas, ce serail encore
nr:.u helle tiche pour les philosophes quine veulent pag que s logique
soil toul. Mais ce n'esl pas & ce point de vue que je veux me ;lim:m‘.
ce n'est pas ainsi que je veux poser la question. Cet instinet dont nons
vcn.:uns de parler est nécessaire a linvenleur, mais il semble dabord
quien pourrail s'en passer pour étudier la science une fois eréée. El
bien, ce que jo veux rechercher, ¢’est s'il est vrai qu'une fois admis
Io.-s principes de la legique, on peut je ne dis pas découvrir, mais
démontrer toules les vériles mathématiques sans faire de nouveau
appel a Pintuition,

I

A celle queslion, j'avais autrefois répondu qque non 3 notre réponse
doit-elle élre modifice par les travaux récents? Si Javais répondn
non, ¢’esl parce que « le principe d’induetion complite » me parais-
sait ala fois néeessaire an mathématicien etirréduclible ala logique.
On sait quel est I'énoncé de ce principe : )

—
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« Si une propriété est vraie du nombre 1, et si 'on (:Lai)l.it qu'elle
est vraie de n 4= 1 pourvu qu’elle le soit de =, elle sera vraie de }ous
les nombres enliers, » J'y voyais le raisonnement mathémaltique
par excellence. Je ne voulais pas dire, comme on aeru, que Lf)us.lcs
raisonnements mathémaliques peuvent se réduire l une npplufutmn
de ce principe. En examinant ces r:ﬁsmmmrmnls d'un peu prc,s, on
y verrait appliqués beaucoup d'autres principes :111:11(’3;;11{5, prcsc_n-
E:m!. les mémes caracteres essentiels. Dans celte catégorie 'de prin-
cipes, celui de 'induction complele est senlement le plus simple de
tous et ¢’est pour cela que je I'ai choisi pour Lype.

v
DEFINITIONS ET AXIOMES.

L'existence de parcils principes est une dil'ﬁc.ulté pour I.es Fogici'(.ans
inlransigeants; comment prétendent-ils s’en.hrcr? Le principe c.lm—
duction complete, disent-ils, n'est pas un :1:\'1(.1:11@ pmprcmcn.t‘d}t_ou
un jugement synthélique apriori; c'est tout sunpl.cment la dcl.mll.mn
du nombre entier. C'est done une simple convention, l’m}z- |rltsculﬂr
cette manicre de voir, il nous faut examiner d'un peu prés les rela-
tions enlre les définitions el les axiomes. ‘ it

Reportons-nous d’abord & un arlicle de M. LO'I-Il.LI!‘(ll. sur les ('](, i-
nitions mathémaltiques, qui a paru dans I’En.\'f'rgn‘remcnl‘mrr.lb.nlma-
ligue, vevue publiée chez Gauthier-Villars et f:l-ll.‘z (_-'eorg i Gcm:f'(?.
Nous v verrons une distinclion entre la définition directe el la défi-
nition par postulats. ~ .

« La définition par postulats, dit M. Couturat, s app!uq.uc, ‘m'm kY
une seule nolion, mais & un systeme de notions; elle cor.mstc a énu-
mérer les relations fondamentales qui les unissent et Kt pcrmetlen{;
de démontrer toules leurs autres propriétés; ces relations sont des

postulats... »

. »
Si l'on a défini préalablement toutes ces nolions, saufl une, alor

cette dernivre sera par définition objet qui vérifie ces po.-JLEilaL
Ainsi certains axiomes indémontrables des malhémaliques ne
) e - - I3 o ] - . [Vcnl

seraient que des définitions déguisées. Ce point de vue est sou

£ 1 i- G i oncer [J h em])]e-
lé i.‘.imc' et jC l’di ‘ldn]ls mol-meme cn ce f[ul C cerne par ex 5
o !

le postulatum d’Euclide.
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Les autres axiomes de la géométeie ne suffisent pas pour définir
complilement la distance; Ia distanee sera alors, par définition,
parmi toules les grandeurs qui salisfont i ces anlres axiomes, celle
qui est telle qoe Te postolatuom PBuelide soit vrai.

JEh bien, Tes logiciens admellent, pour le principe d'induction com-
plete, ce que Padmels pour le postulatum d'Baclide, ils ne venlont ¥
veir quiune définilion déguisée.

Mais pour qu'on ait ee droit, il y @ deux conditions & remplir.
Stuart Mill disail que toute définilion implique un axiome, celni par
Iequel on alfirme I'existence de Fobjet défini. A ce comple, ce ne
serail plus axiome qui pourrail étre une définition déguisée, ce
serail au coulraire la définition qui serail un axiome diguisé. Stuart
Mill entendait le mot exislence dans un sens malériel et empirique;
il voulait dire qu'en définiseant le cercle, on alfirme qu'il y a des
choses rondes dans la nature.

Sous cetle forme, son opinion est inadmissible. Les mathéma-
liques sont indépendantes de I'exislence des objets malériels; en
mathémaliques le mot axister ne peut avoir qu'un sens, il signifia
exempt de contradiction. Aiusi reelifice, la pensée de Stuart Mill
devient exacle; en délinissant un objet, on affirme que Ia définition
n’implique pas contradiction,

Si nous avons donc un systéme de postulals, el si nous ponvons
démontrer que ees postulals wimpliquenl pas conteadiction. nous
aurons le droil de les eonsidérer comme representant la définition
de une des notions qui y figurent. Si nous ne ponvons pas démon-
trer cela, il faul que nous ladmellions sans démonstralion el eela
sera alors un axiome; de sorle fqque si nous voulions chereher la défi-
nition sous le postulal, nous retrouverions encore 'axiome sous la
définition.

Le plus souvent, pour démontrer quiune définition n’implique pas
contradiction, on procide par Uexemple, on cherche former un
exemple d'un objel salisfaisant a la définition. Prenons le cas d'une
définition par postulals; nons voulons définir une notjon A, oL nous
disons que, par délinition, un A, ¢'est Loul objel pour lequel eertains
postulats sont vrais. 8i nous pouvons démontrer directement que
tous ces postulals sont vrais d'un certain ohjet B, Ia définition sera
Justifiée: I'objel B sera un exemple d'un A. Nous serons cerlains que
les postulats ne sont pas contradictoires, puisqu’il v a des eas oir ils
sonl vrais Lous i la fois.
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Mais une pareille démonstration directe par I'ecxemple n’est pas
toujours possible.

IPour établic que les postulats nimpliquent pas contradiction, il
faul alors envisager Loules les proposilions que F'on peul déduire de
ces postulats considérés comme prémisses el montrer que, parmi ces
proposilions, il n’y en a pas deux dont 'unc soit la contradictoire de
I'autre. Si ces proposilions sonl en nombre fini, une vérificalion
directe est possible."Ge cas est peu fréquent cb d'ailleurs peu inté-
ressant.

Si ces proposilions sonb en nombre inlini, on ne peut plus faire
celte vérificalion direcle;il faut recourir 4 des procédés de démons-
tration ot en général on sera foreé d'invoquer ce priucipe d'indue-
tion compléle qu'il s'agit précisément de vérifier.

Nous venons d'expliquer 'une des condilions auxquelles les logi-
ciens devaicntsatisfaire et nous verrons plus loin qu'ils ne Uont pas fail.

v

Il y en a une seconde. Quand nous donnons une définition, c'est
pour nous en servir.

Nous retrouverons done dans la suite du discours ln mot défini;
avons-nous le droil d'aftirmer, de 'objel représenté par ce mol, le
postulat qui a servi de définition ? Oui, évidemmenl, si le mob a con-
servé son sens, si nous ne lui atlribuons pas implicilement un sens
diflérent. Or c'esl ce qui arrive quelquefois et il esl le plus souvent
difficile de s’en apercevoir; il faut voir comment ce mot s'est inlro-
duit dans nolre discours, ct si la porle par laquelle il est entré n’im-
plique pas en réalilé une autre définition que celle qu'on a énoncée.

Cetle difficullé se présenle dans toutes les applications des mathé-
maltiques. La notion mathémalique a regu une définition trés épurée
et Lrés rigoureuse; el pour le mathématicien pur toute hésitation a
disparu; mais si on veut 'appliquer aux scicnces physiques par
exemple, ce n'esl plus & celle notion pure que 'on a allaire, mais i
un objet coneret qui n'en est souvent qu’une image grossitre. Dire
que cel objel salisfail, au moins approximalivement, & la définition,
c¢’est énoncer une vérité nouvelle, que l'expérience peul seule metlre

hors de doute, et qui n'a plus le caractere d'un postulat conven--

tionnel.
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Mais, sans sortir des malhématiques pures, on rencontre encore la
mdéme difficullo.

Yous donnez du nombre une définition subtile; puis, une fois colte
définition donnée, vous 0’y pensez plus; parce qu'en réalilé, ce n'est
pas elle qui vous a appris ce que ¢'élail que le nombre, vous le
saviez depuis longlemps, el quand le mol nombre se retrouve plus
loin sous volre plume, vons y altachez le méme sens que le premier
venu; pour savoir quel est ee scus el 8'il esl bien le meme dans telle
phrase ou dans Lelle antre, il faul voir comment vous avez oLe
amend & parler de nombre el & introdoire ce mol dans ces denx
phrases. Je ne m’explique pas davantage sur ce point pour le moment,
car nous aurons l'occasion d'y revenir.

Ainsi voici un mot dont nous avons donné explicilement une défi-
nition A; nous en faisons ensuite dans le discours un usagze (qui sup-
pose implicitement wne autre définition B. Il est possible que ces
deux définitions désignent un méme objet. Mais qu'il en soit ainsi,
¢'est une vérité nouvelle, quiil faut, ou bien démoutrer, ou bien
admettre comme un axiome indépendant.

Nous verrons plus loin que les logiciens n'ont pas micux vempli
lu seconde condition que lo premiire.

VI

Les délinilions du nombre sont trés nombreuses et triss diverses:
je renonce & énumdérer méme les noms de leurs auleurs. Nous ne
devons pas nous clonner quiil y en ait Lanl. Si une d'elles était
salisfaisante, on n'en doanerail plus de nouvelle. $i chaque nouveau
philosophe qui s'est occupé de celle question a eru devoir eninventer
une aulre, ¢’esl qu’il n’était pas satisfait de celles de ses devanciers,
el s'il n'en élail pas satisfait, c’est quiil croyait y apercevoir uue
pétition de principe.

Jai loujours éprouve, en hizant les éerils consacerés A ce probleme,
un profond senlimenl de malaise; je m'altendais loajours it me
lieurler & une pétition de principe ct, quand je ne lapercevais pas
Lout de suile, javais la crainte d'avoir mal regardé,

Gest qu'il est impossible de donner une définition sans énoncer
une phrase, et difficile d’énoncer une phrase sans y meltre un nom
de nombre, ou au moins le mol plusicurs, ou au moins un mot au
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pluricl. it alors la pente est glissante et & chaque instant on risque
de tomber dans la pélition de principe.

Je ne m'atlacherai dans la suite qu'a celles de ces définitions o
la pélition de principe esl, ou évitée, ou habilement dissimulée.

VII

LA PAsIGrRAPHIE.

Le langage symbolique créé par M. Peano joue un tris grand role
dans ces nouvelles recherches. 11 est susceptible de rendre de grands
services, mais il me semble que M. Couturat y atltache une impor-
tance exagérée et qui a du étonner M. Peano lui-méme.

L’¢lément essentiel de ce langage, ce sont cerlains signes algé-
briques qui représentent les différentes conjonclions: si; et, ou, done.
Que ces signes soient commodes, c'est possible; mais qu'ils soient
destinés & renouveler toute la philesophie, ¢’est une aulre affaire. 11
est difficile d’admeltre que le mot si acquiert, quand on I'éerit 2,
une vertu qu’il n’avait pas quand on I'écrivait si. '

Cette invention de M. Peano s'est appelée d'abord la pasigraphie,
c'est-a~dire 'art d’écrire un traité de mathémaliques sans employer
un seul mol de la langue usuelle. Ce nom en définissail trés exac-
tement la porlée. Depuis on I'a élevée a une dignité plus éminente,
en lui conférant Ie litre de logistique. Ce mot est, parait-il, employé
a I'Ecole de Guerre pour désigner I'art du maréchal des logis, I'art
de faire marcher ¢t de canlonner les troupes; mais ici aucune con-
fusion n’est & craindre et on voit Lout de suite que ce nom rouveau
implique le desscin de révolutionner la logique.

Nous pouvons voir la nouvelle méthode a I'uvre dans un mémoire
mathématique de M. Burali-Forti, intitulé : Una Questione sui nwmeri
transfinili, et inséré dans le tome XI des Rendiconti del circolo mate-
matico di Palermo.

Je commence par dire que ce mémoire est Lrés intéressant, et si
je le prends ici pour exemple, c'est précisément parce qu'il est le
plus imporlant de lous ceux qui sont éerits dans le nouveau langage.
D’ailleurs les profanes peuvent le lire grace 4 une traduclion inter-
linéaire italienne.

Ce qui fait I'importance de ce mémoire, ¢'est qu’il a denné le pre-
mier exemple de ces anlinomies que I'on rencontre dans I'étude des
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nombres transfinis et qui font depuis quelques années le désespoir
des mathémalticiens. Le hut de celle note, dit M. Burali-Forti, cest
de montrer qu'il peut y avoir deux nombres transfinis (ordinaux), «
el b, tel que-a ne soil ni égal o by ni plus grand, ni plus petit.

Or Cantor avait précisément démontré quentre denx nombres
lransfinis, il ne peul y avoir d'aulre relation que Pégalite, on ing-
galit? dans un sens on dans Pantre. Mais ce n'est pas du fond de ce
mémoire que je veux parler iei; cela m'enlrainerait heaucoup trop
loin de mon sujel; je veux senlement m'occuper de la Torme, el pré-
cisément je me demande si cette forme lui fait beaucoup gagner en
rigueur el s elle compense par 1a les efforts qu’elle impose & I'éeri-
vain et au lecteur.

Nous voyons d'abord M. Burali-Forti définir Je nombre 1 de la
maniere suivante -

1=:T"} Ko~ (u, k) = (< Un)}

définition éirinemment propre a donner une idée du nombre 1 aux
personnes qui n'en auraienl jamais entendu parler.

Jentends trop mal le Péarien pour oser risquer une critique, mais
Je crains bien que cette définition ne contienne une pilition de prin-
cipe, allendu que japercois 1 en chiffre dans le premier membre et
Un en Loutes lettres dans le second.

Quoi qu'il en soil, M. Burali-Forlj part de cetle définition el, apros

un court caleal, il arrive a Péquation :

(27) 1:No

qui nous apprend que Ur est un nombre,

EL puisrue nous en sommes i ces définitions des premiers nombres,
rappelons que M. Coutural a défini également 0 el 1.

Qu'est-ce quezéro? c'estle nombre des éléments de la elasse nulle: et
qu'est-ce quelaclasse nulle? cest celle qui ne contient auenn élément.

Définir zéro par nul, el nul par ancun, ¢'est vraiment abuser de la
richesse de lalangue francaise; aussi M. Gouturatl a-L-il introduil un
perfectionnement dans sa définilion, en derivant :

Q=g apait e, § == (rew.r)

ce qui veut dire en frangais : zéro esl le nombre des objets qui salis-
font & une condition qui n'est jamais remplic.
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Mais comme jamais signific en aucun cas je ne vois pas que le
progrés soit considérable.

Je me hile d'ajouter que la définition que M. Couturat donne du
nombre 1 est plus satisfaisante.

Un, dit-il en substance, est le nombre des ¢léments d'une classe
donl deux éléments queleonques sont identiques.

Elle est plus satisfaisante, ai-je dit, en ce sens que pour définir 1,
il ne se serl pas du mot un; en revanche, il se serl du mol deuk,
Mais j’ai peur que si on demandait & M. Coulural ce que c'esl que
deux, il ne soit obligé de se servir du mot un.

VIII

Mais revenons au mémoire de M. Burali-Forti; j'ai dit que ses
conclusions sont en opposition directe avee celles de Cantor. Or un
jour, je recus la visite de M. lladamard el la conversalion tomba sur
cetle anlinomic,

« Le raisonnement de Burali-Forti, lui disais-je, ne vous semble-
t-il pas irréprochable?

— Non, el au conlraire je ne trouve rien a objecter & celui de
Cantor. D’ailleurs Burali-Forti n'avait pas le droit de parler de l'en-
semble de fows les nombres ordinaux.

— Pardon, il avait ce droil, puisqu’il pouvail toujours poser

Q="T" (Nn,;. =)

Je voudrais bien savoir qui anrait pu U'en empécher, el peual-on
dire qu'un objet n'existe pas, quand on l'a appelc Q7 »

Ce ful en vain, je ne pus le convaincre (ce qui dailleurs edl été
facheux, puisqu’il avait raison). Ltait-ce seulement parce que je ne
parlais pas le péanien avee asscz d'¢loquence? peul-élre; mais entre
nous je ne le crois pas.

Ainsi, malgré toul cet appareil pasigraphique, la question n’était
pas résolue. Qu'est-ce que cela prouve? Tant qu'il s'agit seuiement
de démounlrer que un esl un nombre, la pasigraphie suffit, mais si
vne diflicullé se présente, s'il y a4 une anlinomic a résoudre, la pasi-
graphie devient impuissante.
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IX

Quels services peul done nous rendre la pasigraphie? Si la these
des logiciens esl vreaie, Lous les raisonnements mathématiques ne
sont que des combinaisons méeaniques des régles de la logique, Je
ne veux pas dire que les mathématiques pourraient élre erédes par
un étre absolumentinintelligent. Mais le role de Uintelligence se horne
i choisir dans an arsenal limite de risgles posées d'avanee, sans avoir
e droil. d'en inventer de nonvelles. Dans ce cas, tous ces raisonne-
menls peuvenl étre pasigraphiés, Par conséquent la pasigraphie
peul nous fournir un critérium pour décider la question qui nous
occupe. Si tout traité de mathématiques peut étre traduit dans le
langage péanien, ce sont les logiciens qui ont raison. Si cette tra-
duclion est impossible, ou si on ne peut la faire qu'en introdui-
sant des prémisses irréductibles a la logique, les Kantiens triom-
phent.

Encore convient-il d’examiner de prés latraduction. 1l ne suflit pas
qu’on nous présente une page ot il 0’y a que des formules et pas un
seul mot de la langue vulgaire pour que nous devions nous incliner.
L'aventure de M. Burali-Forti suffit pour nous avertir de Ja nécessité
d’étre circonspect. Burali-Forli et Cantor sont arrivés 4 des conclu-
sions conlradictoires: done I'un ou Panlre se trompe. Le premier a
empleyé Ia pasigraphic; le second aorait pn en faire autanl au
moins aussi facilement, el d’aillenrs an fond c¢est Ini qui a raison.
Done Ia pasigraphic ne nous préserve pas de erreur. Pourquoi?
Ssteco paree que les l'i’._‘.j!f)g de 1a ]t)gitl’uc sonl l,rr)]n];el_]s.';_q? }::\’irlf:[n_
ment non; c'est parce quion a fail un appel & Pintuition et qu’on
I'a fait & faux. Cet appel a eu lien, sans quoi on ne se serait pas
trompé; el il a élé dissimulé, sans quoi on n'aurait pas pu employer
le langage péanien. Il est donc possible, méme quand on parle ce
Jangage couramment, d’en appeler a Uintuition sans s'ea apercevoir,
Aussi sera-t-il nécessaire quand on sera en présence d un raisonne-
ment pasigraphié, méme quand ce raisonnément sera correct,
d'examiner si un semblable appel n'est pas caché dans quelque
coin.

i
ki
i
il
!
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X
La Locgue ne RusskLL.

M. Russell commence par développer les principes fondamentaux
de la logique, et c’est aussi par Ia que M. Coulurat commence son
exposé. Il semble qu'il n'y ait rien & éerire de nouveau sur la logique
formelle et qu’Arislote en ait vu le fond. Mais le champ que M. Rus-
sell attribue & la logique est infiniment plus étendu que celui de la
logique classique el il a trouvé moyen d’émeltre sur ce sujel les
vues les plus originales et les plus justes.

D'abord, tandis que la logique d’Arislole élait avant tout la, logique
des classes et prenait pour point de départ la relalion de sujet a
prédical, M. Russell subordonne la logique des classes a celle des
propositions. Le syllogisme classique « Socrate est un homme », ete.,
fait place au syllogisme hypothétique : Si A esl vrai, B esl vrai, or
si B est vrai Cesl vrai, cte. Bl c'est la, & mon sens, une idée des plus
heureuses, car le syllogisme classique est facile a ramener au syl-
logisme hypolhcitique, tandis que la transformation inverse ne se
fait pas sans difficulté. ‘

EL puis ce n’est pas tout : la logique des propusitions de M. Russell
est I'¢lude des lois suivant lesquelles se combinent les conjonclions
siy ey v, el la négalion ne pas. G'esl une exlension considérable de
Pancienne logique. Les proprictés du syllogisme classique s'étendent
sans peine au syllogisme hypothétique el, dans les formes de ce
dernier, on reconnait aiscment les formes scolasliques; on retrouve
ce quil y a d’essentiel dans la logique classique. Mais la théorie du
syllogisme n’est encore (iue la syntaxe de la conjonction si et peut-
étre de la négation. '

En y adjoignant deux autres conjonclions el el ou, M. Russell
ouvre a la logique un domaine nouveau. Les signes ef, ou suivent les
mémes lois que les deux signes >< et -, ¢’est-d-dire les lois com-
mulalive, associalive et distribulive. Ainsi ef représenle la multipli-
cation logique, tandis que ow représente I'addition logique. Cela
aussi est trés inléressant.

M. B. Russell arrive a cetle conclusion qu'une proposition fausse

quelconque implique toutes les autres propositions vraies ou fausses. -

M. Couturat dit que celle conclusion semblera paradoxale au pre-
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micr abord, 11 suffit cependant d’avoir corrigé une mauvaise these
de mathématique, pour reconnaitre combien M. Russell a vu juste.
Le eandidal se donne souvent heancoup de mal pour trouver la pre-
mitre dqualion fausse; mais diss qu'il 'aoblenue, ee n'est plus qunn
Jew pour lui dacenmuler les vésultats les plus surprenants, dont
quelques-uns méme peavenl dlre exacls.

Une autree invention heareuse est eelle de la fonrtion Jroposition-
nelle; on appelle ainsi tonte proposition qui dépend de quelque
chose de variable, el on la désigne par o (x), x étant la variable.
La proposition 4 () peut élee veaie on fausse. 11 peut arriver qu'elle
sait vraie pour cerlains choix de r et fausse ponr cerlains autres, et
cest 1a Torigine de la notion de clusse et de Ja logique des classes;
car 5 () définit la classe des x pour lesquels la proposilion o (r) est
vraie. Et d'aillenrs toule zlasse peul étre définie de eette facon, car
la classe homme, par exemple, cest la classe des » pour lesquels la
proposilion « x est homme » est vraie, et cetle proposition est une
fonelion proposiltionnelle de .

IT peut arriver aussi que la proposition o (#) soit vraie, pour tous
les choix de ., ou du moins pour tous les & qui appartiennent a une
classe donnée, par exemple & la classe définie par la fonclion pro-
positionnelle b (). On a alors

Sib(x), @ (x).

Cesl Te genre de propositions que les seolasliques désignaient
par A.

Ou bien encore il peul arriver que la proposition % () soil vraic
@ moins pour un des x de la elasse ¢ (z). On aalors une proposition
du genre de celles que les scolastiques désignaient par 1.

Mais, ce que je vowlvais faire remarquer, ¢'esl la relation entre
ces propositions de la forme A et de la forme 1 avee la mulliplication
ct I'addition logiques.

Si, en effet, la classe 4 (x) comprend par exemple qualre ¢léments
&y, iy, my, x, la proposilion

Sid (2), o (¥) quel que soit x (forme A)

signifie :

o (x,) et o (z,) el () et o (x,) (multiplication logique)
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et la proposition
Sid (), 2(x) au moins pourun = (forme 1)
signifie :
o (r)) ou o (x,) ou o {x,) ou o (x,) (addition logique)

Et cela peut nous fournir le moyen d’appliquer I'addition ou la
multiplication logiques & un nombre infini de propositions.

On peut envisager aussi des fonclions propositionnelles de deux
variables x et ; ¢'est ce que fait M. Russell ct il construit ainsi la
logique des relations, mais il éerit - Ry au lien de o (i, y). Tei auossi
nous pouvons imaginer que = (x, y) soit vrai pour tous les choix de
x et de 17, ou bien pour au moins un couple de valeurs de x et de y,
ou bien encore que, quel que soit x, on puisse trouver un y pour
lequel la proposition soit vraie.

1l n’y a pas de raison pour ne pas.envisager de fonctions proposi-
tionnelles de trois variables, et ¢’est au fond ce que fait M. Russell
quand il parle de classes de relations, car alors R varie, et xRy
est une fonclion propositionnelle qui dépend de trois variables,
x, el I

X

On voit combien la nouvelle logique est plus riche que la logique
classique; les symboles se sont multipliés et permettent des combi-
naisons vavices qui ne sonl plus en nenbre finité. A-t-on le droil de
donner cetle exlension au sens du mot fogique? 1l scrail oiscux
d'examiner celle question, et de chercher a M. Russell une simple
querelle de mots. Accordons-lui ce qu'il demande; mais ne nous
étonnons pas si certaines vérilés, que Uen avail déclarées irréduoc-
tibles a la logique, au sens ancien du mot, se trouvent étre devenues
réductibles a'la logique, au sens nouveau, qui est tout différent.

Nous avons introduit un grand nombre de notions nouveiles; et
ce n'élaient pas de simples combinaisons des ancicnnes; M. Russell
ne s’y est d'ailleurs pas trompé, el'non seulement au début du pre-
micr chapilre, ¢’esl-a-dire de la logique des propositions, mais au
débul du second el du traisieme, ¢’est-a-dire de la logique des classes

ct des relations, il introduit des mois nouveaux qu'il déelare indéli-

finissables.
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Et ce n’est pas tout, il introduit également des principes qu'il
déclare indémontrables. Mais ces principes indémontrables, ce sont
des appels a Tintuition, des jngements synthéliques & priori. Nous
les regardions comme intuilifs quand nous les rencontrions, plus ou
moins explicitement énoncés, dans les traités de mathématiqnes;
onl-ils changé de caraclére paree que le sens du mol logique s'est
alargi el que nous les rouvons mainlenant dans un livee inlitulé
Traité de logique? Hs w'ont pos changé de nalure; ils ont seulement
changé de ploace.

Ces principes pourraient-ils étre considérdss comme des definitions
déguisces? pour cela il fandrait que l'on el le moyen de démontrer
qu'ils n'impliquent pas contradiclion, Il faudreait établir que, quelque
loin qu'on poursuive la séric des déductions, on ne sera jaumais
expusé & se contredire, Sans doute on verrait facilement qu’unc
opéralion nouvelle ne peut introduire de contradiction, s'il ne s'en
est pas produit aux ¢tapes précédentes. Mais, conclure de la qu'il
n’y en aura jamais, ee serail faire de Uinduction compléle: et, le
prineipe d'indection compléte, rappelons-le bien, nous ne le connaissons
pas encore. )

Nous n'avons donc pas le droit de regarder ces axiomes comme
des délinitions déguisées et il ne nous reste quune ressource, il faut
pour chacun d’eux admettre un nouvel acle dintaition. (Cest bien
d’ailleurs, & ee que je crois, Ia pensce de M. Russell et de M. Cou-
Lural.

« On définit d’une maniere analogue, dit par exemple M. Coulurat,
la somme el le produil logiques, non plus de denx relations, nais
des relalions de loule une elasse @ ees nouvelles délinilions sont,
néeessaires, parce que les préeddentes ne pourraienl s'¢lendre (par
induction complite) qui une classe finic de relations, tindis que les
nouvelles valenl pour une classe queleonque, inlinie aussi hien que
finie.

« On est obligé de postuler, par des axiomes spéciaux, existence
de la somme el du produil logiques ainsi définis pour toute une
classe de relations. »

Ainsi, chacune des neuf notions indéfinissables ¢l des vingl propo-
silions indémontrables (je crois bien que si ¢'¢tail moi qui avais
complé, j'en aurais Lrouvé quelques-unes de plus) qui font le fonde-
ment de la logique nouvellz, de Ia logique au sens large, snppose
un acte nouveau et indépendant de nolre intuilion et, pourquoi ne
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pas le dire, un véritable jugement synthétique & priori. Sar ce point
tout le monde semble d'accord, mais ce que M. Russell prétend, et
ce qui me purail dowlenr, ¢est qu'aprés ces appels a Uintwition, ce
sera fini; on w'aura plus & en fuive d'autres el on powrra conslituer
la mathématique tout enticre sans faire inlervenir aucun élément
nouveau. ’

XII

M. Couturat répéte souvent que cette logiqne nouvelle est tout &
fail indépendante de l'idée de nombre. Je ne m’amuserai pas &
compler combien son exposé conlient d'adjectifs numéraux, tant
cardinaux qu’ordinaux, ou d’adjectifs indéfinis, tels que plusieurs.
Citons cependant quelques exemples :

« Le produit logique de deux.ou plusieurs propositions est ..... »;

« Toules les propositions sont susceptibles de deux valeurs seule-
ment, le vrai et le faux »;

« Le produit relalif de deux relations est une relation »;

« Une relation a licu entre deux termes, » etc., ele.

Quelquefois cet inconvénient ne serait pas impossible a éviter,
mais quelqueflois aussi il est essentiel. Une relalion est incompré-
hensible sans deux termes; il est impossible d'avoir 'intuition de la
relation, sans avoir en méme temps celle de ses deux termes, et sans
remarquer qu'iis sont deux, car pour que la relaticn soit concevable,
il faut qu'ils soient deux et deux seulement.

XIII
Lt NomBre CARDINAL.

Enlrons maintenant dans le domaine de I'arithmétique ; nous ren-
controns d'abord ce que M. Couturat appelle la définition cardinale
du nombre. Elle repose sur l'idée de correspondance. Deux classes
cnt méme nombre cardinal quand on peut établir entre leurs élé-
ments une correspondance bi-uniforme. Je n'examinerai pas si l'idée
de correspondance constitue une notion nouvelle; M. P. Boutroux a
étudié la question au congrés de Genéve (cl. également Herue de
Métaphysique, juillet 1905), et la discussion a laquelle sa communi-
calion a donné licu prouve au moins que la chose n'est pas aussi
claire que le croient les logiciens.
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Viennent ensuite les définitions de Paddition et de Ia multiplica-
lion, 8i denx classes n'onl ancun élément commun, la comme des
nombres cardinaux de ces denx elasses sera le nombro cardinal de
leur somme logique. Soient maintenant % (x) el L (y) deux fonetions
propositionnelles définissant. deux classes: alors le produil logique
de ces deux proporilions {9 (x) el L ()] pourra élre regardé comme
une fonction proposibonnelle oi la variable est représentée par le
couple z, ; celte fonclion propositionnelle définit alors une classe;
el, st les dewr vaviables sont indépendantes) e nombre eardinal de
celle elasse est le produil des nombres cardinanx des deux classes
2 (r)et b (y).

Je w'examinerai pasici la question de savoir si la notion de Findé-
pendance des deux variables est susceplible de définition. Nous pou-
vons 'admeltre,

L'addition et la multiplizalion arithméliques se déduisent ainsi de
Faddition el de la multiplicalion logiques, et si les opérations,
symbolisces par les signes 4- et ><, satisfonl aux lois commultalive,
associalive et distributive, cest tout simplement parce qu'il en est
ainsi de I'addition et de la multiplicalion logiques, caraclérisées par
les signes o et of,

X1V

Ces définilions el ces démonstralions présentent un avantage
important, clles sappliquent aux nombres cardinaus infinis aussi
bien qu’aux nombres cardinanx finis. Ce sont Faillonrs les démans-
trations mémes de Cantor. Ce sont ézalement, i y regarder de pres,
celles qu'on trouve dans les trailés élémenlaires darithmétique. Et
cependant, quand jai étudié antrefois cetle question dans mon
article Swr la Noowre du Raisonnement mathéimatique, yavais ern
devoir les rejeler ou Loul au moins les laisser de eoté.

Pourquoi cela? parce qu'elles me semblaient, exiger un appel rop
direct el trop évident i I'intuition. Aujourd’hui elles nous revien-
neul et clles sont envisagées comme le type de Ia démonstration
purement logique; qu'y a-l-il done de changé en clles?

Pourquoi ce jugement synthélique qui nous semblait nécessaire
a-L-il cess¢ de I'élre? Toul simplement, paree quon Lo deji fuil wne
fois, dans le chapilre inlitulé Logique, ct quiil esl inutile de le
recommencer.

REv, Mira. T, XII1, - 1005, 54
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Et c'est bien le méme : qu’est-ce qui distingue en effet Uintuition
de I'addition logique de celle de Uaddition arithmélique? Dans cetle
dernitre les éléments a addilionner sont considérds simplement
comme des individus, dépouillés par abstraction de toutes leurs
différences qualitatives. Dans 'addition logique on se dispense de
cetle abstraction; I'acle d'intuition est done plus complexe, mais &
parl cela, c’est bien le méme.

Je sais bien qu'on m'objectera que M. Russell, & inverse de ce
qu’on fail d'ordinaire, se place d’abord au point de vue de la com-
préhension, el ensuite sculement au point de vue de Uexlension. Ll
c'est [ assurément une innovation trés imporlante. Mais pour passer
d'un point de vue a l'autre, un acte d'intuition est encore nécessaire.

XV

Jusqu'ici les logisticiens ont réussi & éviter sinon tout appel a
Iintuition {ils les ont au contraire mullipliés), du moins lout recours
au principe de Uinduclion compléte. Mais la question est de savoir
s'ils pourront aller plus loin: ils croient que oui, je crois que non,
et c'est Ja le poinl qui nous divise. Cesl done ici sewlement que le
vrat déll commence,

Il esl cerlain que si 'on ne pouvait aller plus loin, les mathéma-
tiques seraient bien réduites. Quelques identités algébriques et, en
dehors de cela, avcun théorime général, et ce serail tout. Ce serait
a grand'peine qu'on pourrail montrer par un exemple que tous les
nombres ne sont pas ég-aux entre eux. Mais ni théorie des nombres,
ni analyse, ni géomélric. A ce comple les traités de mathématiques
sceraienl beancoup moins gros el on pourrail réduire considérable-
ment les programmes de 'enseignement secondairve.

XvI
1’ ARITHMETIQUE.
Jarrive & ce que M. Couturat appelle Ia théorie ordinale et qai est
le fondement de Uarithmélique proprement dite. M. Couturat com-

“mence par énoncer les cing axiomes de Peano, qui sonl indépendants,
comme 'ont démontré MM. Peano el Padoa.
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1. Zéro est un nombre entier,

2. Zéro n'est le suivant d'aucun nombre entier.

3. Le suivant d'un enlier est un entier

auquel il conviendrait d’ajouter

tout entier a un suivant.

% Deux nombres entiers sont éganx, si leurs suivants le sont.

5. 8i s est une classe telle qu'elle contient 0, et fque, si elle conlient
I'entier ., elle contient le suivant de xy alors elle contient tous les
nombres enliers.

Ce 5 axiome est le prineipe d'induetion compléle.

M. Coulural consilére ces axiomes comme des dalinitions dégui-
sées; ils constituent la définition par postulats de zéro, du « suivant »,
et du nombre entier,

Mais nous avons vu que pour qu'une définition par postulats puisse
¢tre acceptée, il faut que L'on puisse établir qu'elle n'implique pas
contradiclion,

Est-ce Io cas ici? Pas le moins du monde.

Ladémonsiration ne peul se faire par U'exemple, On ne peul choisir
uine partic des nombres enliers, par exemple les trois premiers, et
démontrer qu'ils satisfont & la définilion.

Si je prends Ia série 0, 1, 2, je vois bien quelle salisfait aux
axiomes 1, 2, 4 et 55 mais, pour qu'elle salisfasse a I'axiome 3, il
faut encore que 3 soil un enlier, et par cons¢quent que la série
0, 1, 2, 3 salisfasse aux axiomes; on vérilierail qu'elle satisfail aux
axiomes 1,2, 4,5, mais I'axiome 3 exige en oulre que % soil un entier
clque la série 0, 1, 2, 3, 4 salisfasse aux axiomes, el ainsi de suile.

Il esl done impossible de démontrer les axiomes pour quelques
nombres entiers sans les démontrer pour Lous, il faul renoncer i la
démonstration par I'exemple.

Il faut alors prendre Loutes Ies conséquences de nos axiomes ol
voir si elles ne contiennent pas de conlradiction. Si ces conséquences
¢étaient en nombre fini, cela serail facile; mais elles soat en nombre
infini, c’'est toutes les mathémaliques, ou au moins toute L'arithmeé-
tique.

Alors que faire? Peul-ilre & la riguenr pourrail-on trouver un
moyen de montrer qu'un raisonnement nouveau ne pourra pasintro-
duire de contradiction, pourvu que I'on suppose que, dans la suile
des raisonnements antéricurs, nous n'en ayons pas rencontré
Jusquici.
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§'il en était ainsi, nous serions cerlains que nous n'aurions jamais
a eraindre de contradiction.

Mais eola et fuive de Uinduction compléle, el c’esl précisément le
principe d'induction compléte quil s'agirail de justifier.

Et quon n'aille pas dirve : il s’agit de vérifier que le principe ¢’in-
duction compléle n'entraine pas de conséquences contradictoires; je
dois donc ¢ludier les conséquences de ce principe et par conséquent
j’ai le droit de lui faire jouer un role dans mes raisonnements.

Cela serait un paralogisme et pour deux raisons :

1° Si je m'appuie sur le principe lui-méme pour montrer qu'il
n'implique pas contradiction, je démontre sculement que 5'il est vrai,
il n’est pas contradictoire; et cela ne nous apprend ricn. 1l ne suffit
pas de comparer ceriaines conséquences du principe, il faudrait les
comparer {oules.

2° Le principe n’aurait pas le méme sens dans I'énoncé, et dans
Papplication que nous en ferions. Dans I'énoncg, il signific : il y a
des nombres qui salisfont au principe, et ces nombres, par difini-
tion, je les appelle entiers. Et dans Papplication qu'est-ce que je fais?
Je dis que quel que soit le nombre de mes raisonnements successifs,
Je ne serai pas conduit a des conclusions contradictoires parce que
ce nombre élant enlier, satisfail au principe. Mais comment saurais-je
que le nombre de mes raisonnements est un nombre entier? Si je
donne a ce mol le sens vulgaire, cela ne sera pas difficile; mais si je
le délinis comme je viens de le faire, comment saurais-je que le
nombre de mes raisonnements est un de ccux qui satisfont au prin-
cipe?

XVII

Fexaminerai plus loin les tentatives que fait Hilberl pour sortir
de ces difficullés; mais j'aurais voulu d’abord réfuler la démonstra-
tion de MM. Russell et Couturat. Ge qui m'en empéche cest que celle
démonstration n’existe pas.

« Celle définition, dit simplement M. Coutural, n’assure ni I'exis-
tence, ni l'unicité de l'objet défini. Clest surtout 'unicilé qoi ne
parait pas évidente. » Suivent de longues considéralions sur 'uni-
cité et de I'exislence il n'est pas question.

Et alors un probléme psychologique se pose : comment deux
logiciens aussi avisés ne se sont-ils pas apercus de celte lacune?
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Glest @’abord que M. Conturat a suivi M. Russell pas a pas; mais
il reste & expliquer ce qui est arrivé a M. Russell, Peul-dtre trouve-
roms-nous celle explication dans un autre de ses éerits. « The prin-
ciple of mathematical induction, dit-il quelque parl (Mind, juillet
1903), says not merely that the addition of 1 will always give a
number, but that every natural number can be obtained by such
additions starting from 0. » Mais ce n’est pas cela du tout, le prin-
cipe d'induction ne signific pas que lout nombre entier peut élre
obtenu par additions successives; il signilic que pour tous les
nombres que l'on peut oblenir par additions suecessives, on peut
démontrer une propriété quelconque par voie de récurrence.

Un nombre peut étre défini par récurrence; sur ce nombre on
peul raisonner par récurrence; ce sont deux propositions distinctes.
Le principe d'induction n2 nous apprend pas que la premicre est
vraie, il nous apprend que la premi¢re implique la seconde.

Voila la confusion qu'a faite M. Russell, et voila qui explique com-
ment il a pu sans s’en apercevoir avancer une définition qu'il était
incapable de justifier en démontrant qu'elle était exempte de con-
tradiction.

(A suivre.) I, PoixcAri.
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