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MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

SUR LA DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE;

Par H. POINCARE.

Introduction; choix de l'époque.

Bien que la méthode de Laplace soit tombée dans un injuste dis-
crédit, elle me parait présenter certains avantages dont le prin-
cipal est la facilité de se servir de plus de trois observations; ¢’est
ce qui me détermine a publier quelques réflexions qu’elle m’ins-
pire. ’

Jemploierai les notations suivantes.

J’appellerai X, Y, Z les coordonnées héliocentriques de la Terre;
z, y, s celles de laplanéte; o la distance Terre-Planéte; &, 7, {les
cosinus directeurs du rayon vecteur Terre-Planéte, de telle facon
que les coordonnées géocentriques de la planéte seront &, on, p
et que I'on aura

:L‘=X+\O§, .y=Y+P")a ~’=Z+PC—

Jappellerai r la distance Soleil-Planéte et R la distance Soleil-
Terre.

Le mouvement de la Terre étant connu, X, Y, Z, R peuvent
étre regardés comme connus ainsi que leurs dérivées des diffé-
rents ordres. On observe §, 1, { a trois époques et 1'on trouve

A Tépoque ¢, : E=¢§, 0 =N, g
AVépoque 6r: E=8, n=12  {=2U,
A Pépoque ¢, : £ =3, n =13, £=20 (1)

o
=

I

1y

I

Des trois valeurs de £, on déduit par interpolation la valeur
de £ et celles de ses deux premiéres dérivées £ et & 4 une certaine

époque ¢; et Pon fait de méme pour 7 et pour .

(1) Plus généralement nous affecterons de lindice 1, 2 ou 3 les valeurs des
diverses quantités aux époques Z,, ¢, ou £; ainsi X, ou p, représentera la valeur
de X oude p pourt =¢,.

Bulletin astronomique. T. XXIIL. (Mai 1906.) Iy
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162 MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

Les formules d’interpolation nous donnent

(t—1t1)(t—t3)
(La— 1) (ta— &)

(t—)(t—1ty)
+h (ta—ti)(ta—te).

(1) £ =t ((t—'t2)(t—t3)

th—t3)(6—t3) +h

On voit que £ se présente sous la forme d’un polynome du
second degré en ¢, de sorte que &' se réduira @ un polynome du
premier degré, et £ 3 une constante.

Quelle est I'erreur commise par Pemploi des formules (1)? La
partie la plus importante est évidemment celle qui provient des
termes du troisiéme ordre en ¢ qui sont les premiers termes
négligés. ,

La formule (1) nous donne I'unique polynome du second degré
qui prend les valeurs £, 80, & pour £t =t¢,, t =ts, t = t3. Si nous
voulions satisfaire a ces mémes conditions par un polynome du
troisitme degré, il faudrait ajouter & la formule (1) un polynome
du troisitme degré, s’annulant pour t=1¢y, t=1{¢,, t =1{3; ce
polynome serait évidemment de la forme

n

~

i1

=1

en désignant par £ la dérivée troisieme de £ et en posant

M= (t—t;)(t — &) (Lt —t3).

Ainsi Perrear commise sur £ sera sensiblement %— I, Perreur

E"I

commise sur & sera sensiblement 5 Il et erreur commise sur &’

m
sera sensiblement %— .

Les époques des observations sont trés voisines et ’époque ¢
doit étre choisie voisine des observations; done ¢, ¢, ¢, ¢3 sont
trés petites. Or IT est homogéne du troisiéme ordre, I’ et I homo-
génes du deuxiéme et du premier ordre par rapport 4 ces quatre
quantités.

Donc Derreur sur & est du troisiéme ordre, l'erreur sur ¥ du
deuxiéme ordre, 'erreur sur £’ du premier ordre.

Quel est le meilleur choix a faire pour I'époque ¢? On prend
ordinairement I'époque de I'observation moyenne, de sorte que
I’erreur commise sur & est nulle.

Mais il vaudrail mieux choisir ¢ de telle fagon que II" = o, c’est-
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a-dire prendre la moyenne arithmétique des époques des trois
observations

1
t= 3 (t -+ ta+ t3).

11 vaut mieux sacrifier ’erreur sur & qui est du troisiéme ordre
alerreur sur&” qui est du premier ordre. Les deux avantages sont
réunis quand les observations sont équidistantes, mais on n’observe
pas quand on veut, on observe quand on peut.

Nous supposerons donc toujours que ¢ a été choisi pour que II”
soit nul. Dans ces conditions 'erreur sur £’ s’abaisse au deuxiéme
ordre; sinous voulons P'évaluer, il faut tenir compte des termes
du quatriéme degré en ¢; si nous voulons satisfaire aux observa-

tions par un polynome du quatriéme degré, il faut ajouter a la
formule (1) un polynome

/ En‘
(— t+ a) I,
€04
ol & est la dérivée quatriéme de £, et « une constante. L’erreur
commise sur £ est la dérivée scconde de cette expression, c’est-
a-dire (puisque II” est nul)
o,
12
Ainsi donc, si nous appelons 8§, 8', 88" les corrections a apporter
a t, &, £, nous aurons {en négligeant les termes du troisiéme

ordre)

N Npr E”’ ! N slv ’
(2) 8t =o, 0;:7;[[, 05:3[[.
1. — PREMIERE APPROXIMATION.

En égalant les deux valeurs de I’accélération, on obtient les
équations

rer " X x
p"E 20y + pk RT3
” 14 ’ L4 Y
(3) pn+29n+pnzﬁg—%’
Ilr 1yr 7!] Z <
A
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Comme il ne s’agit encore ici que d’'un développement analytique
et que nous ne nous proposons pas pour le moment de mettre les
formules sous une forme immédiatement accessible au calcul, nous
avons supposé que les unités aient été choisies de facon que la
constante de Gauss soit égale a 1. ‘

Ajoutons les équations (3) aprés les avoir multipliées par les
mineurs de la matrice

g &
n o7,
¢ ¢
il viendra
) let el =18 X (5 — 5)-

Je n’écris que la premiére ligne de chaque déterminant; j'écris
par exemple

JEE"E"]
au lieu de
:E E’ E”
n o
¢ v

L’équation (4) peut étre jointe & ’équation
(5) r2=p2—2oRpcosT + R?2,

ou T est I'angle sous lequel on voit de la Terre la distance du
Soleil a la planéte, de sorte que

RcosT =XE+ Yq -+ ZL.

Je n’ai pas a rappeler ici comment les deux équations (4) et (5)
permettent de déterminer p et r; comment on peut les ramener
soit & la forme d’une équation unique du septiéme degré en p,

soit a la forme
M sin*z = sin(z -+ ).

Il est aisé de voir quelle est U'interprétation géométrique de
Péquation (4); il suffit de choisir des axes particuliers, de prendre
pour axe des z le rayon vecteur Terre-plancte et faire passer le
plan des zy par la vitesse relative de la planéte par rapport a la
Terre.
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Dans ces conditions, on a

=1, h=0, L=o,
t'=o, 5 =v, {'=o,
dy
" __ 9 " " 42
= — 7, = "= v2tanga,

ou ¢ désigne la vitesse du point &, 4, § sur la sphére céleste;
tandis que o représente I'angle du rayon vecteur avec le plan
osculateur a la trajectoire de ce point &, 7, {, de telle fagon que le
rayon de courbure de cette trajectoire est égal a cosa.

Si nous appelons de plus © 'angle du plan PTS avec le plan
des xzy, I'équation (4) pourra s’écrire

. I 1
9 _ ).
po2tanga = RsinT coscp(r3 R3>
Reprenons maintenant les équations (3) et ajoutons-les aprés

les avoir multipliées par les mineurs de {a matrice

X ¢
Y 7|,
. 2
il viendra
(6) 20|68 X 4 p|EE X] = 0.

Avec les axes particuliers que nous supposions tout a 'heure,
elle s'écrirait

3,

de
20'0 4 p(% — v2tanga tangzp) =o.

Ajoutons enfin les équations (3) aprés les avoir multipliées
par &, 1, G, il viendra

o Z&E”— p VEX 1 10
P e = g XX (5 — )

Rappelons en effet que, &, 4, { étant des cosinus directeurs, le
point §, 7, § décrit une courbe sphérique, de sorte que I'on a

(7) =1, =0, If4+3E =o.
Calcul des éléments.

Ayant ainsi calculé, en premiére approximation, a, plet g, il
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166 MEMOIRES ET OBSERVATIONS.
est aisé d’en déduire les valeurs des éléments; nous avons d’abord
z =X + pt,

ce qui monltre que les coordonnées héliocentriques sont des
polynomes du premier degré en p.

Quant aux vitesses, on a

x’: X,—I— pgf_!_ ‘OIS,

X/, & et & sont connus. Donc #' est un polynome du premier degré
en o et g/, et, comme le rapport de p’ & p est connu par Péqua-
tion (6), c’est un polynome du premier degré en .

Le carré de la vitesse z'2+ y'2 4 3’2 est évidemment égal a

EX24 2pZX'E + 2p X' + p2 282+ p'2;

c’est donc un polynome du deuxiéme degré en p.

Les équations (4) et (5) nous donnent % et r2 sous la forme de

. .y , I
deux polynomes du premier et du deuxiéme degré en p; donc - est
un polynome du troisiéme degré.

L’équation des forces vives

(8) o=

I ’
montre alors que — (a étant le grand axe) est un polynome du
troisiéme degré en p.
Les constantes des aires qui déterminent le plan de I'orbite et
le paramétre
(9) c=yz'—zy’, ¢ =zz’'— x3, "=y —yz'

apparaissent comme des polynomes du deuxiéme degré en p.
Pour avoir la longitude du périhélie, on partira des trois con-
stantes

x
f —_ - +y’c”—z,c,,
r
(10) (f’=——%+z’c —2x'c,
et
fll:___: +-’I/JC’-—}/'C,
r

qui se présehtent sous la forme de polynomes du quatriéme degré
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en o. Le vecteur dont les composantes sont f, f, f” a méme direc-
tion que le grand axe de l'orbite et est proportionnel & I'excen-
tricité.

En résumé, toutes nos constantes sont des polynomes entiers
en p dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de &, &,

&m0, 5, ¢, T

Calcul de v, 2", 2", ....

Comme r? est un polynome du deuxiéme degré en p,
2= p2+4 208 X% + =X2,
il vient
rr’'=pp'+ o(EX'E + ZXE') + o' =XE 4 =XX/,
ce qui montre que rr’ est un polynome du deuxi¢éme degré en o,
’ ’,_' I " , h *a
et, par conséquent, que r'= — (rr') est un polynome du cinquiéme
4 r’ 1 ! bR | 4
degré et que =8 (rr') est un polynome du troisi¢me degré.

D’autre part,

r3

sont des polynomes du deuxiéme degré et

mo_ —Z 3zr'
(11) #= G g

sera aussi un polynome entier en p dont le degré s’éléverait a o,
mais pourrait étre abaissé & 6 en se servant de P’équation du
septieme degré, a laquelle satisfait p. Mais il est plus simple
d’écrire simplement

. z I
(11 bis) "= —— +3xrr —
r

’

.Z' .
et de remarquer que et zrr' sont des polynomes du deuxiéme

et du troisiéme ordre.
On a ensuite

Ir

—a 6z'r 3z d(rr') xr'?
i — 2 -
r3 rt rsdt r

(12) v =
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Nous voyons que 2" se présente également sous la forme d’un
polynome entier en p; en effet, il en est ainsi de

U ’ 7

' =z , T x r r'\2
BT o 3w e B
. R . R d(rr
et il reste & montrer qu’il en est de méme de _(872; or, on trouve
drr' d 3 z? I T 3
—— =2z =Zxz"+ T2 = + 32 = - +Z2= — + ~ Iz
dt dt rs r ' 20 2 ’
drr'

on voit que e est un polynome du troisiéme degré en 0.

Calcul de £" et ™.

En différentiant les équations (7) et (3), on trouve

(13) BE= — 33gY

et
p’”& + 3 PIIEI -+ 39750 _+_ PEW — -Z'W—' X”’,
(14) ? P"'Tl 4+ 3Pll1}l+ 391"‘:11_*_ P_r]m:.},m_ Ym,

P”’C + 3 p" cl 4+ 3 PI C” o+ Pcw — z”’ . Zm.

Les seconds membres sont connus, grice a 'équation (11); ce
sont des polynomes entiers en p. Si nous multiplions les équa-
tions (14) par &, 1, { et que nous ajoutions, il vient, en tenant
compte de (13),

(15) PII/: — 3 p!zgslf+ 3 PEE,E’I+ EE-Z'"I“— ZEX’”-

Remarquons qu’en vertu des équations (11), I'expression Xfz"”
qui figure dans le deuxiéme membre de (15) peut s’écrire

1 , 3 T ., 3r
st st = Lo 2 i £

Z; i —
v r3 7k 73 r

de sorte que r2Z£z” et, par conséquent, r2p"” se présente sous la
forme d’un polynome du quatriéme degré en p.

Une fois p” déterminé, les équations (14) donneront &”, %", ("
sous la forme de polynomes entiers en .

Différentions une fois encore les équations (13) et (14), il
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viendra
(16) TPV = — 4 BEE— 428
et

plvs + 4PIIIEI + GP”EH + APIE"/ + PE“’: xlv_. le,
(17) { P+ 4p"
plvc + 4P"lcl _\_ 69”:” —_ 4prcm _+_ pzlv: ,Z"V— Z"'.

71’+ GP”T]”"'*— '/‘Pl,qw_l_ PE[":J/“-—- Y'V,

Les seconds membres sont connus en vertu de Péquation (12);
on concoit donc que P'on puisse tirer gV, &Y, 1, {" des équa-
tions (16) et (17) en les traitant comme les équations (13) et (14);
les inconnues se présenteront sous la forme de fonctions ration-
nelles de

s & om & &, o, U o, T
et ces fonctions rationnelles pourront toujours se ramener a des
polynomes du sixiéme degré au plus en o dont les coefficients
seront rationnels en

E’ .q’ c ; E,, .’l’7 :f?,; E”? 7"”) t.”'

Il. — DruxXIEME APPROXIMATION.

Les valeurs de &, &', £, ... ne sont qu’approximatives et les
équations (2) nous font connaitre les erreurs commises sur ces
trois quantités; toutes les formules précédentes nous donnent

’

e ph e o1
et les éléments de V'orbite en fonctions de §, &', &, .... Ces for-
mules sont rigoureuses; mais, comme les valeurs de &, &, &, ...
qu’on y substitue, ne sont qu’approchées, les valeurs que 1’on trou-
vera pour o, o', ... ne seront plus qu’approchées; il s’agit main-
tenant d’en calculer de meilleures valeurs.

Dans ce qui va suivre, nous continuerons a désigner par les
notations

E’ E” E”’ n’ ey

; ” .
) Py P, 1y X ...,

non pas les valeurs exactes de ces diverses quantités, mais les
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valeurs approchées telles que nous venons de les calculer. Les
valeurs exactes seront désignées par
£ oF, E4ct, ...,
p-+28p, o287,
L L c+8c, ....
a a

Observons que les équations (7) ne seront plus exacltement
satisfaites; on aura rigoureusement par exemple

Z(f+oE)e2=1
et 32 ne sera qu’approximativement égal a 1. Mais cette circon-
stance ne peul nous géner.

En effet, les formules (4), (5), (6), (8), (9), (10) sont rigou-
reuses, en ce sens qu’elles expriment aussi bien la relation entre
les valeurs exactes de p, §, ... qu’entre les valeurs approchées de
ces mémes quantités. Si donc nous avons, par exemple,

. =9t T o),
nous en déduirons

do dy .,
E—*“—d-g-, 0 —eeus

D i
00 = —, 0

dg

Les valeurs de o, 8, 65" nous sont données par les formules (2);

pour calculer g, dr, 8¢’ il faut calculer les corrections des trois
déterminants

[EEE, [EEX], |E&X]

qui figurent dans les équations (4) et (6); on trouve sans peine
BlEEE| = ¢ 1E87E |+ 1 [aE,
BEEX| = (887X, BJEEX[= I [Eix).

Nous sommes donc conduits a calculer les quatre déterminants

|EE"E"], [E&'Ev], [EE"X|, [EEVX].

Nous nous servirons pour cela des équations (14) et (17).
Ajoutons les équations (14) aprés les avoir multipliées par les
mineurs de la matrice

r 124
£ £ |
o
L/ )
—— - "
7 C
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il viendra
(18) 3p"[EEE |+ p|EE"E| = |E2"E | — |EX"E].
Il faut donc calculer les deux déterminants
[g&2"] et [EE"X"]

qui figurent dans le deuxiéme membre de (18). Or Iéquation (11)
nous donne
3r

r@

S lgra | — o e = |EE "

et P'on a

|8 x| = |EE"X],

[E8a'| = |EE"X - p'E + pF'| = [EE"X/| + p|EEE]
et de méme

wxemy L "yt P " g 3R’ A%
88X = 5 68X |+ 55 [E8E] — e 1E6°X].

On trouve donc finalement

I 1

VR4 z II‘(I 3 ' zerer \O P o

13 g|=158"X] E{:,_l_,;)"‘lﬁagl m TR 7
LA e i___li’_ .
( + 3188 l\l(r'* R*>

Calculons maintenant |EE'E“l et pour cela ajoutons les équa-

(19)

tions (17) apreés les aveir multipliées par les mineurs de la ma-
trice

§ ¢
[ TL' b
¢ ¢

il viendra
(20) 6p"|EE'E" |+ 4o [EEE" |+ p|EEE = |88 @ | — 88X
Nous avons a calculer
|gge"], |8, [EE'Xx,
nous trouvons, en vertu de (12),

1 3 drr’ 1272 6,
! iV Y I — rEr . r
IEEZ‘ l \I‘G rs dt e )]EG-Z'I Pk IQE‘T‘

Pour avoir |§&'X"] il suffit de remplacer dans cette formule r
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ar R et z par X ; si nous nous rappelons d’ailleurs que
P p > PP

|e8'z | =|E8'X |,
[e8'a'|=[EE'X],

nous voyons que le second membre de (20) se réduit &

I, o - A, [44
ré s dt -+ 7k R6+R5 dt - R* >iEgXl
7', R, 1A di
~6( s — g ) 15X,

ce que j'écriral pour abréger

(1 3 drr’ 2r? I 3 dRR’ 12 R’2

MIEEX |+ NJEg'X'|.

Pour avoir IEQ’E’”[ il faut revenir aux équations (14) et les

ajouter apreés les avoir multipliées par les mineurs de la matrice

» B

< <
,' -

L] 5
7!

¢ ¢

on trouve ainsi
3p'|EEE |+ pi8EE" | =8 2" |— |2 X",
et en raisonnant comme plus haut

N Rr
e |15 X = 158X (5 — 5 ) + 3188 X1 (5 — o)
Tous les termes de Péquation (20) sont ainsi connus.

Passons au calcul de
[EE"X];

pour cela il faut ajouter les équations (14) aprés les avoir multi-

pliées par les mineurs de la matrice |EX], ce qui donne évidem-
ment

(21) 3p"|EE'X

et I'on trouve d’ailleurs aisément

+39’[E:”Xl+ PlgEIIIXI=l2m"IX[___&XIIIXI,

|ga"X | = SIEEX |+ 5 [EX'X],
|EX"X|= # [EX'X1,

Ainsi tous les termes de (21) se trouvent connus.
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11 reste a calculer
[gevX|,

en ajoutant les équations (17) aprés les avoir multipliées par les
mineurs de la matrice |[EX]. On trouve ainsi

(22) 4p"|EE X[+ 60" |EE"X |+ 4p"[E8"X |+ p|E5VX | = |Eav X[ —[EXwX|.

En raisonnant comme plus haut, on voit que le second membre se
réduit a

R~ R
—_—— ) X o r .
6(Rb ,,,,)lEX \l+69(\R,4 ——,,,Q)I&EXI

D’autre part p”’ est donné par I'équation (15).
Le calcul de

S|ESE"], SlEE'X], S[EEX]

est donc terminé et I'on voit que dans ce calcul ne s’introduisent
que les déterminants contenus dans la matrice

(23) [EEEXX]

Calcul de o, or, cg'.

La différentiation des équations (4) et (5) nous fournira G5
et or, la premiére donnera

(24) I8+ 2 15X = — bl ¥ ( — ) B15EX)

r3 /

2

et la seconde
rér =282(p — RcosT),

de sorle que le premier membre de (24) peut étre remplacé par

3cosP
,.a

|&5'X[),

ou P est 'angle sous lequel on voit de la planéte la distance Terre-
Soleil; on a eu 'occasion de calculer cet angle en résolvant 'équa-
tion fondamentale.

On obtient 83’ en diflérentiant I’équation (6), ce qui donne

CANS

EX|— p3|EX].

SYY

+ 63158 X| = —23'0]
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Ainsi 8p, &9 et dp' s’expriment rationnellement en fonctions de
P) E? T, c7 EIJ Tl,) C'1 C”, Tl”) C”’

et dans les coefficients des diverses puissances de o figurent prin-
cipalement les déterminants de la matrice (23).

Correction des éléments.

Comme les éléments dépendent de =, y, 5, 2/, y/, 7, il faut,
pour avoir les corrections des éléments, calculer d’abord les cor-
rections

’

8z, oy, oz, &', ¢y, 3z
Or on trouve

z=X-pt; 2 =Xpl 4 L

d’ou
ox = £ 8p; 8z’ = t'6p + Edp' 4+ p OF
On a d’ailleurs
N 1
par =" or,

et p” nous est donné par I'équation (14).
Ayant les corrections oz, 8z', ..., il est aisé de calculer les
corrections des éléments. On voit que ces corrections

se présentent sous la forme de fonctions rationnelles de

! ’ 1 U n” 14
Ps & w G &, v, U, F, 7, {.

Correction de l’aberration.

Je n’al pas a parler ici des corrections dues a la parallaxe que
I'on peut faire porter au début du calcul sur les coordonnées X,
Y, Z; mais il convient de dire quelques mots des corrections dues
a I'aberration.

En vertu de ce phénoméne, ce n’est pas, comme nous I’avons
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supposé jusqu’ici, aux époques
ty, ly, I3
que x a réellement pris les valeurs z,, x,, 3, mais aux époques
ty—apy, la—aps, I3—apy,
a étant une constante Lrés petile et connue.
-Reprenons notre équation fondamentale
x =X+ [JE,
et voyons quelle en est la véritable signification; X, Y, Z sont
les coordonnées de la Terre a 'instant ¢; z, y, 5 sont les coor-
données héliocentriques de la planéte a 'instant ¢ — ap; p est la
distance des deux points X, Y, Z et z, y, z; enfin &, 1, { sont les
cosinus directeurs observés a 'instant ¢ et corrigés de 'aberration
des fixes.

Nous aurons donc

&= f(t—ap),

en représentant par f(¢) I'abscisse de la planéte au temps ¢; nous
déduirons de Ia

x'=(1—ap") f'(t —ap)
2= (1—ap 2 f'(t — ap) —ap" f'(t — ap),
ou en négligeant le carré de aberration
o= fr(t —ap)— 20" f(¢ —ap) —ap"(X'+ p¥ -+ g'f),
.
et si j’observe que

” X I (t—ap z

les équations (3) doivent étre remplacées par

x x

73

_ X .
(3 bis) p"E 20"+ o= 5 — 5 —2ap" 5 —ap" (X' pf'+ 0'0),
avec deux aulres équations qu’on en déduit par symétrie.

Si nous ajoutons ces équations aprés les avoir multiphiées par

les mineurs de

VY

A
3
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il viendra

(4 bis) plEEE=[E8X

I I 2&9’ VARSI d
(;g— B T)-“P [EE'X'].

Si 'on muluplie les équations (3 bis) par les mineurs de

X £
Y 7|,
Z z
il vient
(6 bus) 20" [EEX |+ p[E8" X[ = — ap" | XEX'| — app” | XEE',

de sorte yue, si 6o et 6o représentent les corrections a apporter
a p et a o/ par suite de I'aberration, on aura

2

(4 ter) 3p|EEE| = —

2’ ’ ” A'd
5 188 X[ —ad"|[EFX],

r
(6 ter) 230" |EEX |+ 85 |EE"X | = ap” |EXX'| — app” | EE' X].

Inutile d’ajouter que, dans les seconds membres de ter) et
] que,
6 ter), on peut remplacer r, o, o/, o/ par leurs premiéres valeurs
) P P N p
approchées.
Dans le calcul des éléments, il faut prendre pour x et ' les
valeurs f(t — a2) et f'(t — ag); on obtiendra de la sorte les élé-
) \ ?
ments d’une planéte fictive, en retard sur la planete réelle d’une
quantité constante ap. Tous les éléments seront les mémes pour
les deux planétes, sauf 'époque du passage au périhélie pour
laquelle la différence sera aa.
On aura donc
z =X+ pk, z'=X 4 pt'+ 0t
ou o et o' doivent étre remplacés par leurs valeurs corrigées, ce

qui donne .
#'= X'+ (p + Sp)t + (p'+ 3p")E;
4 . I3 bl M
en négligeant le carré de I’aberration, on trouve
S (t—oap)=2"+ap'2,
d’ot
S(e—ap) =X+t +£0p,
SJ(t—ap)=X4p8'+ o't +t 8 +E0 4+ ap'a.

Si Pon avait négligé 'aberration, on aurait eu simplement dans
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/
les seconds membres X + p&, X'+ o8+ o'E; si donc on désigne
par ox et 3z’ les corrections qu’il convient d’apporter a z et a z'
pour tenir compte de ’aberration, on trouve

On remplacera és et 95’ par leurs valeurs tirées de ter) et
P { ;
6 ter), et o’ et 2’ par leurs premiéres valeurs approchées.
s €L p PP

Ayant les corrections de ox et de ¢z’ on en déduira aisément les

variations des éléments; ainsi, pour le grand axe, on aura par
9 b o) ) P

exemple

W 1 —38r -
60— = —— — Y2 ox
2a re
avec
rér=(p—RecosT)3p
et
. 1 1
Sx'ex' = 5P Sp=t2 4 5 ¢ 0o’ + 6pEX'E + 6p' EX'E + ap' Za'2,

On voit le role que jouent encore ici les déterminants de la

malrice
[EEE XX'].

En ce qui concerne la correction de parallaxe, appelons X, Y, Z
les coordonnées du centre de la Terre, X 46X, Y 4-8Y, Z < ¢Z
celles du lieu d’observation; la premiére chose a faire est de cal-
culer, pour I'époque choisie, les valeurs de X, 8X/; ¢X"; on a
facilement 6X,, dX,, 6X;, c’est-i-dire les projections sur I'axe
des z du rayon vecteur qui va du centre de la Terre au lieu
d’observation aux époques des trois observations.

On en déduit par interpolation X, X’ et 8X” de la méme
facon qu’on a déduit E,&etEdek,, & et E;. 1l faut bien se garder
de calculer ces quantités en parlant des lois de la rotation de la
Terre; d’abord cela n'a aucun sens quand les observations ont éié
faites dans des observatoires différents, et, quand méme elles
auraient eu lieu dans un méme observatoire, U'orientation du
rayon de la Terre qui va & cet observaloire a varié beaucoup
dans Pintervalle de deux observations consécutives, et les posi-
tions successives qu’il a pu occuper dans cet intervalle ne nous
importent évidemment en aucune facon. En opérant autrement

Bulletin astronomigue. T. XXIII. (Mai 1906.) 12
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que par interpolation on pourrait étre conduit a de graves erreurs.
Quoi qu'il en soit, les équations (3) deviennent

x X
” et I dxr
PEapE ol = o — 1 — X
avec

z =X+ oX + pf, ri= 02— a2(R + 8R) cosT + (R + 3R)?
RSR=XoX+ YoY+Z2Z

et les équations (4) et (6) deviennent

(40i)  plEEET= 18X (55 — 5 )+ 180X 55 —IEEAX)

r3
. 14 r 1 l  \ N "
(6 bis) 20" [T X[+ p|E¥X] = — [E3XX | — [E3X"X].
Dans les premiers membres de (4 bis) et (6 bis), o et o’ repré-
sentent les valeurs corrigées, il conviendrait donc d’y remplacer p
et p' par p + Gp, o'+ 8g’. Si, des équations (4 bis) et (6 bis) ainsi
modifiées, nous retranchons les équations (4) et (6), il viendra

3|58 | = 158 K| 5 — |EE8X"),

L |E3xX

rsd

269’]EE,XI+3P[EEI1X]: _]EBX”Xl

qui nous feront connaitre les corrections de o et g dues a la

parallaxe.
Comparaison des méthodes.

Si nous comparons la méthode de Laplace a celle de Gauss au
point de vue de l'exactitude, nous devons distinguer ce qui con-
cerne la premiére approximation et ce qui concerne les approxi-
mations suivantes.

En premiére approximation, nous savons que la méthode de
Gauss nous donne pour les distances p,, ps, py des erreurs du
premier ordre si les observations ne sont pas équidistantes, et
du second ordre si elles sont équidistantes; et, pour les diffé-
rences p» — 91, p3— D2, des erreurs du second ordre si les obser-
vations ne sont pas équidistantes et du troisiéme ordre si elles
sont équidistantes.

John G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics * Provided by the NASA Astrophysics Data System



.23..161P

1906BuAs| .

MEMOIRES ET OBSERVATIONS. 179
Au contraire, d’aprés ce qui précéde, la méthode de Laplace
nous donne pour p, o/, 3" des erreurs du second ordre, et cela est
vrai que les observations soient ow non équidistantes, pourvu
qu’on choisisse pour époque
ty 14+t
{ = -—Tﬁ.

Supposons que nous prenions pour origine du temps celle
L4ty -+ 13

époque —— - nous pourrons écrire par la formule de Taylor
O” PI"
Pl= ‘O+P,t]‘l- ’lz t‘f—i“ —6_ t:f—l—-...

Comme ¢, est du premier ordre, que Perreur sur p, o/, 5" est du
second ordre, ct que nous négligeons entiérement ", nous voyons
que l'erreur commise sur les

2, 3., 4 3.

L’erreur commise sur g, (et de méme sur g, et g;) sera donc du
deuxiéme ordre.

L’erreur commise sur g, — o (et de méme sur p»— o, o3 —g,
Pa— 1, P3— p2) sera du troisiéme ordre.

En résumé, en ce qui concerne la premiére approximation, la
mélhode de Laplace est équivalente a celle de Gauss quand les
observations sont équidistantes; elle lui est supérieure quand elles
ne sont pas équidislantes.

Je ne parlerai pas ici de la rapidité des calculs, qui sont
presque identiques dans les deux cas. Je veux faire sealement une.
autre remarque. On a imaginé il y a quelque temps un certain
nombre de méthodes, fondées sur le principe de Gibbs ct des-
tinées & perfectionner la méthode de Gauss (Ctf. Astr. Nachr.,
n°® 3061 Fabritius; n® 3073 Veogel; n° 3139 Lorenzoni, voir Bul-
letin astronomique, t. IX, p. 42 et 134, t. X, p. 386). Toutes ces
méthodes ont pour objet de tenir compte dés la premiére approxi-
mation des termes du quatri¢me ordre.

Si les observations sont équidistantes, elles nous donnent en
premic¢re approximation une erreur du troisiéme ordre sur p; elles
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Pemportent donc sur celles de Gauss et de Laplace, mais les calculs
sont plus compliqués.

Si au contraire les observations ne sont pas équidistantes, les
méthodes en question gardent leurs avantages sur celle de Gauss;
elies ont en effet pour résultat de permettre d’atteindre une approxi-
mation aussi grande que si les observations élaient équidistantes.
Or, ce que je voulais faire observer, c’est que ce résultat est pré-
cisément celui que la méthode de Laplace nous procure a beaucoup
moins de [rais.

Une aulre observation n’est pas sans importance. Rien n’empé-
cherait de commencer les approximations avec la méthode de
Laplace et de les continuer avec celle de Gauss. En effet, nous
venons de voir que la méthode de Laplace nous faisait connaitre,
non seulement p, ¢/, §’, mais encore py, g2, p3 et cela avec une
approximation toujours égale et quelquefois supérieure a celle de
Gauss. Or, quand, dans la méthode de Gauss, on veut procéder a
une nouvelle approximation, on prend pour point de départ les
valears de oy, g2, ps trouvées dans 'approximation précédente.
On pourra donc tout aussi bien prendre pour point de départ,
dans la deuxiéme approximation de la méthode de Gauss, les
valeurs de p,, ps, p3 trouvées en premiére approximation par celle
de Laplace.

Nous devons remarquer toulefois que, si nous calculons les trois
lieux héliocentriques a Paide -des valeurs observées de &,, &, &,
N1y «++, et des valears ainsi calculées de py, pa, p3, ces trois lieux
ne seront pas rigoureusement dans un méme plan passant par le
Soleil. Cela n’aurait d’ailleurs pas trés grand incorvénient; mais il
serait aisé de s’en affranchir. Par le Soleil et deux de ces lieux, P,
et P, par exemple, on pourrait faire passer un plan et prendre pour
le troisiéme lieu Py 'intersection de ce plan avec la droite P;T;
Perreur commise sur p;, ou sur py— p,, serait encore du méme
ordre. Oubien encore on pourrait prendre, pour les trois lieux P,,
P,, P;, les intersections des trois droites P, T, P, T,, P,T; avec
le plan de 'orbite provisoire déduile des valeurs de p et o' cal-
culées.

En ce qui concerne les approximalions suivantes, nous devons
encore distinguer le cas o les observations ne sonl pas, et celui
ot elles sont équidistantes.
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Dans le premier cas, 'erreur sur o, aprés les

re P ) 2e
s, 25, 95

approximations sera d’ordre

avec celle de Laplace; 'avantage reste donc a la méthode de
Laplace d’autant plus qu’a chaque approximation, ou tout au
moins i la seconde, les calculs sont plus simples.

Au contraire, si les observations sont équidistantes, l'erreur
sur p, aprés les

avec celle de Laplace. L’avantage appartient donc a celle de Gauss.

Mais, pour les approximations d’ordre élevé, on peut faire
beaucoup mieux encore; dans la méthode de Newton pour la
résolution numérique des équations, 'ordre de petitesse de 'erreur
commise, comme on le sait, croit non pas en progression arith-
métique, mais en progression géométrique; il double a chaque
approximation. Or il suffit de modifier trés légérement la méthode
de Gauss pour lui conférer les mémes avantages.

Soient p,, g1, 03 les valeurs des distances P, T, P,T,, P; T, cal-
culées dans I'approximalion précédente; soient o, + 8oy, ps—+ 822,
03+ 393 les véritables valeurs de ces distances. On sait que le rap=
n,
VP
pend sealement de la corde P,P;, de la somme des rayons vec-
teurs SP,+ SP;, et du temps £; — t5. Ce temps est connu, et les
longueurs P, P, SP, + SP; le seraient également si ’on connais-

port — du triangle SP,P; 4 la racine carrée du paramétre dé-
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n,

Vp

sait py et p; ainsi est une fonction de p, et de g3 :

7

—= = f(p2, p3)-

Vp

Soit X, la valeur de cetle fonction f quand on remplace p, €t 53
| )

sar Jeurs valeurs approchées, antérieurement calculées; soient o,
] PP , ;
By et vy les valeurs de ces trois dérivées, par rapport a o, pa, P33
Ja premiére est nulle puisque la fonction en question ne dépend
pas de o, et je ne I'écris que par sl'métrie. On aura alors sensi-
blement

n N
——1; = A+ !118‘31—‘,—- ?)18,‘32-‘— "‘"893.
Vr
’ n 7n; ’ .
On opérera de méme pour —2, ;/é; I'équation de Gauss
P Vvp

2n,~(p;£,--i— Xi) =0
peut alors s’écrire, en négligeant les carrés des 63,
Ehi(pli+ X+ 8:00:) + E(a;8p1+ PiCpa—+ v:003)(pii+ Xi) = o.

On a ainsi trois équalions linéaires en 83y, 692, 823, qui nous
fournissent de nouvelles valeurs approchées des distances P, T,
P,T,, P;T,, et Papproximation croit en progression géométrique.
Rien ne serait donc plus facile que d’assurer & la méthode de Gauss
les mémes avantages qu’a celle de Newton.

C’est d’ailleurs ce qu’a fait Gauss lui-méme et les dix méthodes
qu’il a développées dans les articles 120 a 129 du T'heoria Motus
sont concues dans cet esprit.

Il 0’y aurait pas a hésiter a opérer de la sorte si I'on disposait
de trois observalions parfaitement exactes el si 'on n’avait rien
autre chose. Mais il est parfaitement inutile de chercher a pousser
P'approximation plus loin que ne le comporte la précision des
observations; et, quand on aura plus de trois observations, il con-
viendra toujours de les faire concourir toutes au résultat, et cela
sera méme d’autant plus important que 'on aura poussé plus loin
Papproximation.

Les avantages de la méthode de Gauss seront donc ainst souvent
illusoires. Par exemple, si I'on dispose d’un certain nombre d’ob-
servations, il n’y a pas licu d’en déduire trois licux normaux par
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interpolation et de leur appliquer la méthode de Gauss. L’emploi
de la méthode de Laplace est alors tout indigué.

Il arrive aussi quelquefois qu’aprés avoir appliqué laméthode de
Gauss sans pousser plus loin que la premiére approximation, on cal-
cule le grand axe par exemple en partant des deux lienx extrémes.
Il ne fandrait pas s’imaginer qu’on obtient ainsi un résultat plus
précis qu’en appliquant la méthode de Laplace et calculant le
grand axe tout simplement par I'équation des forces vives. Le
résultat final ne peut pas en effet étre plus approché que les lieux
extrémes d’ol 'on est parti.

Ces raisons me font penser que le discrédit dans lequel parait
étre tombée la méthode de Laplace n’est nullement justifié. Dans
ces derniers temps, deux savants, partant sans doute des mémes
considérations, ont cherché a la réhabiliter.

Ce sont MM. Harzer et Leuschner. 1l semble, d’apres les
exemples qu’ils ont donnés, qu’ils ont obtenu des résultats Lrés
encourageants. J'aurais toulelois a faire quelques remarques.
M. Harzer prend cing observations; ayant déterminé g, o' et o” en
premiére approximation par la méthode ordinaire, il en déduit les
cinq dislances oy, ps, P3, P4, 05 et il s’en sert pour effectuer les
corrections d’aberration et de parallaxe; il détermine de nou-
veau p, o', et p’ a I'aide des observations ainsi corrigées. Pour les
derniéres corrections, il prend ponr inconnues les corrections Vz,
Vy, Vz, V&', Vy/, V' a apporter aux Lrois coordonnées de la pla-
néte a 'époque et aux Lrois composantes de la vitesse. Les correc-
tions des cinq ascensions droites et des cinq déclinaisons obser-
vées sont des fonctions linéaires de ces six inconnues. Nous avons
donc 10 équalions et 6 inconnues et I'on peut les résoudre par la
méthode des moindres carrés.

M. Leuschner prend trois observations seulement; dans la cor-
rection finale, il prend quatre inconnues Vp, Vz', Vy/, As';
I'époque choisie est celle de I'observation moyenne, de sorte que
les corrections d’ascension droite et déclinaison sont nulles pour
celte observation. Il reste seulement quatre équations & quatre
inconnues.

Il semble qu’on perd beaucoup de temps au calcul de 5y, 71, 83,
24s 0s» @ la correction des cinq obscrvations, et & une nouvclle
application de la méthode de Laplace aux observations corrigécs.
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L’emploi des corrections que j’indique pour Paberration et la
parallaxe serait, je crois, beaucoup plus rapide et ne serait pas
moins exact. Dans un de ses exemples, M. Leuschner est obligé
de faire trois approximations successives pour 'aberration et la
parallaxe; cela peul sembler surprenant au premier abord ; mais,
si 'on y regarde de prés, on voit qu’il aurait pu facilement éviter
ces titonnements. En effet, on reconnait que I'influence prépon-
dérante était celle de la parallaxe; et que ’aberration seule n’aurait
pas nécessité de nouvelle approximation; or, en faisant porter la
correction de parallaxe, au début du calcul, surles coordonnées
de la Terre, on évite comme nous 'avons vu toute espéce de
titonnement. Quant a ’aberration, on aurait pu faire disparaitre
presque entiérement la difficulté, en prenant pour époque la pla-
néte £ — op au lieu de ¢ ainsi que nous I'avons fait plus haut.
Quot qu'il en soit de ces points de détail, MM. Harzer et Leus-
chner paraissent avoir réalisé un progrés notable sur les méthodes
usuelles.

Observations multiples.

La méthode de Laplace est surtout intéressante quand on dispose
de plus de trois observations; disons quelques mots sur la maniére
de diriger I'interpolation en pareil cas.

On emploiera le procédé habituel d'interpolation. Soient donc

thy tay oeey tp
les instants des observations; on posera

H:(t—ti)(t—‘tg) “ee (t_tl’)'

’ H' - -
On développera i o fraction continue sous la forme

%— =X+ 1/X1+1/Xo+...

. P .. Ly -
Soit =2 la ni¢™me réduite de telle sorte que
n

Pur1=PrXpp1+ Py, Py=1, P, =X,.

On aura
EP,(tHPL(E) = o, mz n,
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et 'on posera
[P (t)]2=B,.

Si l'on veut représenter la fouction § par un polynome de
degré n < p, on posera

g = “(()Po—l— "1 P1+. . ."l—‘“{”Pn: F(t),
et 'on choisira les coefficients vy, de facon que I'expression
2[&—F ()P,

ou les &; sont les valeurs observées, soit minima. Pour cela il faut

prendre
'{I:Bk'—’-—‘ EEiPk(ti).

Il reste a voir ot 1l faut arréter le développement, c’est-a-dire
quelle valeur il faut donner a n. Il est aisé de vérifier que, si les ¢;
sont regardés comme quantités trés petites du premier ordre, le
polynome v;P; sera d’ordre k. Or, si 'on prend pour F(¢) un
polynome d’ordre n, le premier terme négligé est

Yn+1 Pas1-

L’erreur commise sur § est donc d’ordre 7 +1; elle est d’ordre n
pour & et d’ordre n —1 pour &. L'erreur sur & s’abaisse a
Pordre n, si

Ph(8) = o.

vl

C’est donc al'aide de cette équation P/,
déterminer 'époque; elle remplace 'équation I"(z) = o qui dans

ty+ ta+ 13 Si
3

t)=o quel'on devra

le cas de trois observations nous avait donné ¢ —

I'on suppose n = 2 elle s’écrit
Pi(t)=o
et est alors du premier degré; si 'on pose

Xp= a5t + Bz
elle nous donne

Si nous nous reportons alors & ce que nous avons dit plus haut
au sujet des corrections a faire en deuxiéme approximation, on
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verra le réle que joue I'expression I ce role tient a ce que nous
avons

Quelles sont les quantités qui vont ici jouer le méme role; il
est aisé de s’en rendre compte.

Nous aurons, en elfet, en nous bornant aux termes les plus
imporlants et en supposant Py =o,

PN ’ Nev ", ynr " o a w
OE - {3P3’ 03 ‘—Y'%pb’ ¢ = {3P33 gu"— l’%p.&y

b A
d’ot
! "
e gm P:; S — Ew Pk
S — 3 iﬁ’ s — l)"."
3 &

P el P se réduisent a des constantes indépendantes de ¢ et 'on a
d’ailieurs
P, 1P, P}

DIy o P” Dt
Py 2 Py Py

Ces quantités se calculent aisément en fonctions des ¢;, de sorte
que les méthodes précédentes restent applicables sans changement
important.

Nous avons supposé jusqu'ici qu'on prenait n = 2; plus géné-
ralement, nous avons vu que I'erreur sur £ est du n'™ ordre, et
peut étre représentée par N7%, /i élant une constante et T une
quantité comparable a Iintervalle des observations. On aarait
donc intérét a augmenter n si les observations étaient parfai-
tement précises; mais 'errenr sur £’ due & 'incertitude des obser-

. A . . h .
valions peul élre representee par :—5, /i, étant une constanle; on
<2

. .  h . 3
devra choisir 2 de fagon que /172 soit comparable & —}. Si done
-

h
est pelil, on prendra n grand, surtout si < est sensible; si, au
. Ili . . .
contraire, — est grand, ou 7 trés petit, on prendra n pelil.
h

Si I'on élait conduit & prendre n > 2, les méthodes demande-
raient quelques modifications, je n’y insisterai pas.

Conclusions.

Les méthodes que j’ai cxposées plus haut succinctement nc sont
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pas mises au point pour le calcul pratique, mais je suis persuadé
qu’il suffivait pour cela de peu d’efforts aprés quoi elles présente-
raient un avantage notable sur les méthodes usuelles.

J’ai fait porter I'interpolation sur les cosinus directeurs £, 4, {
et non sur les ascensions droites et déclinaisons; on aurait évi-
demment pu faire le contraire, les résultats n’auraienl pas ¢ié
sensiblement modifiés, il semble toutelois peu rationnel de faire
I'interpolation sur trois quantités quand il suffirait de le faire
sur deux. Mais il ne semble pas nécessaire de calculer effective-
ment &, +", (.

Dans le calcul de g, ¢/, 1 et des corrections que 'on doit apporter
a ces quantlités pour tenir compte de 'aberration, de la parallaxe,
ou des termes dépendant de I, nous avons vu intervenir unique-
ment les déterminants de la matrice

(23) |ggE XX

Or, ces délerminants peuvent s’exprimer linéairement a P'aide de
ceux de la matrice

(23 bis) JE 828, XX,

les coefficients étant des fonctions de ¢y, £, {5 faciles & déterminer.
On pourra donc calculer ces déterminants (23) sans calculer effec-
tivement £, &, &7,

I1 reste a faciliter le calcul de ces -déterminants en les metlant
sous une forme calcalable trigonométriquement par logarithmes,
et ot figureront non pas les cosinus directeurs §,, £,, &5, mais les
ascensions droites et déclinaisons observées, ou bien les longi-
tudes et les latitudes.

Je n’insisterai pas sur ce point, me bornant a faire remarquer
que ces déterminants sont les mémes qu’on rencontre dans la
méthode de Gauss et que, pour les rendre calculables par loga-
rithmes, on n’a qu’a faire ce que fait Gauss lui-méme.
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