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raison en est-il ainsi des applications et de I'adaptation de ce prin-
cipe aux diverses conditions des sociétés existantes. En ces ma.l.ii:r(?s,
qui intéressent, non seulement I'unité systématique de nos connais-
sances, mais la dcsgt_ipgf_rnimle_ des individus_et des nations, tous
les progres de la science ne sauraient empécher que ne demcure
vrai cet aphorisme de Geethe :

Grau, teurer Freund, ist alle Theorie,
Und griin des Lebens goldner Boum.

« Toute théorie est grise, mon cher ami; mais I'arbre splendide de
la vie reverdit sans cesse. » )
EMILE BOUTROUX.

N ee——

v
t

LES MATHEMATIQUES ET LA LOGIQUE

(Suite el fin1.)

XVII
LA Locioue pe HiLpent.

J'arrive maintenant au travail capital de M. Hilbert qu'il a commu-
niqué au Congres des Mathématiciens & Heidelberg, et dont une tra-
duction francaise due & M. Pierre Boulroux a paru dans I'Enseigne-
ment Mathématique, pendant qu'une traduction anglaise due &
M. Halsted paraissail dans the Monist. Dans ce travail, ot 'on trou-
vera les pensces les plus profondes, I'auteur poursuil un hul ana-
logue & celui de M. Russell, mais sur bien des points il s'écarte de
son devancicr.

« Cependant, dit-il, si nous y regardons de prizs, nous constalons
que dans les principes logiques, tels qu'on a coulume de les pré-
senler, se trouvent impliquées déja certaines nolions arithmétiques,
par exemple la notion d’'Ensemble, et dans une cerlaine mesure, la
notion de Nombre. Ainsi nous nous trouvons pris dans un cercle et
c’est pourquoi, afin d’éviler tout paradoxe, il me parail nécessaire
de développer simullanément les principes de la Logique et ceux de
I'Arithmétique. » '

Nous avons vu plus haut, que ce que dit M. Hilbert des principes de
la Logique tels qu’on a coutume de les présenter, s’applique également
a la logique de M. Russell. Ainsi, pour M. Russell, la logique esl anté-
rieure & U'Arithmétique; pour M. Hilbert, elles sont « simultanées ».
Il convient d'observer que c’est en partic parce que M. Hilberl consi-
dére comme arithmétique la notion d’ensemble que M. Russell
appelle la notion de classe et qu’il regarde comme logique. Nous
trouverons plus loin d'autres différences plus profondes encore. Mais

1. Voir Revue de Métaphysique el de Morale, n° de novembre 1905, p. $15-835.
Rev. Mira. T. XIV. — 1906, 2
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nous les signalerons i mesure qu’clles se présenteront; je préfere
suivre pas a pas le développement de la pensée de Hilberl, en cilant
textucllement les passages les plus importants.

« Prenons lout d’abord en considération l'objet 1. » Remarquons
qu'en agissanl aiusi nous n'impliquons nullement la nolion de
nombre, car il est bien entendu que 1 nest ici qu'un symbole el que
nous ue nous préocecupons nullement &’en connaitre la signification.
« Les groupes formés avec cet objet, deux, trois ou plusicurs fois
répété... » Ab, cette fois-ci, il n’en est plus de méme, si nous intro-
duisons les mots deux, trois et surtout plusicurs, nous introduisons
la notion de nombre; et alors la définition du nombre entier fini que
nous trouverons tout a I'heure, arrivera bien tard. L'autcur était
beaucoup lrop avisé pour nc pas s'apercevoir de celte pélition de
principe. Aussi, & la [in de son travail, cherche-t-il & procéder @ un
replatrage, dont nous aurons A examiner la valeur.

Hilbert introduit ensuite deux objets simples 1 et = et envisage
toutes les combinaisons de ces deux objets, toutes les combinaisons
de leurs combinaisons, ete. Il va sans dire qu'il faut oublier la signi-
fication habituelle de ces deux signes et ne leur en attribuer aucune.
1l répartit ensuite ces combinaisons en deux classes, celle des étres
ol celle des non-ttres et jusqu'a nouvel ordre cetle répartition est
enlicrement arbitraire; toute proposilion affirmative nous apprend
qu'une combinaison apparticnt a la classe des ¢tres; toute proposi-
tion négalive nous apprend qu'une certaine combinaison appartient
a celle des non-étres.

Nous voyons ensuite s'introduire, comme chez M. Russell, les con-
jonctions si, et, 0w, cest-a-dire l'addition et la mulliplication logique.
Nous retrouvons également la fonction propositionnelle; mais ici
une différence importante est a signaler. Pour Russell la variable 2
est absolument indéterminée, pour Hilbert ¢’est I'une des combinai-

sons formées avec 1 et =.
XIX

Cette différence est de la plus haute importance. Hilbert formule
d’ailleurs sa pensce de la fagon la plus nette; et je crois devair repro-
duire in exienso son énoncé. « Les indéterminées qui figurent dans
les axiomes (en place du quelconque ou du tous de la logique ordi-
naire) représentent exclusivement I'ensemble des objets et des com-

N
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binaisons qui nous sont déjit acquis en I'élat actuel de 1a théorie. o
que noEl:T, sommes en Leain d’introduire. Lors done quon «l('-tl;ui:-w 1an'!
prnp.nslt.lnnﬂ des axiomes considérés, o sonl ces ohjels nlfvoq " )
In-nmsnns scules que Pon sera en droil de suhsl.il.um: zu.n ‘i'n;l‘n'l-lr::m'l_
nces. IL ne fandra pas non plus oublier que, lorsque m.)us 11 b
t.m‘m le nombre des objels fondamentaux, Tos :1ximm:r:. .'u'quir:-:-cﬁl:‘c:l_
meme coup une extension nouvelle et doivent, par su’iLr' atr!c ’d”
nouveau mis & U'épreuve et au besoin modifics. » il ‘
Potﬁ :‘Zﬂc]t;‘:;::les{. .(l:mnplet avec la manic¢re de voir de M. Russell,
D phi olsophe, nous pouvons substituer a la place de a
non ::m.ner_nent des _ol.)_lcts déja connus, mais n'importe quoi. Hus%li
est hdnlf{_a j‘-jO[l point de vue, qui est celui de la cmnpréhensioz; 1l
part d_e [1duc_générale d'étre et 'enrichit de plus en plus tout en-l-
re:?'tretgrmnt, en y ajoutant des ualités nouvelles. Ili]ber.'L ne recm:
r(;fl;{,);u lc"(:?lrlmrc f‘.f)mm'e ¢tres possibles que des combinaisons
o SJ'1 3 ¢ (..,.i\ connus; de ::01‘1& que (en ne regardant qu'un des cotés
l,ext;n;zr:]s?w) on pourrail dire qu’il se place au point de vue de
Pou_r(lluoi maintenant Hilbert est-il amené & se mettre ainsi en
opposition avec Russell? Pour le comprendre, il faut mppollw cr-lr ;'I
a dit au début, en le soulignant. o s
¢ Frege sc trouve désarmé devant les paradoxes de la théorie des
Ensembles, paradoxes dont la eonsidération de I'Enwnh]c’ d ‘l :
les Ensembles nous fournit un exemple et qui éth!iss‘re,nL 4:[‘10:: oL
que les notions et les méthodes de la logique u:suell(;.;1"011me0lr
encore la précision et la rigueur réclamées par la théorie II?*S
insembles. Or, ce devrait élre, au contraire, I'un des olmj;:t'% n'in(r';f
paux poursuivis de prime abord, par celui qui étudiel lcl cEmch)l
de nombre, que d'échapper & ces contradictions et d'éclaircir c[
paradoxes. ». T
Et & la fin « Les principes II (celui que nous avons énoneé un p
plus haut) et IIT permettent d’échapper aux Paradoxes ' Li 1““
au début de cet article... » S s
A.MHS]’ anx yeux de Hilbert, se placer, comme le fait M. Russell, au
point de vue de la compréhension d'une facon intransi"e'ml,; rzé*L
manguer de préeision el de rigueur, clesl s'ex-poscr ala c(;)[trmli‘ctdio;
Ql.:[l a raison? Je ne veux pas 'examiner ici; la discussion ap rn-
fondie de celte question, si intéressante qu’elle soit, nous entrai:afl')r'l'il
beaucoup trop loin. Ce qui nous inclinerait pourtant a dor’m'cr,
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raison & M. Hilbert, ¢'est exemple de M. Burali-Forli, dont nous
avons parlé plus haul & propos de la Pasigraphie.

M. Burali-Forti a précisément raisonné, sans sc conformer au
principe II de Hilbert, et il semble qu'il s'est Lrompé; heurcuse erreur
d'ailleurs, et particulicrement instructive.

En tout cas, entre Hilbert et Russell, la logique est hors d'état de

décider.
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Ces axiomes ne sont autre chose que les axiomes 3, 4 et 2 de
Peano {voir ci-dessus, n® XVI). L’anteur fail bien de nous en avertir,
car ecla aurait pu cehapper d quelques leclenrs. Ainsi axiome 35 est
laissi de eolé; Paxiome I manquerait également, mais il doil clee
regardé comme sous-enlendu, ou comme impliqué par la derniire
de nos ¢qualions.

Quoi qu'il en soit, il faul justifier celte définition en monlrant que

ces ¢quations ne peuvent conduire a une contradiction. EL pour cela,

XX M. Hilbert entreprend de démontrer que les deux premiéres équa-

%

5 3 . Tritis i x ti : ; 2 i ' s proposili fnes, ¢'est-i-
Poursuivons l'exposé des idées de Hilbert. 1l introduit les deux ions ne peuvenl conduire qu'a des propositions homogines, ¢'est-it

e T R A S BT S e
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e anileantss dire & -les ¢galités dont les deux membres contiennent un méme
axiomes s :

i' — & nombre da lellres; et en elfet, dit-il, la premigre équation, quand on
1o (9) Siz=y el o (z), o () i y remplace x par un objet quelconque, ne donne que des égalités
?% (2) ' homogenes; et il en est encore ainsi de la seconde, d@ condition que
!ﬁ Il les considére comme représentant la définition par pOSll.llal.-S du ! la prémisse soil elle-méme une égalité homogéne,
}}( symbole = jusqu’ici vierge de toute signification. Mais pour.]us.uﬁcr » ; ' Cest encore la de I'induclion complete; le membre de phrase que
}: celte définition, il faut monlrer que ces deux axiomes ne conduisent ! je viens de .souligner le montre suffisamment. Ainsi encore ici
1 4 aucune contradiction. M. Hilbert est oblige d'avoir recours au principe d’induciion complite.
& EL, en eflet, dit M. Hilbert, toutes les propositions gu'on en peut >
K’J déduire sont de la forme o =« (ce sont ce que dans le Jangage val- ¢ i
,"‘: gaire on appellerait des identités), ces proposilions ne peuvent done - 3 25

étre conlradictoires. s 3 Vienl ensuite une phrase tout i fait énigmatique :
Mais comment verra-l-on que loules ces propositions sont des :

identités? Considérons une série de conséquences déduiles .de e
axiomes, et arrétons-nous a un certain stade dans cetle série; sl a
ce stade, nous n'avons encore obtenu que des idenlités, nous pour-
rons vérifier qu'en appliquant & ces identités I'une quelconque des

« Nous pouvons maintenant poursuivre nolre synthase. Exprimant
toujours dans le méme langage les axiomes bien connus relatifs a
I'induction compléte, nous constalons que ces axiomes peuvent élre

" sans contradiction adjoinls aux précédents. » Comment le constate-
‘ t-on? Cela reste mystérieux; il y a bien un renvoi & une communica-
opérations permises par la logique, on n'en pourra d¢duire que de tion faile au Congrés de Paris, mais si 'on se reporte & celte commu-
nouvelles identités. ) & ' nication, on n'y voit pas que le probleme soit résolu, mais simple
On en conclura gu'a aucun moment On n& Pourra obtefnr aulre ment qu'il serait fort désirable qu'il le fut.
chose que des identilés; mais raisonner ainsi, c'est fuire de Uinduction j D’ailleurs, quand méme M. Hilbert serait parvenu a justifier le
compléte. principe d’induction complete, cetie justification sercit bien tardive,
XXI ) o puisque Uon a déja appliqueé ce principe dewr [ois.

La lecture des lignes suivantes ne fait quaugmenter notre per-

. y
M. Hilbert introduit ensuite trois symboles nouvaaux u, f; et [’ plexité.

qu'il définit par trois axiomes : " « Il n’y a aucune difficulté & fonder le concept de nombre ordinal
(3) fluz) = u(r'z) i fini... »: puis vienl 'énoncé d’un axiome analogue a U'axiome 5 de

Peano, et on montre par un « exemple » qu'il nimplique pas con-

) =[(uy) | vz =1uy
(4) fluz) = [(wy) tradiction.

() fluz)=11




22 REVUE DE METAPHYSIQUE ET DE MORALE.

Est-ce I le début de 1o démonstration annoncée, on pourrait le
croire; l'auleur, pense-l-on, ayant défini le nombre ordinal fini, et
moulré que sa délinition esl exemple de conteadiclion, vadémontrer
que tout nombre ordinal fini a un suivant qui esl aussi un nombre
ordinal fini, el il s'élevera ainsi jusqua la nolion du lype ordinal
de Pensemble des nombres entiers, ¢'est-a-dire du plus petit infini.

Mais pas du lout; au contraire, M. Uilbert ajoute : « Aprées quoi
nous pourrons prouver, en nous appuyant sur Uexistence du plus
pelit infini, qu'étant donné un nombre ordinal fini qnelconque, il
existe un nombre ordinal qui lui est supérieur ».

Ainsi done la notion du plus petit infini n’est pas déduite de celle
du nombre ordinal fini, elle lui est au contraire antérieure; et nous
devons considérer celte phrase. « Nous constatons que ces axiomes
(ceux de l'induction complite) peuvent étre adjoints aux aulres sans
contradiction, ce qui établit I'existence du plus petit infini », nous
devons, dis-je, considérer ectle phrase et surtout ces deux mots :
nous conslatons, comme constituant toute la démonstration.

Eh bien, non, ce n’est pas encore cela; car, & un stade antérieur
de son raisonnement, M. Hilbert dit : « Pour donner une démonstra-
tion compléte, il faudrail faire appel au ¢oneept de nombre ordinal
fini... » Bst-ce alors que ce dernier concept est antévicur & I'aulre?
On ne sail & quoi s’arréter.

Qu'est-ce a dire? Aw mowmenl de démontrer que la définition
nombre entier pay Uaciome d'induction compléle n'implique pas con-
tradiction, M. Hilbert se dévobe, comme se sont dérobis MM. Russell
el Coutural, puree que la dif ficulté est trop grande.

XXIII

Mais admettons méme que le principe ait éi¢ justifié, s'ensuivrait-il
qu’on aurail le droit d’en faire 'usage qu'on en fait? Comme I'expose
M. Hilbert, le processus est toujours le méme; pour introduire une
proposition nouvelle, on cherche & montrer que cetlc introduction
ne conduit pas & une contradiction. Dés que I'on a fait cette preuve,
le nouvel axiome est regardé comme légitime.

Mais comment faire cette preuve? Il faut, d'aprés Hilbert, ou bien
montrer que, s'il y avait contradiction & un moment donné, cette
contradiction devrait déji s'élre manifestée a un slade antérieur de
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Ia théorie (eela, c'esl Papplicalion direete du principe dinduction);
ou bien on procédera par Pabsurde (ce qui entrainera en général
une applicntion indirecte de ee mdme principe).

Ainsi on envisage une série de raisonnements se succédant les
uns aux aulres el on applique a celle suceession, regardée comme
un type ordinal, un principe qui est vrai pour cerlains types ordi-
naux, appelés nombres ordinaux (inis, el qui esl veai pour ces Lypes,
précisément parce que ces Lypes sont par définition ceux pour Jes-
quels il esl vrai.

Mais qu'est-ce (qui me prouve que le type ordinal, qui correspond
a la succession de nos raisonunements, est préeisément Uun des
« nombres ordinaux finis » ainsi définis? Est-ce que nous avons
démontré que ce Lype répond & cetle définilion? Non: ef, si nous
I'avions fait, s principe d’induction ne serait plus un postulat servant
de definition, ce serait un théoréme comme les aulres, susceplible
de démonstration et tout ce détour deviendrait inutile.

Est-ce que celle succession n'a d'exislence que par une convenltion
arbitraire, auquel cas nous serions libres de choisir telle définilion
que nous voudrions? En d’autres termes, esl-ce que nous avons
besoin, pour concevolr cetle snceession, de la définition du « nombre
ordinal fini » ou du « plus pelit infini »?

Pas du loul, et la preuve c’est que M. Hilbert a deja appliqué deax
fois le principe d'induction longtemps avant d'avoir parlé ni du
« nomhre ordinal {ini », ni du « plus pelil infini »,

Il avail done, dés ¢ce moment, Uintuition directe de celle succession
de raisonnements el du type ordinal correspondant; tandis que ce
qu'il définit ensuite n'est qu'une combinaison de symholes vides,
dont nous savons sculemenl qu'ils doivenl salisfaire a4 cerlaines
conditions. De «quel droit appliquerions-nous & celr ce qui est
démontré pour cec?

Ainsi quand méme on serait arrivé a justifier Ie principe d’indue-
tion, I'application qu’on en ferait demecurerait illégitime, parce que
le principe qu'on appliquerait serait autre chose que celui qu'on
aurait justifi¢. Les mémes mots v auraient un aulre sens.

M. Hilbevt, pas plus que ses devanciers du veste. w'a pias miewr
satisfail a la seconde condition, celle du ne TV, gl premicre. celle
dun V.
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XX1v

Jarrive ensuile, en suivant M. Hilbert, a un point ¢ui est un peu
en dehors de mon sujet, mais donl je dirai quelques mols & cause de
son importance. 1l s’agit de la fagon dont Hilbert congoit la relation
J'ensemble f ¢lément; conlrairement & Pusage c¢labli, dit-il, nous
regardons la notion d'élément comme posléricure & la notion d’en-
semble.

Il semble doneque M. Hilbert considere le genre comme antéricur
et non comme posléricur & I'espéce, et que par conséquent il se
place, comme M. Russell, au point de vue de la compréhension et
non pas au point de vue de I'extension. Mais cctle maniére de voir
ne serait qu'a Jdemi exacte.

M. Hilbert pour définir un ensemble introduit, suivant sa méthode
constante, un symbole nouveau m, qui est d'abord vide de sens.
Ensuite ¢lant donné un objet quelconque w, il forme la combinaison
mx qui est destinée a caraclériser la relation de l'objet = avec
I'ensemble m. [ pose alors a titre d'axiome constiluant une défini-
tion par postulals.

Mr—==ux

toutes les fois que le vulgaire dirait que objel a apparlient a
I'ensemble m, el

mr=—iua

dans le cas contraire, a ¢lant un objet choisi une fois pour toutes
d'une facon quelconque parmi ceux qui apparlicnnent & l'en-
semble m.

Ainsi I'ensemble m n’est ni antérieur, ni postérieur aux objets x
qui peuvent en étre les éléments; ils sont simultanés puisque d’abord
cel ¢lément et ces objets ne sont que des symboies vides de sens et
indépendants les uns des autres; leur dépendance mutuelle ne date
que du moment oit on pose les axiomes, elle est poslérieure.

Ainsi 'ensemble n’est pas antérieur & ses éléments, il est antérieur
seulement 3 mzx, ¢'est-a-dire i sa relation avec ces ¢léments.

Ce n'est donc pas tout a fait le point de vue de M. Russell, et le
contraste est d'autant plus frappant que, pour le philosophe anglais,
les objets sont susceplibles d’étre classés, justement parce qu’ils
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sont doués de qualités, landis «que, pour le savant allemand, ce ne
sont que des combinaisons de symboles que 'on enrégimente arbi-
trairement.

Noas retrouvons loutefois dans Hilbert un souvenir de la logique
de Russell; il introduil en-effet une fonclion propositionnelle « (),
qui inlervient dans la définition de U'ensemble m, de Llelle facon
que m soit 'ensemble des ohjets » pour lesquels la proposition a ()
est vraie. Mais nous devons nons rappeler que les proposilions de
Iilbert ne sont jamais que des combinaisons de symboles.

XXV

Je terminerai I'exposé de ce remarquable mémoire, si plein de
vues originales el intéressantes, en disant quelques mots de ce que
j'ai appelé plus haut I tentative de veplitrage. Ce n'est pas & un
homme comme M. Milberl que les dilficullés signalées plus haut
poavaient échapper; & la fin de son article, il est done pris de scru-
pules el il cherche 4 se lirer d’affaire par quelques lignes que je
crois devoir «iler in exlenso :

« Lorsque dans les pages précédentes il élait question de plusieurs
objets ou combinaisons, de plusicurs indéterminées, de combinai-
sons mulliples, ces mots sappliquaient toujours & un nombre limité
de choses. Aprés avoir défini le « nombre fini » nous sommes en
étal de leur donner le sens général qu'ils comportent. De méme, en
nous appuyant sur la définition du nombre fini, nous pourrons, con-
formément au principe de I'lnduction complite, définir explicitement
a l'aide d’une méthode récurrente ce qu'il faut entendre par « Pro-
position déduite quelconque » ou par « Proposilion différant de toutes
les propositions d'ane certaine espéce ». En particulier nous pour-
rons compléter la démonstration donnée plus haut, laquelle lendait
& prouver que la proposition

(6) ) =u1

differe de loule proposilion qui se laisserait déduire des axiomes
(1), (2), (3), (4) (cf. no* XX et XXI) & l'aide d'un nombre fini d’opé-
rations. A cet eflet, nous regarderons la démonslration elle-méme
comme une notion mathématigque : c'est un ensemble fini dont les
€léments sont reliés par des propositions lesquelles affirment que
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ladite démonstration permet de conclure des axiomes (1), (2), (3),
(4) & la proposition (6). Tout revient alors & montrer qu'une sem-
blable démonstration implique contradiction et ne saurait par suile,
selon nos convenlions, élre considérée comme exislante. »

Tout cela est bicn peu satisfaisant. Ainsi le mot plusieurs, au début
du travail, n’avait pas le sens géndéral qu'il comporte, il ne signifiait
pas un « nombre lini » awssi grand que Uon veuwt, mais un « nombre
limité », par exemple 4 ou 5. Mais alors que signifiaienlles démonstra-
tions. Elles pouvaicnt nous montrer qu’apres 4 ou 5 syllogismes, les
axiomes ne conduisaient pas & une contradiction. Mais ce n'élait pas
de cela qu’il s'agissait.

11 fallait montrer qu'on n'en rencontrerait pas davantage, quelque
loin que 'on poursunive la chaine des raisonnements; ¢'esl & ce prix
seulement qu’il ¢lait permis d'affirmer que les axiomes ne sont pas
contradictoires.

Et ce n'est pas tout, la démonstration fondamenlale avail besoin
d’étre « complélée » et pour la compléter il fallait « s'appuyer sur
la définition du nombre fini ». Or cette définition elle-méme reposait
sur celle du plus pelit infini, et celle-ci & son tour sur la démons-
tration en litige. Mais cela s’appelle un cercle vicieux.

Et comment raccorder toul cela. C'est en regardant « la démons-
tration elle-méme comme une notion mathématique », c'est-a-dire
dans le langage de Hilbert comme un symbole qui n'est défini que
par un certain nombre de relations avec d’autres symboles. Le mot
démonstralion perd son sens et n’est plus défini que par des postu-
lats. Mais on n’¢echappe pas au dilemme :

Ou bien vous savicz d’avance ce que ¢’est qu'une démonstration,
ct comment unc démonstralion peut conduire & des contradictions,
et alors vous n'aviez pas besoin de cetle définition par postuolats.
Rien ne vous garantit d’ailleurs que cctte démonstration, dont vous
saviez d’avance ce que c'était, est bien la méme chose que ce sym-
bole vide, que vous convenez d’appeler démenstration, mais qui,
par définition, n'est aulre chose que ce qui satisfait & une certaine
formule;

Ou bien vous ne le saviez pas d'avance, et alors la question que
vous vous posiez au début : « Une démonstiration fondée sur ces
axiomes peul-elle me conduire & des contradictions? » élait ahsolu-
ment dépourvue de sens. Et alors pourquoi vous la posiez-vous?
Il vous sera difficile de Yexpliquer.

A, AP
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Quand vous disiez trés justement : « pour qu'une définition con-
ventionnelle soil acceplable, il fant quelle n'implique pas con-

tradiction », le sens de cette rigle elle-méme 1'élail nullement con-
ventionnel,

XXV
L.r Nomsri INFist.

Le principe d'inductlion, dit M. Coulural, caractirise les nomhres
finis, de sorle que tous les raisonnements fondés sur ce principe ne
valent que pour les nombres finis. D’oit il conclut que ce principe,
hon tout au plus pour les arithméticiens qui ne s'élevent pas jusqua
lidée d'infini, ne peut étre d’aucun usage dans la théorie du nombre
inlini. « La théorie des nombres cardinaux peul done étre consti-
tuce lout entitre d’une maniére direcle et indépendante, sur des
bases purement logiques, sans faire appel a lidée d'ordre, sans
méme invoquer la distinction des nombres finis el infinis, ni par
suite le principe d'induction. » Cela, ¢’est ce que nous allons voir.

Quel est le théoreme fondamental de la théorie des nombres car-
dinaux infinis? C'est le Lhéoréeme de Bernstein dont je rappelle
I'énoncé.

Considérons deux ensembles A el B; sil'on pent faire correspondre
les ¢léments de ces deux ensembles de telle fagon que, i tout élé-

ment de T'un corresponde un élément el un seul de Pautre, on dit

que ces deux ensembles ont méme nombre cardinal ot on éerit :

Cest la définition du nombre cardinal. On dira d’autre parl qu'un
ensemble A’ est une partic de ensemble A, si A contient lous les
éléments de A’ et que A’ ne conliennent pas tous ceux de A.

Alors le théoreme de Bernstein nous apprend que si l'on a :

o e e
Ay=DB et A,=B,
A, ¢tant une partie de A, el B, une partie de R, on aura également :
: A, =B,

Voyens la démonstration. La relation A,= B, nous apprend qu'a
- tout élément de A, correspond un élément de B, et comme A, est une



28 REVUE DE METAPHYSIQUE ET DE MORALE.

parlie de B,, aux divers ¢léments de A, correspondront des éléments
de B, dont 'ensemble B, sera une partie de B, et on aura A, =B, et
A,—A =B, —B,

On définira de méme un ensemble A, qui sera une parlie de A, et
qui sera tel que 'on ait B,=A, et B,— B, = A, —A,.

Maintenant comme on a A, = B, et que A, est une partie de A,, on
trouvera de méme un ensemble B, qui sera une partie de B, et salis-
fera aux condilions :

A,=B, A,—A,=B,—B,

On définirait de méme A, el ainsi de suile, de sorle quon aurait
une suite d’ensembles A,, A,..., Ba ..., By, B,..., B, lels que A, 44 soit
une partic de A, et B, , une partie de B, et que 'on ait :

An£“u+h An-l."_AuEBn_'Bu-:-!
B,.E An-&-h Bﬂ_1'—“BnE ;'\,l—Aﬂ+1.

Soit mainlenant G I'ensemble de tous les éléments communs aux
divers ensembles A, A..., An....; et D I'ensemble de tous les ¢lé-
ments communs aux divers ensemble B, B,..., B,...; onaura:

z\n:E(l\,,HJ\“+|)+C, BD:‘\J (Bn—'Bn.{-‘l)"!_D-

Car lorsque, dans une sévie indéfin‘e densembles, chacun est une
partic u précident, le premicr est formé de Lous les éléments qui
appartiennent i tous cos ensembles et de lous cenx qui appartiennent
a lun &’ ewx suns appartentr au swivand.

Ce principe que je viens de souligner est bien évident; mais il
semble qu'il suppose un appel spécial & I'intuilion; je n'insisle pas
sur ce point. Monlrons maintenant que :

C=D.

En effet 4 un élément de C, faisant partie de A,, correspondra un
élément de B, en vertu de la correspondance définie par la relation :

A, = B.

Comme cet élément fait partic de A, ct que la correspondance
définic par A,=DB, est la méme que celle qui est définie par
'A,,-'_—“B,,+,, I'élément correspondant fera partie de B, 4 y; il fait done
partie de (ous les B et par conséquent de D; inversement & toul éle-

ST
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ment o de D correspondra un ¢élément B de A, en verlu de cette
méme correspondance; el comme ect ¢lément B fail partie de B, ;4 4,
Vélémento fera partiede A, etde tous les A, el par conséquent de (;
on a done :

C=D

et en rapprochant toules nos équations :

A.=1,
C. Q. F. D.

J'ai souligné plus haut les mols el winsi de suile afin de mellre en
évidence I'application du principe d'induction, Nos ensembles A, et
B, sont définis par récurrence el on raisonne sur eux par récurrence.

Si M. Coutural connait une aulre démonstration du théoreme de
Bernstein, qu'il se hiite de la publier, cela sera une découverte mathé-
malique importante. Mais sil n’en connait pas, qu'il cesse de dire que
la théorie des nombres infinis peut se conslituer sans le principe

. d'induclion. Qu'il n'¢crive pas que MM. Russell et Whitehead ont pu

démontrer formellement, en partant de principes purement logiques,
toutes les propositions de cette théoric et la purger de tout postulat
et de tout appel & I'intuition. §’ils avaient pu en méme lemps Ia
purger de toule contradiction, ils nous auraient rendu un service
signalé ; hélas! sur celle théorie les mathémaliciens disculent encore,
sans élre pres de s'entendre.

XXVII

Ce qui précede doit nous donner & réfléchir. Nous avons & démon-
trerun théoréme dans la démonstralion duquel nous faisonsintervenir
un postulat qui est la définition d'un objet A. Alors de deux choses
I'une :

Ou bien lenom de U'objet A figure dans Pénoncé du théoréme; dans
ce cas il est clair que la définition de cet objet doit figurer parmi
nos prémisses; sans clle, non seulement i! seraii impossible de
démonlrar le théoréme, mais il n'aurait aucun sens;

Ou bien, au contraire, le nom de A ne figure pas dans D'énoneé.
On peut alors démontrer le théoréme sans laire inlervenir le pos-
tulat qui définit cet objet ; il suffit, toutes les fois qu'on renconlrera
dans la démonstration le nom de A, de le remplacer par sa défini-
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tion. Ainsi ce nom ne figurera plus nulle part dansla démonstration
qui deviendra indépendante de la définition. Gette définition ne sera
plus unc de nos prémisses.

Ordansle casdu théoréme de Bernstein, qu'arrive-t-il? On s’appuie
sur le principe d'induction qui d’aprés les logisticiens serail la défi-
nition du nombre fini. D’autre part, dans ’énoncé du théoréme, il
n’est pas question de nombres finis, mais seulement de nombres
infinis. Nous devrions donc pouvoir démmontrer le théorgme sans nous
appuyer sur le principe.

Or cela est impossible; c'est donc que ce principe n'est pas la
définition de Pentier fini qui figure dans la démonstration, ¢’est-A-
dire de U'indice » de I'ensemble A, ; et, en effet, si nous recherchons
de quelle manigre on a été amené & parler de cet indice, nous ver-
rons que ce principe n’y était pour rien.

XXVIII

La GEOMETRIE.

La géométrie, dit M. Couturat, est un vaste corps de doctrine oit
le principe d’induction compléte n’intervient pas. Cela est vrai dans
une certaine mesure, on ne peut pas dire qu'il n’intervienl pas, mais
il intervient pen. Si I'on se reporle & la Rational Geometry de
M. Halsted (New-York, John Wiley and Sons, 1904, établie d’aprés
les principes de M. Tilbert, on voit inlervenir le principe d’induction
pour la premig¢re lois & la page 414 (& moins que jaie mal cherché,
ce qui est bien possible).

Ainsi la géométrie, qui, il y a quelques années a peine, semblait
le domainc ou le régne de lintuition élait incontesté, est aujour-
’hui celui ou les logisticiens semblent triompher. Rien ne saurait
mieux faire mesurer l'importance des travaux géométriques de
M. Hilbert et la profonde empreinte qu'ils ont laissée sur nos con-
ceptions.

Mais il ne faut pas s’y tromper. Quel est en somme le théoréme fon-
damental e la Géomitrie? Cest que les axiomes de la Géoméitrie w'im-
pliquent pas contradiction et, cela, on ne peut pas le démontrer sans le
principe dinduction,

Comment Hilbert démontre-t-il ce point essentiel? G'est en s’ap-
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puyant sur I'Analyse et par clle sur I'Arithmétique, et parelle sur le
principe d’induction.

Lt si jamais on invenle une aulre démonstration, il faudra encore

s’appuyer sur ce principe, puisque les conséquences possibles des

axiomes, donl il faul montrer quielles ne sonl pas contradictoires,
sont en nombre infini.

XXIX
CoNCLUSION.

Notre conelusion, c¢’est d'abord que /e principe d'induction ae peut
pas étre vegurdé comme la définition déguisée du nombie entier.

Voici Lrois vérilés :

Le principe d’induction compléte;

Le postulatum d'Euclide;

La loi physique d'aprés laquelle le phosphore fond a 442 (citée
par M. Le Roy).

On dit : Ce sont trois définitions déguisées, la premiere, celle du
nombre entier, la seconde, celle de la ligne droite, la troisicme, celle
du phosphore.

Je T'admets pour la seconde, je ne I'admets pas pour les deux
autres, il faut que j'explique la raison de cetle apparente inconsé-
quence.,

D’abord nous avons vu qu’une définition nest acceptable que s'il
est élabli qu’elle n'implique pas contradiclion. Nous avons montré
également que, pour la premiére définilion, celte démonstration est
impossible ; au conlraire, nous venons de rappeler qué pour la seconde
Hilbert avait donné une démonstration compli-te.

En ce qui concerne la troisieme, il est clair qu'elle n'implique pas
contradiction ; mais cela veul-il dire que cetle définition garantit,
comme il le faudrait, I'existence de l'objet défini? Nocvs ne sommes
plus ici dans les sciences mathématiques, mais dans les sciences
physiques, et le mot existence n’a plus le méme sens, il ne signific
plus absence de contradiction, il signifie existence objective.

Et voili déja une premicre raison de la distinction que je fais entre
les trois cas; il y en a une seconde. Dans les applizalions que nous
avons & faire de ces trois notions, se présentent-elles & nous comme
définics par ces trois postulals?
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Les applications possibles du principe d’induction sont innom-
brables; prenons pour exemple 'une de celles que nous avons expo-
sées plus haut, ¢t ot on cherche & établir qu'un ensemble d'axiomes

ne peut conduire & une contradiction. Pour cela on considére 'une’

des séries de syllogismes que I'on peut poursuivre en partant de ces
axiomes comme prémisses.

Quand on a fini le »° syllogisme, on voit qu'on peul e¢n faire
encore un autre et c’est le » 4 1¢; ainsi le nombre 2 sert i compter
une série d'opéralions snccessives, ¢'est un nombre qui peut é&tre
obtenu par additions successives. Ainsi donc la fagon dont nous
avons ¢lé amenés & considérer ce nombre » implique une définition
dunombre enticr et celle définition est la suivante : un nombre entier
est celui qui peut étre oblenu par additions successives, c’est celui que
Uon peut définir par récurrence.

Cela pos¢, qu’est-ce que nous faisons? Nous montrons que s'il n’y
a pas eu de contradiction au n* syllogisme, il n'y en aura pas davan-
tage au n -4 1" el nous concluons qu’il n'y en aura jamais. Vous
diles : j'ai le droil de conclure ainsi, parce que les nombres entiers
sont par définilion ceux pour lesquels un pareil raisonnement est
légitime; mais cela implique une autre définition du nombre entier
et qui est la suivante : un nombre enlier est celui sur lequel on peut
raisonner par récurrence; dans I'espece c'est celui dont on peut dire
que, siI'absence de contradiction au moment d’un syllogisme dont le
numéro est un nombre entier entraine I'absence de contradiclion au
momenl d’un syllogisme dont le numéro est l'entier suivant, on
n'aura & craindre aucune contradiction pour aucun des syllogismes
dont le numéro est entier.

Les deux définitions ne sont pas identiques; elles sont équiva-
lentes sans doule, mais elles le sont en vertu d'un jugement syn-
thétique « priori; on ne peut pas passer de I'une a l'autre par des
procédés purement logiques. Par conséquent nous n'avons pas le
droit d’'adepter la seconde, aprés avoir introduit le nombre entier
par un chemin qui suppose la premiére.

Au contraire qu’arrive-t-il pour la ligne droite? Je I'ai déja expliqué
si souvent que j'hésite & me répéter une fois de plus : je me borne
a résumer brievement ma pensée.

Nous n'avons pas deux définitions équivalentes sans éire, ou iden-
tiques, ou réductibles logiquement I'une & l'aulre. Tout ce qu'on
pourrait dire, c’est que nous avons I'intuilion de la ligne droite, sans
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savoir la définir, c'est-a-dire que nous nous représentons la ligne
droite. Tout d’abord nous ne pouvons nous la reprisenter dans 'es-
pace géométrique, mais seulement dans I'espace représentatif, et
puis nous pouvons nous représenter toul aussi bien los objets qui
possédent les aulres propriélés de la ligne droile, sauf celle de salis-
faire au postulatum d'Euclide. Ces objels sont les « droites non-

euclidiennes » qui 4 un certain point de vue ne sonl pas des enlités
e e e LD S

vides de scns, mais des cercles (de vrais cercles du vraj espace)
orthogonaux i une certaine sphére. Si parmi ces objels également

-

susceptibles de reprasentalion co sont les premiers fles droiles eueli-
diennes) que nous appelons draites, el non pas les derniers (les
droites non-cuclidiennes), ¢'est hien par définition.

Et si nous arrivons enfin au troisicme exemple, a la définition du
phosphore, nous voyons que la veaie définition serait : Le phosphore,
c'est ce morceau de maticre que je vois la dans tel flacon.

XXX

Et puisque je suis sur ce sujet, encore un mot. Pour I'exemple du
phosphore j’ai dit : « Celle proposilion est une véritable loi physique
vérifiable, car elle signilie : tous les corps qui possédent loutes les

.aautres propriclés du phosphore, sauf son point de fusion, fondent

comme lui & 44 ». EL on m'a répondu : « Non, celte loj nest pas
vérifiable, ear si I'on venail a vérifier que deux corps ressemblant
au phosphore fondent I'un & 44 et I'antre & 507, on pourrait lou-
jours dire qu’il y a sans doute, outre le point de fusion, quelque
autre propriété inconnue par laquelle ils différent ».

Ce n’élait pas tout a fait cela que j'avais voulu dire: Jaurais di
écrire : Tous les corps qui possédent telles el telles propriélés en
nombre fini (2 savoir les propriétés du phosphore qui sonl énoncées
dans les traités de Chimie, le point de fusion exceplé fondent a 44",

" El pour mettre micux en évidence la différence entre le cas de la
droite et celui du phosphore, faizsons encore une remarque. La droite
poss¢de dans la nature plusieurs images plus ou moins imparfaites,
dont les principales sont le rayon lumineux et 'axe de rotation d’un
corps solide. Je suppose que I'on constale que 'e rayvon lumineny
ne satisfail pas au postulatum d’Euclide (par exemple en montrant
qu'une ¢éloile a une parallaxe négative), que ferons-nous? Conclurons-
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nous que la droite élant par définition la trajectoire de Ia Iumiére
ne satisfait pas au postulatum, ou bien au contraire gue la droite
satisfaisant par définition au postulatum, le rayon lumincux n'est
pas rectiligne?

Assurément nous sommes libres d'adopter I'une ou l'autre défini-
tion et par conséquent l'une ou l'antre conclusion ; mais adopter la
premigre ce serait stupide, parce que le rayon lumineux ne satisfait
probablement que d'une facon imparfaite non sculement au postu-
latum d'Buclide, mais aux autres propriétés de la ligne droite; que
§'il s'écarte de la droite euclidienne, il ne s’'écarte pas moins de l'axe
de rotation des corps solides qui est une autre image imparfaite de
la ligne droile; qu'enfin il est sans doute sujet au changement, de
sorte que telle ligne qui élait droite hier, cessera de I'étre demain
si quelque circonstance physique a changé.

Supposons maintenant que l'on vienne & découvrir que le phos-
phore ne fond pas & 44°, mais a 43,9. Conclurons-nous que le phos-
phore élanl par définition ce qui fond A 44°, ce corps que nous appe-
lions phosphore n'est pas du vrai phosphore, ou au contraire que
le phosphore fond & 43°,9? Ici encore nous sommes libres d’adopter
I'une ou I'aulre définition et par conséquent I'une ou l'aulre conclu-
sion; mais adopter la premicre, ce serait stupide parce qu'on ne
peut pas changer le nom d'un corps toutes les fois qu'on détermine
une nouvelle décimale de son point de fusion.

XXXI

En résumé, MM. Russell et Hilbert ont fait I'un el I'autre un vigou-
reux effort: ils ont éerit I'un el lautre un livee plein de vues origi-
nales, profondes ct souvent Lrés jusles. Ces deux livres nous donne-
vont beaucoup a réfléchir et nous avons beaucoup & y apprendre.
Parmi leurs résultats, quelques-uns, beaucoup méme, sont solides
et deslinés a demeurer.

Mais dire qu'ils ont définilivement Lranché le débat entre Kant et
Leibnilz et ruiné la théorie kantienne des mathématigues, cest &vi-
demment incxact. Je ne saissiréellement ils ont cru I'avoir fait, mais

s'ils I'onl cru, ils se sont trompés.
H. Poincari.

-sensé de croire jamais séricusement dans la pra lique. La secle

x.}’"-_S_PINOZA ET SES CONTEMPORAINS

P (Suite 1),

111
FENELON.

Dans le 77aité de U Existence de Dieu Fénelon réfute le spinozisme
en ces termes : « Sl y a idenlilé réelle entre les parties el le tout

; '.ﬂ _faut dire 0u' que le toul est chaque partie, ou que chaque partie
cest:le tout : si le lout est chaque partie, il a toutes les modifications

changeantes et tous les défauts qui sont dans les parties; done ce
toult n'est pas I'étre infiniment parfait; el il renferme GI;‘S(li d?in.-.
ﬁmet.; conlradlcll_ons par l'opposition de toutes les modifications ou
qualilés des parties® ». De quoi il s'autorise pour reproduire, su
autre ton, les plaisanteries du fictionnaire de Bavle : « 1];: :"n““‘
a.w.)ue, écrit-il le 5 juin 1713, que le systéme de Spino“sa n.e m‘o' u:
point difficile & renverser. Dés quon 1'entame par qﬁe[que e'nf‘)!a"‘}!'
on rompt toute sa prétendue chaine. Selon ce p]l”ﬂsophi'; (::)1
hommes dont I'un dit oni et I'autre non, donl I'un se lrmﬁ o ei’l' s
croit la vérité, dont T'un esl scélérat et 'autre "n;~£utf:|:c S
Cux,

4 - ne sont
u’'un /isi j
quun méme étre indivisible. C'esl ce que je ddfie

Loul homme

Al des
spinosistes est donc une secte de menteurs, et non de philosophes? »
1. Voir le numéro de seplembre 1905, p. 674 sqq. —
sion pour rectifier un détail de la p. 63 ote 4
s a p. 679 (note 4). En prenaat p
_}Ege.eme'nt delP:lscnl sur Mf:[‘g-} (Lettre ¢ Fermatl di 29 jm%.’.’f:t f:’}'-")v’;]) o::;‘urnm.‘- ur
E iqué q‘[:e 1 lgllre_da_: Mer_e a Pascal sur'Infini devait élre a nro\’-i: -;|L' fl'\lﬂl:.-:
d? éulﬂ 1654. P:?:us. I\Ic-rc ¥ fait allusion aux travaux de ]hw.,,.rl,.[,. ‘]' e lwma"nt.
a m?'-l,re qu’il ait ajouté le nom du savant, hollandais or;'qu‘u: de ?‘r_m. . r‘u.c_nns
nous ¢ e*.cfns regarder sa lf-LL:_re comme postérieure i 1657, La rr-r~|}ricmzl']mrmnn‘
importance, car _c[!e conduirait & modifier la dale des .Thiﬂ,,.r;'om; sur .":}-‘]-nq'a o
mélrique el & préciser aussi la portée de drgument di Pari | e an
-2, Seconde partie, ch.. 11, § 2. ' §
3. Letlres sur la Religicen, V, sur UExislence de Dieuw.

Nous prefitons de I'ncea-



