SUR LA DYNAMIQUE DE L’ELECTRON;

Par M. H. Poincaré (Paris).

Adunanza del 23 luglio 1905.

INTRODUCTION.

Il semble au premier abord que I'aberration de la lumitre et les phénomeénes
optiques et électriques qui s’y rattachent vont nous fournir un moyen de déterminer
le mouvement absolu de la Terre, ou plutét son mouvement, non par rapport aux
autres astres, mais par rapport A ’éther. FResSNEL I'avait déji tenté, mais il reconnut
bient6t que le mouvement de la Terre n’altére pas les lois de la réfraction et de la
réflexion. Les expériences analogues, comme celle de la lunette pleine d’eau et toutes
celles o on ne tient compte que des termes du 1 ordre par rapport 2 I’aberration,
ne donnérent non plus que des résultats négatifs; on en découvrit bientét 'explication;
mais MICHELSON, ayant imaginé une expérience ou les termes dépendant du carré de
Paberration devenaient sensibles, échoua 4 son tour.

Il semble que cette impossibilitt de mettre en ¢vidence expérimentalement le mou-
vement absolu de la Terre soit une loi générale de la Nature; nous sommes naturel-
lement portés 4 admettre cette loi, que nous appellerons le Postulat de Relativité et &
Padmettre sans restriction. Que ce postulat, jusqu’ici d’accord avec I’expérience, doive
étre confirmé ou infirmé plus tard par des expériences plus précises, il est en tout
cas intéressant de voir quelles en peuvent étre les conséquences.

Une explication a été proposée par Lorentz et Firz GERALD, qui ont introduit
I’hypothé¢se d’une contraction subie par tous les corps dans le sens du mouvement de
la Terre et proportionnelle au carré de Paberration ; cette contraction, que nous appel-
lerons la contraction lorentzienne, rendrait compte de V'expérience de MicueLson et de
toutes celles qui ont été réalisées jusqu’ici. L’hypothése deviendrait insuffisante, toutefois,
si on voulait admettre dans toute sa généralité le postulat de relativité.

LorenTz a cherché alors 4 la compléter et & la modifier de fagon 4 la mettre en
concordance parfaite avec ce postulat. C’est ce qu'il a réussi 2 faire dans son article
intitulé Electromagnetic phenomena in a system moving with any wvelocity smaller than
that of light (Proceedings de I'Acad¢mie d’Amsterdam, 27 mai 1904).

Limportance de la question m’a déterminé 4 la reprendre; les résultats que j’ai
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130 H. POINCARE.

obtenus sont d’accord avec ceux de M. LoReNTz sur tous les points importants; j’ai
été seulement conduit 4 les modifier et 4 les compléter dans quelques points de détail;
on verra plus loin les différences qui sont d’une importance secondaire.

L’idée de LoreNTz peut se résumer ainsi: si on peut, sans qu’aucun des phéno-
meénes apparents soit modifié, imprimer 4 tout le systtme une translation commune,
c’est que les équations d’un milieu électromagnétique ne sont pas altérées par certaines
transformations, que nous appellerons transformations de LoReENTz; deux systémes, 'un
immobile, I'autre en translation, deviennent ainsi I'image exacte I'un de l'autre.

LANGEVIN *) avait cherché¢ 4 modifier I'idée de LorenTZ; pour les deux auteurs, I’¢-
lectron en mouvement prend la forme d’un ellipsoide aplati, mais pour LorenTz deux
des axes de Dellipsoide demeurent constants, pour LANGEVIN au contraire c’est le volume
de lellipsoide qui demeure constant. Les deux savants ont d’ailleurs montré que ces
deux hypothéses s’accordent avec les expériences de KAUFMANN, aussi bien que I'hypo-
thése primitive d’ABRAHAM (électron sphérique indéformable).

L’avantage de la théorie de LANGEVIN, c’est qu’elle ne fait intervenir que les forces
électromagnétiques et les forces de liaison; mais elle est incompatible avec le postulat
de relativité; c’est ce que LORENTZ avait montré, c’est ce que je retrouve 4 mon tour
par une autre voie en faisant appel aux principes de la théorie des groupes.

Il faut donc en revenir i la théorie de LoRENTz; mais si 'on veut la conserver
et éviter d’intolérables contradictions, il faut supposer une force spéciale qui explique
i la fois la contraction et la constance de deux des axes. J’ai cherché 4 déterminer
cette force, j’ai trouvé qu’elle peut ftre assimilde & une pression extérieure constante,
agissant sur Uélectron déformable et compressible, et dont le travail est proportionnel aux
variations du volume de cet électron.

Si alors I'inertie de la matiére était exclusivement d’origine électromagnétique, comme
on l'admet généralement depuis I'expérience de KAUFMANN, et qu’d part cette pression
constante dont je viens de parler, toutes les forces soient d’origine électromagnétique,
le postulat de relativit¢ peut étre établi en toute rigueur. C’est ce que je montre par
un calcul trés simple fondé sur le principe de moindre action.

Mais ce n’est pas tout. LoRENTz, dans ouvrage cité, a jugé nécessaire de com-
pléter son hypothése de fagon 4 ce que le postulat subsiste quand il y a d’autres forces
que les forces électromagnétiques. D’aprés lui, toutes les forces, quelle qu’en soit I'ori-
gine, sont affectées par la transformation de LORENTZ (et par conséquent par une trans-
lation) de la méme manitre que les forces électromagnétiques.

Il importait d’examiner cette hypothése de plus prés et en particulier de rechercher
quelles modifications elle nous obligerait 4 apporter aux lois de la gravitaton.

On trouve d’abord qu’elle nous force i supposer que la propagation de la gravi-

*) LANGEVIN avait été devancé par M. BucHERER de Bonn, qui a ¢mis avant lui la méme idée.
(Voir: BUCHERER, Mathematische Einfahrung in die Elekironentheorie; ao0t 1904. Teubner, Leipzig).
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SUR LA DYNAMIQUE DE L’ELECTRON. 131

tation n’est pas instantanée, mais se fait avec la vitesse de la lumiére. On pourrait
croire que c’est une raison suffisante pour rejeter I’hypothése, LAPLACE ayant démontré
qu’il ne peut en &tre ainsi. Mais en réalité, effet de cette propagation est compensé,
en grande partie, par une cause différente, de sorte qu’il n’y a plus contradiction entre
la loi proposée et les observations astronomiques.

Etait-il possible de trouver une loi, qui satisfit 4 la condition imposée par LorenTz,
et qui en méme temps se réduisit 4 la loi de NEwWTON toutes les fois que les vitesses
des astres sont assez petites pour qu’on puisse négliger leurs carrés (ainsi que le pro-
duit des accélerations par les distances) devant le carré de la vitesse de la Lumiére?

A cette question, ainsi qu’on le verra plus loin, on doit répondre affirmativement.

La loi ainsi modifiée est-elle compatible avec les observations astronomiques ?

A premitre vue, il semble que oui, mais la question ne pourra étre tranchée que
par une discussion approfondie.

Mais en admettant méme que cette discussion tourne i l’avantage de la nouvelle
hypothése, que devrons-nous conclure? Si la propagation de lattraction se fait avec la
vitesse de la lumitre, cela ne peut étre par une rencontre fortuite, cela doit étre parce
que c’est une fonction de I'éther; et alors il faudra chercher 4 pénétrer la nature de
cette fonction, et la rattacher aux autres fonctions du fluide.

Nous ne pouvons nous contenter de formules simplement juxtaposées et qui ne
s’accorderaient que par un hasard heureux; il faut que ces formules arrivent pour
ainsi dire-d se pénétrer mutuellement. L’esprit ne sera satisfait que quand il croira
apercevoir la raison de cet accord, au point d’avoir I'illusion qu’il aurait pu le prévoir.

Mais la question peut encore se présenter 4 un autre point de vue, qu’une com-
paraison fera mieux comprendre. Supposons un astronome antérieur 3 COPERNIC et ré-
fléchissant sur le systtme de PToLEMEE; il remarquera que pour toutes les planttes,
un des deux cercles, épicycle ou déférent, est parcouru dans le méme temps. Cela ne
peut étre par hasard, il y a donc entre toutes les planétes je ne sais quel lien mysté-
rieux.

Mais CoperNIc, en changeant simplement les axes de coordonnées regardés comme
fixes, fait évanouir cette apparence; chaque planéte ne décrit plus qu’un seul cercle et
les durées des révolutions deviennent indépendantes (jusqu’s ce que KEPLER rétablisse
entre elles le lien qu’on avait cru détruit).

Lci il est possible qu’il y ait quelque chose d’analogue; si nous admettions le po-
stulat de relativité, nous trouverions dans la loi de gravitation et dans les lois électro-
magnétiques un nombre commun qui serait la vitesse de la lumiére; et nous le re-
trouverions encore dans toutes les autres forces d’origine quelconque, ce qui ne pourrait
s’expliquer que de deux maniéres:

Ou bien il n’y aurait rien au monde qui ne fit d’origine électromagnénque.

Ou bien cette partie qui serait pour ainsi dire commune 3 tous les phénoménes
physiques ne serait qu’une apparence, quelque chose qui tiendrait 4 nos méthodes de
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132 H. POINCARE.

mesure, Comment faisons-nous nos mesures? En trasportant, les uns sur les autres,
des objets regardés comme des solides invariables, répondra-t-on d’abord; mais cela
n’est plus vrai dans la théorie actuelle, si 'on admet la contraction lorentzienne. Dans
cette théorie, deux longueurs égales, ce sont, par définiton, deux longueurs que la
lumiére met le méme temps 4 parcourir. '

Peut-étre suffirait-il de renoncer 4 cette d¢finition, pour que la théorie de LoreNTZ
fat aussi complétement bouleversée que I'a été le systtme de ProLimEe par Pinter-
vention de CoPerNIC. Si cela arrive un jour, cela ne prouvera pas que Peffort fait par
LoreNTZ ait été inutile; car ProLiMEE, quoi qu'on en pense, n’a pas été inutle 3
CoPERNIC.

Aussi n’ai-je pas hésité 4 publier ces quelques résultats partiels, bien qu’en ce mo-
ment méme la théorie enti¢re puisse sembler mise en danger par la découverte des
rayons magnétocathodiques.

§ 1. — Transformation de Lorentz.

LorenTz a adopté un systtme particulier d’unités, de fagon 3 faire disparaitre
les facteurs 4= dans les formules. Je ferai de méme, et de plus je choisirai les unités
de longueur et de temps de telle fagon que la vitesse de la lumitre soit égale 4 1.
Dans ces conditions les formules fondamentales deviennent, en appelant f, g, b le dé-
placement électrique, «, £, y la force magnétique, F, G, H le potendel vecteur, ¢ le
potentiel scalaire, p la densité ¢lectrique, £, n, { la vitesse de I'dlectron, u, v, w le
courant :

v
df dy i¢ _dH 4G , _ dF d{
phes= HTd Ty f==F o
Via dg db dpk v d dF
O 7=z~ dy +7—P ’\Z =0 T+ =0
[J=4a— de Ei’ [:N’z'—P! DF=—PE

Un élément de matitre de volume dxdydz, subit une force mécanique dont les
composantes Xdxdydz, Ydxdydz, Zdxdydz se déduisent de la formule:

(2) X=pf+p(ny—CE).
Ces équations sont susceptibles d’une transformation remarquable découverte par Lo-

RENTZ et qui doit son intérét 4 ce qu'elle explique pourquoi aucune expérience n’est
susceptible de nous faire connaitre le mouvement absolu de I'univers. Posons :

(3) X =kl(x+ct), ¢ =FkIGtF:x), y=lIly, =Ig
I et ¢ étant deux constantes quelconques, et étant

1

k= .
/1 —¢
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SUR LA DYNAMIQUR DE L’ELECTRON. 133

Si alors nous posons :
V=35 i
o de" Ay

=0
Considérons une sphére entrainée avec I'électron dans un mouvement de translation
uniforme et soit :

il viendra:

=i+ —ay+ G-I =r
P’équation de cette sphére mobile dont le volume sera =7,

La transformation la changera en un ellipsoide, dont il est ais¢ de trouver I'é-
quation. On déduit aisément en effet des équations (3):

i k ’ k ’ ’
(™) x=—l—(x’—ct), t=—l-(t—sx), y=—y—- {:L,

L’équation de lellipsoide devient ainsi:
k’(x’——et’—Et'—l-SEx’)’—l—(y'—-—nkt'—}—'nksx')’—{-(('—th’-{—;kzx')’:l‘r’.

Cet ellipsoide se déplace avec un mouvement uniforme; pour # =0, il se réduit 2

Ba(i 4 Gef + (f +nkex’) + @ + Lhewy = Py
et a pour volume:
Aap_ P

TRGFEY

Si 'on veut que la charge d’un électron ne soit pas altérée par la transformation
et si 'on appelle p’ la nouvelle densité électrique, il viendra:

,  k
@ =7 (e +eeb).
Que seront maintenant les nouvelles vitesses &', »’, {’; on devra avoir:

E,_t_ii'_d(x—l—st)_ E4e
Cdr T d(@tex) 14k’

o = dy’ dy n O S 4
kA Fex) k(1 + e&)’ k(x4 &)’
doti:
bis (34 k [ 1 . 1y I
(4™) '8 =508 Fep) ' =pn oV =l

C’est ici que je dois signaler pour la premiére fois une divergence avec LoreNTzZ.
Lorentz pose (3 la différence des notations prés) (loco citato, page 813, for-
mules 7 et 8):

P'=ﬁ9’ E=kE+e), a=kn U=k
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134 H. POINCARE.

On retrouve ainsi les formules :
g k ¥ o 1 t 7 I
'8 = Cé+ce) ' =pem U=l

mais la valeur de p’ differe.
Il importe de remarquer que les formules (4) et (4"*) satisfont 4 la condition de
continuité

B+
Soit en effet X une quantité indéterminée et D le déterminant fonctionnel de
() t+2e  x+2pE yt2em, x4 28
par rapport 4 ¢, x, y, z. On aura:
D=D,+4 D+ D\ 4 D ¥ + D .

avec D, =1, Dl_ +ZdPE

Soit A" = I*A, nous voyons que les 4 fonctions
(SbiS) t + '\ I’ x' + XIPI EI, yl + xlplnl, zi + '\ PIZI
sont liées aux fonctions (§5) par les mémes relations linéaires que les variables anciennes
aux variables nouvelles. Si donc on désigne par D’ le déterminant fonctionnel des
fonctions (5**) par rapport aux variables nouvelles, on aura:

D'=D, D =D,+DN~+ .-+ D,

dou:

o

’ ! -2 dE
D.=D,=1, D =I D‘=o_dt,+ze . C Q F. D

Avec Phypothése de LorenTz, cette condition ne serait pas remplie, puisque p’ n’a
pas la méme valeur.
Nous définirons les nouveaux potentiels, vecteur et scalaire, de fagon 4 satisfaire
aux conditions
©) O¥=—¢, OF=—p¢
Nous tirerons ensuite de 1d:
I

k ) k ' , 1

M V=44 +F), F=2(F+e), 6=36 m=I1H

Ces formules different notablement de celles de LorenTz, mais la divergence ne
porte en derniére analyse que sur les définitions.

Nous choisirons les nouveaux champs électrique et magnétique de fagon 3 sati-
sfaire aux équations:

, _ dF 4y’ , __4dH' 4G’

®) == —aw “~Iy g
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SUR LA DYNAMIQUE DE L’ELECTRON. 135

Il est ais¢ de voir que:

d_ii_e_d_) d _k(d _ dy d _1d d_1d
TETING TR IS T\Gx @) oy =Ty T TR

et on en conclut:

k k
f=4tf e=3G+e), bF=1-0—:8)

€)]

’ 1 (4.1 k ’ k
= B :”17(6_5}7)7 1 :'IT(Y'I"eg)'

Ces formules sont identiques 4 celles de LorenTz.

Notre transformation n’altére pas les équations (1). En effet, la condition de con-
tinuité, ainsi que les équations (6) et (8), nous fournissent déji quelques-unes des équa-
tions (1) (sauf I'accentuation des lettres).

Les équations (6) rapprochées de la condition de continuité donnent:

(10) art 2=
Il reste 4 établir que:
af ,,.,_d‘{'__ii_@’ do' dg dF - o,
dt'+ }" d(" 'B_tr——d—i?_a")ﬁa Z—":“‘—r‘

et 'on voit aisément que ce sont des conséquences nécessaires des équations (6), (8)
et (10).
Nous devons maintenant comparer les forces avant et aprés la transformation.
Soient X, Y, Z la force avant, et X', Y'; Z' la force aprés la transformation,
toutes deux rapportées 4 'unit¢ de volume. Pour que X' satisfasse aux mémes équa-
tions qu’avant la transformation, on doit avoir :

r — P'f, + Pf(_nl r__ ZI@I)’

V=pg+e @« —87)

Z=¢'b 4o @8 —na),
ou, en remplagant toutes les quantités par leurs valeurs (4), (4°*) et (9) et tenant
compte des équations (2):

., k

X :l—;(X—|—sZXE),

(II) . Y = IS Y

VA Z.

]s
Si nous représentions par X,, ¥, Z les composantes de la force rapportée, non

plus 2 Punité de volume, mais 4 Punité de charge ¢lectrique de I’¢lectron, et par X,
Y!, Z! les mémes quantités aprés la transformation, nous aurions :

X=f+ny =18 X =f+ny—UpF, X=pX, X=¢X
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136 H. POINCARE.

et nous aurions les équations :

.k
X=X, +e T X0,
Ilbil Yl' L-P—Y
(11%) F 5
I
Z:=T%Zx-

LoreNTz avait trouvé [4 la différence des notations prés, page 813, formule (10)]:
X, — PX: . l’E('n'g' + Clbl)’

I Pe,, ¢
(Il‘") YI_TY’—I_—'—E ’
2=z 45w

Avant d’aller plus loin, il importe de rechercher la cause de cette importante di-
vergence. Elle tient évidemment 3 ce que les formules pour &', n’, {’ ne sont pas
les mémes, tandis que les formules pour les champs électriques et magnétiques sont
les mémes.

Si Pinertie des dlectrons est exclusivement dorigine électromagnétique, si de plus ils
ne sont soumis qu'a des forces dorigine électromagnétique, la condition d'équilibre exige
que Von ait & Uintérieur des électrons :

X=Y=Z=o.
Or en vertu des ¢quations (11) ces relations équivalent 4
X=Y=2 =o

Les conditions & équilibre des électrons ne sont donc pas altérées par la transformation.

Malheureusement une hypothése aussi simple est inadmissible. Si, en effet, on sup-
pose § =71 = { = o, les conditions X = ¥ = Z = 0 entraineraient f =g =h =0,
et par conséquent Zg{; = 0, c’est-d-dire p — 0. On arriverait & des résultats analo-

gues dans le cas le plus général. 1l faut donc bien admettre qu’il y a outre les forces
¢lectromagnétiques, soit d’autres forces, soit des liaisons. Il faut alors chercher 4 quelles
conditions doivent satisfaire ces forces ou ces liaisons, pour que I’équilibre des électrons
ne soit pas troublé par la transformaton. Ce sera l'objet d’un paragraphe ultérieur.

§ 2. — Principe de moindre action.

On sait comment LorenTz a déduit ses équations du principe de moindre action.
Je reviendrai cependant sur la question, bien que je n’aie rien d’essentiel 4 ajouter 3
'analyse de LoRENTZ, parce que je préfére la présenter sous une forme un peu diffé-
rente qui me sera utile pour mon objet. Je poserai:

) y= [ L4 27 3 R,
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SUR LA DYNAMIQUE DE L’ELECTRON. 137

en supposant que f, «, F, u, etc. sont assujetties aux conditions suivantes et 4 celles
qu’on en déduirait par symétrie :

® S=n «=-52 u=f+e
Quant 4 Pintégrale J elle doit étre étendue :
© par rapport i I'élément de volume dr — dxdydg, 4 I'espace tout entier;
2° par rapport au temps #, 4 lintervalle compris entre les limites ¢t =¢, t =1, .
D’aprés le principe de moindre action, I'intégrale J doit étre un minimum, si 'on
assujettit les diverses quantités qui y figurent :

1° aux conditions (2);

2° 4 la condition que I'état du systéme soit déterminé aux deux époques limites
t=1t,t=1¢,.

Cette dernitre condition nous permet de transformer nos intégrales par intégra-
tion par parties par rapport au temps. Si nous avons en effet une intégrale de la

forme
fdtd AdB'b‘C

ol C est une des quantités qui définissent Pétat du systtme et 8 C sa variation, elle
sera égale (en intégrant par parties par rapport au temps):

fd—rlABS Clizts — fdtd-r%dBS C.

Comme Pétat du systéme est déterminé aux deux époques limites, on 2 §C =o
pour t =1t , t =t ; donc la 1% intégrale qui se rapporte i ces deux époques est
nulle, et la 2% subsiste seule.

Nous pouvons de méme intégrer par parties par rapport 4 x, y ou z; nous avons
en effet

dB id
fAdedyd(dtzfAded(dt—fB—J;dxdyd(dt.

Nos intégrations s’étendant jusqu’d Pinfini, il faut faire x = *+ oo dans la 1%°
intégrale du 2% membre; donc, comme nous supposons toujours que toutes nos fonc-
tions s’annulent 4 Pinfini, cette intégrale sera nulle et il viendra

fA——-d rdt — — fB——d rdt.

Si le systtme était supposé soumis 4 des liaisons, il faudrait adjoindre ces con-
ditions de liaison aux conditions imposées aux diverses quantités qui figurent dans in-
tégrale J.

Donnons d’abord 4 F, G, H des accroissements 8 F, 8 G, 8 H; d’ou:

3 ddH d3G
@ —

Ty A

Rend. Circ. Matem. Palermo, tomo XXI (1906). ~ Stampato il 14 dicembre 190§. 18
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138 H. POINCARE.

On devra avoir
5] = fdtd [Z (dSH dSG) S SF]

ou, en intégrant par parties,

3= f dtd'r[Z(SG—— SH%)— ZuSF]-:— f dtd-rZSF(u—- ag )_o,

d’ot, en égalant 4 zéro le coefficient de I'arbitraire 8 F,

dy df
(3) = B—;—d(°

Cette relation nous donne (avec une intégration par parties):

[pe= (3= [ = [

fZFudr:fZa’d‘r,
d’ott enfin:
) ]:fdtd—r(z—f——zf—z).

Désormais, et grice i la relation (3), 8] est indépendant de 3 F et par conséquent
de 8a; faisons varier maintenant les autres variables.
Il vient, en revenant 4 Pexpression (1) de J,

8] = fdtd-r(Zfo— D Fdu).
Mais f, g, b sont assujettis & la 1* des conditions (2), de sorte que
dsd
) > =
et qu’il convient d’écrire :
ddf
6 3] = fdtd‘r[ fdf — 3 Fdu _q,(z )]

Les principes du calcul des variations nous apprennent que l'on doit faire le calcul
comme si, ¢ étant une fonction arbitraire, 8 J était représenté par lexpression (6) et
si les variations n’étaient plus assujetties 4 la condition ().

Nous avons d’autre part

Su de + 3ok,
d’ou, aprés intégration par parties,
) 8]=fdtd—rZSf(f+‘fi—f+%) +fdtdr(¢sp_ 3 F5E).

Si nous supposons d’abord que les électrons ne subissent pas de variation,
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SUR LA DYNAMIQUE DE L’RLECTRON. _ 139

8p = 8pE = 0 et la seconde intégrale est nulle. Comme 3] doit s’annuler, on doit
avoir :

®) 8
1l reste donc dans le cas général:
) 3 = [ara=(yde — TF3e8).

Il reste 4 déterminer les forces qui agissent sur les électrons. Pour cela nous de-
vons supposer qu’on applique 4 chaque élément d’électron une force complémentaire
— Xdr, — Yd~r, — Zd~ et &crire que cette force fait équilibre aux forces d’origine
électromagnétique. Soit U, ¥, W les composantes du déplacement de I'élément d=
d’électron, déplacement compté 4 partir d’une position initiale quelconque. Soient 8 U,
3V, 8 W les variations de ce déplacement; le travail virtuel correspondant de la force

complémentaire sera:
— f D XdUd~,

de sorte que la condition d’équilibre dont nous venons de parler s’écrira:

(10) 3= —fZXSUdrdt.

Il s’agit de transformer 8 J. Pour cela commengons par chercher Péquation de
continuité¢ exprimant que la charge d’un électron se conserve par la variation.
Soient x,, y,, z, la position initiale d’'un électron. Sa position actuelle sera:

x=x+U y=y+V z1=3+W

Nous introduirons en outre une variable auxiliaire ¢, qui produira les variations
‘de nos diverses fonctions, de sorte que, pour une fonction 4 quelconque, on ait:
d4
de’

Il me sera commode en effet de pouvoir passer de la notation du calcul des va-
riations, 4 celle du calcul différentiel ordinaire,,ou inversement.

Nos fonctions pourront étre regardées: 1° soit comme dépendant des cinq varia-
bles x, y, z, t, €, de telle sorte qu'on reste toujours 4 la méme place quand ¢ et ¢ varient
seuls: nous désignerons alors leurs dérivées par des d ordinaires; 2°soit comme dépen-
dant des cinq variables x_, y,, %,, ! £ de telle sorte qu'on suive toujours un méme
électron quand ¢ et ¢ varient seuls: nous désignerons alors leurs dérivées par des 9
ronds. On aura alors:

(11) e =57 =

34 =3¢

U __ dU _ox

=+ dy+t =3t

Désignons maintenant per A le déterminant fonctionnel de x, y, z par rapport 4
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xo (-] (O:
> Jer A= 9(x, ¥, 1)

a(xo, Yor Zo)
Sie, x,, y,, g, restant constants nous donnons 4 ¢ un accroissement Jt, il en
résultera pour x, y, z des accroissements dx, 0y, 9%, € pour A un accroissement

d4, et on aura:
ax:Eat a_yznat a{=t8t

9(x + 9% y+95 2+ 91).
sFos= )

d’ou
+§§_5(x+ax, y+9y x+092) _ 9(x+ 891 y+ ot 24138
o(x 3 ) 9(x, y, 2)
On en déduit: o dt
1 OA
(12) 25 dx +dy +d(
La masse de chaque électron étant invariable, on aura:
dpaA
(13) =F =
dou: 0 dg o d d E
P P aps
EtSem=o =43, F4+3E

Telles sont les différentes formes de I'équation de continuité en ce qui concerne
la variable t. Nous trouvons des formes analogues en ce qui concerne la variable .
Soit :

U 14 oW,
SU—-—GTS" BV——a'TSE, SW— as 8"
il viendra:
(11%%) o =275 +8U——+8V—-—+8Wdu
" 1 0A oU opA
(2" Ta—aZZFE’ 3 =0
iy d8U ap 3U dp dodU
(13 3e3P 4 3 o0 +28 e W+t =o
On remarquera la différence entre la définition de 3U = %l?] 3¢ et celle de
dp = %-2-3;; on remarquera que c’est bien cette définition de 3 U qui convient i la

formule (r0).
Cette dernitre équation va nous permettre de trasformer le 1°' terme de (9); nous

trouvons en effet :
fd:dwsP:_fdzdnpz%g,
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ou, en intégrant par parties,

(14) fd:dwsp_fdtdczpdq‘su
Proposons-nous maintenant de déterminer
d
3(p8) = -—(;—:’2 de.

Observons que pA ne peut dépendre que de x,, y,, z,; en effet, si 'on considére
un élément d’électron dont la position initiale est un parallélipiptde rectangle dont les
arétes sont dx,, dy,, d7,, la charge de cet élément est

padx,dy,dz,
et, cette charge devant demeurer constante, on a:
dpA _ dpA
(x5 3 =3 =
On en déduit:
o’pAU _ 9 oU\ _ o0 aU\’
(16) NEF-T7- TR T3 (?"‘a‘i) —§F(9Aa—e .

Or on sait que pour une fonction A quelconque on a, par I’équation de continuité,

1 04dA +ZdAE

T
et de méme SU
1 944 dA+ZdA
‘A 9t de dx
On a donc:
520 (,303T) o(:30) (200
LY aF T2 (9at ¢ TP n FTEET
(17) Aaa( at) de + dx + dy dz ’
3 i(0%0) (3 (2
3 (,,3U - T3 +("atae +(Patas +(6t 3¢
(17" )A Bt( oe ) — " di dx dy az
Les 2% membres de (17) et (17%*) doivent étre égaux et, si I'on se souvient que
oU oU de& :
—a—t=5, oS¢ 88_8U dps 8::895,
il vient: '

(18) %t +d(9c3U) +d(e<3V) +d(PE3W) d(PSU) +d(953U) d(enW) _,_d(PCSU)
Transformons maintenant le 2¢ terme de (9); il vient:

fdtd‘rZF%pE
=f dtdr[de(Psu)—]-ZFd(P"sU)+ZPJ(PC8U) ZFd(pew) ZFd(pEBW)]

Google



142 H. POINCARE.

Le second membre devient, par l'intégration par parties :

] — Zpsu__zpnsudi_zp:w” +3erit +ZESW ]

Remarquons maintenant que :

>eesris —Zzsu ZESW—— > pnd U0

Si, en effet, dans les deux membres de ces relations, on développe les Z, elles de-
viennent des identités; et souvenons-nous que

dH _dF _ . dG_dF _
Ix &= 7P oy T

le second membre en question deviendra:

fdm[_ so3UsE 4 3 emiv— Zpazsu],

de sorte que finalement:

8= fdthZPSU(d"l’ +°% +BZ:-——70)=fdtd‘rZ(98U(—f—l—ﬁt—‘{n).
En égalant le coefficient de 3 U dans les deux membres de (10) il vient:

X=f—p8l+yn
C’est I'équation (2) du § précédent.

§ 3. — La transformation de Lorentz et le principe de moindre action.

Voyons si le principe de moindre action nous donne la raison du succés de la
transformation de LorenTz. Il faut d’abord voir ce que cette transformation fait de

Iintégrale:
= faree(Z )
(formule 4 du § 2).
Nous trouvons d’abord

dtdv' = Idtdr,

car x', y', 'y t' sont liés & x, y, z, t par des relations linéaires dont le déterminant
est égal 4 I*; il vient ensuite:

@ | FESSPARE R FEOE 1)+ 2k ey — bE)
13 o =at B E + Y)+ REQE + B + 28 gy — bB)
(formules 9 du § 1), dou:

M =2 =2 — 2
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de sorte que si 'on pose:
]'=fdt’d-r'(———z'f __Z“'),
2 2
=17

Il faut toutefois, pour que cette égalité soit justifite, que les limites d’intégration
soient les mémes; jusqu’ici nous avons admis que t variait depuis ¢ jusqu’i ¢, et x,
¥y z depuis — oo jusqu’d 4 oo. A ce compte les limites d’intégration seraient altérées
par la transformation de LORENTZ; mais rien ne nous empéche de supposer t, = — oo,
t, = -+ oo ; avec ces conditions les limites sont les mémes pour J et pour J'.

Nous avons alors 4 comparer les deux équations suivantes analogues 3 I’équation

(10) du § 2:

il vient:

8]:—fZX8Ud~rdt
8]’=—-fZX'8U’d‘r’dt’.

Pour cela, il faut d’abord comparer U’ 4 3 U.
Considérons un électron dont les coordonnées initiales sont x,, y,, Z,; ses coor-
données 4 linstant ¢, seront

x=xo+U’ y=yo+V’ (=Zo+W-
Si on considére I'électron correspondant aprés la transformation de Lorentz, il
aura pour coordonnées

x’=kl(x+st), y':ly, {':l(,

X =x + U, y =y,+ 7V, =z+W;
mais il n’atteindra ces coordonnles qu’a l'instant
' =kI(t 4 ex).
Si nous faisons subir 4 nos variables des variations 3 U, 8 7, 8 W et que nous
donnions en méme temps 4 ¢ un accroissement 3, les coordonnées x, y, z subiront
un accroissement total

8x=3U+E$t, 8y=3V+n3t, 3(=8W—|—C3t.
Nous aurons de méme:
8x'=8U’—|—E’8t', 3y'=3V’+'n'3t’, 8(’=3W'—|—Z'3t'
et en vertu de la transformation de LorenTz:
Sx' = kI x4¢d1), 8y =138y, S =18z, ¥¢="rht(3t-4 ¢dx),

d’ol, en supposant 8¢ = o, les relations:
8x'=8U’+E’8t’=k13U,
8y'=8V’+n'3t'=18V,
3t = kled U.

(2

ol
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Remarquons que
= fte "=
14 Ee’ k(1 4 Ee)’
il viendra, en remplagant 8¢’ par sa valeur,
Rl(1 483U =8U"(1 + &)+ (€ 4 €)kled U,
(1 4 Ee)8V =3P (1 + &) + nledU.
Si nous nous rappelons la définition de %k, nous tirerons de 1:

yw=2av 4+ Bou,

sw=Lsrtau,

et de méme
8W=-IT8W'+ kTECSU';
d’ot
k
(3) ZXSU:-’I-(I:XSU’-}-YSV'+Z'8W’)+—;-8U’ZXE.

Or, en vertu des équations (2) on doit avoir:

fZX'SU'dt'd'r’szXSUdtd'r= —IIT-fZXSUdt’d‘r’.
En remplagant > X3 U par sa valeur (3) et identifiant, il vient:
, k ke , 1 , 1

Ce sont les équations (11) du § 1. Le principe de moindre action nous conduit
donc au méme résultat que I'analyse du § 1.

Si nous nous reportons aux formules (1), nous voyons que D f* — D «® n’est
pas altérée par la transformation de LoreNTz, sauf un facteur constant; il n’en est pas
de méme de Pexpression > f* 4 D «® qui figure dans P’énergie. Si nous nous bor-
nons au cas ol € est assez petit pour qu'on en puisse négliger le carré de sorte que
k = 1 et si nous supposons aussi ] = I, nous trouvons:

2 =2+ 2e(ey — bB),

ou, par addition 2= o +20(gy—hE),
242" =2+ 2 2+ 4c(gy — bB).

§ 4. — Le Groupe de Lorentz.

Il importe de remarquer que les transformations de LorenTz forment un groupe.
Si on pose en effet:

X =kl(x4c¢t), y=ly, =l t' =kI(t 4 ex),
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ct d’autre part
xn — kl l!(x! + 5’ t'), yu — llyl, Zrl — l’ r’ t” — krl'(tl + E' X’),
avec
k—z —_ 1 — sz’ kl—z —_1 — slz’
il viendra:
xn — ku lu(x + P t), yu — l”y, (rr — l”{, A klllll (t + S”x),

avec

II € + o ’ o ’ N o I
= i es I"=1r, k _—kk(l+se)_1/“1—s""
Si nous donnons & I la valeur 1, que nous supposions ¢ infiniment petit,
M ==x+48x, y =y 3y, '=z24+13z7, =143
il viendra:

dx=z¢ct, dy=2dz=0, dt=ex
Clest 14 la transformation infinitésimale génératrice du groupe, que j'appellerai la
transformation T, et qui d’aprés la notation de Lie peut s’écrire:

de 4 99 _
td—;—|—x7;_ T
Si nous supposons ¢ = 0 et I = 1 -} 81, nous trouverions au contraire
dx = x93, 3y =53], 37 =231, 3t =131

et nous aurions une autre transformation infinitésimale T, du groupe (4 supposer que
I et ¢ soient regardés comme des variables indépendantes) et on aurait avec la nota-
tion de LiE:

T,= 32 4y +at +1 3

Mais on pourrait faire jouer 4 I'axe des y ou 4 celui des z le réle particulier que
nous avons fait jouer 4 I'axe des x; on aurait ainsi deux autres transformations infi-
nitésimales :

T;=fd—?+y51?

d
T,=t ?+ dt’

qui n’altéreraient pas non plus les équations de LorenTz.
On peut former les combinaisons imaginées par LI, telles que

dg _ de.

T, T]= L ol

[ 1) ] y Y d X

mais il est ais¢ de voir que cette transformation équivaut 4 un changement d’axes de
coordonnées, les axes tournant d’un angle trés petit autour de I'axe des z. Nous ne

Rend. Circ. Matem. Palermo, tomo XXI (1906). — Stampato il 14 dicembre rgos. 19
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devons donc pas nous étonner si un pareil changement n’altére pas la forme des équa-
tions de LoreNTz, évidlemment indépendantes du choix des axes.

Nous sommes donc amenés 3 envisager un groupe continu que nous appellerons
le groupe de LORENTZ et qui admettra comme transformations infinitésimales:

1° la transformation T, qui sera permutable i toutes les autres;

2° les trois transformations T,, T,, T ;

3° les trois rotations [T, T,), [T,, T,], [T,, T,] _

Une transformation quelconque de ce groupe pourra toujours se décomposer en
une transformation de la forme:

x' = lx, y =ly, L =lg, V=1t
et une transformation linéaire qui n’altére pas la forme quadratique
R
Nous pouvons encore engendrer notre groupe d’une autre maniére. Toute trans-
formation du groupe pourra étre regardée comme une transformation de la forme:

(1) x =kl(x4ct), y =ly, L =Iz, V' =Fkl(t+ cx)
précédée et suivie d’une rotation convenable.

Mais pour notre objet, nous ne devons considérer qu’une partie des transformations
de ce groupe; nous devons supposer que I est une fonction de e, et il s’agit de choisir
cette fonction, de fagon que cette partiec du groupe, que j’appellerai P forme encore
un groupe.

Faisons tourner le systtme de 180° autour de 'axe des y, nous devrons retrouver
une transformation qui devra encore appartenir a3 P. Or cela revient 4 changer le signe
de x, x', z et z’; on trouve ainsi:

() F=k(x—ed), y=ly =I5 r=hi(t—cx).
Donc ! ne change pas quand on change ¢ en — .
D’autre part, si P est un groupe, la substitution inverse de (1), qui s’écrit:
(3) xlz_llz(x_et)7 y’=';—’ Z.'='%, t,z'%(t—ax),
devra également appartenir 2 P; elle devra donc étre identique 3 (2), c’est-d-dire que

= —.

[

On devra donc avoir | = 1.

§ 5. — Ondes de Langevin.

M. LANGEVIN a mis sous une forme particuli¢rement élégante les formules qui
définissent le champ électromagnétique produit par le mouvement d’un électron unique.
Reprenons les équations

¢9) Oy=—p OF = — &

Google



SUR LA DYNAMIQUE DE L'ELECTRON. 147

On sait qu'on peut les intégrer par les potentiels retardés et qu'on a:

_ 1 [edr _ 1 [etds
@ =g 0 P [

Dans ces formules on a:
dtv,=dxdydz,, r=GE—xY+0—3r+G—1),
tandis que p, et %, sont les valeurs de p et de § au point x,, y,, z, et 3 Pinstant
L, =t—r.
Soient: x_, y,, z, les coordonnées d’une molécule d’électron 4 linstant ¢;
=%+U y=y+V z=t0+W

ses coordonnées i linstant ¢, .

U, V, W sont des fonctions de x,, y,, z,, de sorte que nous pourrons écrire :

au au au
dx, =dxo+3?dxo+ﬂdyo+a_d(o+exdtx;

et si 'on suppose t constant, ainsi que x, y et 7:

dt, =4 > I " %gx .

4

Nous pouvons donc écrire:
au

_ — iU dU
dx, (I+E| )+dyx Euyx—rl +d{t Elg—_’:_(=dxo(l+37°)+dy0d_yo+dzoa—{o

avec les deux autres équations qu’on peut en déduire par permutation circulaire.
Nous avons donc:

O R i

en posant

X, —X

dU 4U
dy,’ dz,

dU
I+d_x—’

>

dr,=dx,dydz,.

‘Etudions les déterminants qui figurent dans les deux membres de (3) et d’abord
dans le 1°" membre; si on cherche 4 le développer, on voit que les termes du 2? et
du 3° degré par rapport 4 § , w,, {, disparaissent et que le déterminant est égal 4

1B b e T

w désignant la composante radiale de la vitesse & , n, , {,, cest-d-dire la composante
dirigée suivant le rayon vecteur qui va du point x, y, z au point x,, y, z,.

Pour obtenir le 2¢ déterminant, j’envisage les coordonnées des différentes molécules
de I’électron 3 un instant ¢ qui est le méme pour toutes les molécules, mais de telle
fagon que pour la molécule que jenvisage on ait t, = #,. Les coordonnées d’une mo-
lécule seront alors:

x:=xo+U’7 y:=yo+V” z'x=(o+W”
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U, V', W' étant ce que deviennent U, ¥, W quand on y remplace ¢ par t;; comme
t. est le méme pour toutes les molécules, on aura:

, au au au’
dx! = dxo(l -+ W) + dyoj}_ + d(°W

et par conséquent

dUr dur 4duU
1+ dx,’ dy,’ dz, |’

dt' =d~,

en posant
dtv)=dx]dyldz..

Mais I'élément de charge électrique est

dp, =p,d7,
. . U _du
et de plus pour la molécule envisagée, on a t, =t et par conséquent T = o Cts
nous pouvons donc écrire : ° °
dU dU dU
dy'x—deToI-I—dxo’ d)'o’-z—i:’

de sorte que I’équation (3) deviendra:

p.d7, (1 + w) =dp,
et les équations (2):

¢=_I_f__df« F= J_f_”ﬁﬁxdyt .
4n ) r(1 4 o)’ 4 ) r(1 + o)

Si nous avons affaire 4 un électron unique, nos intégrales se réduiront 4 un seul
¢lément, pourvu que l'on ne considére que des points x, y, z suffisamment éloignés
pour que 7 et w aient sensiblement la méme valeur pour tous les points de I'¢lectron.
Les potentiels ¢, F, G, H dépendront de la position de cet ¢lectron, et aussi de sa
vitesse, car non seulement £ , n , { figurent au numérateur dans F, G, H, mais la
composante radiale  figure au dénominateur. Il s’agit bien entendu de sa position et
de sa vitesse 4 Dinstant ¢, .

Les dérivées partielles de ¢, F, G, H par rapport 4 t, x, , z (et par conséquent
les champs électrique et magnétique) dépendront en outre de son accélération. De plus,
elles en dépendront linéairement, puisque dans ces dérivées cette accélération s’introduit
par suite d’une différentiation unique.

LANGEVIN a été ainsi conduit 4 distinguer dans les champs électrique et magné-
tique les termes qui ne dépendent pas de Iaccélération (c’est ce qu'il appelle 'onde de
vitesse) et ceux qui sont proportionnels 2 l'accélération (c’est ce qu’il appelle I'onde
d’accélération).

Le calcul de ces deux ondes est facilit¢ par la transformation de Lorentz. Nous
pouvons en effet appliquer cette transformation au systéme, de fagon que la vitesse de
’électron unique envisagé devienne nulle. Nous prendrons pour I'axe des x la direction
de cette vitesse avant la transformation, de sorte que, 4 linstant ¢,

71,=C,=o,

Google



SUR LA DYNAMIQUE DE L’ELECTRON. 149

et nous prendrons ¢ = — ¢, de telle fagon que
L LA L
El =n = tl = 0.

Nous pouvons donc ramener le calcul des deux ondes au cas ou la vitesse de
P’électron est nulle. Commengons par I'onde de vitesse; nous pouvons remarquer d’abord
que cette onde est la méme que si le mouvement de I’électron était uniforme.

Si la vitesse de I'électron est nulle, on a:

w =0, F=G=H=o, § =t

4TT
t, étant la charge électrique de I’électron. La vitesse ayant été ramenée 4 zéro par la
transformation de LoRrENTZ, nous avons donc:
F’:G’:H':O, q’r: P’xl,
4mr
r’ ¢étant la distance du point x’, ¥, 2’ au point x, y/, z/, et par conséquent:
o = ﬁ' = ‘Y' =0,
r

’ ’
p=tl@=x) 8O —y) g & —Z)
4mr’ ) 4mr’ 4mr?
Faisons maintenant la transformation inverse de celle de LorenTz pour trouver
le champ véritable correspondant 4 une vitesse — ¢, 0, 0. Nous trouvons, en nous
p P sy 0 »

reportant aux équations (9) et (3) du § 1:

@ =0, (’)-::sh, T=_5g’

f=""2F(Fct—x —ct), g—

On voit que le champ magnétique est perpendiculaire 4 P'axe des x (direction de
la vitesse) et au champ électrique, et que le champ électrique est dirigé vers le point :

(5) 4@ —0 ¥, 2

Si Pélectron continuait 4 se mouvoir d’'un mouvement rectiligne et uniforme avec
la vitesse qu’il avait 4 linstant ¢t , c’est-d-dire avec la vitesse — ¢, 0, 0, ce point (5)
serait celui qu’il occuperait 4 linstant t.

Passons 4 I'onde d’accélération; nous pouvons, grice 4 la transformation de Lo-
RENTZ, ramener sa détermination au cas ol la vitesse est nulle. Cest le cas qui est
réalisé si on imagine un électron qui exécute des oscillations d’amplitude trés petites,
mais trés rapides, de fagon que les déplacements et les vitesses soient infiniment petits,
mais que les accélérations soient finies. On retombe ainsi sur le champ qui a été étudié
dans le ctlebre Mémoire de Hertz intitulé Die Krifte elektrischer Schwingungen nach
der MAXwELL’schen Theorie et cela pour un point trés éloigné. Dans ces conditions :

° Les deux champs électrique et magnétique sont égaux entre eux.

2° IIs sont perpendiculaires entre eux.

3° Ils sont perpendiculaires 4 la normale 4 la sphére d’onde, c’est-d-dire 4 la
sphére dont le centre est le point x,, y,, z,-

@ kD

ey
47T

,,(y—y), p=~E (z )

41:1'”

4-rcr
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Je dis que ces trois propriétés subsisteront encore quand la vitesse ne sera pas
nulle, et pour cela, il me suffit de montrer qu’elles ne sont pas altérées par la trans-
formation de LoRrenTz.

Soit en effet 4 lintensité commune des deux champs, soit

x—x)=r) (O—y)=ry @—2)=rv N4+p{vy=1
Ces propriétés s’exprimeront par les égalités :

AI=Z]“=Z“2’ Zf“_—_o’ Zf(x_x:)=°7 Z“(x_xx)zoa
Zfl:o, Zal:o;

ce qui veut dire encore que

2 S
A’ A’ A
K T O
A’ A’ A
A y v

sont les cosinus directeurs de trois directions rectangulaires, et on en déduit les relations :
f=Bv—ryp, a=hp—gy,

ou
©  Sr=k—)—10—y) er=h(—y)—g&—2)
avec les équations que I'on en peut déduire par symétrie.

Si nous reprenons les équations (3) du § 1, nous trouvons:

s X' — % =kI[(x—x) et —1t)) =kl[(x — x,) F¢7],
Y —=5n=1—1)

=4 =Ix—z)
Nous avons trouvé plus haut au § 3:

ML =2a)=2f—2e.
Donc D f* = D o« entraine D f*= D a”.
D’autre part, en partant des équations (9) du § 1, on trouve:
B2 fa'=2 fa

ce qui montre que Y fa = 0 entraine ) f'a' = o.
Je dis maintenant que

® 2f(—x)=o0 D& —=x)=o0
En effet, en vertu des équations (7) (ainsi que des équations 9 du § 1) les pre-
miers membres des deux équations (8) s’écrivent respectivement:

_’;. D> f(x—x)+ kTs[fr +Y0—2)—B@—1)b
_’; S a(x—=x)+ kT‘[ar —h(y—3)+eG—z)}

@)
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IIs s’annulent donc en vertu des équations D f(x — x)= D a(x —x) =0
et en vertu des équations (6). Or c’est 14 précisément ce qu’il s’agissait de démontrer.

On peut dailleurs arriver au méme résultat par de simples considérations d’ho-
mogénéité.

En effet, §, F, G, H sont des fonctions de x — x,, y —y,, 1 —2,, & = Z;‘ ,
n, = %1, {, = homogénes de degré — I par rapport & x,y, 3, 4 X,, ¥,, %, b

et 4 leurs dlﬁ'érennelles.

Donc les dérivées de ¢, F, G, H par rapport 4 x, y, z, ¢ (et par conséquent
aussi les deux champs f, g, b; «, B, y) seront homogénes de degré — 2 par rapport
aux mémes quantités, si nous nous rappelons d’ailleurs que la relation

t—tl=r=‘/z(x——x‘)2

est homogeéne par rapport 4 ces quantités.

Or ces dérivées ou ces champs dépendent des x — x, , des vitesses ax, et des

dt

1

accélérations ‘fi—:f’; ils se composent d’un terme indépendant des accélérations (onde
de vitesse) et d’un terme linéaire par rapport aux accélérations (onde d’accélération).

Or Z—f‘ est homogeéne de degré o et I homogéne de degré — 1; d’ou il suit que

I d :
Ionde de vitesse est homogéne de degré — 2 parrapportd x — x,, y — y,, 1 — %,
et Ponde d’accélération homogéne de degré — 1. Donc, en un point trés éloigné 'onde
d’accélératon est prépondérante et peut par conséquent étre regardée comme se con-
fondant avec I’onde totale. De plus, la loi d’homogénéité nous montre que onde d’ac-
célération est semblable 2 elle-méme en un point éloigné et en un point quelconque.
Elle est donc, en un point quelconque, semblable 4 I'onde totale en un point éloigné.
Or en un point éloigné la perturbation ne peut se propager que par ondes planes, de
sorte que les deux champs doivent étre égaux, perpendiculaires entre eux et perpendi-
culaires 4 la direction de propagation.

Je me bornerai 4 renvoyer pour plus de détails au Mémoire de M. LaNGEVIN dans
le Journal de Physique (Année 1905).

§ 6.— Contraction des Electrons.

Supposons un électron unique animé d’un mouvement de translation rectiligne et
uniforme. D’aprés ce que nous venons de voir, on peut, grice 4 la transformation de
LoreNTz, ramener I'étude du champ déterminé par cet électron au cas ol Pélectron
serait immobile; la transformation de Lorentz remplace donc I’électron réel en mou-
vement par un électron idéal immobile.

Soit «, B, v; f, g b le champ réel; soit «, ', y'; f', g’, ' ce que devient le
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4

champ aprés la transformation de LoreNTz, de sorte que le champ idéal «', f* corre-
spond au cas d’un électron immobile; on a:
[ 7Y A S r d‘i' ' dq}’ ' dvl'
« = =y =0, f_—d_x" g__—d—y" b——g?,
et pour le champ réel (en vertu des formules 9 du § 1):
(I) « =0, p=¢h Y=—%&
f=PVf, g=klg, b=kI'p.

Il s’agit maintenant de déterminer I’énergie totale due au mouvement de I’électron,
I’action correspondante et la quantit¢ de mouvement électromagnétique, afin de pouvoir
calculer les masses ¢lectromagnétiques de P’électron. Pour un point éloigné, il suffit de
considérer I’électron comme réduit 4 un point unique; on est ainsi ramené aux formules
(4) du § précédent qui généralement peuvent convenir. Mais ici elles ne sauraient suf-
fire, parce que Iénergie est principalement localisée dans les parties de I'éther les plus
voisines de DI’électron.

On peut faire 4 ce sujet plusieurs hypothéses.

D’aprés celle d’ABRAHAM, les ¢lectrons seraient sphériques et indéformables.

Alors, quand on appliquerait la transformation de LORENTz, comme I’électron réel
serait sphérique, I'¢lectron idéal deviendrait un ellipsoide. L’équation de cet ellipsoide
serait d’aprés le § 1:

E(x'—et' —Et' 4 ebx') 4 (y —nkt + nkex')
4+ @ —Ckt' 4 Ckex'y =11,

Mais ici 'on a:

Et+e=n={=o0, 1—{-—55:1—:’:%,

de sorte que I'équation de Pellipsoide devient:

x" 2 2 2 .2
- Ty +=Fr
Si le rayon de I'électron réel est r, les axes de I'électron idéal seraient donc:
klr, Ir, Ir.
Dans I'hypothése de LORENTZ, au contraire, les électrons en mouvement seraient
dé¢formés, de telle fagon que ce serait I'électron réel qui deviendrait un ellipsoide, tandis

que 'électron idéal immobile serait toujours une sphére de rayon r; les axes de 1’¢-

lectron réel seront alors:
r r r

Ik’ I’ I

A=—;—ff’dr

Pénergie électrique longitudinale ; par

B=—;——f(g’+b’)d'r

Désignons par
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Pénergie électrique transversale; par
I 2 2
c= [+
Pénergie magnétique transversale. Il n’y a pas d’énergie magnétique longitudinale, puis-

que 2 = xz’ = 0. Désignons par 4’y B’, C’ les quantités correspondantes dans le
systtme idéal. On trouve d’abord:

C' = o, C=¢'B.

D’autre part, nous pouvons observer que le champ réel dépend seulement de x-}-¢t,

y et z, et &crire :
dv=d(x 4 et)dydz,
dtv' =dx'dy'dy = kldx;

A=*kF'd, B =k'I"B A= ’_k“—,
Dans I’hypothése de LoRENTZ on a B' = 24’, et A’, inversement proportionnel
au rayon de I’électron, est une constante indépendante de la vitesse de I’électron réel;

on trouve ainsi pour P'énergie totale:

A+ B+ C=Ak(3+¢)

et pour l'action (par unité de temps):

d’ol

B=~FkIB.

4+B—c=31"

Calculons maintenant la quantité de mouvement électromagnétique; nous trouverons :

sz(gy—bﬁ)dr=_ef(g’+b‘)d'r=—2eB=—4:klA’.

Mais on doit avoir certaines relations entre I'énergie E = 4 4 B 4 C, l'action
par unit¢ de temps H = 4 4+ B — C, et la quantté de mouvement D. La premitre
de ces relations est:

dH
E_H—sd',
la seconde est
dD 1 dE
de e de’
d’oi:
(2) p=22  E—H_.D

La seconde des équations (2) est toujours satisfaite; mais la premiére ne l'est
que si

wl—

l=(x—-:’)-!‘-=k— ,
Cest-d-dire si le volume de Pélectron idéal est égal 4 celui de I'dlectron réel, ou en-

core si le volume de I’électron est constant; c’est 'hypothése de LANGEVIN.
Rend. Circ. Matcm. Palermo, tomo XXI (1906). — Stampato il 14 dicembre 1905. 20
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Cela est en contradiction avec le résultat du § 4 et avec le résultat obtenu par
LoReNTz par une autre voie. C’est cette contradiction qu’il s’agit d’expliquer.

Avant d’aborder cette explication, jobserve que, quelle que soit ’hypothése adoptée
nous aurons

H=4+B—C= (4 +B),

ou, 3 cause de C' = o,

0) H=%H.

Nous pouvons rapprocher ce résultat de I'équation J = J’ obtenue au § 3.
Nous avons en effet:

];/hm, f=jhwu

Nous observerons que I’état du systéme dépend seulement de x - ¢, y et gz,
c’est-3-dire de x’, y', /, et que nous avons:

y b ,
t_——k—t—}-sx,

_ o
4) dr' = —dt.

En rapprochant les équations (3) et (4) on trouve J =]'.
Plagons-nous dans une hypothése quelconque, qui pourra étre, soit celle de Lo-
RENTZ soit celle d’ABRAHAM, soit celle de LANGEVIN, soit une hypothése intermédiaire.
Soient
7, 07, 0r
les trois axes de P’électron réel; ceux de ’dlectron idéal seront:
klr, 0lr, 01r.

Alors A’ + B’ sera Iénergie électrostatique due 4 un ellipsoide ayant pour axes
klr, 0lr, Olr.

Que 'on suppose I'électricité répandue 4 la surface de I'électron comme 4 celle d’'un
conducteur, ou uniformément répandue 4 l'intérieur de cet électron; cette énergie sera
de la forme:

0
*(%)
4+ B =—=r"

ol ¢ est une fonction connue.
L’hypothé¢se d’ABRAHAM consiste 4 supposer :

r = const., 6=1.

Celle de LorenTz:
=1, kr = const., 6=k
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Celle de LANGEVIN:

=%k}, k=0, klr = const.
On trouve ensuite:
)

k'r
ABRAHAM trouve, 4 la différence des notations prés (Gottinger Nachrichten, 1902,
p- 37):

s
|
-
—_—
>

H— 8 1—¢ logl+c,
r € I—e¢

a ¢étant une constante. Or, dans 'hypothése d’ABRAHAM, on a 6 = 1; donc:

(s) fp(-’—)=ak’l_e 10g1+5=il°8%,

k € —c 3 I

ce qui définit la fonction ¢.

Cela posé, imaginons que '¢lectron soit soumis 4 une liaison, de telle fagon qu’il
y ait une relation entre r et 0; dans lhypothése de LoRENTz cette relation serait
87 = const., dans celle de LanGevIN 6°r’ — const. Nous supposerons d’une fagon

plus générale
r =b0",

I . 6
H= 7" ‘P(T)-
Quelle sera la forme que prendra P’électron quand la vitesse deviendra — et, si

Pon ne suppose pas Uintervention d’autres forces que celles de liaison? Cette forme sera
définie par I'égalité :

b étant une constante; d’ou:

(6) %‘I;= 0,
ou
—mb™ "9 4+ 6"k’ = o,
ou
o __ mk
R

Si nous voulons que I'équilibre ait liep de telle fagon que 6 =k, il faut que pour

%— =1, la dérivée logarithmique de ¢ soit égale 4 m.

Si nous développons % et le 2* membre de (5) suivant les puissances de ¢, I'¢-

f(1=5)=+(+5)

en négligeant les puissances supérieures de .

quation (5) devient:
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En différentiant, il vient:

_g'x-—-sz ——z—za
¢ 2 )= 3

Pour ¢ = o, c’est-d-dire quand largument de ¢ est ¢gal 4 1, ces équations de-
viennent :

, 2 ? 2
a .
() P d ? 3 a, 9 3
On doit donc avoir m = — > conformément 4 I'hypothése de LANGEVIN.

Ce résultat doit étre rapproché de celui qui est relatif 4 la 1% équation (2) et
dont en réalit¢ il ne differe pas. En effet, supposons que tout élément dt de I'¢lectron
soit soumis 4 une force Xd = paralitle 4 Paxe des x, X érant le méme pour tous
les éléments; nous aurons alors, conformément 4 la définition de la quantit¢ de mou-

aD

D’autre part, le principe de moindre action nous donne:

8]=fX8Ud1-dt, ]=/Hdt, 8]=fD8Udt,

8 U étant le déplacement du centre de gravité de Pélectron; H dépend de b et de ¢,
si 'on admet que r est lié 4 6 par Iéquation de liaison; on a alors:

3 = j(aH8+ SO)dt

D’autre part 8¢ = — d_ZTU; d’oy, en intégrant par parties:

fpsuuzfps Uds,

vement:

ou
f( 3¢ + so)dt_fDSedr
dod oH oH
D= 3¢’ 38 = ©
Mais la dérivée %I, qui figure dans le 2 membre de la 1t équation (2), cest la
dérivée prise en supposant 0 exprimé en fonction de ¢, de sorte que
dH 0Hdb

0= ae +ao FrR

L’équation (2) équivaut donc 4 Iéquation (6).
La conclusion est que si I’électron est soumis 4 une liaison entre ses trois axes,
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et si aucune autre force n'intervient en debors des forces de liaison, la forme que prendra
cet électron, quand il sera animé d’une vitesse uniforme, ne pourra étre telle que
Pélectron idéal correspondant soit une sphére, que dans le cas ou la liaison sera que
le volume soit constant, conformément 4 'hypothése de LANGEvVIN.

Nous sommes amenés de la sorte 4 nous poser le probléme suivant: quelles for-
ces supplémentaires, autres que les forces de liaison, serait-il nécessaire de faire inter-
venir pour rendre compte de la loi de LorENTz ou, plus généralement, de toute loi
autre que celle de LANGEVIN?

L’hypothése la plus simple, et la premiére que nous devions examiner, c’est que
ces forces supplémentaires dérivent d’un potentiel spécial dérivant des trois axes de
Pellipsoide, et par conséquent de 9 et de r; soit F(8, r) ce potentiel; dans ce cas
Paction aura pour expression:

]=f[H+ F(8, r)]dt
et les conditions d’équilibre s’écriront:
dH dH
®) d0+d6_ T P +dr

Si nous supposons r et 6 liés par la liaison » = 50™, nous pourrons regarder r
comme fonction de 0, envisager F comme ne dépendant que de 6 et conserver seu-
lement la 1*r équation (8) avec:

dH —mo ¢’
bkzem’ de bk’em+l+bk30m'
Il faut que, pour k = 6, ’équation (8) soit satisfaite; ce qui donne, en tenant compte
des équations (7):

H—=—'_

dF _ ma a
To=gmt 3 5o
d’on:
F=—2rts5
T m 42
et dans ’hypothése de LorenTz, od m = — 1:
F_3b0

Supposons maintenant qu’il n’y ait aucune liaison et, considérant r et 6 comme
deux variables indépendantes, conservons les deux équations (8); il viendra:

? dH 9’ dH _ — —9

H=p» W =pr T =%
Les équations (8) doivent étre satisfaites pour k = 0, r = 56™; ce qui donne:
dF _ a dF 2 a
(9) 7'-, - b201m+2’ ﬂ - T ho™+3°
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Une des maniéres de satisfaire 4 ces conditions est de poser:
(10) F= Ar*6f

4, « et B étant des constantes; les équations (9) doivent étre satisfaites pour k = 0,
r = bH™, ce qui donne:

L
En identifiant on trouve
— 2 — m+2 — a
o *=im b= v=-ary Asm

Mais le volume de I’ellipsoide est proportionnel 4 7’6 de sorte que le potentiel
supplémentaire est proportionnel 4 la puissance y du volume de Pélectron.

Dans I’hypothése de LorenTz, on a m = — 1, y = 1.

On retrouve donc V'hypothése de LoRENTZ & la condition d’ajouter un potentiel sup-
plémentaire proportionnel au volume de I'électron.

L’hypothése de LANGEVIN correspond 4 ¢ = oo.

§ 7. — Mouvement quasi-stationnaire.

Il reste & voir si cette hypothése sur la contraction des électrons rend compte de
Pimpossibilit¢ de mettre en évidence le mouvement absolu, et je commencerai par étu-
dier le mouvement quasi-stationnaire d’un électron isolé, ou soumis seulement i I’ac-
tion d’autres électrons éloignés.

On sait qu’on appelle mouvement quasi-stationnaire un mouvement ou les varia-
tions de la vitesse sont assez lentes pour que les énergies magnétique et électrique dues
au mouvement de I’électron difféerent peu de ce qu’elles seraient dans le mouvement
uniforme; on sait également que c’est en partant de cette notion du mouvement quasi-
stationnaire qu’ABRAHAM est arrivé 4 celle des masses électromagnétiques transversale
et longitudinale.

Je crois devoir préciser. Soit H notre action par unité de temps:

H=2 [(Zf - Z)ds,

ol nous ne considérons pour le moment que les champs électrique et magnétique dus
au mouvement d’un ¢lectron isolé. Au § précédent, considérant le mouvement comme
uniforme, nous regardions H comme dépendant de la vitesse &, m, { du centre de
gravit¢ de Pélectron (ces trois composantes, dans le § précédent, avaient pour valeurs
— &, 0, 0) et des paramétres r et 0 qui définissent la forme de I’électron.

Mais si le mouvement n’est plus uniforme, H dépendra non seulement des valeurs
de &, m, §, r, 9 4 Dinstant considéré, mais des valeurs de ces mémes quantités 4 d’au-
tres instants qui pourront en différer de quantités de méme ordre que le temps mis
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par la lumitre pour aller d’'un point 4 l'autre de I’électron; en d’autres termes, H d¢-
pendra non seulement de &, w, {, r, 6, mais de leurs dérivées de tous les ordres par
rapport au temps. :

Eh bien, le mouvement sera dit quasi-stationnaire quand les dérivées partielles de
H par rapport aux dérivées successives de &, n, {, 7, 0 seront négligeables devant les
dérivées partielles de H par rapport aux quantités §, m, §, r, 0 ellesmémes.

Les équations d’un pareil mouvement pourront s’écrire:

dH dF dH | dF
T BTG T LT

M) 4 am i dH i dH

-

Dans ces équations, F a la méme signification que dans le § précédent; X, Y, Z
sont les composantes de la force qui agit sur Iélectron: cette force étant due unique-
ment aux champs électrique et magnétique produits par les autres électrons.

Observons que H ne dépend de §, n, { que par l'intermédiaire de la combinaison

=18 o470,

C’est-d-dire de la grandeur de la vitesse; on a donc, en appelant encore D la quantité
de mouvement:

dH _dH § ——D—E-
P A4 v’
d’ou: _
ddH Dd E dv ,dD &t d
() —nE-Ta Pramtava
; d dH _Ddn m dV  dD n dV
bis e T e et
") T v a Yo tava
avec
av d§
(3 Vo =2k
Si nous prenons la direction actuelle de la vitesse pour axe des x, il vient:
d¢ _ dv.

E=V’ ﬂ=z=0, Ez'ﬁ’
les &quations (2) et (2°*) deviennent:

_ d dH _dDdk d dH _
dt 4§ ~ 4v dv’ dt dn

et les trois dernitres équations (1):

dD dtf _ Ddn _ D df _
(4) Wﬁ_fxtzf, 7ﬁ_deT, 7_;-de7.
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C’est pourquoi ABRAHAM a donné 2 le nom de masse longitudinale et 4 D

av V
. dH
le nom de masse transversale; rappelons que D = 7
Dans I'hypothése de LorenTz, on a:
dH oH
b==gp=—5

g—g représentant la dérivée par rapport 4 V, aprés que r-et 0 ont été remplacés par
leurs valeurs en fonctions de / tirées des deux premiéres équations (1); on aura d’ail-
leurs, aprés cette substitution,

H=+ 4yi=7".
Nous choisirons les unités de telle fagon que le facteur constant 4 soit égal a 1,
et je pose Y1 — V* = h, dot:
vV aD dD 1 D
b

= ph3 = =}

H=+h D=+ 3y IS el

Nous poserons encore:

u=ri¥— s, X,-—_fXdr

et nous trouverons pour l’équauon du mouvement quasi-stationnaire :
(s) b"%+b”£M=X,.

Voyons ce que deviennent ces équations par la transformation de LorenTz.
Nous poserons: 1 - e = p, et nous aurons d’abord:

=ty ww=T, U=,

d’ott Pon tire aisément

, b
ph' =+
Nous avons également
dt' = kpdt,
d’ou:
di' _df 1 dw _dn 1 df ne 4l 4T 1 d€ Le
dtt — dt Py dr T dtkp T dt B dF T di Bpt dt B’
d’odt encore: :
o dE s | M
M=Tivwtop
et
'—ld r ’ d —
© B e =i d,+b’(5+s)M]
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) b2 o M = (h-*%’tl + b M) b,
Reportons-nous maintenant aux équations (11°*) du § 1; on peut y regarder
X,, Y,, Z comme ayant la méme signification que dans les équations (5). D’autre

’

part, nous avons } =1 et -g— = ku; ces équations deviennent donc:
(8) X, =P"(X.+'ZX.5)a
Y =F"p'Y,.
Calculons D> X £ 4 Paide des équations (5), nous trouverons:
Z Xl E - b_, M’
d’ou:
) X = p (X, + b M),
? Y =k Y,

En comparant les équations (5), (6), (7) et (9), on trouve enfin:

dﬂ
r—1 I-—; ’ I___
(F 55 +iowM =7,

s 0% L e =X,
(10)

ce qui montre que les équations du mouvement quasi-stationnaire ne sont pas altérées
par la transformation de LORENTZ; mais cela ne prouve pas encore que l’hypothése de
LoreNnTz est la seule qui conduise 4 ce résultat.

Pour établir ce point, nous allons nous restreindre, ainsi que I'a fait LorenTz, 2
certains cas particuliers, ce qui nous suffira évidlemment pour démontrer une propo-
sition négative.

Comment allons-nous d’abord étendre les hypothéses sur lesquelles reposait le
calcul précédent ?

° Au lieu de supposer ! = 1 dans la transformation de LoReENTz, nous suppo-
serons } quelconque.

2° Au lieu de supposer que F est proportionnel au volume, et par conséquent
que H est proportionnel 4 b, nous supposerons que F est une fonction quelconque de
0 et de 7, de telle fagon que [aprés avoir remplacé 0 et r par leurs valeurs en fonc-
tions de 7, tirées des deux premitres équations (1)] H soit une fonction quelconque de 7.

J’observe d’abord que, si Pon suppose H — h, on devra avoir I =1; et en effet
les équations (6) et (7) subsisteront, sauf que les seconds membres seront multipliés

par Ll; les équations (9) également, sauf que les seconds membres seront multipliés par

l’ ; et enfin les équations (10), sauf que les seconds membres seront multipliés par I

I
’ l
I’on veut que les équations du mouvement ne soient pas altérées par la transformation
Rend. Circ. Matem. Palermo, tomo XXI (1906). — Stampato il 15 dicembre 1505. a1
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de LoreNnTz, c’est-d-dire que les équations (10) ne different des équations (5) que par
Paccentuation des lettres, il faut supposer:

l=1.
Supposons maintenant que P'on ait n ={ =0, d'ou { =7V, ‘fiz‘ ‘filt/ les équa-
tions (5) prendront la forme:
; d dH dD d§ d dH D dn
bis e s _ s o Lt __ = Th
6 —mmTaa T Fdn =~V dr =

Nous pouvons d’ailleurs poser:

W =fN=1®), D =eN=00

Si les équations du mouvement ne sont pas altérées par la transformation de Lo-
RENTZ, on devra avoir:

O =
?(5)%1, =7,
SO =X =1 (e T XD =P X G+ ) = X,

(E) =Y =Ik'pY,

et par conséquent:

fOE = rren sy,

(11) iy
v(é)d—’; = Phpo(E) -

Mais nous avons:

d’ot:

1@y =1(3E) =k,
2@ =o(SEE) = ek
d’od, en éliminant I*, nous trouvons I’¢quation fonctionnelle:

() ()
1(3) f(&)
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ou, en posant

~dD’
110) (‘») VW

celle-ci :

(fi; ) Q(E)_(—Il_f_g:_)?

équation qui doit étre satisfaite pour toutes les valeurs de £ et de e. Pour { = 0 on

trouve:
Q) =) —¢),

: T I
A4 étant une constante, et ou jai fait Q(0) = Pt

d’oli:

On trouve alors:

0= (V E—a ) “’(")_H (Vr —Ea:/: = )
Or 98 = ?(E)_I‘E; donc on a:

E+e'(r— s:’)_mT =—('(a— c’)_'Tl"‘ .

Comme [ ne doit dépendre que de ¢ (puisque, s’il y a plusieurs électrons, I doit
étre le méme pour tous les électrons dont les vitesses & peuvent étre différentes), cette
identit¢ ne peut avoir lieu que si I'on a:

m=1, l=1.

Ainsi ’hypothése de LoreNTz est la seule qui soit compatible avec I'impossibilité
de mettre en évidence le mouvement absolu; si on admet cette impossibilité, il faut
admettre que les électrons en mouvement se contractent de fagon 4 devenir des ellips-
oides de révolution dont deux des axes demeurent constants; il faut donc admettre,
comme nous I'avons montré au § précédent, I'existence d’un potentiel supplémentaire
proportionnel au volume de I’électron.

L’analyse de LorenTz se trouve donc pleinement confirmée, mais nous pouvons
mieux nous rendre compte de la vraie raison du fait qui nous occupe; cette raison doit
étre cherchée dans les considérations du § 4. Les transformations qui n’altdrent pas les
équations du mouvement doivent former un groupe, et cela ne peut avoir liew que si
I = 1. Comme nous ne devons pas pouvoir reconnaitre si un électron est en repos
ou en mouvement absolu, il faut que quand il est en mouvement il subisse une dé-
formation qui doit étre précisément celle que lui impose la transformation correspon-
dante du groupe.
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§ 8. —Mouvement quelconque.

Les résultats précédents ne s’appliquent qu’au mouvement quasi-stationnaire, mais
il est aisé de les étendre au cas général; il suffit d’appliquer les principes du § 3, c’est-
d-dire de partir du principe de moindre action.

A lexpression de I’action:

]=fdtd'r(~27f:—- Z“’),

2

il convient d’ajouter un terme, représentant le potentiel supplémentaire F du § 6; ce
terme prendra évidemment la forme:

1= [3®a,

ot D (F) représente la somme des potentiels supplémentaires dus aux différents ¢lec-
trons, chacun d’eux étant proportionnel au volume de I’électron correspondant.
Jécris (F) entre parenthéses pour ne pas confondre avec le vecteur F, G, H.
L’action totale est alors J -4 J,. Nous avons vu au § 3 que J n’est pas altéré
par la transformation de LorenTz; il faut montrer maintenant qu’il en est de méme
de J,.

On a, pour P'un des électrons,

F) = u,7,

w, étant un coefficient spécial 4 ’électron et = son volume; je puis donc &crire:

SE = [ods,

Pintégrale devant étre étendue 4 tout I’espace, mais de telle fagon que le coefficient
w, soit nul en dehors des électrons, et qu’d l'intérieur de chaque électron il soit égal
au coefficient spécial 4 cet électron. On a alors:

-’1 = f(nod"tdt

et aprés la transformation de LorenTz:

J = fo);d'r'dt'.

Or on a @, = w; car si un point appartient 4 un électron, le point correspondant
aprés la transformation de LoRENTZ appartient encore au méme électron. D’autre part,

nous avons trouvé au § 3:
dv'dt = Il*d~dt

et, puisque nous supposons maintenant } = 1,
d7'dt' = d~dt.

Google




SUR LA DYNAMIQUE DE L’ELECTRON. 165

On a donc
I.=1T. C. Q. F. D.

Le théoréme est donc général, il nous donne en méme temps une solution de la
question que nous nous posions 4 la fin du § 1: trouver des forces complémentaires
non altérées par la transformation de LorenTz. Le potentiel supplémentaire (F) sati-
fait 4 cette condition.

Nous pouvons donc généraliser le résultat énoncé 4 la fin du § 1 et &crire:

Si Pinertie des électrons est exclusivement d’origine électromagnétique, s’ils ne sont
soumis quw'd des forces d’origine électromagnétique, ou aux forces qui engendrent le poten-
tiel supplémentaire (F), aucune expérience ne pourra mettre en évidence le mouvement
absolu.

Quelles sont alors ces forces qui engendrent le potentiel (F)? Elles peuvent évi-
demment étre assimilées 4 une pression qui régnerait 4 l'intérieur de Iélectron; tout
se passe comme si chaque électron ¢était une capacité creuse soumise 4 une pression
interne constante (indépendante du volume); le travail d’une pareille pression serait
évidemment proportionnel aux variations du volume.

Je dois observer toute fois que cette pression est négative. Reprenons I’¢quation
(10) du § 6, qui dans I’hypothése de LorenTz s’écrit:

F = Ari¢*;
les équations (11) du § 6 nous donneront:

a
A — 3_54— .
Notre pression est égale 4 4, 4 un coefficient constant prés, qui d’ailleurs est
négatif.
Evaluons maintenant la masse de P’électron, je veux parler de la « masse expéri-
mentale », c’est-d-dire de la masse pour des vitesses faibles; on a (cf. § 6):

]
‘P(_kf')
H:W—’ e:k, ?:a, 0f=b;
d’ov
H=2 42y
bk T b )

Pour V' trés petit je puis écrire:

a v
H——T(I———z—),

. a
de sorte que la masse, tant longitudinale que transversale, sera — .

b

Or a est une constante numérique, ce qui montre que: la pression qui emgendre
notre potentiel supplémentaire est proportionnelle & la 4° puissance de la masse expéri-
mentale de I'dlectron.
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Comme [’attraction newtonienne est proportionnelle 4 cette masse expérimentale,
on est tenté de conclure qu’il y a quelque relation entre la cause qui engendre la gra-
vitation et celle qui engendre ce potentiel supplémentaire.

§ 9. — Hypothéses sur la Gravitation.

Ainsi la théorie de LorenTz expliquerait completement I'impossibilité de mettre en
évidence le mouvement absolu, si toutes les forces ¢taient d’origine électromagnétique.

Mais il y a des forces auxquelles on ne peut pas attribuer une origine ¢lectroma-
gnétique comme par exemple la gravitation. Il peut arriver, en effet, que deux systémes
de corps produisent des champs électromagnétiques équivalents, c’est-d-dire exergant la
méme action sur des corps électrisés et sur des courants, et que cependant ces deux
syst¢mes n’exercent pas la méme action gravifique sur les masses newtoniennes. Le
champ gravifique est donc distinct du champ électromagnétique. LorENTZ a donc été
obligé de compléter son hypothése en supposant que les forces de toute origine, et en parti-
culier la gravitation, sont affectées par une translation (ou, si 'on aime mieux, par la trans-
formation de LoRreNTz) de la méme manitre que les forces électromagnétiques.

Il convient maintenant d’entrer dans les détails et d’examiner de plus prés cette
hypothése. Si nous voulons que la force newtonienne soit affectée de cette fagon par
la transformation de LoRENTZ, nous ne pouvons plus admettre que cette force dépend
uniquement de la position relative du corps attirant et du corps attiré 4 l'instant con-
sidéré. Elle devra dépendre en outre des vitesses des deux corps. Et ce n’est pas tout:
il sera naturel de supposer que la force qui agit 4 U'instant ¢ sur le corps attiré, dépend
de la position et de la vitesse de ce corps & ce méme instant t; mais elle dépendra, en
outre, de la position et de la vitesse du corps attirant, non pas 4 linstant #, mais 3
un instant antérieur, comme si la gravitation avait mis un certain temps 4 se propager.

Envisageons donc la position du corps attiré 4 linstant ¢, et soient, 4 cet instant,
X,y ¥o5 %, ses coordonnées, &, n, §, les composantes de sa vitesse; considérons d’autre
part le corps attirant 4 linstant correspondant ¢, 4~ ¢ et soient, 3 cet instant, x -} x,
¥, <+ ¥» %, + % ses coordonnées, & , m,, {, les composantes de sa vitesse.

Nous devrons d’abord avoir une relation

(1) ot x, 9 % & &, E.) LT) c,) =0
pour définir le temps t. Cette relation définira la loi de la propagation de I’action
gravifique (je ne m’impose nullement la condition que la propagation se fasse avec la
méme vitesse dans tous les sens).

Soient maintenant X , Y , Z les 3 composantes de I'action exercée 3 l'instant ¢
sur le corps attiré; il s’agit d’exprimer X , Y , Z en fonctions de
(2) % ¥ % & M G, & M Z.-

Quelles sont les conditions 4 remplir ?
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1° La condition (1) ne devra pas étre altérée par les transformations du groupe
de LoRENTz.

2° Les composantes X , Y, Z devront étre affectées par les transformations de
LorenTz de la méme maniére que les forces ¢lectromagnétiques désignées par les mé-
mes lettres, c’est-d-dire conformément aux ¢quations (11**) du § 1.

3° Quand les deux corps seront au repos, on devra retomber sur la loi ordinaire
de lattraction.

Il importe de remarquer que dans ce dernier cas, la relation (1) disparait, car le
temps ¢ ne joue plus aucun réle si les deux corps sont au repos.

Le probléme ainsi posé est évidlemment indéterminé. Nous chercherons donc 4 sa-
tisfaire autant que possible 4 d’autres conditions complémentaires :

4° Les observations astronomiques ne semblant pas montrer de dérogation sensible
4 la loi de NEwTON, nous choisirons la solution qui s’¢carte le moins de cette loi,
pour de faibles vitesses des deux corps.

5° Nous nous efforcerons de nous arranger de fagon que ¢ soit toujours négatif ;
si en effet on congoit que l'effet de la gravitation demande un certain temps pour se
propager, il serait plus difficile de comprendre comment cet effet pourrait dépendre
de la position non encore atteinte par le corps attirant.

Il y a un cas ou l'indétermination du probléme disparait; c’est celui ou les deux
corps sont en repos relatif 'un par rapport 4 lautre, c’est-d-dire ou:

E=¢, a=mn, (=0(;

c’est donc le cas que nous allons examiner d’abord, en supposant que ces vitesses sont
constantes, de telle sorte que les deux corps sont entrainés dans un mouvement de
translation commun, rectiligne et uniforme.

Nous pourrons supposer quc I'axe des x a ¢été pris paralléle 3 cette translation, de
telle fagon que » = { = o, et nous prendrons ¢ = — §.

Si dans ces conditions nous appliquons la transformation de Lorentz, aprés la
transformation les deux corps seront au repos et I'on aura:

=9 =y =o.

Alors les composantes X, Y, Z' devront étre conformes 4 la loi de NewTton
et on aura, 4 un facteur constant prés:

' x' ' ,
(3) X.=_ﬁ” Y.::—zT’ Z.=_7’

rl’ — x'z + yll + (u .
Mais on a, d’aprés le § 1:

x' = k(x + ¢t), Yy =y, =3 ' =k(t + ex),
_:i=k(x+ae)=k(x_s=)=_ S XE=—X,e
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X.’=k—§—,(Xl FeDXE)=FX0—)=X,

Y;:%lekY.,
Z =kZ.

On a d’ailleurs:
x4 et =x—E4 M=kE—E)+y 4+

et
—k x—Et —_ —Z
(4) Xlz—(_rT—‘_)a Y, = kr'};’ Z,=’k;j§“§
ce qui peut s’écrire:
; av av av I
bis _ _ — . —_—
(4™ X'_dx’ Y'_dy’ Z'—d(’ V—k,r'

Il semble d’abord que I’indétermination subsiste, puisque nous n’avons fait aucune
hypothése sur la valeur de t, c’est-d-dire sur la rapidit¢ de la transmission; et que
d’ailleurs x est fonction de #; mais il est ais¢ de voir que x — &t, y, 7, qui figurent
seuls dans nos formules, ne dépendent pas de ¢.

On voit que si les deux corps sont simplement animés d’une translation commu-
ne, la force qui agit sur le corps attiré est normale 4 un ellipsoide ayant pour centre
le corps attirant.

Pour aller plus loin il faut chercher les invariants du groupe de LorENTzZ.

Nous savons que les substitutions de ce groupe (en supposant ! — 1) sont les
substitutions linéaires qui n’altérent pas la forme quadratique

x2+y2+z.2_t2.

Posons d’autre part:

dx 3y _3(.
t=50 "Sap Ty
8 x _8._)’ _ 3z
E‘—St’ TN 2 ¢

nous voyons que la transformation de LORENTz aura pour effet de faire subir i dx,
8y, 8z, 8¢, et 4 3, x, 8y, 8,7, 3, ¢ les mémes substitutions linéaires qu'a x, y, z, t.

Regardons
X, ¥, % t/— 1,
dx, 3 ¥, 3(, 8t1/:—1_ ’
3 x, 3y, 33 S t/—T1,
comme les coordonnées de 3 points P, P’, P dans l'espace 2 4 dimensions. Nous
voyons que la transformation de LORENTZ n’est qu’une rotation de cet espace autour

de l'origine, regardée comme fixe. Nous n’aurons donc pas d’autres invariants distincts
que les 6 distances des 3 points P, P', P" entre eux et i 'origine, ou, si 'on aime
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mieux, que les 2 expressions:

Rty -1 x4 y3y+13z2—13y
ou les 4 expressions de méme forme qu’on en déduit en permutant d’une maniére
quelconque les 3 points P, P’y P".

Mais ce que nous cherchons ce sont les fonctions des 10 variables (2) qui sont
des invariants; nous devons donc, parmi les combinaisons de nos 6 invariants, recher-
cher celles qui ne dépendent que de ces 10 variables, c’est-d-dire celles qui sont ho-
mogénes de degré o tant par rapport 3 3x, 8y, 8z, 8¢, que par rappoxt 4 3 x, 3y,
3.7, 3,¢. Il nous restera ainsi 4 invariants distincts, qui sont:

) Te_p, ‘izt =24k, b X1 T
SERZED IR P YA (D YD (e X5
Occupons-nous maintenant des transformations subies par les composantes de la
force; reprenons les équations (11) du § 1, qui se rapportent non 4 la force X, Y,
Z_, que nous considérons ici, mais 4 la force X, Y, Z rapportée 4 I'unité¢ de volume.
Posons d’ailleurs:

T =D X&;
nous verrons que ces équations (11) peuvent s’écrire (I = 1):
© X =kX+:T), T =kT+eX),
Y =1, Z'=2;
de sorte que X, Y, Z, T subissent la méme transformation que x, y, z, ¢. Les inva-
riants du groupe seront donc

DX —T, DYXx—Tt > Xdx— T8, D>X¥x—Tit
Mais ce n’est pas de X, Y, Z que nous avons besoin, c’est de X, ¥, , Z , avec
T = ZXl §.
Y Z T, 1

) SR { 1 1

XN _rh_Z4 _ I
XY~ Z— T %"
Donc la transformation de LorenTz agira sur X, ¥, Z,, T, de la méme ma-

ni¢re que sur X, Y, Z, T, avec cette différence que ces expressions seront en outre
multipli¢es par

Nous voyons que

LI S [
O k(1 4Ee) 8t
De méme elle agira sur &, =, {, 1, de l]a méme maniére que sur 3x, 3y, 8z, 8¢,
avec cette différence que ces expressions seront en outre multipliées par le méme facteur:
& I
8t k(14 Ee)
Considérons alors X, Y, Z, TY/— 1 comme les coordonnées d’un quatri¢me point
Rend. Circ. Matem. Palermo, tomo XXI (1906). — Stampato il 16 dicembre 1905. 22
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Q; alors les invariants seront les fonctions des distances mutuelles des cing points
O’ P’ P” P”’ Q
et parmi ces fonctions nous devons conserver seulement celles qui sont homogeénes de
degré o, d’une part par rapport 4
X, Y, Z T, 3x, 3y, 3z, 38t
(variables que I'on peut remplacer ensuite par X,, Y, Z, T,, & =, §, 1), d’autre
part par rapport i
° 8x, 8y 3z 1

(variables que I'on peut remplacer ensuite par § , n , § , 1).
Nous trouvons ainsi outre les quatre invariants (5), quatre invariants distincts
nouveaux, qui sont:

() ZX:_I‘: lex_Tlt ZXIEI_Tl ZXIE-TI
7 I—ZE’, VI—ZE’ ’ VI—ZE’VI—ZE:’ I—ZE’
Le dernier invariant est toujours nul, d’aprés la definition de T,.

Cela posé, quelles sont les conditions 4 remplir?

1° Le premier membre de la relation (1), qui définit la vitesse de propagation, doit
étre une fonction des 4 invariants ().

On peut faire évidlemment une foule d’hypothéses; nous n’en examinerons que
deux:

A) On peut avoir

D —t=r —t=o,

d’od t = +- 1, et, puisque ¢ doit étre négatif, + — — r. Cela veut dire que la vitesse
de propagation est égale 4 celle de la lumiére. Il semble d’abord que cette hypothése
doive étre rejetée sans examen. LAPLACE a montré en effet que la propagation est, ou
bien instantante, ou beaucoup plus rapide que celle de la lumiére. Mais LAPLACE avait
examiné I’hypothése de la vitesse finie de propagation, ceteris non mutatis; ici, au con-
traire, cette hypothese est compliquée de beaucoup d’autres, et il peut se faire quil y
ait entre elles une compensation plus ou moins parfaite, comme celles dont les appli-
cations de la transformation de LoreNTz nous ont déjd donné tant d’exemples.
B) On peut avoir

t— 2 x
171——_—.—;-2—‘2—:’ =o, t=_ xk,.
La vitesse de propagation est alors beaucoup plus rapide que celle de la lumiére; mais
dans certains cas ¢ pourrait étre négatif, ce qui, comme nous l’avons dit, ne parait
guére admissible. Nous nous en tiendrons donc a Vhypothése (A).

2° Les quatre invariants (7) doivent étre des fonctions des invariants ().

3° Quand les deux corps sont en repos absolu, X,, Y., Z, doivent avoir la va-
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leur déduite de la loi de NewToN, et quand ils sont en repos relatif, la valeur déduite
des équations (4).
Dans Phypoth¢se du repos absolu, les deux premiers invariants (7) doivent se ré-

duire 3
Z X: ) Z Xl X,

I I

r’ — 7

ou, par la loi de NeEwroNn, 4

d’autre part, dans ’hypothése (A4), le 2¢ et le 3° des invariants (§5) deviennent:
—r—Dxt —r— Dk
imye’ i-3E
c’est-3-dire, pour le repos absolu, 4
—-r, —r

Nous pouvons donc admettre par exemple que les deux premiers invariants (4) se

réduisent 2
(1=25) i—3¢

(r+2#8)  r sk

mais d’autres combinaisons sont possibles.

Il faut faire un choix entre ces combinaisons, et, d’autre part, pour définir X ,
Y, Z il nous faut une 3° équation. Pour un pareil choix, nous devons neus efforcer
de nous rapprocher autant que possible de la loi de NEwToN. Voyons donc ce qui se
passe quand (faisant toujours + — — r) on néglige les carrés des vitesses &, =, etc.
Les 4 invariants (5) deviennent alors: -

o, —r— > xb, —r—>xE, 1
et les 4 invariants (7):
2%, 2X(x+&) 2XE -8 o

Mais pour pouvoir comparer avec la loi de NEwTON, une autre transformation
est nécessaire; ici x, + x, y, + y, z, + % représentent les coordonnées du corps atti-

rant 4 instant ¢, 4 ¢, et r = [/ D x*; dans la loi de NEwTon il faut envisager les
coordonnées x, + x,, y, + ¥,, L, + %, du corps attirant 4 l'instant ¢, et la distance

r, = 1/2 x:.
Nous pouvons négliger le carré du temps ¢ nécessaire 3 la propagation et par
conséquent faire comme si le mouvement était uniforme; nous avons alors:

x=x|+elt7 y=y,+'ﬂ,t, Z=K,+C,t,
r(r—r)=2 xtt;
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ou, puisque ¢t = —7,
x==x,—§,r, y=y,—n,r, 1=z —5%r, r=r,—ZxE,;

de sorte que nos 4 invariants (5) deviennent:

o, —’.+Z"(E:_E)’ — T 1

et nos 4 invariants (7):

22X, 2X[x+CE—8r) 2XE-—Y o
Dans la seconde de ces expressions j’ai écrit 7, au lieu de 7, parce que r est multipli¢
par £ — & et que je néglige le carré de &.
D’autre part, la loi de NewToN nous donnerait, pour ces 4 invariants (7),

! L_le@’_ex)’ qu(E’—El), o.

s ]
n T, T

Si donc nous appelons 4 et B, le 2* et le 3° des invariants (5), et M, N, P
les 3 premiers invariants (7), nous satisferons 4 la loi de NEwToON, aux termes prés de
Pordre du carré des vitesses, en faisant:

(8) M=, N=%, P=AB,B.

Cette solution n’est pas unique. Soit en effet C le 4° invariant (5), C — 1 est
de Pordre du carré de &, et il en est de méme de (4 — B)*.

Nous pourrions donc ajouter aux 2 membres de chacune des équations (8) un
terme formé de C — 1 multiplié par une fonction arbitraire de 4, B, C et un terme
formé de (4 — B)' multiplié également par une fonction de 4, B, C.

Au premier abord, la solution (8) parait la plus simple, elle ne peut néanmoins étre
adoptée; en effet, comme M, N, P sont des fonctions de X,, ¥, Z, et de T,=D X,
on peut tirer de ces trois équations (8) les valeurs de X,, Y,, Z,; mais dans certains
cas ces valeurs deviendraient imaginaires.

Pour éviter cet inconvénient, nous opérerons d’une autre manitre. Posons:

I 1
ko = a0 kl e —————"
VI—ZE” VI—ZEj
ce qui est justifié par I’analogie avec la notation .
I

1—¢

qui figure dans la substitution de LorenTz.
Dans ce cas, et 4 cause de la condition — r — ¢, les invariants (5) deviennent:

o, d=—k,(r+ 2 xE), B=—k(r+ > xt), C=kk (1— D EE).

k=
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D’autre part, nous voyons que les syst¢mes suivants de quantités:
Xy Y L —r=t
kX, kY, kZ, kT,
ko E’ kon’ ko C’ ko
klEI’ kl.nl’ kle’ kl
subissent les mémes substitutions linéaires quand on leur applique les transformations
du groupe de Lorentz. Nous sommes donc conduits 4 poser:

X.=x—::+EB+E.—;:‘:Y,
Y,=y,;io+na+n,—’,:—;7,
Z, =4+ +LE
T=—rp+b+ g

I est clair que si «, B, y sont des invariants, X, Y , Z , T, satisferont 3 la
condition fondamentale, c’est-d-dire subiront, par leffet de transformations de LorenTz,
une substitution linéaire convenable.

Mais pour que les équations (9) soient compatibles, il faut que I'on ait:

ZXIE - Tl =0,
ce qui, en remplagant X , Y, Z , T, par leurs valeurs (9) et en multipliant par k.,
devient:
(10) — Aa—B—Cy=o.

Ce que nous voulons, c’est que si ’on néglige, devant le carré de la vitesse de la
lumiére, les carrés des vitesses &, etc., ainsi que le produit des accélérations par les di-
stances, comme nous l’avons fait plus haut, les valeurs de X,, ¥,, Z, restent confor-
mes 3 la loi de NEwTON.

Nous pourrons prendre:

€]

A
p=o, Y=_"g'

Av'ec Pordre d’approximation adopté, on a:
k,=*k =1, C=1, A=—r +>x¢ —E), B=—r,
x=x+Et=x —¢&r
La r* équation (9) devient alors:
X =a(x— 4E).

Mais si on néglige le carré de &, on peut remplacer 4§ par — r &, ou encore
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par —r% , ce qui donne:
Xl = a(x + Elr) = xxl :

La loi de Newron donnerait
X

T 3
L&

xl

Nous devons donc choisir, pour I'invariant «, celui qui se réduit 3 — - a lordre
1

d’approximation adopté, c’est-d-dire % Les équations (9) deviendront:
x kA4
X=rp % PO
— Y .k 4
YL=yp "%, PC
(II) < 7 — z _C _k_x A
'k B 'k, BC
r k4
L=—pp—nPC

Nous voyons d’abord que lattraction corrigée se compose de deux composantes;
’'une paralléle au vecteur qui joint les positions des deux corps, P’autre paralléle 4 la
vitesse du corps attirant.

Rappelons que quand nous parlons de la position ou de la vitesse du corps atti-
rant, il s’agit de sa position ou de sa vitesse au moment ot 'onde gravifique le quitte;
pour le corps attiré, au contraire, il s’agit de sa position ou de sa vitesse du moment
ou l'onde gravifique latteint, cette onde étant supposée se propager avec la vitesse de
la lumiere.

Je crois qu’il serait prématuré de vouloir pousser plus loin la discussion de ces
formules; je me bornerai donc 4 quelques remarques.

. . 1 .
1° Les solutions (11) ne sont pas uniques; on peut, en effet, remplacer 7 qui

entre en facteur partout, par
& +(C—1f.(4, B, O)+ (4 — BYf,(4, B, O),

f, et f, étant des fonctons arbitraires de 4, B, C, ou encore ne plus prendre § nul,
mais ajouter 3 «, , v des termes complémentaires quelconques, pourvu qu’ils satisfas-
sent 3 la condition (10) et qu’ils soient du 2* ordre par rapport aux §, en ce qui con-
cerne a, et du 1" ordre en ce qui concerne P et ¥.

2° La 1% équation (11) peut s’écrire:

; k y
(1) X, = s TEE) +8,6 + X x0)
et la quantité entre crochets peut, elle-méme, s’écrire:

(12) (x+rE) +nEy—xn)+L¢E 1 — L),
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de sorte que la force totale peut étre partagée en trois composantes correspondant aux
trois parenthéses de ’expression (12); la premitre composante a une vague analogie avec
la force mécanique due au champ électrique, les deux autres avec la force mécanique
due au champ magnétique; pour compléter l’analogie je puis, en vertu de la 1** re-

marque, remplacer dans les équations (11) —1;—, par B’ , de facon que X,, Y, Z ne

dépendent plus que lindairement de la vitesse &, =, { du corps attiré, puisque C a di-
sparu du dénominateur de (11°*).
Posons alors:

(13) kx(x+rsx)=)" k.(}"""“:):!"’ kl({+rzl)=v’
kl(nlz_zly)zl', kl(zlx_gl()=#’, kl(gly_-xnl)zv’;
il viendra, C ayant disparu du dénominateur de (11°*):
A nv'—Cy.’
X, = g R
(14) Y, = B +_C__——Ev

Ep’ —a¥
Z=pt+ g
et on aura d’ailleurs:
(15) B=3¥—3.
Alors 2, p, v, ou B” ; ) 1;’, , est une espéce de champ électrique, tandis que

A\, @'y vy ou plutdt z, , g, » Br» €st une espéce de champ magnétique.

’ vl

3° Le postulat de relativité nous obligerait 4 adopter la solution (11) ou la solution
(14) ou l'une quelconque des solutions qui s’en déduiraient 4 I'aide de la 1% remar-
que; mais la premitre question qui se pose est celle de savoir si elles sont compatibles
avec les observations astronomiques; la divergence avec la loi de NEwTON est de 'ordre
de §? cest-d-dire 10000 fois plus petite que si elle était de Pordre de &, c’est-d-dire
si la propagation se faisait avec la vitesse de la lumiére, ceteris non mutatis ; il est donc

permis d’espérer qu’elle ne sera pas trop grande. Mais une discussion approfondie
pourra seule nous I’apprendre.

Paris, juillet 1g05.

H. PoincareE.
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