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Vorrede.

An dieser Stelle mdchte ich dem Verfasser dieses
Buches meinen Dank aussprechen fir viele, schine
Stunden, die er mir dadurch bereitet hat, da8 ich mit
Hilfe meines Vaters sein Werk ins Deutache @ibertragen
durfte. Ich bin dberzeugt, daB es auch dem deutschen
Leser grofies Interesse abgewinnen wird, und dafl er
mit Spannung und Bewunderung den scharfsinnigen und
doch leicht faBlich ausgedriickten Gedanken des Ver-
fassers folgen wird. Muochte es mir gelungen sein, auch
im Deutschen wenigstens einen Begriff von der Schin-
heit der Sprache des redegewandten Franzosen wieder-
zugeben.

Der Uberblick, den er tiber den heutigen Stand-
punkt der Wissenschaft und Gber ihre allmihliche Ent-
wicklung gibt, wie sie sowohl bis jetzt vor sich ge-
gangen ist, als wie er sich ihre zukiinftigen Fortschritte
denkt, ist fiir den Gelehrten zweifellos von grdoitem
Interesse., Der Verfasser selbst vergiit aber seine wissen-
schaftliche Bildung und stellt sich freundlich auf den
Standpunkt derer, ,,die noch keine Geometrie kennen®,
und durch zahireiche - Beispiele und Erliuterungen
macht er sein Werk allen zuginglich.

Dadurch gewinnt das Buch auch fdr einen nicht
wissenschaftlich vorgebildeten Leser grofien Wert; ja
gerade ihm gibt es einen klaren Begriff von dem, was
der Zweck der Wissenschaft, das Ziel aller Bemiihungen
der Gelehrten ist, und wir bekommen einen Einblick in
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die Mittel, mit denen sie zu Werke gehen, und in die
Schwierigkeiten, gegen die sie zu kimpfen haben.

Im ersten Teil erschiittert er allerdings das, was der
Laie als vollstindig gegeben und selbstverstindlich an-
geschen hat, den Begriff von Raum und Zeit; aber er
regt durch seine eigenen, geistvollen Betrachtungen auch
in uns Gedanken an, die uns bis dahin fremd waren.

Im weiteren Verlauf des Buches beweist er, daff die
Wissenschaft nie vergeblich ist, und da8 die darauf ver-
wendete Zeit und Mithe auch dann noch nicht als ver-
loren zu betrachten sind, wenn spitere Generationen die
Theorien der Vorfahren als irrtdmlich und unzutreffend
ansechen. Er zeigt uns, da ein Milerfolg den Gelehrten
nie entmutigen und abschrecken darf, daB8 er im Gegen-
teil stets von neuem seine Kraft cinsetzen muB, auch
ohne praktischen Nutzen zu schen, ja daB gerade der
schdnste Zweck der Wissenschaft sur der ist, die Wissen-
schaft zu bereichern.

Ich darf schlieBlich nicht unterlassen, den Freunden
meinen Dank zu sagen, die meiner Arbeit mit Interesse
gefolgt sind und sie durch Hilfe bei der Korrektur ge-
fordert haben. Insbesondere gilt dieser Dank Herrn
Professor Wellstein, dessen sachkundiger Rat das Ver-
stindnis vertieft und den deutschen Ausdruck verbessert
hat. Mein Dank gilt auch dem Herrn Verleger, auf
dessen Anregung ich die Arbeit unternommen habe, und
der allen Wanschen in bezug auf Druck und Ausstattung
des Werkes bereitwillig entgegengekommen ist,

StraBburg, im Mirz 1906,
' Emilie Weber.

Printea in Gey many




Zur zweiten deutschen Auflage.

Die Wissenschaft hat immer Ungifubige und Ver-
leumder gefunden, die gleich bereit waren, aus relativen
MiBerfolgen und voribergehendem Stillstand Beweise
zu zichen, und die Gestiindnisse der Gelehrten aufsu-,
zeichnen, die bekennen, dafl die Wissenschaft begnut
ist, die aber versiiumen hinzuzufigen, dag sie innerhalb
ihrer Grenzen die Herrschaft behilt.

Wer die wissenschaftliche Arbeit von aufien be-
trachtet, wird darllber erstaunena, cine gestrige Wahs-
heit so leicht morgen zum Irrtunr werden zu sehen.
Er glaubt dann, da8 unsere Eroberungen voriibergehend
sind, daB die feierlichst zugesicherten Prinzipien nur
. eine Modesache sind, und er sicht nicht, dafl unter diesen
notwendigen Umgestaltungen die wissenschaftliche Wahr-
heit immer die eine, sich selber gleiche bleibt. Sie bleibt
ewig unverinderlich, uad nur die Kleider, in die man
sie hillit, wechseln mit den Launen der Mode.

Und ich spreche hier nicht von irgendeiner gans
abstrakten Wahrheit, die so allgemein geworden wire,
daf sic jede genaue Bedeutung verloren hiitte; eine
Wahrheit, die man mit grofien Buchstaben schreiben
und die man bewundern mifite, ohne etwas dazu sagen
zu kinnen. Die bleibenden wissenschaftlichen Wahr-
heiten sind die Tatsachen, und nicht allein die rohen
Tatsachen, sondern die wahren Bezichungen zwischen
den Tatsachen; was sich indert ist die Sprache, in der
diese Tatsachen ausgedriickt werden; diese Sprache
dndert sich, weil auf jede alte Tatsache der Widerschein
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der neuen Tatsachen fillt, die in jedem Augenblick ent-
deckt werden und die man so gut wie mdglich aussu-
driicken sucht, nicht nur in dem, was diese Tatsache
ist, sondern in den wechselnden Ansichten, die sie unter
den vielseitigen Beleuchtungen darbietet.

Gliicklicherweise ist die Wissenschaft zu Anwendungen
zu gebrauchen, und das 148t die Skeptischen verstummen.
Wenn sie sich eine neue Erfindung zunutze machen
wollen, und wenn sie sich @berzeugen, dafl die Sache
geht, so miissen sie wohi anerkennen, dafl da etwas
anderes ist als Triume. Und wir miissen auch den
Segen anerkennen, der in der Entvncklung der In-
dustrie liegt.

Ich will nicht sagen, daB die Wissenschaft fiir die
Anwendungen gemacht sei; nicht im entferntesten;
man mufl sie um ihrer selbst willen lieben, aber der
Anblick der Anwendungen bewahrt uns vor dem Skepﬁ-
zismus,

Und dann haben die Feinde der Wmenschaft einen
anderen Beweis: sie beobachten, da viele Erfindungen
von Arbeitern gemacht werden, von Minnern ohne
grofle Bildung; da8 die Gelehrten ihre ersten Versuche
mit Achselzucken aufnehmen, und beweisen, daf das
nicht gehen kann; wenn der Erfinder ausharrt, so ist
manchmal das, was ihm zum Exfolg verhilft, dafl er
die Wissenschaft verachtet; und erst nachdem.es geht,
beweisen die Gelehrten, da. es gehen mug.

Und das ist manchmal teilweise wahr; ktthne Uater-
nehmungen sind oft denen zu verdanken, die schwindel-
frei sind, und um Schwindel zu vermeiden, darf man
nicht allzuklar sehen. Unter diesen Ktthnen zihlt man
nur, die Erfolg haben; man wird die nicht zZhlen, die
dabei den Hals brechen. .

Nicht weniger wabr ist es, dafl die moderne industrielle
Entwicklung, im ganzen betrachtet, unmdglich gewesen
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wire ohne den Fortschritt der Wissenschaft. Der
Unwissendste lebt heute in einer durch die Wissenschaft
gestalteten Umgebung und empfingt unbewufit ihren
EinfluB. Die Wissenschaft ist es, die seinen Triumen
die Form gibt, die in anderen Jahrhunderten. eine ganz
andere gewesen wire. Meistens fithrt zu ihrer Anwendung
eine ' Idee wissenschaftlichen Ursprungs, die aber ihr
Erfinder anfangs nur fiir eine Art geistreicher Spielerei
und absolut unausfithtbar hielt, wegen tausend prak-
tischer Schwierigkeiten, die er voraussah, Alle Er-
finder haben Vorginger gehabt, ihnen kommt aber das
Verdienst zu, nicht bei Schwierigkeiten anzuhalten,
die sie nicht alle gleichzeitig sahen, und die sie eine
nach der anderen tiberwanden.

H. Poincaré.
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Einleitung.

Die Wahrheit aufzusuchen soll der Zweck unserer
Tatigkeit sein; das ist'das einzige Ziel, das ihrer wiirdig
ist. Gewifl miissen wir uns zue’x%’ﬁemeh, die mensch-
lichen Leiden zu erleichtern; doch wozu? Nicht-leiden
ist ein negatives Ideal, das viel sicherer durch die
Vernichtung der Welt erreicht wirde, Wenn wir den
Menschen mehr und mehr von den materiellen Sorgen
befreien woilen, so geschieht es, damit er die wieder-
gewonnene Freiheit zum Studium und zur Betrachtung
der Wahrheit gebrauche.

Jedoch zuweilen erschreckt uns die Wahrheit; und
wir wissen auch wirklich, dafl sic manchmal triigerisch
ist, daf sie eine Erscheinung ist, die sich uns nur einen
Augenblick zeigt, um endlos zu fliehen, die wir weiter
und immer weiter verfolgen miissen, ohne sie je er
reichen zu konnen. Und doch, um zu handeln, ist es
notwendig einen Halt zu machen, &vdyxy ovijvas, wie
irgendein Grieche Aristoteles oder ein anderer gesagt
hat. Wir wissen auch, wie grausam sie oft ist, und wir
fragen uns, ob die Illusion nicht nur viel trdstlicher,
sondern auch viel stirkender ist; denn sie ist es, die
uns die Zuversicht gibt. | Wird uns die Hoffnung bleiben,
wenn sie verschwunden ist, und werden wir den Mut
zum Handeln behalten? KEs ist wie bei einem Schul-
pferd das das Vorwirtsgehen verwsigern wiirde, wenn
man nicht die Vorsichtsmafregel trife, ihm die Augen
zu verbinden. Um die Wahrheit 3u suchen, muf8 man -
unabhingig sein, vollstindig unabhingig. Wenn wir
handeln wollen hingegen, wenn wir stark sein wollen,

Poincaré, Wert der Wissenschaft. 2. Aufl. b {
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mitssen wir vereint sein. Das ist és, warum viele unter

uns vor der Wahrheit erschrecken; sie betrachten sie als
eine Ursache der Schwiche, . Und dennoch darf man
die Wahrheit nicht ftirchten, denn sie allein ist schén.

Wenn ich hier von der Wahrheit spreche, so meine
ich selbstverstindlich in erster Linie die wissenschaffliche
Wahrheit; aber ich meine auch die moralische Wahr-
heit, von der das, was man Gerechtigkeit nennt, nureine
Seite ist. Es mag scheinen, als ob ich mit Worten spiele,
als ob ich unter einem Namen zwei Dinge vereinige,
die nichts Gemeinsames haben; daf8 die wissenschaftliche
Wahrheit, die man beweisen kann, in keiner Weise der
motalischen Wahsheit gleicht, die man fithlen mu8.

Und doch kann ich sie nicht trennen, und die, welche
dic eine liecben, kdnnen nie die andere nicht lieben.
Um die eine wie die andere zu finden, mufl man sich
bemithen, seine Seele vollkommen frei zu machen vom
Vorurteil und von der Leidenschaft; man muB zu un-
bedingter Aufrichtigkeit gelangen. Diese beiden Arten
der Wahrheit verursachen uns, einmal entdeckt, die
gleiche Freude; von dem ‘Augenblicke an, da man sie er-
kannt hat, strahlt die eine wie die andere im gleichen
Glanze, so daB man sie sehen oder die Augen schliefien
mufl. Alle beide endlich. zichen uns an und flichen
uns; sie stehen niemals fest; wenn man glaubt, sie er-
reicht zu haben, sieht man, dal man noch weiter gehen
mufl, und der, der sie verfolgt, ist dazu verdammt, die
Ruhe niemals kennen zu lernen.

Es ist noch hinzuzufiigen, da8 die, welche Furcht
vor der einen haben, auch die andere fiirchten werden;
denn das sind die, die sich in allen Dingen zuerst von
den Folgen beeinflussen lassen. In einem Wort: ich
vereinige die beiden Arten von Wahrheit, weil uns die
gleichen Grilnde veranlassen, sie zu lieben, und die
gleichen Griinde, sie zu flrchten.

\
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Brauchen wir uns vor der moralischen Wahrheit nicht
zu scheuen, so haben wir um so weniger die wissen-
schaftliche Wahrheit zu fiirchten. Und vor allem kann
sie nicht in Widerstreit mit der Moral geraten. Die
Moral und die Wissenschaft haben ihre cigenen Gebiete,
die sich bertihren, aber nicht durchdringen. Die eine
zeigt uns das Ziel, nach dem wir streben sollen, die
andere lehrt uns die Mittel erkennen, das gegebene Ziel
zu erreichen. Sie ktnnen sich also nie widersprechen,
weil sie sich nie begegnen. Es kann keine unmoralische
Wissenschaft geben, so wenig wie es eine wissenschaft-
liche Moral geben kann.

Wenn man aber Furcht vor der Wissenschaft hat, so
ist das hauptsichlich, weil sle uns das Glick nicht
geben kann, — Nein, augenscheinlich kann sie es uns
nicht geben, und man kann sich fragen, ob das Vieh
nicht weniger leidet als der Mensch., Aber kdnnen wir
ein Paradies auf Erden ersehnen, wo der Mensch gleich
dem Tiere wirklich unsterblich wire, weil er nicht wiifite,
da8 er sterben mufi} Wenn man den Apfel gekostet
hat, vergiit man den Geschmack durch keine Leiden
wieder, sondern kehrt stets zu ihm zuriick,. Wie kinnte
man auch anders? Ebensogut kdnnte man fragen, ob
ein Sehender erblinden kdnne, ohne das Heimweh nach
dem Licht zu fihlen. So kann auch der Mensch wohl
nicht glitcklich werden durch die Wissenschaft, aber
heutzutage kann er noch viel weniger gliicklich werden
ohne sie.

Wenn aber die Wahrheit das einzige Ziel ist, das
verfolgt zu werden verdient, kdnnen wir hoffen es zu
erreichen? Hieran kann man zweifeln. Die Leser meines
kleinen Buches @iber ,, Wissensckaft und Hypothese'* wissen.
schon, wie ich hiériiber denke. Die Wahrheit, die uns
flachtig zu sehen erlaubt ist, ist nicht ganz das, was die
meisten Menschen unter diesem Wort verstehen. Folgt

1*



4 Einleitung,

daraus, dafl unser Streben nach Wahrheit, das sich uns so
gebieterisch aufdringt, zugleich ewig vergeblich ist?
Oder konnen wir trotz alledem der Wahrheit von irgend-
einer Seite nahen? Das haben wir zu priifen.

Vor allem, tiber welche Werkzeuge verfiigen wir zur
Losung dieser Aufgabe? Ist der Verstand des Menschen,
oder um uns zu beschrinken, der Verstand des Gelehrten
nicht einer unendlichen Mannigfaltigkeit fihig? Man
kinnte, ohne diesen Gegenstand zu erschdpfen, viele
Bi#nde dariiber schreiben; ich habe ihn nur flichtig in
einigen kurzen Seiten gestreift. DaB der Geist des
Mathematikers dem des Physikers oder dem des Natur-
forschers wenig gleicht, wird jedermann zugeben; aber
auch die Mathematiker selbst gleichen einander nicht; die
einen kennen nur die unerbittliche Logik, die andern
rufen die Intuition an und sehen in ihr die einzige
+ Quelle der Entdeckungen. Dies wire ein Grund zum
Miitrauen. Kénnen sclbst die mathematischen Theoreme
so unZhnlichen Geistern im gleichen Lichte erscheinen?
Die Wahrheit, die nicht fiir alle die gleiche ist, ist das
die Wahrheit? Doch bei niherer Betrachtung sehen wir,
wie all diese verschiedenen Arbeiter an einem genzein-
samen Werk schaffen, das ohne ihr Zusammenwirken
nicht vollendet werden kdnnte. Und das gibt uns einige
Zuversicht. '
 Dann missen wir die Rahmen priifen, in denen uns
die Natur eingeschlossen erscheint und die wir die Zeit
und den Raum nennen. In ,,Wissenschaft und Hypo-
these'’ habe ich schon gezeigt, dafi ihre Bedeutung nur
eine relative ist. Nicht die Natur dringt sie uns auf, wir
dringen sie der Natur auf, weil wir sie bequem finden;
aber ich habe fast nur vom Raume gesprochen und be-
sonders vom ,,quantitativen‘* Raum sozusagen, das heifit
~ von den mathematischen Bezichungen, deren Gesamtheit
die Geometrie bildet. Es blieb noch su beweisen, daf es
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sich mit der Zeit ebenso verhilt wie mit dem Raume
und auch ebenso mit dem ,,qualitativen** Raum; be-
sonders war zu erforschen, warum wir dem Raume
drei Dimensionen beilegen.. Man wird mir also erlauben,
noch einmal auf diese wichtigen Fragen zurlickzukommen.

Ist denn die mathematisché Analyse, deren Haupt-
gegenstand das Studium dieser leeren Rahmen bildet,
nichts -als eine eitle Spielerei des Geistes? Sie kann
dem Physiker nichts geben als eine' bequeme Sprache;
ist dies nicht ein sehr geringer Dienst, den man im
Notfalle hitte entbehren kdnnen; ja ist nicht sogar zu
fiirchten; daB diese kiinstliche Sprache nichts ist als ein
Schleier, der zwischen die Wirklichkeit -und das Auge
des Physikers geschoben ist? Keinéswegs; ohne diese
Sprache wire uns der grofite Teil des tieferen Zu-
. sammenhanges der Dinge fiir alle Zeiten unbekannt ge-
blieben, und wir wiren uns niemals der innersten Har-
‘monie der Welt bewufit geworden, die, wie wir sehen
- werden, die einzige wahrhafte Wirklichkeit ist.

Der beste Ausdruck fiir diese Harmonie ist das Ge-
setz; das Gesetz ist eine der neuesten Errungenschaften
“des menschlichen Geistes; es gibt noch Valker, die in
einem bestindigen Wunder leben und die nicht dariiber
erstaunen, Wir dagegen sollten staunen iiber die Regel-
maBigkeit der Natur| ‘Die Menschen verlangen von ihren
Géttern, dafl sie ihr Dasein durch Wunder offenbaren,
aber das ewige Wunder ist, daBl nicht endlos Wunder
geschehen., Und darum ist die Welt gbttlich, weil sie
darum harmonisch ist. Wiirde sie durch Laune regiert,
‘was bewiese uns, dafl sie nicht durch den Zufall regiert
 wird?

Diese Errungenschaft des Gesetzes verdanken wir der
Astronomie, und -darin liegt eben die Grtfe dieser
Wissenschaft, mehr noch als in der Erhabenheit des
Gegenstandes, den sie behandelt.
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Es war also ganz naturgemi, daf die Himmels-
mechanik das erste Vorbild der mathematischen Physik
war; seither hat-sich aber diese Wissenschaft entwickelt,
sie entwickelt sich noch, ja sie entwickelt sich schneil.
Und schon ist es nitig, das Bild, das ich im Jahre 1900
entworfen und dem ich zwei Kapitel von ,,Wissen-
schaft und Hypothese* gewidmet habe, in einigen
Punkten zu verindern. In einem Vortrag auf der Welt-
ausstellung von Saint-Louis 3904 habe ich versucht,
den zuriickgelegten Weg zu bemessen; was der Erfolg
dieser Untersuchung war, wird der Leser weiterhin er-
fahren.

Die Fortschritte der Wissenschaft scheinen die fest-
stehendsten Grundsiitze in Gefahr zu bringen, sogar die,
welche als fundamental angesehen wurden. Jedoch ist
durch nichts bewiesen, dafl es nicht gelingen wird, sie
zu retten, und wenn es auch nur unvollkommen gelingt,
so werden sie doch fortbestehen, indem sie sich um-
gestalten. Man mufl den Gang der Wissenschaft nicht der
Umgestaltung einer Stadt vergleichen, in der die alten
Gebsude schonungslos. niedergerissen werden, um neuen
Bauwerken Platz zu machen, sondern der stetigen Ent-
wicklung der Tierformen, die sich unaufhérlich fortbilden
und schlieflich dem gewdhnlichen Blick unkenntlich
werden, wihrend ein geiibtes Auge immer die Spuren
der Arbeit verflossener Jahrhunderte wiederfindet. Man
darf also micht glauben, daf die veralteten Theorien
unfruchtbar und vergeblich gewesen sind.

Wenn wir hier stehen blieben, so finden wir in diesen
Seiten einigen Grund, Vertrauen zu dem Wert der

Wissenschaft zu fassen, aber viel mehr Griinde ihm-

zu miftrauen. Wir behielten den Eindruck eines Zweifels;
das muf jetzt richtiggestellt werden.

Manche haben die Rolle des Ubereinkommens in
der Wissenschaft ibertrieben, sie sind so weit gegangen,

-




Entwicklung der Wissenschaft. 7

zu sagen, das Gesetz, die wissenschaftliche Tatsache
selbst sei von den Gelehrten geschaffen. Das heifit viel
Zu weit gehen auf dem Weg des Nominalismus. Nein,
die wissenschaftlichen Gesetze sind keine kiinstlichen
Schopfungen. . Wir haben durchaus keinen Grund, sie
fir etwas Zufilliges zu halten, wenn es uns auch nicht
“mbglich ist, zu beweisen, daf} sie es nicht sind.

Besteht die Harmonie, die die menschliche Intelli-
gena in der Natur zu entdecken glaubt, auch auSerhalb
dieser Intelligenz? Nein, zweifellos ist eine Wirklichkeit,
die vom Geist, der sie begreift, sie sieht oder fihlit, voll-
stindig unabhingig ist, eine Unmoglichkeit. Wenn
wirklich eine derartige auflere Welt bestinde, sie wiire
uns fiir alle Zeiten unzugiiaglich. Das aber, was wir
objektive Wirklichkeit nennen, ist, wenn man es recht
iiberlegt, das, was vielen denkenden Wesen gemein ist
und was allen gemein sein kdnnte. Dieses Gemeinsame
kann, wie wir sehen werden, nichts anderes sein als
die Harmonie, ausgedriickt durch die mathematischen
Gesetze. ,

Die Harmonie ist also die einzige objektive Wirk-
lichkeit, die einzige Wahrheit, zu der wit gelangen
konnen, und wenn ich hinzufiige, daf die allgemeine
Harmonie der Welt die Quelle aller Schdnhéit ist, so
wird man einschen, weichen Wert wir dem langsamen
und mithseligen Fortschritt beimessen missen, der sie
uns nach und nach immer besser erkennen lehrt.



Erster Teil,
Die mathematischen Wissepschaften.

Erstes Kapitel
Anschauung und Logik in der Mathematik.

L

is ist unmdglich, die Werke der grofien Mathema-
or zu studieren, ja selbst die der kleinen, ohne zwei
gegengesetzte Tendenzen, oder vielmehr zwei voll-
ndig verschiedene Geistesrichtungen zu unterscheiden.
: einen sind vor allem durch die Logik beeinflufit;
in man ihre Werke liest, kdnnte man glauben, daf3
nur Schritt flir Schritt vorriicken, nach der Methode
es Vauban, der mit seinen Belagerungswerken gegen
e Festung vorriickt, ohne dem Zufall das geringste zu
rrlassen. Die anderen lassen sich durch die Anschau-
1 leiten und machen, gleich kithnen Reitern im Vor-
tengefecht, mit einem Schlage grofe Eroberungen, die
r nicht immer zuverl4ssig sind.

Jicht der zu bearbeitende Stoff veranlafit sie zur
en oder anderen Methode. Wenn man die ersteren oft
alytiker, die anderen Geometer nennt, so bleiben die
en Analytiker, selbst bei geometrischen Arbeiten,
wrend die anderen auch dann noch Geometer sind,
1n sie sich mit reiner Analyse beschiftigen. Es ist die
lage des Geistes, die sie zu Logikern oder intuitiven
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Naturen macht, und sie kénnen sich nicht davon befreien,
wenn sie einen neuen Gegenstand vornehmen.

Es ist auch nicht die Erzichung, die in ihnen die
eine der beiden Richtungen geweckt und die andere
erstickt hat. Man wird zum Mathematiker geboren, nicht
erzogen, und allem Anschein nach wird man auch zum
Geometer oder zum Analytiker geboren,

Ich mdchte Beispiele anfithren, und es fehlt mir
nicht daran, aber um den Gegensatz deutlich hervor-
zuheben, mufl ich mit einem besonders schlagenden
Beispiel beginnen; es sei mir gestattet, es an zwei leben-
den Mathematikern zu zeigen. ’

Méray fuhrt den Beweis, dafl eine binomische Glei-
chung immer eine Wurzel hat, oder, gemeinverstindlich
zusgedrlickt, da8 jeder Winkel sich teilen 1a8t,

Wenn es eine Wahrheit gibt, die uns auf den ersten
Blick als solche in die Augen filit, so ist es diese. Wer
zweifelt daran, dal ein Winkel sich immer in eine be-
liebige Anzah! gleicher Teile teilen Lifit? Méray. ist
anderer Meinung, ihm scheint’ diese Voraussetzung
keinedwegs einleuchtend, und er widmet dem Beweis
mehrere Seiten.

Nehmen wir dagegen Felix Klein; er studiert eine
der allerabstraktesten Fragen der Funktionentheorie.
Es handelt sich darum, ob auf einer gegebenen Rie-
" mannschen Fliche immer eine Funktion existiert, die
gegebene Singularititen zulafit. Was macht der berithmte
deutsche Geometer? Er ersetzt seine Riemannsche
Fliche durch eine Metallfliche, deren elektrische Leitungs-
fihigkeit nach bestimmten Gesetzen variiert. Er ver-
bindet zwei ihrer Punkte mit den zwei Polen einer elek-
trischen S#ule. Er sagt sich, daB der Strom hindurch-
gehen mufl, und da8 die Art, in der er sich iber die
Flache verteilt, eine Funktion definiert, deren Singulari-
titen genau die durch das Problem geforderten sind,
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Natatlich wei Klein selir’ gut, dafi er damit nur
ein Aper¢u gemacht hat; trotzdem hat er nicht ge-
zdgert, es zu vertffentlichen; und vermutlich glaubte
er darin, wenn auch keinen strengen Beweis, so doch
eine Art moralischer Gewiflheit gefunden zu haben. Ein
Logiker hitte eine derartige Vorstellung mit Abscheu
von sich gewiesen, oder er wlire viélmehr gar nicht in
die Lage gekommen sie abzuweieen, weil sie ihm nie
in den Sinn gekommen wire.

Ich méchte noch zwei Manner vergleichen, die der
Stolz der franzdsischen Wiseenschaft sind, die uns erst
kiirzlich entrissen wurden, aber schon seit lahgem der
Unsterblitlikeit angehdren: ich meine Bertrand und
Hermite. 8ie haben gleichzeitig die gleithe Schule
besucht, sie genossen die gleiche Erziehung, waren den
gleichen Einflissen unterworfen. Und doch, welcher
Unterschied! Das geht nicht nur aus ihren Schriften
herver; in ihren Vortrigen, ihrer Redeweise, ja selbst
in jhrem AuBeren spricht es sich aus. Ihre Ztge sind
allen iliren Schilern unausldschlich eingeprigt. All
denen, die das Gliick hatten, ihren Vorlesungen folgen
zu dirfen, leben sie in frischem Andenken; es ist uns
leicht, sie uns zurtdckzurufen.

Bertrand ist beim Reden in steter Bewegung;
bald scheint er einen XuBeren Feind anzugreifen, bald
zeichnet er durch eine Handbewegung die Figuren
. seiner Studien. Augenscheinlich erblickt er etwas und
mdchte es malen, darum nimmt er seine Zuflucht zu
darstellenden Bewegungen. Ganz anders Hermite;
seine Augen scheinen die Berithrung mit dér Welt zu
flichen; nicht auflen, in seinem Innern sucht er die Er-
kenntnis der Wahrheit.

Unter den deutschen Mathematikern dieses Jahr-
hunderts sind besonders zwei Namen berlthmt, die der
" beiden Gelehrten, die die allgemeine Funktionentheorie
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geschafien haben: Weierstra und Riemann, Weier-
strafl fuhrt alles auf die Betrachtung von Reihen und
ihre analytische Umformung zuriick, mit anderen Worten,
er griindet die Analysis auf eine Art Erweiterung der
Arithmetik. Man kann seine simtlichen Schriften durch-
gehen, ohne eine Figur zu findeh. Riemann hingegen
nimmt sofort die Geometrie zu Hilfe, jede seiner Vor-
stellungen ist ein Bild, dds man nie wieder vergiSt,
wenn man cinmal den Sinn erfait hat.

"In neuerer Zeit war Lie ein Mann der Anschauung;
man konnte zweifeln, wenn man seine Werke las, man
zweifelte nicht mehr, wenn man mit ihm gesprochen
hatte; man sah sofort, da8 er in Bildern dachte. Frau
Kowalevski war eine Logikerin. R

Bei unseren ‘Studenten kann man denselben Unter-
schied bemerken. Die einen behandeln ihre Probleme
lieber durch ,die Analyse*, die anderen durch ,,die
Geometrie* Die ersteren sind unfihig ,,im Raum 2u
sehen®, die andern witrden bei langen Rechnungen rasch
ermiiden und verwirrt werden.

Beide Geistesrichtungen sind dem Fortschritt der
Wissenschaft in gleichem MaBe nitig; die Logiker so-
wohl wie die Intuitiven haben Grofles geleistet, was die
anderen nicht vermocht hitten. Wer wagte zu ent-
scheiden, ob es besser sei, daB Weierstra nie etwas
geschrieben hiitte, oder daB es keinen Riemann ge-
geben hitte? Die Analyse und die Syathese haben also
beide ihre berechtigte Stellung, aber es ist interessant
zu erforschen; welche Rolle der einen und der andern
in der Geschichte der Wissenschaft zukommt,

IL

- Wunderbar! wenn wir die Werke der Alten lesen,
sind wir versucht, sie alle zu den Intuitiven zu zihlen.
Und dennoch bleibt sich die Natur immer gleich; es ist
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nicht wahrscheinlich, daB sie erst in diesem Jahrhundert
angefangen hat, Geister zu.schaffen, die sich der Logik
uwenden.

Konnten wir uns in den Ideengang ihrer Zeit zurtick-
rersetzen, so witrden wir bald erkennen, dafl viele dieser
ten Geometer ihrer Neigung nach Analytiker waren.
Tuklid zum Beispiel hat ein Geriist des Wissens auf-
serichtet,” an dem seine Zeitgenossen keinen Fehler
inden konnten. Obgleich an diesem umfangreichen Ge-
sdude jedes Stiick aus der Anschauung entstanden ist,
'rkennt man daran auch heute noch ohne Miihe das
Verk eines Logikers.

Nicht die Geister sind es, ‘die sich geandert haben,
vohl aber die Ideen; die intuitiven Geister sind die
sleichen geblieben, aber ihre Leser haben andere An-
orderungen an sie gestellt.

Worin liegt der Grund dieser Umwilzung?

Er ist nicht schwer zu entdecken. Die Anschauung
tann uns nicht die Strenge, nicht einmal volle Gewif}-
1eit geben, davon hat man sich mehr und mehr tiberzeugt.

Ich will einige Beispiele anfithren.: Wir wissen, daf
1 stetige Funktionen gibt, die keine Derivierte haben.
Nichts ist der Anschauung anstéfiger als diese Be-
1auptung, die uns durch die Logik aufgedringt wird.
Jnsere Viater wiirden nicht gezdgert haben zu sagen:
,Es ist klar, daB jede stetlge Funktion eine Derivierte
1at, denn jede Kurve hat eine Tangente.‘

Wie kann uns die Anschauung so sehr té,uschen?
Das kommt daher, da8, wenn wir versuchen, uns eine
Rurve zu denken, wir sie uns nicht ohne Dicke vor-
stellen kdnnen; ebenso sehen wir eine Gerade, wenn
wir sie uns vorstellen wollen, in der Form eines gerad-
inigen Streifens von einer gewissen Breite. Wir wissen
wohl, dal diese Linien keine Dicke haben; wir bemiihen
ins, sie uns immer schmiler und schmiler zu denken
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und uns so der Grenze zu nihern; das gelingt uns auch
bis zu einem gewissen Grade, aber wir erreichen diese
Grenze niemals. Und nun ist es klar, da wir uns zwei
schmale Binder, das eine geradlinig, das andere ge-
krimmt, immer in einer Lage vorstellen. kdnnen, wo
sie leicht ineinander eingreifen, ohne einander zu durch-
dringen.

So kommen wir also dazu, wenn wir nicht durch eine
strenge Analyse gewarnt sind, zu folgern, da eine
Kurve immer eige Tatigente hat.

Ich wihle als zweites Beispiel .das Dirichletsche
Prinzip, auf dem so viele Theorien der mathematischen
Physik fufien; heute begriindet man es durch sehr strenge,
aber auch sehr lange Schluifolgerungen, frither begntigte
man sich mit einem summarischen Beweis. Ein gewisses
Integral, das von einer willkirlichen Funktion &bh#ngig
ist, kann niemals gleich Null werden, Man schlo8 dar-
aus, dafi es einen kleinsten Wert haben miisse. Der
Fehler dieser Folgerung zeigt sich uns sofort, da wir den
abstrakten Ausdruck Funktion gebrauchen, und da wir
vertraut sind mit all den Singularititen, die die Funktionen
aufweisen kinnen, wenn man das Wort in seiner all-
gemeinsten Bedeutung versteht,

Es wiire nicht so, wenn man sich konkreter Bxlder
bediente, wena man zum Beispiel diese Funktion als
elektrische Spannung betrachtete; man hitte fur erlaubt
gehalten zu behaupten, daf8 das elektrostatische Gleich-
gewicht erreicht werden wird. '~ Vielleicht aber hitte
ein physikalischer Vergleich doch einiges Miftrauen er-
weckt. Wenn man sich aber bemtiht hitte, diese Fol.
gerung in die Sprache der Geometrie, der Vermittlerin
awischen der Sprache der Analysis und der Sprache
der Physik, zu ibertragen, o hitten sich diese Zweifel
sicher nicht gezeigt, und vielleicht konnte man auf
diese Werse sogar heute noch unbefangene Leser tiuschen.
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Die Anschauung gibt uns keine Sicherheit, darum
konnte diese Umwilzung vor sich gehen; jetzt missen
wir ergriinden, wie sie vor sich gegangen ist.

Sehr rasch hat man eingesehen, daB die Strenge
nicht in die SchluBifolgerungen eindringen konnte, wenn
man sie nicht zuvor in die Definitionen einfihrte.

Lange Zeit waren die Gegenstinde, mit denen die
Mathematiker sich beschiftigten,zum groBten Teil schlecht
definiert; man glaubte sie zu kennen, weil man sie sich
mit den Sinnen oder der Einbildungskraft vorstellte;
aber man hat nur ein rohes Bild, keine genaue Idee,
auf die man eine Schluffolgerung hitte griinden kinnen.

Hier in erster Linie mufiten die Logiker mit ihren
Bemithungen einsetzen.

So zum Beispiel bei den inkommensurablen Zahlen.

Die umbestimmte Idee der Stetigkeit, die wir der
Anschauvung verdanken, hat sich in ein kompliziertes
System von Ungleichungen aufgeltst, das sich auf ganze
Zahlen bezieht,

Hierdurch sind die Schwierigkeiten, die von dem
Grenzlibergang oder von der Betrachtung des. Unend-
lich-Kleinen herrthren, endgtltig sufgeklirct.

Heute bleiben in der Analyse nur noch ganze Zahlea
oder endliche oder unendliche Systeme ganzer Zahlen,
die untereinander durch ein Netz von Gleichheits- oder
Ungleichheitsverhiltnissen verbunden sind.

Die Mathematik hat sich, wie man sagt, snthmet:s:ert.

IIL

Eine Hauptfrage dringt sich uns auf. Ist diese Um-
wilzung beendet? :

Haben wir die absolute Genauigkeit schon erreicht?
In jedem Stadium der Umwalzung glaubten unsere Viter
schon, sie erreicht zu haben. Wenn sie sich irrten,
warum sollten nicht auch wir uns irren gleich ihnen?
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Wir glauben, in unseren Schlufifolgerungen die An-
schauung nicht mehr zu Hilfe zu rufen. Die Philosophen
sagen uns, daf} dies eine Einbildung sei. Die reine Logik
fihre uns stets nur zu Wiederholungen, sie kdnne nichts _
Neues schaffen, aus ihr allein kénne keine Wissenschaft
hervorgehen.

Die Philosophen haben in einer Beziehung recht; zur
Arithmetik sowohl als zur Geometrie oder gu irgendeiner
Wissenschaft braucht es noch etwas anderes als die reine
Logik. Dies andere zu bezeichnen steht uns nur das
Wort Intuition zur Verfiigung; aber wieviel verschiedene
Begriffe liegen in diesem einen Wort. °

Vergleichen wir die folgenden vier Axiome:

1. Wenn zwei Grofien einer dritten gleich sind, so
sind sie auch einander gleich.

2. Wenn ein Satz fiir die Zabl 1 wahr ist, und man
beweist, dafl er fiir #» 4+ 1 wahr ist, vorausgesetzt, dafl
er es filr » ist, 8o ist er fiir alle ganzen Zahlen wahr.

3. Wenn auf einer Geraden der Punkt € zwischen
4 und B liegt, und der Punkt D zwischen 4 und C,
so liegt der Punkt D zwischen 4 und B.

4. Durch einen Punkt kann man nur eine Parallele
zu einer Geraden ziehen.

Alle vier milssen der Anschauung zugeschrieben
werden, und doch ist das erste der Ausdruck eines Ge-
setzes der formalen Logik, das zweite ist in Wahrheit
ein synthetisches Urteil @ priors, der Grundstein der
strengen mathematischen Induktion; das dritte ist eine
Berufung auf die Einbildungskraft, das vierte eine ver-
hiillte Definition.

Die Intuition ist nicht unbedingt auf die Wahrneh-
mung der Sinne gegriindet; die Sinne wiirden bald macht-
los werden; wir kénnen uns zum Beispiel das Tausend-



16 Erster Teil. Die mathematischen Wissenschaften.

eck nicht vorstellen, und doch behandeln wir anschaulich
die Vielecke im allgemeinen, unter denen das Tausend-
eck als besonderer Fall einbegriffen ist,
" Was Poncelet unter dem Stetigkeitsprinsip versteht
‘ist bekannt, Was bei einer reellen Grofle zutrifft, sagt
Poncelet, muB auch bei einer imaginiren Gréle zu-
treffen, Was bei einer Hyperbel, deren Asymptoten
reell sind, zutrifft, mufl auch bei einer Ellipse, deren
" Asymptoten imaginir sind, wahr sein. Poncelet war
einer der allerintuitivsten Geister dieses Jahrhunderts;
er war es mit Leidenschaft, fast mit Ostentation; er sah
das Stetigkeitsprinzip als eine seiner kithnsten Schép-
fungen an, und doch beruht dieses Prinzip nicht auf dem
Zeugnis der Sinne, es widerspricht vielmehr diesem Zeug-
nis, die Hyperbel der Ellipse gleichzustellen. Es war nur
eine Art-vorschneller und instinktiver Verallgemeinerung,
die ich {ibrigens nicht verteidigen will.

Wir haben also mehrere Arten von Anschauung:
erstens die Berufung auf die Sinne und die Einbildungs-
kraft, dann die Verallgemeinerung durch Indaktion,
die den experimentellen Wissenschaften sozusagen nach-
gebildet wird; wir haben endlich die Anschauung der
reinen Zahlen, aus der der zweite der ebengenannten
Grundsitze hervorgegangen ist, und die allein die wahre
mathematische SchluBfolgerung erzeugen kann.

Die zwei ersten koannen uns keine Sicherheit geben,
das habe ich oben durch Beispiele gezeigt, aber wer
konnte ernstlich an der dritten, wer kénnte an der Arith- -
metik zweifeln?

Demnach gibt es, wenn man sich die Mithe machen
will, streng zu sein, fir die heutige Analyse nichts als
Vernunftschliisse oder die Berufung auf diese Intuition
der reinen Zahl, die einzige, die uns nicht t4uschen
kann. Man kann sagen, da8 heute die absolute Strenge
erreicht ist,
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Iv.

Die Philosophen machen noch einen andern Ein-
wurf: Was ihr an Strenge gewinnt, sagen sie, das ver-
liert ihr an Objektivitit., Ihr kdnnt euch zu eurem Ideal
der Logik nur erheben, indem ihr die Fesseln zerschneidet,
die euch an die Wirklichkeit kntipfen. Eure Wissen-
schaft ist makellos, aber sie kann es nur bleiben, indem
sie sich in einen Turm von Elfenbein einschlieSt und sich
jede Beziehung zur Aufienwelt versagt. Sie ist aber
gezwungen, ihn zu verlassen, sobald sie die geringste
Anwendung versuchen will,

Ich will zum Beispiel. beweisen, daﬁ«. eine gewisse
Eigenschaft einem gewissen Gegenstand zukomme, dessen
Begriff mir anfangs undefinierbar erscheint, weil ez der
Anschauung entstammt. Ich scheitere zunichst mit
meinem Versuch, oder ich mufi mich mit ungefihren
Beweisen begnigen; ich entschlieSe mich endlich, meinem
Gegenstand eine genaue Definition zu geben, die mir
erlaubt, diese Eigenschaften in einwandsfreier Weise
festzustellen,

Und was dann? fragen die Philosophen. Es bleibt
noch zu zeigen, dafl der Gegenstand, der dieser Defini-
tion entspricht, auch genau der. gleiche ist wie der, den
die Anschauung dich kennen lehrte; oder auch, daf
dieser wirkliche und konkrete Gegenstand, dessen
Ubereinstimmung mit deiner intuitiven Idee du sofort zu
erkennen glaubst, deiner neuen Definition genau ent-
spricht. Nur dann kannst du behaupten, dafl er die
" in Frage stehende Eigenschaft besitzt; du hast die
Schwierigkeit nur verschoben.

Das ist nicht rxchtlg, man hat die Schwierigkeit nu:ht.

verschoben, man hat sie geteilt. Die Behauptung, um
deren Begritndung es sich handelte, besteht in Wirklich-
keit aus zwei verschiedenen Wahrheiten, die man aber
nicht von vornherein unterschieden hatte. Die erste ist
Poincaré, Wert der Wissenschaft. 2. Aufl. 2
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eine mathematische Wahrheit, und die ist jetzt streng
bewiesen. Die zweite ist eine experimentelle Wahrheit.
Die Erfahrung nur kann uns lehren, ob dieses reale und
konkrete Objekt dieser absatrakten Definition entspricht
oder nicht. Diese zweite Wahrheit ist nicht mathematisch
bewiesen, aber sie kann es auch nicht sein, so wenig
wie ein empirisches Gesetz der Physik und Naturwissen-
schaft. Es wire unverniinftig, mehr zu verlangen.

Ist es also nicht ein groSer Fortschritt, unterschieden
z2u haben, was man lange Zeit mit Unrecht zusammen-
geworfen hatte?

Soll damit gesagt sein, da nichts von diesem Ein-
wurf der Philosophen ibrig bleibt? Das will ich nicht
sagen; die mathematische Wissenschaft nimmt, indem
sie streng wird, den Charakter des Kinstlichen an,
der alle Welt befremdet; sie vergifit ihren historischen
Ursprung; man sieht, wie die Fragen geldst werden
kdnnen, man sieht nicht mehr, wie und warum sie ge- -
stelit wurden. i

Das beweist uns, dafi die Logik nicht geniigt, dal die
demonstrative Wissenschaft nicht die ganze Wissen-
schaft ist, und dag die Intuition ihre Rolle als Erginzung,
ich mochte sagen als Gegengewicht oder als Gegengift,
beibehalten muf.

Ich hatte schon Gelegenheit, zu betonen, daf die
Intuition ihren Platz im Unterricht der mathematischen
Wissenschaft behaupten soll. Ohne sie wiifiten sich die
jungen Geister nicht in den Sinn der Mathematik zu
finden, sie wiirden sie nicht lieben lernen und darin nichts
sehen als ein leeres Wortgefecht. Besonders aber wiirden
sie ohne sie nie fihigwerden, die Mathematik anzuwenden.

Heute aber will ich vor allen Dingen von der Rolle
der Anschauung in der Wissenschaft selber sprechen.
Weann sie dem Studierenden ntitzlich ist, 8o ist sie es weit
mehr noch dem schaffenden Gelehrten.
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V.

Wir suchen die Wirklichkeit, aber was ist die Wirk-
lichkeit?

Die Physiologen lehren uns, daB die Organismen aus
Zellen zusammengesetzt sind; die Chemiker fiigen hinzu,
dafl diese Zellen selbst wieder aus Atomen bestehen.
Ist damit gesagt, dafl diese Atome oder dafl diese Zellen
die Wirklichkeit darstellen, oder wenigstens die einzige
Wirklichkeit? Ist die Art, wie diese Zellen gestaltet
sind, und das, woraus die Einheit des Individuums
entsteht, nicht auch eine Wirklichkeit, und eine weit
interessantere als die der getrennten Elemente? Wiorde
ein Naturforscher, der den Elefanten nie anders als
mit dem Mikroskop studiert hat, glauben, dieses Tier
geniigend zu kennen?

Und in der Mathematik gibt es etwas dem Entsprechen-
des. Der Logiker zerlegt sozusagen jeden Beweis in eine
sehr grofie Zahl Elementaroperationen. Wenn man alle
diese Operationen, eine nach der anderen, pruft und ge-
funden hat, dal jede von ihnen fehlerlos ist, wird man
dann glauben, den wahren Sinn des Beweises verstanden
zu haben? Wiirde man ihn verstanden haben, selbst
wenn es durch eine Anstrengung des Gedichtnisses
gelinge, den ganzen Beweis zu wiederholen mit An-
fohrung all der elementaren Schritte, in derselben
Reihenfolge, in der sie der Erfinder angeordnet hat?

Offenbar nicht; wir besifien noch nicht die volle
Wirklichkeit; das gewisse Etwas, das die Einheit des
Beweises ausmacht, wiirde uns ganz entgangen sein.

Die reine Analysis stellt uns eine Menge von Ver-
fahren zur Verfigung, fiir deren Unfehlbarkeit sie uns
biirgt; sie Sffnet uns tausend Wege, die wir mit vollem
Vertrauen betreten kdnnen, und bei denen wir sicher-
lich auf kein Hindernis stofien; aber welcher von all

2.
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:sen Wegen wird uns am schnellsten zum Ziele fiihren?
er sagt uns, welchen wir wihlen sollen? Wir brauchen
1e Gabe, die uns von weitem das. Ziel sehen Lifit, und
:se Gabe ist die Intuition. Sie ist dem Forscher ndtig,
1 seinen Weg zu wihlen, sie ist dem nicht weniger
tig, der seine Strafle zieht und wissen mdchte, warum
sie gewzhlt hat.

Wer einer Schachpartie beiwohnt, dem wird es zum
rstdndnis der Partie nicht genligen, die Regeln iber
n Lauf der Figuren zu kennen, Das wiirde ihm nur
lauben zu erkennen, daf jeder Zug den Regeln ent-
rechend gespielt wurde, und dieser Vorzug hitte sehr
:nig Wert. Es wire jedoch das gleiche, wie es dem
ser eines mathematischen Buches ginge, wenn er nur
giker wire. Die Partie verstehen, das ist etwas ganz
deres, das heifit wissen, warum der Spieler mit dieser
gur zieht anstatt mit jener anderen, was er auch hitte
n konnen, ohne die Spielregeln zu dbertreten; das
iBt den inneren Grund erkennen, der aus dieser Reihe
feinanderfolgender Ziige ein arganisches Ganzes macht.
it viel mehr Grund ist diese Fihigkeit dem Spieler
Ibst ndtig, das heiSt dem Erfinder.

Wir wollen diesen Vergleich verlassen und zur Mathe-
atik zurtickkehren.

Wie ist es zum Beispiel mit der Idee der stetxgen
inktion ergangen? Anfangs war sie nichts als ein
ihrnehmbares Bild, zum Beispiel ein Strich, der mit
reide auf einer schwarzen Tafel gezogen war. Dann
t sie sich nach und nach verfeinert, bald hat man sich
rer ‘bedient, um ein kompliziertes System von Un-
eichheiten aufzustellen, welches sozusagen alle Linien
8 Urbildes wiedergab. Als dieses Geb4ude beendet
ar, hat man gewissermafien das Gertist abgeprochen;
an hat die grobe Darstellung, die ihm kurze Zeit als
{itze diente und in Zukunft nutzlos war, verworfen; es
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ist nichts geblieben als die dem Auge des Logikers
tadellos erscheinende Konstruktion selbst. Und dennoch,
wenn das Urbild unserem Gedichtnis vollstindig ent-
schwunden wire, wie kdnnten wir erraten, durch welche
Laune sich all diese Ungleichheiten in dieser Weise eine
auf der anderen aufgebaut haben?

Es mag scheinen, als treibe ich MiSbrauch mit Ver-
gleichen; trotzdem mochte ich noch einen anfithren.
Allgemein bekannt sind die feinen Geftige von Kiesel-
nadeln, die das Skelett gewisser Schwimme bilden. Wenn
die organische Materie vergangen ist, bleibt nichts wie
ein zerbrechliches und zierliches Spitzengewebe, Es ist
in Wirklichkeit nichts als Kieselsiure; aber was inter-
essant ist, das ist die Form, die diese Kiesels#iure an-
genommen hat, und wir kdnnen sie nicht verstehen, wenn
wir nicht den lebenden Schwamm kennen, der ihr gerade
diese Form aufgeprigt hat, So ist es auch bei den
alten intuitiven Begriffen unserer Viter, die, selbst wenn
wir sie aufgegeben haben, ihre Form noch dem logischen
Geriist aufdriicken, das wir an ihre Stelle gesetzt haben,

Dieser Uberblick ist dem Erfinder notig; er ist dem
ebenso ndtig, der den Erfinder wirklich verstehen will;
kann ihn die Logik uns geben?

Nein, der Name, den ihr die Mathematiker- geben,
genligt, um das zu beweisen. In der Mathematik heifit
die Logik Analysis, und Analysis bedeutet Zerteilung,
Zergliederung. Sie kann demnach keine anderen Werk-
zeuge haben als das Seziermesser und das Mikroskop.

Also hat die Logik sowohl als die Anschauung jede .
ihre unentbehrliche Aufgabe. Beide sind notwendig, Die
Logik, die allein die Gewiflheit geben kann, ist das
Werkzeug des Beweises; die Intuition ist das Werkzeug
der Erfindung.
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VI

rer in dem Augenblicke, wo ich diesen Schluf ziehe,
It mich ein Zweifel. Zu Anfang habe ich zwei Arten
1ematischer Geister unterschieden, die einen logisch
analytisch, die anderen intuitiv und geometrisch.
sind aber auch die Analytiker Erfinder gewesen.
Namen, die ich soeben angefiihrt habe, ersparen
das auszufithren.

1s ist — wenigstens scheinbar — ein Widerspruch,
erldutert werden mug.

aubt man erstens etwa, dafl die Logiker immer vom
:meinen zum Besonderen zu Werk gegangen sind,
es ihnen die Regeln der strengen Logik vorzu-
siben scheinen? Auf diese Weise hitten sie die
zen der Wissenschaft nicht erweitern konnen,
mnschaftliche Eroberungen macht man nur durch
Verallgemeinerung.

einem Kapitel von , Wissenschaft und Hypothese*
: ich Gelegenheit, die Natur der mathematischen
isse zu behandeln, und ich habe gezeigt, wie uns
Schliisse, ohne dabei ihre unbedingte Strenge ein-
Ben, vom Besonderen zum Allgemeinen fiihren
en durch einen Vorgang, den ich die mathematische
ktion genannt habe.

irch dieses Verfahren haben die Analytiker die
enschaft gefordert, und wenn man die Einzel-
n ihrer Beweise priift, so findet man es jeden Augen-
" neben den klassischen Syllogismen des Aristo-

ir sehen also schon, da§ die Analytiker nicht, nach
der Scholastiker, nur Syllogismen bilden.

aubt man ferner, dafl sie immer Schritt fiir Schritt
:gangen sind, ohne das Ziel, das sie erreichen woliten,
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vor Augen zu haben? Sie mufiten auch den Weg vorher-
sehen, der sie dahin filhrte, und daszu brauchten sie
einen Fahrer.

Dieser Fuhrer ist in erster Linie die Analogie.

So ist zum Beispiel eine den Analytikern wertvolle
SchluBfolgerung die, die sich auf die Anwendung der
Majoranten grtindet.. Es ist bekannt, da8 sie schon zur
Losung vieler Probleme gedient hat. Worin besteht
nun die Arbeit des Erfinders, der sie auf ein neues Pro-
blem anwenden will? Er muB zuerst die Analogie seiner
Frage mit denen, die schon auf diese Weise geldst sind,
erkennen; er mufl dann ergriinden, wodurch diese neue
Frage sich von den anderen unterscheidet und die
Abinderungen klarlegen, die an der Methode vorgenom-
men werden miissen. :

Aber wie erkennt man diese Ubereinstimmungen und
Unterschiede? :

In dem Beispiel, das ich soebéen angefdhrt habe, sind
sie fast immer augenfiillig, aber ich hiitte andere finden
kénnen, wo sie weit versteckter sind; oft bedarf es
eines, ungewdhnlichen Scharfsinnes, um sie aufzu-
decken. »

Die Analytiker missen, um sich diese verborgenen
Analogien nicht entgehen zu lassen, mit anderen Worten,
um Erfinder sein zu kdnnen, wenn sie ihre Zuflucht
nicht zu den Sinnen und der Einbildungskraft nehmen
wollen, ein unmittelbares Geftlhl davon haben, was die
Einheit eines Schlusses ist, was sozusagen seine Seele
und sein inneres Leben ist.

Wenn man sich mit Hermite unterhielt, so zog er
nie ein greifbares Bild heran, und dach bemerkte man
sehr bald, daf ihm die allerabstraktesten Begriffe gleich
lebenden Wesen waren. Er sah sie nicht, aber er fiihlte,
daB sie nicht eine kiinstliche Zusammenfligung sind,
sondern da8 sie ein Prinzip innerer Einheit haben:
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Aber, wird man einwerfen, das ist ja auch noch In-
uition. ‘Miissen wir daraus schlieBen, da8 der zu Anfang
emachte Unterschied nur Schein war, dafl es nur eine
rt Geister gibt, und dafl alle Mathematiker von der
.aschauung beherrscht werden, wenigstens alle, die fahig
ind zu erfinden?

Nein, unsere Unterscheidung entspricht etwas Wirk-
chem. Ich habe oben gesagt, da8 es mehrere Arten der
.nschauung gibt. Ich habe gesagt, wie sehr die Intuition
er reinen Zahlen, aus der strenge mathematische
olgerungen hervorgehen kdnnen, von der Intuition der
Vahrnehmungen unterschieden ist, bei der, genau ge-
ommen, die Einbildungskraft alle Kosten tragen mufl.

Ist der Abgrund, der sie treant, weniger tief, als es
uerst den Anschein hatte? Wird man mit einiger Auf-
1erksamkeit erkennen, dafl sogar diese reine Intuition
icht ohne die Hilfe der Sinne bestehen kann? Das ist
ache der Psychologen und Metaphysiker; ich will mich
1t dieser Frage nicht befassen.

Es gentigt, dafl die Sache unentschieden ist, um:
1r ein Recht zu geben, - einen wesentlichen Unter-
chied zwischen den beiden Arten der Anschauung zu
rkennen und festzustellen. Sie haben nicht den gleichen
regenstand und scheinen zwei verschiedene Fahig-
eiten unserer Seele in Tatigkeit zu setzen. Man kdnnte
ie zwei Scheinwerfern vergleichen, die auf zwei ein.
nder fremde Welten gerichtet sind.

Die Intuition der reinen Zahl, der reinen, logischen
‘orm erleuchtet und leitet die, die wir Analytiker ge-
annt haben.

Sie ist ¢s, die ihnen nicht nur zu beweisen, sondern
uch zu erfinden erlaubt, Durch sie kdnnen sie mit
inem Blick den allgemeinen Plan eines logischen Auf-
aues erkennen, und zwar ohne dafi die Sinne helfend
inzugreifen scheinen.
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"Wenn sie auch die Hilfe der Einbildungskraft zurlick.
weisen, die, wie wir gesehen haben, nicht immer un.
fehlbar ist, so kdnnen sie doch vorriicken ohne Furcht
sich zu tiuschen. Gliicklich die, die diese Sttitze ent-
behren kdénnen! Wir missen sie bewundern; a.bet wie
selten sind siel

Es gxbt also Erfinder unter den Analytikern, aber es
gibt wenige,

Die meisten unter uns fihlen sich, wenn sie von
weitem durch diese einzig reine Intuition sehen wollen,
bald vom Schwindel erfat. Ihre Schwiche bedarf eines
kriftigeren Stabes, und trotz der Ausnahmen, von denen
wir ‘eben gesprochen haben, ist es unzweifelhaft, da8 die
sinnliche Anschauung in der Mathematik das gewthn-
lichste Werkzeug der Erfindung ist, Hier stellt sich eine
. Frage, die ich jetzt nicht nach allen ihren Einzelheiten
erdrtern und beantworten kann,

Ist es angebracht, hier eine neue Einteilung zu machen
und unter den Analytikern die zu unterscheiden, die sich
besonders dieser reinen Intuition bedienen, und die, die
sich in erster Linie durch die formale Logik beeinflussen
lassen?

Hermitezum Beispiel, den ich vorhin angefthrt habe,
kann nicht zu den Geometern gezihlt werden, die Ge-
brauch von der sinnlichen Anschauung machen; aber ev
ist auch kein Logiker im eigeatlichen Sinne. Er verbirgt
seine Abneigung gegen das rein deduktive Verfahren
nicht, das vom Allgemeinen ausgeht, um zum Einzelnen
zu gelangen,
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Zweites Kapitel.
Das MaB der Zeit.

L

Solange wir das Gebiet des Bewufitseins nicht ver-
lassen, ist der Begriff der Zeit verhiltnismiBig klar.
Nicht allein unterscheiden wir miihelos die gegenwirtige
Empfindung von der Erinnerung an vergangene Empfin-
dungen oder von der Voraussicht zukiinftiger, sondern
wir wissen auch ganz genau, was wir sagen wollen, wenn
wir versichern, dal von zwei Begebenheiten des Bewufit-
seins, an die wir die Erinnerung bewahrt haben, die
eine frither war als die andere, oder dal von zwei vor-
ausgesehenen Vorgingen des Bewufltseins der eine frither
sein wird als der andere.

Wenn wir sagen, dafl zwei Tatsachen des Bewufit-
seins gleichzeitig sind, so meinen wir damit, da8 sie
eingnder vollstindig decken, so da8 die Analyse sie nicht
trennen kann, ohne den Totaleindruck zu verstiimmeln.

Die Reihenfolge, in die wir die Begebenheiten des
BewufBtseins ordnen, duldet keinerlei Willkiir; sie ist uns
vorgeschrieben und wir kdnnen nichts daran &ndern.

Ich habe nur noch eine Bemerkung hinzuzufiigen. Eine
Summe von Empfindungen muB aufgehért haben, gegen-
wirtig zu sein, um eine Erinnerung werden zu kdnnen,
die geeignet ist, in die Zeit eingeordnet zu werden;
wir miissen das Gefiihl ihrer unendlichen Verknipfung
verloren haben, sonst wire sie gegenwirtig geblieben.
Sie mufl sich um einen Mittelpunkt von Ideenverbin-
dungen sozusagen kristallisiert haben, der gleichsam eine
Uberschrift ist. Erst wenn sie so alles Leben verloren
haben, kdnnen wir unsere Erinnerungen in die Zeit ein-
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ordnen, wie ein Botaniker seine getrockneten Blumen in
sein Herbarium einreiht.

Aber diese Uberschriften kdnnen nur in begrenzter Zahl
vorhanden sein. Demnach miifite der psychologische Zeit-
begriff die Vorstellung von Liicken in sich schlieBen. Woher
kommt das Geftihl, da8 zwischen zwei beliebigen Zeit-
punkten andere Zeitpunkte liegen? Wir ordnen unsere Er- -
innerungen in die Zeit ein, aber wir wissen, dafi leere
Felder bleiben. Wie ginge das zu, wenn die Zeit nicht ein
schon frither in unserem Geist existierender Begriff wire?
Wie kénnten wir wissen, daB8 es leere Felder gibt, wenn
sich uns diese Felder nur durch ihren Inhalt offenbarten?

IL

Das ist aber nicht alles; in diese Form wollen wir
nicht nur die Empfindungen unserer Seele einkleiden,
sondern auch die, welche sich in den Seelen anderer ab-
spielen. Und mehr noch; wir wollen auch die 4ufieren
Tatsachen hineinreihen, dieses Etwas, womit wir den
Raum beleben, und was keine Seele unmittelbar emp-~
findet. Wir miissen wohl, denn sonst kénnte die Wissen-
schaft nicht bestehen. Mit einem Wort, die psychologische
Zeit ist uns gegeben, und wir wollen die wissenschaft-
liche und die physikalische Zeit schaffen. Hiermit
beginnt die Schwierigkeit oder vielmehr die Schwierig-
keiten; denn es sind deren zwei.

Wir haben hier das Bewufitsein zweier Personen:
gleichsam zwei fiir einander undurchdringliche Welten.
Auf welche Weise konnen wir sie in eine Form bringen
oder sie mit dem gleichen Mafistabe messen? Ist es
nicht, als wollte man mit einem Gramm messen oder
mit einem Meter wiigen?

Und warum sprechen wir tberhaupt vom Messen?
Wir wissen wohl, daf8 die eine Sache frither geschah als
die andere, aber nicht wieviel ftiher.
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Also zwei Schwierigkeiten: :

1. Konnen wir die psychologische Zeit, die qualitativ
ist, in eine quantxtatxve Zeit umwandeln?

2. Kénnen wir Begebenheiten, die sich in verschie-

- denen Welten ereignen, auf das glexche Maf zuriick-
fithren?
IIL

Die erste Schwierigkeit hat man seit langem erkannt;
sie war der Gegenstand vieler Untersuchungen, und man
kann sagen, dafl die Frage entschieden ist.

- Wir haben keine direkte Empfindung fily die Gleichheit
sweter Zestraume, Wer diese Empfindung zu haben glaubt,
ist durch eine Illusion getiuscht.

Wenn ich sage, von zwolf bis ein Uhr ist dle gleiche
Zeit vergangen wie von zwei bis drei Uhr, was hat diese
Behauptung fir einen Sinn?

Die geringste Uberlegung zeigt, daB sie an sich gar
keinen Sinn hat. Sie kann nur den haben, den ich ihr

"durch eine Erklirung geben will, die unzweifelhaft einen
gewissen Grad von Willktr zulift,

Die Psychologen hitten sich- mit diegser Erklirung
zufrieden geben kdnnen, die Physiker, die Astronomen
kbnnen es nicht. Wir wollen sehen, wie sie sich ges
holfen haben.

Zum Messen der Zeit bedienen sie sich des Pendels,
und sie nehmen durch Definition an, daBl alle Schwin-
gungen dieses Pendels  von gleicher Dauer sind. Das
ist aber nichts als einc erste Anniherung. Die Tem-
peratur, der Widerstand der Luft, der atmosphirische
Druck verussachen Schwankungen im Gang des Pendels.
Kénnte man diesen Stdrungen entgehen, so wiirde man
eine sehr viel grofiere Anniherung haben, aber es wire
doch nur eine Anniherung. Neue, bis jetzt unbeachtete
Ursachen, elektrische, magnetische oder was es sonst sei,
wiirden kleine Abweichungen herbeifithren.
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Tatsichlich miissen die besten Uhren von Zeit zu
Zeit gerichtet werden, und dies geschieht mit Hilfe
astronomischer Beobachtungen. Man richtet sie so, dafl
die Sternenuhr die gleiche Stunde zeigt, wenn der gleiche
Stern den Meridian passiert. Mit anderen Worten, der
siderische Tag, das heifit die Dauer der Rotation der Erde,
ist die dauernde Einheit der Zeit. Man setzt an Stelle
der aus dem Pendelschlag genommenen Definition eine
neue. Man nimmt an, daf} zwei vollstindige Umdrehungen
der Erde um ihre Achse die gleiche Dauer haben.

Aber auch mit dieser Definition sind die Astronomen
noch nicht zufrieden. Viele von ihnen glauben, daf8 die
Gezeiten des Meeres gleich e¢iner Bremse auf unsere Erd-
kugel wirken, und da8 die Rotation der Erde immer
langsamer und langsamer wird. So erklirt sich auch
die scheinbare Beschleunigung der Bewegung des Mondes,
der schneller zu gehen scheint als die Theorie zulifit,
weil unsere Uhr, die Erde, nachgeht.

Iv.

Dies alles macht wenig aus, wird man sagen. Natiir-
lich sind unsere Instrumente unvollkommen, aber
es genligt, dafl wir uns ein vollkommenes Instrument
. denken konnen. Dies Ideal ist nicht zu erreichen,
aber wir kdnnen es uns wenigstens vorstellen und
so die Strenge in die Definition der Einheit der Zeit
hineinbringen.

Das Ungliick ist nur, dal diese Strenge auch hierin
nicht vorhanden ist. Welches Postulat setzen wir still-
schweigend voraus, wenn -wir uns des Pendels zum
Messen der Zeit bedienen?

Daf die Dauer sweier identischen Ereignisse gleick sei,
oder, wenn man lieber will, dafl die gleichen Ursachen
gleiche Zeit brauchen, um gleiche Wirkungen hervor-
zubringen.
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Und das ist filr den Anfang eine gute Definition der
rleichen Dauer zweier Zeitrdume, Aber wir miissen vor-
ichtig sein. Ist es unmdglich, daBl die Erfahrung unser
ostulat einst widerlegen wird?

Ich will mich niher erkliren. Ich nehme an, dafl an
inem bestimmten Punkt der Erde eines Tages das Er-
ignis « eintritt, das nach Verlauf einer bestimmten Zeit
lie Wirkung «” nach sich zieht. An einem andern Punkt
ler Erde, weit entfernt vom ersten, tritt das Ereignis g
in, das die Wirkung §’ zur Folge hat. Die Ereignisse «
md B sind gleichzeitig, ebenso wie die Wirkungen o
nd .

In ﬁ;iner spiteren Zeit wiederholt sich das Ereignis «
nter ungefibr denselben Umstinden, und gleichzeitig
viederholt sich auch das Ereignis f an einem weit ent-
ernten Punkt der Welt unter ungefihr gleichenr Um-
tdnden.

Die Wirkungen o und ' werden sich auch wieder-
olen. Ich nehme nun an, dafl die Wirkung o’ merklich
rilher stattfindet als die Wirkung f§'.

Wenn uns die Erfahrung einen solchen Vorgang be-
eugte, so wire unser Postulat widerlegt. Denn eine
olche Erfahrung wiirde uns zeigen, dal die erste
Jauer aa’ ebenso lang ist als die Dauer ff, und die
weite Dauer ae’ kleiner ist als die Dauer . Im Gegen-
atz hierzu wiirde unser Postulat fordern, da die Dauer
er beiden Zeitriume ao’ die gleiche sei, ebenso wie
ie Dauer der beiden Zeitriume pf. Die Gleichheit
nd Ungleichheit, die der Erfahrung entnommen wiren,
ind unvereinbar mit den beiden Gleichheiten, die das
‘ostulat fordert. .

Kann man behaupten, dafl die Voraussetzungen, die
th soeben gemacht habe, absurd sind? Sie enthalten
ichts, was mit dem Prinzip des Widerspruches unver-
inbar wire. Natiirlich ktnnen sie sich nicht verwirk-
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lichen, ohne da8 das Prinzip des geniigenden Grundes
" verletzt zu werden schiene. Aber um eine so funda-
mentale Definition zu rechtfertigen, wiirde ich eine
andere Biirgschaft verlangen.

v

Aber das geniigt noch nicht. In der physischen Wirk-
lichkeit veranlaBt nicht eine Ursache eine Wirkung,
sondern eine Menge verschiedener Ursachen tragen dazu
bei, sie hervorzubringen, ohne dafl man irgendein Mittel
hitte, den Anteil jedes einzelnen unter ihnen zu sondern.

Die Physiker versuchen diesen Unterschied zu machen,
aber es gelingt ihnen nur ungefihr, und was fiir Fort-
schritte sie auch machen, es wird doch immer ungefshr
bleiben. Es ist ungefihr richtig, dafl die Pendelschwin-
gung nur von der Anziehungskraft der Erde herriibrt;
aber ganz streng genommen ist bis zur Anziehungs-
kraft des Sirius keine, die nicht auf das Pendel ein-
wirkt.

Unter diesen Umstinden ist es klar, daB die Ur-
sachen, die eine gewisse Wirkung hervorgerufen haben,
sich nie anders als ungefihr wiederholen kiénnen.

Demnach miissen wir unser Postulat und unsere De-
finition abindern, und der Satz: ,Dieselben Ursachen
brauchen gleiche Zeit, um die gleichen Wirkungen hervor-
zubringen** miiite lauten: ,,Ungefidhr gleiche Ursachen
brauchen ungefshr gleiche Zeit, um ungefibhr gleiche
Wirkungen hervorzubringen®’.

Unsere Definition ist also nur angenghert.

Ubrigens, wie Calinon in einer neueren Abhandlung
(Etudes sur les diverses grandeurs, Paris, Gauthier-
Villars 1897) sehr richtig bemerkt: ,,Einer der Umst#nde
bei jeder beliebigen Naturerscheinung ist die Schnellig-
keit der Umdrehung der Erde. Wenn sich diese Rotations-
geschwindigkeit #ndert, verursacht sie bei der Wieder-
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holung dieser Naturerscheinung einen Umstand, der sich
nicht gleich bleibt. Aber anzunehmen, dafl die Rotations-
geschwindigkeit gleich bleibt, heifit annehmen, da8f
man die Zeit messen kann,* .

Unsere Definition ist also noch nicht befriedigend;
es ist nicht die, welche die Astronomen, von denen ich
oben gesprochen habe, stillschweigend annehmen, wean
- sie behaupten, da die Erdumdrehung sich verlangsamt.

Welchen Sinn hat diese Behauptung in ihrem Munde?
Wir kénnen ihn nur verstehen, indem wir die Beweise
ihrer Behauptung zergliedern.

Sie sagen erstens, daf die Reibung der Gezeiten
lebendige Kraft zerstdren mu8}, indem sie Wirme erzeugt.
Sie berufen sich also auf das Prinzip der lebendigen
Kraft oder der Erhaltung der Energie.

Sie sagen ferner, dal die sikulare Beschleunigung
des Mondes, nach dem Newtonschen Gesetz berechnet,
kleiner sein miifite, als sich aus den Beobachtungen er-
gibt, wenn man nicht die auf die Verlangsamung der
Erdumdrehung beziiglichen Korrektionen vornimmt.

Sie berufen sich also auf das Newtonsche Gesetz.

Mit andern Worten, sie definieren das Zeitma$ in
folgender Weise: Die Zeit mufl so definiert werden, dafl
das Newtonsche Gesetz und das der lebendigen Kraft
gelten.,

Das Newtonsche Gesetz ist eine Erfahrungstatsache
und als solche nur angenihert; daraus folgt, dafl wir
auch jetzt noch nur eine ungefihre Definition haben.

Wenn wir eine andere Art, die Zeit zu messen, an-
nehmen wollten, so wiirden die Erfahrungen, auf die das
Newtonsche Gesetz gegriindet ist, nichtsdestoweniger
den gleichen Sinn behalten, Nur der Wortlaut wire
ein anderer, weil es in eine andere Sprache Ubersetzt
wire. Er wirde zweifellos sehr viel weniger einfach
werden. :
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So lifit sich also die von den Astronomen ange-
nommene Definition folgendermafien zusammenfassen:

» Die Zeit muf so definiert werden, daB8 die Gleichungen
der Mechanik so einfach wie moglich werden.” Mit
-anderen Worten, es gibt keine Art, die Zeit zu messen,
die richtiger ist als:eine andere; die, die allgemein an-
gewendet wird, ist nur bequemer.

Wir haben nicht das Recht, von zwei Uhren zu sagen,
daB die eine richtig gehe und die andere falsch, wir
koénnen nur sagen, daf es vorteilhafter ist, sich nach den
Angaben der ersteren zu richten.

Die Schwierigkeit; mit der wir uns eben beschiftigt
haben, ist, wie schon gesagt, oft bemerkt worden. Von
den neuesten Arbeiten, in denen davon die Rede ist,
will ich aufler dem kleinen- Werk von Calinon noch
das Lebrbuch der Mechanik von Andrade erw#hnen.

VL

Die zweite Schwierigkeit hat bis jetzt die Aufmerk-

samkeit viel weniger auf sich gezogen, und doch ent-
spricht sie ganz der vorhergehenden; logischerweise hitte
ich sogar frither davon reden sollen.
- Zwei psychologische Ereignisse gehen in zwei ver-
schiedenen Seelen vor; was will ich damit ausdriicken,
wenn ich sage, dafl sie gleichzeitig sind? Was will ich
ausdriicken, wenn ich sage, daB ein physisches Er-
eignis, das auflerhalb allen Bewufitseins vor sich geht,
frither oder spater ist als ein Vorgang in unserem Be-
wuftsein?

Im Jahre 1572 bemerkte Tycho - Brahe einen neuen
Stern am Himmel. Ein michtiger Brand war auf irgend
einem sehr weit entfernten Stern entstanden; aber schon
viel frither, es hatte mindestens zweihundert Jahre ge-
dauert, bis das Licht, das von diesem Stern ausgegangen

Poincaré, Wert der Wissenschaft. 3. Aafl. 3
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war, unsere Erde erreichte. Dieser Brand hat also vor
der Entdeckung von Amerika stattgefunden.

Was bedeutet dieser Ausspruch; was bedeutet es
wenn ich diese gewaltige Erscheinung betrachte, die viel-
leicht keinen einzigen Zeugen gehabt hat, weil die Tra-
banten dieses Sterns vielleicht keine Bewohner haben,
und sage, dafl dies Ereignis stattfand, bevor das Bild
der Insel Espanola in der Seele von Christoph Columbus
entstand?

Ein wenig Uberlegung genfigt, um zu begreifen, daf
alle diese Versicherungen an sich gar keinen Sinn haben
und nur infolge eciner Ubereinkunft einen Sinn be-
kommen.

VIL

Wir missen uns vor allem fragen, wie man den Ge-
danken haben konnte, so verschiedcae fiireinander un-
durchdringliche Welten in einen Rahmen einzuschliefien.

Wir gehen dabei von der Absicht aus, uns ein Bild
von der %ufleren Welt zu machen, und nur unter dieser
Bedingung glauben wir, sie zu kennen. Wir wissen, da8
wir dieses Bild niemals besitzen werden, dazu reichen
unsere Krifte nicht aus; aber wir m&chten wenigstens
einen unendlichen Geist erfassen kdnnen, dem diese Vor-
stellung mdglich ist, eine Art grofier Seele, die alles sieht
und alles #% thre Zeit einordnet, so wie wir das Wenige,

was wir schen, in unsere Zeil einordnen.

- Eine solche Voraussetzung ist recht grob. und unvoll-
kommen, denn dieser @iberlegene Geist wiire doch nur ein
Halbgott. Unendlich in einer Beziehung, wiire er in einer
anderen begrenzt, da er an die Vergangenheit nur eine
unvollstindige Erinnerung haben wirde, und auch keine
andere haben kdnnte, weil ihm sonst alle Erinnerungen
gleichfalls zur Gegenwart wiirden und es fiir jhn keine
Zeit gibe.




Aufeinanderfolge.

Und machen wir nicht dennoch unt
Annahme, wenn wir von Zeit reden |
auferhalb unseres BewuBtseins ereig
nicht selpst den Platz dieses unvollkom
und stellen sich die Atheisten nicht se
wo Gott wire, wenn er existierte?

Was ich soeben gesagt habe, zei
warum wir alle physischen Erschei
Rahmen zu fassen versucht haben. At
als Definition der Gleichzeitigkeit |
vorausgesetzte Geist, wenn er wirklich
unergriindlich wire,

Wir miissen also nach etwas ander

VIIIL

Die gewdhnlichen Definitionen, d
gischen Zeit entsprechen, geniigen uns
gleichzeitige psychologische Vorginge
einander verbunden, daffi die Analyse
kann, ohne ihre Einheit zu zerstbren.
zwei physischen Vorgingen? Ist mein
meizer Vergangenheit von gestern nil
wart des Sirius?

Man sagt auch, daBl zwei Vorgin;
angesechen werden kdnnen, wenn ihre
nach Belicben umgekehrt werden kar
fallig, dafl diese Definition auf zwe
ginge, die sich in grofer Entfernun
eignen, nicht pafit, und da man, |
nicht einmal versteht, was diese Ve
deutet; zudem maBte zuerst die Aufe
definiert werden.
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IX.

uchen wir uns also Rechenschaft dariiber zu geben,
. man unter gleichzeitig und vorhergehend versteht,
| hierzu einige Beispiele zu besprechen.
ch schreibe einen Brief; er wird spiter von dem
und, an den ich ikhn gerichtet habe, gelesen. Das
I zwei Vorginge, die zum Schauplatz zwei verschie-
e Seelen gehabt haben. Beim Schreiben des Briefes
te ich das Bild vor Augen, und mein Freund hatte
ierseits dasselbe Bild beim Lesen des Briefes.
)bwohl diese beiden Ereignisse in undurchdring-
en Welten vor sich gingen, zaudere ich nicht, das
e als vor dem anderen geschehen zu betrachten, weil
glaube, dal es die Ursache davon ist.
ch hore den Donner und schliefe daraus, dafl eine
ttrische Entladung stattgefunden hat. Ich halte den
'sikalischen Vorgang ohne Bedenken fiir frither als
Gehorsbild, das ich in mein Bewufltsein aufgenommen
e, weil ich glaube, daB er die Ursache davon ist.
Jies ist also die Regel, die wir befolgen, und dic
rige, der wir folgen kdnnen; wenn uns ein Ereignis
die Ursache eines anderen erscheint, so betrachten
es als vorher geschehen.
Jurch die Ursache definieren wir also die Zeit. Wenn
r zwei Ereignisse durch eine feststehende Beziehung
bunden scheinen, wie es meistens der Fall ist, wie
ennen wir dann, welches die Ursache und welches
Wirkung ist? Wir nehmen an, daf das vorher-
ende Ereignis' die Ursache des folgenden ist. Hier
nieren wir nun die Ursache durch die Zeit. Wie
reien wir uns von dieser petitio principii?
Vir sagen das eine Mal post hoc, ergo propter hoc,
andere Mal propter hoc, ergo post hoc; kdnnen wir
i aus diesem Zirkelschlu8 herausziehen?
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X.

Nicht wie es uns gelingen wird, uns herauszuzichen,
wollen wir untersuchen, denn es wird uns nie voll-
kommen gelingen, sondern wie man versucht hat, sich
herauszuziehen. o

Ich voliziche eine Willenshandlung 4 und erleide
darauf eine Empfindung D, die ich als eine Folge der
Handlung 4 ansehe. Andererseits schliefle ich aus irgend
einem Grunde, dafl diese Folge nicht unmittelbar ist,
sondern dafB 8i¢ sich auBerhalb meines Bewufitseins um
~ die beiden Ereignisse B und C vervollstindigt hat, bei
denen ich nicht Zeuge war, und zwar so, da B die
Folge von 4, C die Folge von B und D die von C ist.

Doch warum das? Wenn ich glaube, mit Grund die
vier Ereignisse 4, B, C, D als miteinander durch eine
Verkettung der Ursachen verbunden anse¢hen zu kdnnen,
warum sie lieber in die Kausalordnung 4, B, C, D
und gleichzeitig in die chronologische Ordnung 4, B,
C, D einreihen, -als in irgend eine andere?

Ich sehe wohl, daB ich bei dem Ereignis A das Ge-
fithl habe titig gewesen zu sein, wihtend ich beim
Erdulden der Empfindung D das Gefihl habe leidend
gewesen zu sein. Darum sehe ich 4 als Anfangsursache
an und D als Schlufwirkung; darum stelle ich 4 an
den Anfang der Kette und D an das Ende; aber warum
lieber B vor C stellen, als C vor B? :

Wenn man sich diese Frage vorlegt, so wird man
gewdhnlich antworten: man weifl, daB B die Ursache
von C ist, weil sich B immer vor C ereignet.- Wenn
man Zeuge dieser beiden Erscheinungen ist, so ereignen
sie sich immer in einer bestimmten Reihenfolge; wenn
sich entsprechende Erscheinungen ohne Zeugen ereignen,
so ist kein Grund vorhanden, dal diese Reihenfolge
umgekehrt wiirde.
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Das ist richtig; aber man muf doch vorsichtig sein;
wir kennen nie unmittelbar die physischen Vorginge B
und C; was wir kennen, sind die Empfindungen B’ und
C’, die von B und C hervorgebracht werden, Unser
Empfinden zeigt uns sofort, dafi sich B’ vor C’ ereignet,
und wir nehmen an, da8 B und C in gleicher Weise
aufeinander folgen.

Diese Regel scheint in der Tat sehr natiirlich, und
doch wird man oft veranlaBt, von ihr abzuweichen.
Wir hdren den Schall des Donners erst einige Zeit nach der
elektrischen Entladung der Wolke, Kann nicht von zwei
Donanerschligen, wenn der eine férn und der andere nah
ist, der erste friher als der zweite sein, wenngleich der
Schall des zweiten friiher zu uns dringt als der des
ersten?

XL

Aber jetzt entsteht eine neue Schwierigkeit. Haben
wir wohl ein Recht von der Ursache einer Naturerschei-
nung zu sprechen? Wenn alle Teile des Weltalls in
einem gewissen Mafl miteinander in Verbindung stehen,
so wird eine beliebige Naturerschemung nie di¢ Wirkung
einer einzigen Ursache sein, sondern aus unendlich vielen
Ursachen hervorgehen; man sagt oft, sie ist die Folge
von dem Zustand des Weltalls im vorhergehenden Augen-
blick.

Wie soll man Regeln ausdriicken, die auf so ver-
wickelte Umstinde passen? und doch kénnen nur unter
Beriicksichtigung aller dieser Umstinde die Regeln all-
gemein und streng werden.

Um uns nicht in dieser endlosen Verwicklung zu ver-
lieren, missen wir eine einfachere Annahme machen;
denken wir uns drei Sterne, zum Beispiel die Sonne,
den Jupiter und den Saturn; aber zur groBeren Verein-
fachung denken wir sie uns auf materielle Punkte be-
schrinkt und vom iibrigen Weltall abgeschlossen.




- Gleichzeit

Es gentigt, wenn die Stel
der drei Korper in einem A
ihre- Stellung und Geschwind.
blick zu bestimmen und demz:t
Augenblick. Thre Stellung im
Stellung im Augenblicke ¢ + &
im Augenblick ¢ — A.

Ja, mehr moch, die Stellus
blick ¢, verbunden mit der Ste
blick ¢ + a, bestimmt sowoh!
als die des Saturn in jedem

Die Gesamtheit der Stellun;
blick ¢ + ¢ einnimmt und Sati
ist mit der Gesamtheit der !
Augenblick ¢ und Saturn im A
durch Gesetze verbunden, d
die Newtonschen, weangleic

Warum solite man demzu
tionen nicht als die Ursache
dazu fihren witrde, den Auger
Augenblick ¢ 4+ a des Saturn :

Es kann hierfér nur Griind
Eiofachheit geben, allerdings

X1

Aber gehen wir su wenig
tiber. Um uns Rechenschaft :
Gelehrten implicite angenom
wir sie bei der Arbeit schen un
Regeln: sie die Gleichzeitigkei

Ich will zwei einfache Beis;
der Lichtgeschwindigkeit ur
geographischen Lingen.

Wenn ich von einem Astro
gang am Himmel, den ihm



40 Erster Teil. Die mathematischen Wissenschaften.

ch zeigt, vor fiinfzig jahren stattgehabt hat, so suche
‘h zu verstehen, was das heifit, und frage darum zuerst,
oher er es wei, das heit, wie er die Lichtgeschwin-
igkeit bemessen hat.

Er hat.zunichst angenommen, daBl das Licht eine
onstante Geschwindigkeit hat und besonders, daB8 seine
ieschwindigkeit nach allen Richtungen die gleiche ist.
‘as ist ein Postulat, ohne das keine Messung dieser
‘eschwindigkeit versucht werden kdnnte. Dies Postulat
ird nie durch die Erfahrung unmittelbar bestitigt
erden kdnnen; es konnte aber durch sie widerlegt
erden, wenn' die Resultate verschiedener Messungen
icht iibereinstimmend wiren. Wir kdnnen uns gliicklich -
shitzen, dafl diese Widerlegung nicht stattfindet, und
aB die kleinen Unterschiede, die sich zuweilen ze:gen,
icht erklirlich sind.

Das mit dem Satze vom zureichenden Grund i#ber-
instimmende Postulat ist unter allen Umstinden von
er ganzen Welt angenommen worden; was ich hervor-
eber mdchte ist, daBl es uns eine neue Regel zur Auf-
ndung der Gleichzeitigkeit liefert, die vollstindig ver-
shieden ist von denen, die ich oben beschrieben habe.
Sehen wir jetzt, wie man bei Anerkennung dieses
ostulats die Lichtgeschwindigkeit messen konnte. Es
it bekannt, dal Roemer sich der Verfinsterungen
er Jupitermonde bedient und beobachtet hat, um wie
iel dies Ereignis hinter der Voraussage zuriickblieb.
Wie gelangt man aber zu dieser Voraussage? Mit
lilfe der astronomischen Gesetze, zum Beispiel des
lewtonschen Gesetzes.

Kbonnten sich die beobachteten Tatsachen nicht eben-
ogut erkliren, wenn man dem Licht eine von der an-
enommenen Geschwindigkeit etwas abweichende zu-
chriebe und annihme, da das Newtonsche Gesetz
ur annihernd richtig wire? Man mifite: dann aber
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das Newtonsche Gesetz durch ein andetes, viel kom-
plizierteres, ersetzen.

Man nimmt also fiir das Licht eine solche Geschwin-
digkeit an, daf8 die damit vertriglichen astronomischen
Gesetze so einfach als mdglich sind.

Wenn die Seeleute oder Geographen eine Linge be-
stimmen, so haben ‘sie genau das Problem zu ldsen,
das uns besch#ftigt. Sie miissen, ohne in Paris zu sein,
die Pariser Zeit berechnen. ° ‘

Wie machen sie das?

Entweder nehmen sie einen nach Pariser Zeit ge-
richteten Chronometer mit. Das qualitative Problem der
Gleichzeitigkeit ist auf das quantitative der Zeit-
messung zuriickgefithrt. Ich brauche nicht auf die dies
letzte Problem betreffenden Schwierigkeiten zuritickzu-
kommen, da ich weiter oben lange dabei verweilt habe.

Oder sie beobachten eine Himmelserscheinung, etwa
eine Mondverfinsterung, und nehmen an, dagl diese Er-
scheinung an allen Punkten der Erdkuge! gleichzeitig
gesehen wird.

Dies ist nicht ganz richtig, weil die Ausbreitung des
Lichtes nicht augenblicklich vor sich geht; wenn man
eine unbedingte Genauigkeit wollte, so miite man nach
einer umstindlichen Regel eine Korrektion vornehmen.

Oder sie bedienen sich endlich des Telegraphen.
Es ist klar, dafl die Aufnahme des Signals in Berlin zum
Beispiel spiter erfolgt, als die Aufgabe des gleichen
Signals in Paris. Das ist die Regel von Ursache und
Wirkung, die oben besprochen worden ist.

Aber um wie viel spiter? Gewbthnlich vernachlissigt
man die Daver ‘der Ubertragung und betrachtet die
beiden Ereignisse als gleichzeitig. Aber um streng zu
sein, miiite man wieder eine kieine Korrektion machen,
die eine umstindliche Rechnung erfordert. Man macht
sie in der Praxis nicht, weil sie viel geringer sein wiirde
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als die Beobachtungsfehler; ihre Notwendigkeit besteht
nichtsdestoweniger fiir unsern Gesichtspunkt einer stren-
gen Definition.

Von dieser Betrachtung will ich zweierlei hervor-
heben:

1. Die angewendeten Regeln sind sebr mannigfaltig.

2. Es ist schwierig, das qualitative Problem der
Gleichzeitigkeit von dem quantitativen Problem des
Zeitmafles zu trennen; sei es, dafl man sich eines Chrono-
meters bedient, sei es, daB man einer Ubertragungs-
geschwindigkeit, wie der des Lichtes, Rechnung zu tragen
hat, da man eine solche Geschwindigkeit mcht messen
kann, ohne eine Zeit zu messen.

XIIL

Ich muf nunbzum Schiu8 kommen.

Wir haben keine unmittelbare Anschauvung fur die
Gleichgeitigheit, ebensowenig wie fir die Gleichheit
zweier Zeitriume. Wenn wir diese Anschauung zu haben
glauben, so st das eine T#uschung. Wir helfen uas
durch bestimmte Regeln, die wir meist anwenden, ohne
uns Rechenschaft darfiber zu geben.

Welcher Art sind aber diese Regeln? Es sind keine
allgemeinen, keine genauen Regels, sondern cine Menge
kleiner, auf jeden besonderen Fall anwendbarer Vor-
schriften.

Diese Regeln dringen sich uns nicht auf, und man
kdnnte sich damit unterhalten, andere zu erfinden; je-
doch wiirde man nicht von ihnen abweichen kénnen,
obne den Wortlaut der physikalischen, mechanischen,
astronomischen Gesetze viel weitliufiger-zu machen,

Wir wihlen also diese Regeln, nicht weil sie wahr
sind, sondern weil sie die bequemsten sind, und wir
konnten sie zusammenfassen und sagen:
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pDie Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse oder ihre
Aufeinanderfolge und dic Gleichheit zweier Zeitriume
milssen derart definiert werden, dafl der Wortlaut der
Naturgesetze so einfach wie méglich wird.” Mit andern
Worten, alle diese Regeln, alle diese Definitionen sind
aur die Friichte eines anbewuiten Opportunismus.

Drittes Kapitel.
Der Begriff des Raumes.

§ 1. Einleitung.

In den Aufsitzen, die ich frither dem Raum gewidmet
habe, bin ich hauptsichlich bei den von-der nicht-
euklidischen Geometrie aufgeworfenen Problemen verweilt
und habe andere, schwerer zu erdrternde Fragen fast ganz
beiseite geschoben, wie die, die sich auf die Zahl der
Dimensionen beziechen. Alle die Geometrien, die ich
ins Auge gefait habe, hatten eine gemeinsame Grund-
lage, das Kontinuum mit drei Dimensionen, das fir alle
das gleiche war und sich nur verschieden gestaltete
durch die Figuren, die man darin zeichnete, oder durch
die MaSle, die man hineinzulegen suchte.

In diesem urspriinglich gestaltlosen Kontinuum kann
man sich ein Netz von Linien und Flichen denken. Man
kann weiter dahin Obereinkommen, die Maschen dieses
Netzes als untercinander gleich zu betrachten, und nur
durch diese Ubercinkunft wird das meBbar gewordene
Kontinuum der euklidische oder nicht-euklidische Raum.
Aus diesem gestaltlosen Kontinuum kann also gleiches-
weise die eine oder die andere dieser beiden Raumformen
hervorgehen, gleich wie man auf einem weiflen Blatt
Papier ebensogut eine Gerade wie einen Kreis ziehen
kann.
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* Wir kennen im Raume geradlinige Dreiecke, deren .
Winkelsumme zwei Rechten gleich ist. Aber wir kennen
" ebensowoh! krummlinige Dreiecke, deren Winkelsumme
kleiner ist als zwei Rechte. Die Existenz der einen ist
nicht zweifelhafter als die der anderen. Den Seiten
der ersteren den Namen Gerade zu geben heifit: die
euklidische Geometrie annehmen; den Seiten der letzteren
den Namen Gerade geben, heifit: die nicht-euklidische
Geometrie annehmen, so dag die Frage, welche Geometrie
soll man annehmen, mit der anderen gleichbedeutend ist:
welcher Linie soll man den Namen Gerade geben?

Es ist klar, daBl die Erfahrung eine solche Frage
nicht beantworten kann; man wird von ihr nicht die
Entscheidung verlangen, ob ich zum Beispiel eine Gerade
AB oder CD nennen soll. Ebensowenig kann man
behaupten, ich hitte kein Recht, die Seiten eines nicht-
euklidischen Dreieckes Gerade zu nennen, weil sie mit
dem unwandelbaren Begriff der Geraden, den ich durch
die Intuition besitze, nicht Ubereinstimmern. Ich gebe
2u, daBl wir die intuitive Anschauung der Seiten des
euklidischen Dreiecks haben, aber wir haben sie in
gleichem MaBle von dem nicht-euklidis¢chen Dreieck.
Warum soll ich das Recht haben, den ersten dieser Be-
griffie Gerade zu nennen und den zweiten nicht? Inwie-
fern wlrden diese paar Silben etwas Wesentliches an
diesen intuitiven Gedanken ausmachen? Augenscheinlich
wollen wir, wenn wir sagen, da8 die euklidische Gerade
eine wirkliche Gerade ist, die nicht-euklidische Gerade
aber nicht, nur sagen, daB die erst¢e Anschauung einem
wichtigeren Gegenstaad entspricht als die zweite, Wie
wir aber beurteilen kdnnen, daBl ein Gegenstand wich-
tiger ist als ein anderer, das habe ich in Wissenschaft
und Hypothese erdrtert.

Hier haben wir :die Erfahrung eingreifen sehen.
Wenn die euklidische Gerade wichtiger ist, als die
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nicht-euklidische, so bedeutet das hauptsichlich, da8
sie von. gewissen wichtigen, natlislichen Gegenstinden
wenig abweicht, von denen die nicht-euklidische Ge-
rade stark abweicht. Man wird einwetfen, die Defini-
tion der nicht-euklidischen Geraden ist erktinstelt; ver. '
suchen wir einen Augenblick, sie gelten zu lassen, so
schen wir, dafl zwei Kreise von verschiedenem Radius
beide. dep Namen nicht-euklidische Gerade erhalten
werden, wihrend von zwei Kreisea mit gleichem Radius
der eine der Definition entsprechen kang, wihrend der
. andere es nicht tut, und.-wean wir daher eine dieser so-
genannten Geraden verschieben, ohne sie umzugestalten,
so hort sie auf eine Gerade zu sein. Aber mit welchem
Recht betrachten wir die beiden Figuren ala gleich, die
die euklidischen Geometer zwei Kreise mit gleichem.
Radius nennen? Weil der eine, wenn man ihn forthe-.
wegt, ohne ihn umzugestalten, sich mit dem andern
decken wind, Und warum sagen wir, daBl diese Ver-
schiebung ohne Umgestaltung ausgefithrt ist? Es ist nicht
moglich, einen gentigenden Grund hierfiir zu finden,
Unter allen denkbaren Bewegungen gibt es einige, von
denen die euklidischen Geometer sagen, daBl sie mit
keiner Umgestaltung verbunden sind, und es gibt andere,
von denen die nicht-euklidischen Geometer sagen werden,
daB sie mit keiner Umgestaltung verbunden sind. Die
euklidischen Geraden bleiben in den ersteren, den so-
genannten euklidischen Bewegungen euklidische Gerade,
wihrend die nicht-euklidischen Geraden keine . nicht-
euklidischen Geraden bleiben. In den Bewegungen der
zweiten Art oder nicht-euklidischen Bewegungen, bleiben
die nicht-euklidischen Geraden nicht-euklidische Gerade,
wihrend die euklidischen Geraden keine eukiidischen
Geraden bleiben. Es ist also nicht bewiesen, dafl es
unverniinftig sei, die Seiten des nicht-euklidischen Drei-
ecks gerade zu nennen; man hat nur bewiesen, da8 e¢s
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dann unbegriindet wire, wenn man dabei bliebe, die
euklidischen Bewcgungen Bewegungen ohne Umgestaltung
zu nennen; man hitte aber ebensogut bewiesen, dafi es
. unverniinftig wire, die Seiten des euklidischen Dreiccks
gerade zu nennen, wenn man die nicht-euklidischen Be-
wegungen Bewegungen ohne Umgestaltung nennen wiirde.

Was wollen wir nun damit ausdriicken, wenn wir
sagen, daf8 die euklidischen Bewegungen die wirklichen
Bewegungen ohne Umgestaltung sind? Es soll einfach
heiflen, dafl sie wichtiger wie die anderen sind; und
warum sind sie wichtiger? Wejl gewisse wichtige natiir-
liche Korper, die festen Korper, ungefahr solche Be-
wegungen erleiden.

Und wenn wir nun fragen: kann man sich den nicht-
euklidischen Raum vorstellen? das heifit: k3nnen wir uns
eine Welt vorstellen, wo die wichtigen nattrlichen Gegen-
stinde ungefihr der Form der nicht-euklidischen Geraden
nachgebildet wiren, und die wichtigen natiirlichen Krper
h#iufig den nicht-euklidischen Bewegungen ungefihr
gleiche Bewegungen erleiden wiirden? In Wissen-
schaft und Hypothese habe ich gezeigt, dai wir
diese Frage mit Ja beantworten missen.

Man hat oft bemerkt, da8, wenn alle Kdrper des
Weltalls sich gleichzeitig und in gleichem Verhiltnis
ausdehnten, wir gar kein Mittel hitten, dies wahr-
zunehmen, da alle unsere MeBinstrumente gleichzeitig
mit den Gegenstinden wachsen wilrden, zu deren Be-
messung sie dienen. Die Welt wiirde nach dieser Aus-
dehnung ihren Lauf fortsetzen, ohne daf irgend etwas
uns ein so bedeutendes Ereignis kundtun kdnnte.

Mit anderen Worten, zwei Welten, die einander #hn-
lich wiren (das Wort Ahnlichkeit im Sinn des sechsten
Buches der Geometrie des Euklid verstanden), von-
cinander zu unterscheiden, witrde vollstindig unmdglich
sein. Aber mehr noch; nicht nur die Welten wiren nicht
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zu-unterscheiden, wenn sie einander. gleich oder #halich
wiiren, das heifit, wenn man von der einen zu der anderen
ibergehen kdnnte, indem man die Koordinatenachsen
oder den Mafistab, nach dem die Lingen bemessen sind,
indert, sondern sie wiren auch nicht zu uaterscheiden,
wenn man durch irgend eine Punkttransformation von
einer zur andern dibergehen kdnnte. Ich will mich deut-
licher ausdriicken. Ich nehme an, dafl jedem Punkte der
einen ein Punkt der anderen entspricht und nur ein
Punkt, und ebenso umgekehrt. Und weiter, da8 die
Koordinaten des einen Punktes . stetige Funktionen,
dbrigens ganz gleichgiltig welche, der Koordi-
naten- des entsprechenden Punktes sind. Ich mehme
weiter an, dafl jedem ‘Gegenstand der ersten Welt in
der zweiten ein Gegenstand gleicher Natur entspricht,
der genau auf den korrespondierenden Punkt fallt, End-
lich nehme ich an, daB diese Ubereinstimmung, wenn
sie am Anfang besteht, immer erhalten bleibt, Wir
wilrden kein Mittel haben, die zwei Welten voneinander
zu unterscheiden. Wenn man von der Relativitit des
Raumes spricht, versteht man es gewdhnlich nicht in
einem 8o weiten Sinn, und doch solite man ¢s so ver-
stehen.

Wenn eine dieser Welten unsere euklidische Welt
ist, so wird das, was ihre Bewohner Gerade nennen,
unsere euklidische Gerade sein; was aber die Bewohner
der zweiten Welt Gerade nennen, ist eine Kurve, die
die gleichen Eigenschaften besitzt, in Beziechung auf die
Welt, die sie bewohnen und die Bewegungen, die sie
Bewegungen ohne Umgestaltung nennen; ihre Geometrie
ist also die euklidische Geometrie, aber ihre Gerade ist
nicht unsere euklidische Gerade. Ihre Gerade ist die
Transformierte der unseren, durch die Punkttransfor-
mation von unserer Welt in die ihrige Gbertragen; die
Geraden jener Menschen sind nicht unsere Geraden, aber
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sie stehen zueinander in den gleichen Beziehungen wie
unsere Geraden zueinander. In diesem Sinne sage ich,
daB ihre Geometrie die unsere ist. Wenn wir also darauf
bestehen wollen, dafl ihre Gerade keine wirkliche Gerade
ist, wenn wir nicht zugeben wollen, dal eine derartige
Behauptung gar keinen Sinn hat, so miissen wir wenig-
stens zugeben, dafl diese Menschen. keinerlei Mittel
haben, ihren Irrtum zu erkennen.

§ 2. Die qualitative Geometrie.

Dies alles ist verh#ltnismiBig leicht zu verstehen, -
und ich. habe es schon so oft wiederholt, dafl ich es fiir.
unndtig halte, mich noch weiter iiber diesen Gegenstand
zu verbreiten. Der euklidische Raum ist keine unserer
Empfindung aufgezwungene Form; da wir uns den nicht-
euklidischen Raum varstellen kidnnen.  Aber die beiden
Riume, der euklidische und der nicht-euklidische,; haben
eine gemeinsame Grundlage; das gestaltlase Kontinuum,
von dem ich zu Anfang gesprochen habe; diesem. Kon-
tinuum konnen wir sowohl den -euklidischen Raum, als
den Lobatschewskischen Raum entnehmen; gleichwie wir
aus einem ungraduierten. Thermometer durch eine ent-
sprechende Einteilung ebensogut einen Fahrenheitthermo-
meter als einen Réaumurthermometer machen kdnnen.

Hier stellt sich uns eine Frage: Ist dieses gestalt-
lose . Kontinuum, das unsere Untersuchung hat be-
stehen lassen, nicht éine unserem Bewuftsein aufgendtigte
Form? Wir hitten dann zwar das Gefingnis, in dem
dieses BewuBitsein eingeschlossen ist, erweitert, aber es
wire doch immer noch ein Gef4ngnis.

Dieses Kontinuum besitzt eine Anzahl Eigenschaften,
die von jedem Maflbegriff frei sind. Das Studium dieser
Eigenschaften ist der Gegenstand einer Wissenschaft, die
von mehreren groflen Geometern gepflegt worden ist,
besonders von Riemann und Betti und die den Namen
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Analysis situs erhalten hat. In dieser Wissenschaft
sieht man von jeder Maibestimmung ab, und wenn man
zum Beispiel festgestellt hat, daB auf einer Linie der
Punkt B zwischen den Punkten 4 und C liegt, so begniigt
man sich mit dieser Feststellung und beunruhigt sich
nicht weiter dariiber, ob die Linie 4BC gerade oder
krumm ist und ob die Linge 4B der Liange BC gleich,
oder ob sie doppelt so grof ist.

Die Sitze der Analysis situs haben also das Besendere,
dafl sie richtig bleiben, wenn die Figuren durch einen
ungeschickten Zeichner kopiert werden, der die Ver-
haltnisse groblich verindert und die Geraden durch
mehr oder weniger geschlingelte Linien ersetzt. Mathe-
matisch ausgedriickt: sie werden durch keinerlei Punkt-
transformation verindert. Man hat oft gesagt, daff
die metrische Geometrie quantitativ sei, die projektive
Geometrie dagegen rein qualitativ; das ist nicht ganz
richtig. Was eine Gerade von anderen Linien unter-
scheidet, sind doch auch Eigenschaften, die in gewisser
Bezichung quantitativ bleiben. Die wirklich qualitative
Geometrie ist also die Analysis situs.

Die gleichen Fragen, die sich bei der Untersuchung
der Wahrheiten der euklidischen Geometrie stellten,
zeigen sich von neuem bei den Theoremen der Analysis
situs. Kann man sie durch deduktive Schlidsse gewinnen?
Sind es versteckte Ubereinkommen? Sind es Erfahrungs-
tatsachen? Sind es Charaktere einer unseren Sinnen oder
unserer Vernunft aufgezwungenea Form?

Ich will nur bemerken, dafl die beiden letzten Lsungen
sich ausschlieBen, wovon sich nicht alle Menschen immer
volle Rechenschaft geben. Wir kénnen nicht gleichzeitig
annehmen, dafl es unmoglich ist, sich den Raum mit
vier Dimensionen vorzustellen, und dafi die Erfahrung
uns beweist, dafl der Raum drei Dimensionen hat. Der
Experimentator richtet die Frage an die Natur: ist es

Poincaré, Wert der Wisseaschaft. 3. Aufl ‘ 4
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" dieses oder jenes? Das kann er aber nicht, ohne sich
die beiden Glieder der Alternative vorzustellen., Wenn
es unmoglich wire, sich eines der beiden vorzustellen,
s0 wire es unndtig und uberdies unmbdglich, die Er-
fahrung zu Rate zu ziechen. Wir brauchen keine Be-
obachtung, um zu wissen, da8 der Uhrzeiger nicht auf
15 steht, weil wir im voraus wissen, daB8 die Zahlen des
Zifferblattes nur bis 12 gehen, und wir kdnnen bei :5
nicht nachsehen, ob der Zeiger da steht, weil es diese
Zahl nicht gibt.

Bemerken wir ferner, daB hier, bei der qualitativen
Geometrie, die Empiriker einen der schwerwiegendsten
Einwfirfe nicht zu firchten haben, der von vornherein
alle ihre Bemthungen vergeblich macht, ihre Sitze auf die
Wahrheiten der euklidischen Geometrie anzuwenden.
Diese Wahrheiten sind streng, und alle Erfahrung kaan
nur angendhert sein. In der Analysis situs geniigen un-
genaue Erfahrungen, um ein strenges Theorem zu be-
grinden, und wenn man zum Beispiel sicht, daB der
Raum nicht zwei oder weniger als zwei Dimensionen
haben kann, und nicht vier oder mehr als vier, so ist
man sicher, da8l er genau drei hat, weil er nicht zweiein-
halb oder dreieinhalb haben kann.

Von allen Lehrsitzen der Analysis situs ist der
wichtigste der, den man in die Worte kleidet: , der
Raum hat drei Dimensionen*. Hiermit wollen wir uns
jetzt beschiftigen, und wir stellen die Frage: Was wollen
wir ausdriicken, wenn wir sagen, der Raum hat drei
Dimensionen?

§ 3. Das physische Kontinuum mit mehreren
Dimensionen.
Ich habe in ,,Wissenschaft und Hypothese* er-
klart, woher uns der Begriff der physischen Stetigkeit
kommt, und wie der Begriff der mathematischen Stetig-
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keit daraus hervorgehen konnte. Es kommt vor, daB wir
zwei Eindricke voneinander unterscheiden konnen,
wihrend wir jeden einzelnen nicht von ein und demselben
dritten unterscheiden kdnnen. So kdnnen wir ein Gewicht
von 12 g leicht von einem Gewicht von 10 g (durch
Schitzung) unterscheiden, wihrend ein Gewicht von
11 g weder vom einen noch vom anderen zu unterscheiden
wire.

Eine solche Feststellung wiirde man, in Zeichen
ubersetzt, so schreiben

A-B,BEC, A<C.

Das wire die Formel des physischen Kontinuums,
wie sie uns die grobe Erfahrung lehrt; daraus entspringt
ein unertriglicher Widerspruch, den man durch die
Einfithrung des mathe matischen Kontinuums gehoben
hat. Dieses ist einer Leiter vergleichbar, deren unendlich
viele Sprossen (kommensurable und inkommensurable
Zahlen} voneinander getrennt sind, statt aufeinander
@berzugreifen, wie es die Elemente des physischen
Koatinuums der vorhargehenden Formel gemif tun.

Das physische Kontinuum ist sozusagen ein nicht
aufgeldster Nebelfleck, den auch die vollkommensten
Instrumente nicht aufldsen kdénnen. Wenn man freilich
die Gewichte auf einer guten Wage vergliche, statt sie
mit der Hand zu schitzen, so wiirde man das Gewicht
von 11 g ven dem von 10 g und von dem von 12 g wohl
unterscheiden kdnnen, und unsere Formel wire dann

A< B, B<C A<C.

Man wiirde aber immer zwischen 4 und B und B
und C neue Elemente D und E finden kdnnen, so dafl

Am=D D=B A<B; B=E, E=C(, B<C,

und die Schwierigkeit wire nur verschoben, der Nebel-
fleck wire immer noch nicht aufgeldst; nur der Geist

4°
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kann ihn auflésen, und das mathematische Kontinuum
ist der in Sterne aufgelbste Nebelfleck.

. Bis jetzt haben wir den Begriff der Zah! der Dimea-
sionen noch nicht berithrt.  Was meinen wir, wenn wir
sagen, dafl ein mathematisches oder physisches Konti-
nuum zwei oder .drei Dimensionen hat? -

Wir miissen zuerst den Begriff des Schnittes erliutern,
indem wir an das Studium des physischen Kontinuums
ankniipfen. Wir haben gesehen, was das physische
Kontinuum kennzeichnet. Jedes seiner Elemente bestcht
aus einer Gesamtheit von Eindriicken, und es ist zweierlei
mdglich: entweder ist ein Element von einem anderen
des gleichen Kontinuums nicht zu' unterscheiden, wenn
das neue Element einer Gesamtheit von Eindriicken
entspricht, die zu wenig von der fritheren verschieden
ist; oder diese Unterscheidung ist mdglich. Es kann
also vorkommen, dafl zwei von einem dritten nicht zu
unterscheidende Elemente doch voneinander unter-
schieden werden knnen.

Nachdem dies festgestellt ist, kann man, wenn 4 und
B zwei unterscheidbare Elemente sind, eine Reihe von

Elementen
E, E,... E,

finden, die alle zu dem Kontinuum K gehdren, und von
denen jedes einzelne vom vorhergehenden nicht zu
unterscheiden ist, E, nicht von 4 und E, nicht von B.
Man kann demnach von 4 nach B auf einem ununter-
brochenen Weg iibergehen, ohne K zu verlassen. Wenn
diese Bedingung fiir zwei beliebige Elemente 4 und B
des Kontinuums K erfillt ist, so kdnnen wir sagen, dag
dieses Kontinuum K zusammeghingend ist.

Wir zeichnen jetzt einen Teil der Elemente von K
aus, die entweder voneinander unterscheidbar sind, oder
selbst ein Kontinuum oder deren mehrere bilden. Die
Gesamtheit aller dieser Elemente, die nach Willkir
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aus den 2u K gehdrigen ausgezeichnet sind, bilden das,
was ich einen Schnitt oder auch Schnitte nennen
will

Nehmen wir jetzt zwei beliebige Elemente 4 und B
von K. Dann kann zweierlei eintreten:

-Entweder kdnnen wir wieder eine Reihe von Ele-
menten finden:

Eh E‘: ce vy -:

so dafi: 1. alle zu K gehdren, 2. jedes vom folgenden
ununterscheidbar ist, E, von 4 und E, von B, 3. kein
Element E ununterscheidbar von irgend einem Element
des Schnittes.

Oder jede Reihe

Eb Eﬂo ) Em
die den beiden ersten Bedingungen entspricht, mrd ein
Element E enthalten, das von einem der Elemente der
Schnitte ununterscheidbar ist.

Im ersten Falle kdnnen wir von 4 zu B auf einem
ununterbrochenen Wege gelangen, ohne K gu verlassen
und ohne den Schnitten zu begegnen; im zweiten Fall
ist- das unméoglich.

Wenn bei zwei beliebigen Elementen 4 und B des
Kontinuums K immer der erste Fall eintritt, dann sagen
wir, da K, ungeachtet der Schnitte, zusammen-
hi#ingend bleibt.

Wenn wir also die Schnitte nach einer gewissen,
ibrigens willktirlichen Weise wihlen, so kann der Fall
eintreten, da entweder das Kontinuum zusammen-
hingend bleibt, oder da es nicht zusammenhingend
bleibt; im letzten Fall sagen wir, daB es durch die Schaitte
zerlegt wird.

Maa demerke, daB alle diese Definitionen einzig auf
der sehr einfachen Tatsache aufgebaut sind, dafl zwei
Gesamtheiten von EirdrGcken manchmal zu unter-
scheiden sind und manchmal nicht.
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rorausgesetzt sagen wir, ein Kontinuum sei von
limension, wenn es zu seiner Zerlegung geniigt,
risse Anzahl voneinander unterscheidbarer Ele-
ls Schnitt zu betrachten; wenn man sich dagegen
egung eines Kontinuums als Schnitt ein System
nenten denken muf}, die selbst ein oder mehrere
en bilden, so sagt man, das Kontinuum hat
Dimensionen. :

en zur Zerlegung eines Kontinuums K Schaitte,
der mehrere eindimensionale Kontinuen bilden,
wir, K ist ein Kontinuum mit zwei Dimensionen;
Schaitte, die ein oder mehrere Kontinuen mit
s zwei Dimensionen bilden, so sagen wir, K ist
inuum mit drei Dimensionen, und so fort.

liese Definition zu rechtfertigen, milssen wir
b die Geometer wirklich den Begriff der drei
men am Anfang ihrer Werke in dieser Weise
1. Wir bemerken nun, dal sie meistens damit
i, die Flichen als die Grenzen von Korpern
len des Raumes zu definieren, die Linien als
der Flichen, die Punkte als Grenzen der Linien,
>ehaupten, dal dieser Proze8 nicht weiter fort-
verden kann.

it ganz der gleiche Gedanke; um den Raum
. braucht man Schnitte, die man Flichen nennt;
Flichen zu teilen, braucht man Schnitte, die
jen nennt; um die Linien zu teilen, braucht
nitte, die man Punkte nennt; man kaan nicht
ien, und ein Punkt kann nicht geteilt werden.
kt ist kein Kontinuum, also sind die Linien,
durch Schnitte teilen kann, die keine Kontinuen
ntinuen mit einer Dimension; die Flichen, die
th kontinuierliche Schnitte mit einer Dimension
nn, sind Kontinuen mit zwei Dimensionen, und
im endlich, den man durch koatinuierliche
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Schnitte mit zwei Dimensionen teilen kann, ist ein Kon-
tinuum mit drei Dimensionen.

Die Definition, die ich hier gegeben habe, weicht also
nicht wesentlich von der gewdhnlichen Definition ab;
ich habe nur darauf gehalten, ihr eine Form zu geben,
die nicht auf das mathematische, wohl aber auf das
einzige, das wir uns vorstellen kdnnen, das physische
Kontinuum pafBit, und ihr doch ihre ganze Schirfe zu lassen.

Man sieht ibrigens, daB diese Definition nicht nur
auf den Raum anwendbar ist; wir finden bei allem, was
unsere Sinne wahrnehmen, die charakteristischen Eigen-
schaften des physischen Kontinuums wieder, und es wire
iiberall die gleiche Einteilung erlaubt; auch k3nnte man
leicht Beispiele von Kontinuen finden, die im Sinne der
vorhergehenden Definition vier oder fiinf Dimensionen
‘haben; diese Beispiele bieten sich dem Geiste von selbst.

Ich kénnte endlich, wenn es nicht zu weit fiihrte, noch
erkliren, wie die Wissenschaft, von der ich weiter oben
gesprochen habe, und der Riemann (nach Leibniz)
den Namen Analysis situs gegeben hat, uns lehrt, unter
den Kontinuen mit gleichviel Dimensionen Unterschiede
zu machen, und wie die Einteilung dieser Kontinuen'
wiederum auf der Betrachtung der Schnitte beruht.

Aus diesem Begriff ist der des mathematischen Kon-
tinuums mit mehreren Dimensionen in gleicher Weise
hervorgegangen, wie das physische: Kontinuum mit einer
Dimension das mathematische Kontinuum mit einer
Dimension hervorgebracht hat. Die Formel ‘

A>C A=B, B=C(,

die die rohen Angaben der Erfahrung zusammenfafit,
enthilt einen unertriglichen Widerspruch. Um sich da-
von zu befreien, muBSte man einen neuen Begriff ein-
fithren, indem man im iibrigen die wesentlichen Grund-
ziige des physischen Kontinuums mit mehreren Dimen-
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sionen beibehielt. Das mathematische Kontinuum mit
einer Dimension lie8 einen einzigen Mafistab gleich
einer Leiter zu, deren Sprossen in unendlicher Zahl den
verschiedenen kommensurablen oder inkommensurablen
Werten einer und derselben Grdle entsprechen. Um das
mathematische Kontinuum mit # Dimensionen zu er-
halten, geniigt es, n gleiche Leitern zu nehmen, deren
Sprossen den verschiedenen Werten von # unabhingigen
GroBen, Koordinaten genannt, entsprechen. Man hat so
ein Bild des physischen Kontinuums mit # Dimensionen
gewonnen, und dies Bild wird so getreu sein, als es sein
kann, wenn man den Widerspruch, von dem ich soeben
gesprochen habe, aufheben will.

§ 4. Der Begriff des Punktes.

Jetzt scheint es, als sei die Frage, die wir uns zu An-
fang gestellt haben, gelsst. Wenn wir dem Raum drei
Dimensionen zuschreiben, so verstehen wir darunter,
kénnte man sagen, dafl die Gesamtheit der Punkte des
Raumes der Definition geniigt, die wir soeben von dem
physischen Kontinuum mit drei Dimensionen gegeben

- haben. Sich hiermit zufrieden geben hieBe voraussetzen,
dafl wir wiiiten, was die Gesamtheit der Punkte des
Raumes oder selbst ein Punkt des Raumes ist.

Dies ist aber nicht so einfach, wie man glauben sollte,
Jedermann glaubt zu wissen, was ein Punkt ist, und
weil wir es zu gut wissen, scheint es uns unnétig, ihn zu
definieren. Man kann freilich nicht von uns verlangen,
dafl wir ihn definieren kdnnen; denn wenn man von
Definition zu Definition steigt, mul woh! ein Augenblick
kommen, wo man Halt macht. Aber in welchem Augen-
blicke soll man innehalten?

~ Zunichst wird man innehalten, wenn man zu einem
Gegenstand gelangt, der sinnlich wahrnehmbar ist, oder
den wir uns vorstellen kdnnen; hier wird die Definition
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iiberfliissig; man definiert einem Kinde
man sagt ihm: das ist ein Schaf.

Dann aber miissen wir uns fragen, ¢
sich einen Punkt im Raume vorzustell
antwortet, Uberlegt sich, nicht, dal er si(
einen weiflen Kreidepunkt auf einer
oder einen schwarzen Punkt auf eine
denkt, und daB er sich nur einen Ge
besser die Eindriicke, die dieser Geg
Sinne machen wiirde, vorstellen kann.

Wenn er sich einen Punkt. vorzu
stellt er sich die Eindriicke vor, die s
stinde in ihm erwecken. Es ist iiberfliis
daBl zwei verschiedene Gegenstinde,
sehr klein sind, durchaus verschieden
vorrufen konnen, und ich will auf di
die immerhin einige Erbrterung bear
nicht eingehen.

Doch hierum handelt es sich nicht;
sich einen Punkt vorzustellen, man
bestimmten Punkt vorstellen und ir
von einem anderen Punkt zu unter
um die Regel, die ich weiter oben
und durch die man die Zahl der D
Kontinuums erkennen kann, auf ein !
zu konnen, miissen wir uns auf die ’
da8 zwei zu diesem Kontinuum gt
manchmal voneinander zu unterscheide
mal nicht. Wir miissen uns also in best:
bestimmtes Element vorstellen unc
deren unterscheiden kénnen.

Es fragt sich nun, ob der Punkt,
einer Stunde vorstellte, derselbe ist,
mir jetzt vorstelle, oder ein anderer. Mi
wie konnen wir wissen, ob der Punkt, d«
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A im Augenblick « einnimmt, der gleiche ist, wie der
Punkt, den der Gegenstand B im Augenblick f ein-
nimmt, oder besser noch, was bedeutet diese Frage?

Ich sitze in meinem Zimmer; ein Gegenstand li
auf meinem Tisch; ich rege mich eine Sekunde lang
nicht; niemand beriithrt den Gegenstand; ich mdochte be-
haupten, dafl der Punkt A4, den dieser Gegenstand zu
Anfang der Sekunde innehatte, der gleiche ist wie der
Punkt B, den er zu Ende der Sekunde einnimmt. Dem
ist aber nicht so: vom Punkt 4 zum Punkt B sind 30 km,
denn der Gegenstand wurde von der Bewegung der Erde
mitgefithrt., Wir konnen nicht wissen, ob ein Gegenstand,
klein oder groB, nicht seine absolute Lage im Raum ge-
dndert hat, und nicht nur dafl wir es nicht behaupten
kénnen, diese Behauptung hat auch gar keinen Sinn
und kann unmdglich irgend einer Vorstellung entsprechen.

Wir kdénnen uns aber fragen, ob sich die Lage eines
Gegenstandes in bezug auf andere Gegenstinde ge-
#ndert hat oder nicht, und vor allem, ob sich seine
Lage in bezug auf unseren Korper ge#indert hat; wenn
sich die Eindriicke, die dieser Gegenstand in uns hervor-
ruft, nicht geindert haben, so werden wir geneigt sein,
zu urteilen, daBl die relative Lage sich auch nicht ver-
indert hat; wenn sie sich geidndert haben, werden wir
urteilen, dafl der Gegenstand auch seinen Zustand oder
seine relative Lage geindert habe. Es mufi noch ent-
schieden werden, welches von beiden anzunehmen ist.
Ich habe in ,,Wissenschaft und Hypothese* erklirt,
wie wir dazu kommen, die Anderung der Lage zu er-
kennen, und ich werde spiter noch darauf zuriickkommen.
Wir gelangen also zur Einsicht, ob die Lage eines Gegen-
standes in bezug auf unseren Korper die gleiche geblieben
ist oder nicht.

Wenn wir nun sehen, dafi die Lage zweier Gegen-
stdnde in bezug auf unseren Kérper die gleiche geblieben
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ist, so schlieBen wir daraus, daf sich auch die gegen-
scitige Lage der beiden Objekte nicht geindert hat;
aber wir gelangen dazu nur durch einen mittelbaren
SchluBf. Das cinzige, was wir unmittelbar erkennen, ist
ihre Lage in bezug auf unseren Korper,

Um so mehr kdnnen wir nur durch einen mittelbaren
Schluf zu wissen glauben (und noch dazu irrtimlicher-
weise), ob die absolute Lage des Gegenstandes verindert ist.

Kurz, das System der Koordinatenachsen, auf das
wir naturgemiB alle Zuleren Gegenstinde bezichen, ist
ein unverinderlich an unseren Kérper gekniipftes Achsen-
system, das. wir iiberall mit uns nehmen.

Es ist unmdglich, sich den absoluten Raum vorzu-
stellen; wenn ich mir gleichzeitig Gegenstinde und mich
selbst im absoluten Raum in Bewegung vorstellen will,
so sehe ich mich in Wirklichkeit unbeweglich, verschie-
dene sich bewegende Gegenstinde und einen Menschen
betrachtend, der auflerhalb von mir ist, den ich aber
Ich zu nennen gewdhnt bin.

Wird die Schwierigkeit gehoben sein, wenn man
sich entschliefit, alles auf die mit unserem Korper ver-
bundenen Achsen zu bezichen? Wissen wir denn, was
ein auf diese Weise durch seine Stellung in bezug auf
uns bestimmter Punkt ist? Viele werden Ja antworten
und sagen, da8 sie die 4uBeren Gegenstinde lokalisieren.

Was heiit das? Einen Gegenstand lokalisieren heifit
einfach, sich die Bewegungen vorstellen, die man machen
mifite, um ihn zu erreichen; das ist so zu verstehen,
dafl es sich nicht darum handelt, sich die Bewegungen
selbst im Raume vorzustellen, sondern nur die Muskel-
empfinduagen, die diese Bewegungen begleiten, und die
den Raumbegriff nicht voraussetzen.

Wean wir uns zwei Gegenstinde denken, die nach-
einander die gleiche Stellung in bezug auf uns einnehmen,
so werden die Eindriicke, die diese zwei Gegenstinde
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verursachen, sehr verschieden sein; wenn wir sie in dem
gleichen Punkt lokalisieren, so geschicht das nur, weil
wir die gleichen Bewegungen machen miissen, sie zu er-
reichen; abgesehen hiervon sieht man nicht wohl, was
sie Gemeinsames haben kdnnten.

Aber bei einem gegebenén Gegenstand kann man
mehrere Reihen von Bewegungen ersinnen, die gleicher-
weise erlauben wiirden ihn zu erreichen.. Wenn wir uns
also einen Punkt vorstellen, indem wir uns die Gruppen
der Muskelempfindungen vergegenwirtigen, die die zu
dem Punkt hinfihrenden Bewegungen begleiten, so wird
man mehrere ganz verschiedene Arten haben, sich den
Punkt vorzustellen. Will man sich mit dieser Ldsung
nicht zufrieden geben und auBler den Muskelempfin-
dungen etwa noch die Gesichtsempfindung zu Hilfe
nehmeén, so wird man eine oder zwei Arten mehr haben
sich denselben Punkt vorzustellen, und die Schwierigkeit
ist nur vergrofert. Immer wieder dringt sich uns die
Frage auf: warum nehmen wir an, da8 alle diese von-
einander so verschiedenéen Vorstellungen dennoch ein
und denselben Punkt bedeuten?

Eine andere Bemerkung ist die: Ich habe eben ge-
sagt, dafl wir naturgemifl alle ZuBeren Gegenstinde auf
unseren eigenen Kdrper bezichen; daB wir ein System von
Achisen sozusagen tiberall mit uns herumtragen, auf das
wir alle Punkte des Raumes bezichen, und dafl dieses
System von Achsen gleichsam unverinderlich mit unserem:
Kbrper verbunden ist. Man mufi beachten, dal man
streng genommen nur von unverinderlich mit unserem
Korper verbundenen Achsen sprechen kdnnte, wenn die
verschiedenen Teile des Korpers selbst unverinderlich
miteinander verbunden wiren. Da dem nicht so ist, so
miissen wir, ehe wir die #uBeren Gegenstinde auf diese
imaginiren Achsen bezichen, unseren Korper in der
gleichen Haltung denken.
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§ 5. Der Begriff der Ortsverinderung.

Ich habe in ,,Wissenschaft und Hypothese die
{iberwiegende Rolle nachgewiesen, die die Bewegungen
upseres Korpers in der Entstehung des Raumbegriffs
spielen. Fir ein vollkommen unbewegliches Wesen wirde
es weder Raum noch Geometrie geben; mdgen die §ufieren
Gegenstinde noch so sehr ihren Ort wechseln, die Unter-
schiede, die diese Ortsverindesrungen awf seine Eindriicke
ausfibten, wirden von diesem Wesén nicht als Verinde-
rungen der Lage, sondern einfach als Verinderungen
des Zustandes angesehen; es hitte gar kein Mittel, die
zwei Arten von Verinderungen zu unterscheiden, und
der Unterschied, so wesentlich er fir uns ist, hitte fir
dieses Wesen gar keinen Sinn.

Die Bewegungen, die wir unseren Gliedern erteilen,
haben zur Foige, daf} sich die Eindriicke, die die Zuieren
Gegenstinde auf unsere Sinne hervorbringen, veriindern;
auch andere Ursachen kdnnen sie verindern, es gelingt
uns aber, die durch unsere cigenen Bewegungen hervor-
gebrachten Verinderungen zu erkennen, und wir unter-
scheiden sie leicht aus zwei Griuaden: t. weil sie will.
ktrlich sind, 2. weil sic von Muskelempfindungen be-
gleitet sind.

So teilen wir naturgemif die Verinderungen, die
unsere Eindriicke erleiden kdnnen, in awei Artea ein, die
ich mit einem vielleicht ungeeigneten Namea belegt habe:
1. die inneren Verinderungen, die freiwillig und von
einer Muskelempfindung begleitet sind, 3. die &uBeren
Verinderungen, deren Eigenschaften die eatgegen-
gesetzten Merkmale haben.

Wir beobachten sodann, daB es unter den ZufSleren
Verinderungen einige gibt, die aufgehoben werden
kdnnen dank einer inneren Verinderung, die alles auf
den urspriinglichen Zustand zuriickfihrt; andere kénnen
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" diese Weise. aufgehoben werden. So kdnnen
einem Gegenstand gegeniiber, der seinen Ort
: hat, in die vorige Lage bringen, indem wir

Ort verindern, so dafl die Gesamtheit der
lichen Eindriicke wiederhergestellt wird; wenn
nstand nicht den Ort, sondern den Zustand
: hat, so ist das unmdglich. Dies ist ein neuer
ied zwischen den #ufleren Verinderungen: die,
iese Weise aufgehoben werden kdnnen, nennen
iderungen der Lage, die anderen Verfinderungen
wndes.

\ wir uns zum Beispiel eine Kugel, von der
Hilfte blau, die andere rot ist; sie zeigt uns
: blaue Seite, dann dreht sie sich um sich selbst,
ie uns die rote Seite zuwendet. Nehmen wir
wir hitten ein kugelférmiges Gef48 mit blauer
it gefiillt, die durch einen chemischen Vorgang
e. In beiden Fallen hat die Empfindung des
e des Blauen ersetzt; unsere Sinne haben die
Eindriicke erfahren, die sich in gleicher Ord-
slgt sind, und doch sehen wir die beiden Ver-
en als sehr verschieden an; das erste ist eine
derung, das zweite eine Verdnderung des Zu-

Warum?

im ersten Fall gentigt, wenn ich um die Kugel
e und mich der roten Halbkugel gegeniber-
die urspriingliche Empfindung des Roten wieder-

L
renn-die zwei Halbkugeln statt rot und blau,
gelb gewesen wiren, wie wire mir die Um-
jer Kugel dann erschienen? Vorhin folgte das

Blau, jetzt folgt das Griin dem Gelb; und
» ich, dafi die beiden Kugeln die gleiche Um-
ausgefithrt haben, daB sich die eine wie die
n ihre Achse gedreht hat; trotzdem kann ich
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nicht sagen, dal das Griine sich zum Gelben verhalte
wie das Rote zum Blauen; wie komme ich also dazu -
zu behaupten, daB die beiden Kugeln die gleiche Orts-
verinderung erlitten haben? Augenscheinlich weil ich
im einen wie im andern Fall den urspriinglichen Ein-
druck wiederherstellen kann, indem ich um die Kugel
herumgehe, das heifit die gleichen Bewegungen aus-
fthre, und ich weiff, dal ich die gleichen Bewegungen
ausfithre, weil ich die gleichen Muskelempfindungen habe;
im das zu wissen, brauche ich also vorher nichts von der
Geometrie zu wissen oder mir die Bewegungen meines
Korpers im geometrischen Raum vorzustellen. »

Ein weiteres Beispiel ist folgendes. Ein Gegenstand
wechselt seinen Ort vor meinen Augen; sein Bild wird zu-
erst auf den Mittelpunkt der Netzhaut geworfen, darauf
bildet es sich an deren Rand ab; die friihere Vorstellung
wurde mir durch eine Nervenfaser mitgeteilt, die im Mittel
punkt meiner Netzhaut endet, die jetzige Empfindung
wird mir durch eine andere Nervenfaser ibermittelt, die
vom Rande der Netzhaut ausgeht; diese beiden Emp-
findungen sind qualitativ verschieden; wie wiirde ich
sie sonst unterscheiden kdnnen?

Wie komme ich also dazu, zu urteilen, daB8 diese zwei
qualitativ verschiedenen Eindricke ein und dasselbe

" Bild vorstellen, das den Platz gewechselt hat? Weil ich
dem Gegenstand mit dem Auge folgen kann und durch
eine willkiirliche und von einer Muskelempfindung be-
gleitete Veriinderung der Augenstellung das Bild in den
Mittelpunkt der Netzhaut zuriickbringen und den ur-
springlichen Eindruck wiederherstellen kann.

Ich nehme an, dafl zuerst das Bild eines roten Gegen-
standes aus dem Mittelpunkt A in den Rand B der Netz-
haut geriickt sei, und dafl darauf das Bild eines blauen
Gegenstandes seinerseits vom Mittelpunkt 4 an den
Rand B der Netzhaut riickte; ich urteile, dafl die beiden
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Gegenstinde die gleiche Ortsverinderung erlitten haben.
Warum? Weil ich im einen wie im andern Fall die
urspriingliche Empfindung wiederherstellen konnte, und
weil ich hierzu die gleiche Bewegung des Auges aus-
fahren mufite, und ich weil, dal mein Auge die gleiche
Bewegung ausgefiihrt hat, weil ich die gleiche Muskel-
empfindung dabei spirte. '

Wenn ich mein Auge nicht bewegen konnte, so hitte
ich auch keinen Grund zu der Annahme, da8 der Ein-
druck des Roten im Mittelpunkt der Netzhaut sich zu
dem Eindruck des Roten an deren Rand verhilt wie der
des Blauen im Mittelpunkt zu dem des Blauen am Rand.
Ich hitte dann nur vier qualitativ verschiedene Emp-
findungen, und wenn man mich fragte, ob sie unterein-

~ander durch das soeben angegebene Verhiltnis ver-
bunden sind, so kime mir die Frage ebenso licherlich
vor, als wenn man fragte, ob es ein entsprechendes
Verhiltnis zwischen einer Empfindung des Gehbrs,
einer Empfindung des Gefithls und einer Empfindung
des Geruches gibe,

Betrachten wir nun die inneren Verinderungen, das
heiit die, die durch willkiirliche Bewegungen unseres
Korpers hervorgebracht werden und mit Muskelverschie-
bungen verbunden sind. Sie geben Veranlassung zu den
zwei folgenden Bemerkungen, die denen entsprechen, die
wir soeben in bezug auf die dufleren Verinderungen
gemacht haben.

1. Ich kann annehmen, daf sich mein Kérper von
einem Punkt zu einem anderen begibt, dabei aber in
gleicher Haltung bleibt; alle Teile des Koérpers haben
also die gleiche gegenseitige Lage behalten oder wieder
eingenommen, obgleich sich ihre absolute Lage im Raum
gedndert hat; ich kénnte ebensogut annehmen, dafl nicht
allein der Standpunkt meines Koérpers gewechselt hat,
sondern dafl auch seine Haltung nicht mehr dieselbe 1st,

~
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daBl zum Beispiel meine Arme, die verschrinkt waren,
jetzt ausgestreckt sind.

Ich muB also die einfachen Anderungen der Lage
ohne Anderungen der Haltung von den Anderungen der
Haltung unterscheiden. Beide erscheinen mir unter der
Form der Muskelempfindung; wie kann ich sie also
unterscheiden? Die ersteren kbnnen zur Aufhebung einer
4uBieren Verinderung dienen, die anderen kdnnen das
nicht oder nur unvollkommen.

Das ist eine Tatsache, die ich jetzt erkliren will,
wie ich sie jemandem erkliren wiirde, der schon Geo-
metrie kennt; man darf aber daraus nicht schliefien,
daBl man die Geometrie n8tig hitte, um diesen Unter-
schied zu machen; bevor ich sie kenne, stelle ich die
Tatsache (sozusagen experimentell) fest, ohne sie er-
kliren zu konnen. Aber um den Unterschied zwischen
den zwei Arten von Verinderung zu machen, brauche
ich nichts zu erkliren; es genlgt, die Tatsache fest.
zustellen.

Wie dem auch sei, die Erk¥irung ist leicht. Nehmen
wir an, da8 ein ZuBerer Gegenstand den Ort geAndert
hat; sollen nun die verschiedenen Teile unseres Korpers
ihre urspriingliche Stellung in bezug auf diesen Kdrper
wieder einnehmen, so miissen diese verschiedenen
Teile auch ihre gegenseitige urspriingliche Stellung
in bezug aufeinander wieder einnehmen. Nur die inneren
Verinderungen, die dieser letzten Bedingung geniigen,
werden geeignet sein, die durch die Ortsverinderung
des Gegenstandes herbeigefihrten #ufleren Verinde-
rungen aufzuheben. Wenn sich also die Stellung meines
Auges in bezug auf meinen Finger gesindert hat, so werde
ich zwar leicht die anfingliche Stellung des Auges
zu dem Gegenstand wieder herbeifihren und damit
die ursprilnglichen Gesichtsempfindungen wiederherstellea
konnen, aber die Stellung des Fingers in bezug auf

Poinoaré, Weet dor Wissenschaft. 1. Aufl [3
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enstand wird getindert sein und die Tastemp-
1 werden nicht wiederhergestellt. .
bemerken ferner, daB ein und dieselbe Zuflere
ung durch gwei innere Verinderungen auf-
werden kann, die verschiedenen Muskel-
ngen entsprechen. Auch diese Wahrnehmung
machen, ohne Geometrie zu kennen, und ich
weiter nichts; aber ich will diese Tatsache
rendung der geometrischen Sprache erkliren.
der Stellung A4 zur Stellung B iiberzugehen,
mehrere Wege einschlagen. Dem ersten dieser
wpricht eine Reihe R von Muskelempfindungen;
weiten Weg wird eine andere Reihe R’ von
npfindungen entspsechen, die im allgemeinen
schieden sind, weil es andere Muskeln sind, die
i Spiel kommen.
omme ich dazu, diese zwei Relhen ‘R und R’
derselben Ortsverinderung 4 B zuzuschreiben?
weil diese beiden Reihen imstande sind," ein
elbe -duflere Verinderung aufzuheben.. Sonst
e nichts Gemeinsames.
o wir uns jetzt zwei #uflere Ver#nderungen
‘zam Beispiel die Umdrehung einer haib blauen,
n Kugel und die einer halb gelben; halb griinen;
den Verinderungen haben aichts. Gemeinsames,
ine sich uns durch den Ubergang von Blau in
die andere durch den Ubergang von Gelb in
erkennen gibt. Betrachten wir andererseits
Reihen innerer Anderungen R und R’; sie
gleichfalls nichts Gemeinsames haben. -- Und
sage ich, dal « und § der gleichen Ortsinderung
1en upd da8 R und R’ ebenfalls der gleichen
rung entsprechen. Warum? Ganz einfach, weil
»gut B als ¢ aufheben kann, und weil « eben-
n R’ als von R korrigiert wird. Und nun stellt
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sich die Frage: wenn ich festgestellt habe, da « und 8
von R und &« von R’ aufgehoben wird, bin ich dann
sicher, da8 R’ auch f aufhebt? Nur die Erfahrung
kann uns lehren, ob sich dieses Gesetz bewahrheitet.
Wenn es sich nicht bewahrheiten wiirde, zum wenig-
sten anndhernd, so wlrde es keine Geometrie, keinen
Raum mehr geben, weil wir kein Interesse mehr daran
hitten, die Zufieren und inneren Verlinderungen einzu-
teilen, wie ich es soeben getan habe, und zum Beispiel
die Anderungen des Zustandes von den Anderungen der
Lage zu unterscheiden.

Es ist interessant, zu sehen, welche Rolle in alledem
die Erfahrung spielt. Sie hat mich gelehrt, dal ein ge-
wisses Gesetz sich annZhernd bewahrheitet. Sie hat mich
nicht gelehrt, wie der Raum beschaffen ist, und ob er
der fraglichen Bedingung geniigt. Ich wuBte in der Tat
vor jeder Erfahrung, dal der Raum dieser Bedingung
genligt oder gar nicht ist; ich kann also auch nicht
sagen, dafl die Erfahrung mich gelehrt hitte, daB8 die
Geometrie méglich ist; ich sehe wahl, dal die Geometrie
moglich ist, weil sie keine Widerspriiche enthilt; die
Erfahrung hat mir nur gezeigt, daf die Geometrie
niitzlich ist.

§ 6. Der Sehraum,

Obwoh! die Eindriicke der Bewegung, wie ich eben
auseinandergesetzt habe, einen durchaus Qiberwiegenden
Einflu auf die Entstehung des Raumbegriffes gehabt
haben, der nie ohne sie hitte geboren werden kdnnen
ist es nicht uninteressant, auch die Rolle der Gesichts-
eindriicke zu priifen und zu untersuchen, wieviel Dimen-
sionen der Sehraum hat, und hierzu die Definition des
§ 3 auf seine Eindriicke anzuwenden.

Da begegnet uns eine erste Schwierigkeit. Betrach-
ten wir eine Empfindung von Rot, die einen bestimmten

5.
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Punkt der Netzhaut angreift, und andererseits eine Emp-
findung von Blau, die den gleichen Punkt der Ne zhaut
angreift. Wir miissen irgend ein Mittel haben, zu er-
kennen, dafl diese beiden qualitativ verschiedenen Emp-
findungen etwas Gemeinsames haben. Aber nach dea
Betrachtungen der vorhergehenden Paragraphen erkennen
wir dies nur durch die Bewegungen des Auges und die
Beobachtungen, zu denen sie Anla8 geben. Wenn das
Auge unbeweglich wire, oder wenn wir uns seiner Be-
wegungen nicht bewuBt wiren, so hitten wir .nicht er-
kennen kénnen, dal diese zwei Empfindungen verschiede-
ner Eigenschaften etwas Gemeinsames haben; wir hitten
das, was ihnen einen geometrischen Charakter gibt,
nicht daraus ableiten kénnen. Die Gesichtsempfindungen
haben also ohne die Muskelempfindungen nichts Geo-
metrisches, so dafl man sagen kann, es gibt keinen reinen
Sehraum. _

Um diese Schwierigkeit zu heben, wollen wir aun
Empfindungen der gleichen Natur betrachten, zum Bei-
spiel Empfindungen der roten Farbe, die sich voneinander
nur durch den Punkt der Netzhaut unterscheiden,
den sie angreifen. Es ist klar, da8 ich gar keinen Grund
habe, eine so willkiirliche Wahl zwischen all den mog-
lichen Sehempfindungen zu treffen, daB ich alle Emp-
findungen der gleichen Farbe in eine Klasse vereinige,
welchen Punkt der Netzhaut sie auch angreifen. Ich
wiirde nie daran gedacht haben, wenn ich nicht vorher
durch das Mittel, das wir soeben besprochen haben,
gelernt hitte, die Verdnderungen des Zustandes von den
Verinderungen der Lage zu unterscheiden; das heifit,
wenn mein Auge unbeweglich wiire. Zwei Empfindungen
der gleichen Farbe wiirden mir, wenn sie zwei ver-
schiedene Punkte der Netzhaut angreifen, im gleichen
MagBe in den Eigenschaften verschieden erscheinen, wie
zwei Empfindungen verschiedener Farben.
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Indem ich mich auf die Empfindung des Roten be-
schrinke, setze ich mir eine kiinstliche Grenze und
vernachldssige systematisch eine ganze Seite. der Frage.
Aber nur durch diesen Kunstgriff kann ich den Sehraum
analysieren, ohne die Bewegungsempfindungen hinein-
zumischen.

Denken wir uns eine Linie tber die Netzhaut ge-
zogen, die ihre Oberfliche in zwei Teile teilt, und lassen
wir die Empfindungen des Roten beiseite, die einen
Punkt dieser Linie angreifen oder die, die zu wenig davon
verschieden sind, um davon getrennt werden zu kdénnen.
Die Gesamtheit dieser Empfindungen wird eine Art
von Schnitt bilden, den ich S nennen will, und es ist
klar, daB8 dieser Schnitt geniigt, die Gesamtheit der mdg-
lichen Empfindungen des Roten zu teilen, und da8,
wenn ich zwei Empfindungen des Roten nehme, die
zwei auf verschiedenen Seiten der Linie liegende Punkte
angreifen, ich nicht auf einem ununterbrochenen Wege
von einem zum andern iibergehen kann, ohne in einem
bestimmten Augenblick eine zum Schnitt gehdrige
Empfindung zu beriihren.

" Wenn also der Schnitt # Dimensionen hat, so hat
die Gesamtheit meiner Empfindungen des Roten oder,
wenn mdn will, der Sehraum, # + 1 Dimensionen.

Jetzt betrachte ich die Empfindungen des Roten, die
einen bestimmten Punkt des Schnittes S angreifen. Die
Gesamtheit dieser Empfindungen wird einen neuen
Schnitt S’ bilden. Es ist klar, dal dieser den Schnitt S
teilt, das Wort ,teilt* immer im gleichen Sinn ge-
braucht.

Wenn also der Schnitt S’ # Dimensionen hat, so hat
der Schnitt S #n 4 1 und der ganze Sehraum » + 2 Di-
mensionen.

Wiirden alle Empfindungen des Roten, die den gleichen
Punkt der Netzhaut angreifen, als identisch angesehen,
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i ]
so hitte der Schnitt S/, da er sich auf ein einziges
Element reduziert, Null Dimensionen und der Sehraum
zZwei.

Und doch sagt man h3ufig, daB das Auge uns die
Empfindung einer dritten Dimension gibt und uns bis
zu einem gewissen Grad erlaubt, die Entfernung der
Gegenstinde zu erkennen. Wenn man diese Empfindung
zu zergliedern sucht, so wird man finden, dal sie sich
entweder auf das BewuBtsein der Konvergenz der Augen,
oder auf das der Anstrengung der Akkommodation
zurickfohren 1a8t, die die Augenmuskeln machen, um
das Bild einzustellen.

Zwei Empfindungen des Roten, die den gleichen
Punkt der Netzhaut angreifen, werden also nur dann als
identisch angesechen, wenn sie von dér gleichen Empfin-
dung der Anstrengung der Akkommodation begleitet
werden oder wenigstens von Empfindungen der Kon-
vergenz und Akkommodation, die zu wenig verschieden
sind, als daf man sie unterscheiden kann.

In dieser Hinsicht ist der Schmitt S’ -selbst ein
Kontinuum, und der Schnitt § hat mehr als eine
Dimension.

Nun lehrt uns aber die Erfahrung, da zwei Seh-
empfindungen, wenn sie von der gleichen Empfindung
der Konvergenz begleitet sind, ebenso von der gleichen
Empfindung der Akkommodation begleitet werden.

Wean wir nun einen neuen Schnitt $” bilden mit
all den Empfindungen des Schnittes S’, die von einer
bestimmten Empfindung der Konvergenz begleitet wer-
den, so werden sie nach dem vorhergehenden Gesetz
ununterscheidbar sein und als identisch angesechen
werden kdnnen; also wird S” kein Kontinuum sein und
Null Dimensionen haben, und da S’ von S” geteilt wird,
ergibt sich daraus, daBl S’ eine Dimension hat, S zwei,
und der ganse Sehraum drei.
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Wire es aber ebenso, wenn uns die Erfahrung das
Gegenteil gelehrt hitte, und wenn eine bestimmte Emp-
findung der Konvergenz nich t immer von derselben Emp-
findung der Akkommodation begleitet wire? In diesem
Fall konnten zwei Empfindungen, die den gleichen Punkt
der Netzhaut angreifen und von der gleichen Empfindung
der Konvergenz begleitet sind, also zwei Punkte, die
beide zu dem Schnitt S” gehdren, nichtsdestoweniger .
voneinander unterschieden werden, weil sie von zwel
verschiedenen Empfindungen der Akkommodation be-
gleitet werden. Also wilre S” seinerseits ein Kontinuum
und hitte wenigstens eine Dimension, S’ hitte dann
zwei, S drei und der Yotale Sehraum hitte vier.

Wird man unter diesen Umstinden sagen, die Er-
fahrung hitte uns gelehrt, da8 der Raum drei Dimen-
sionen hat, weil wir, von einem experimentellen Gesets
ausgehend, dazu gelangt sind, ihm drei zuzuschreiben?
Aber wir haben ja hier sozusagen nur ein physiologisches
Experiment gemacht, und man braucht nur geeignete
Glaser vor die Augen zu nehmen, um den Einklang
zwischen den Empfindungen der Konvergenz und der
Akkommodation aufzuheben; wird man da sagen, es ge-
niige, Brillen zu tragen, um dem Raum vier Dimen-
sionen zu geben, so daB also der Optiker, der sie ver-
fertigt hat, dem Raum eine Dimension mehr gegeben
hitte? Sicherlich nicht; alles was wir sagen kdnnen ist,
dafl die Erfahrung uns gelehrt hat, daB es bequem ist,
dem Raum drei Dimensionen zuzuschreiben.

Aber_der Sehraum ist nur ein Teil des Raumes, und
selbst im Begriff dieses Raumes liegt etwas Ktnstliches,
wie ich zu Anfang auseinandergesetzt habe, Der wirk-
liche Raum ist der Bewegungsraum, und den wollen
wir im folgenden Kapitel prifen.
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, Viertes Kapitel
Der Raum und seine drei Dimensionen.

§ 1. Die Gruppe der Ortsverinderungen.

Fassen wir die erzielten Resultate kurz zusammen.
Wir hatten uns vorgenommen, zu untersuchen, was es
heiit, wenn wir sagen, der Raum hat drei Dimensionen,
und wir haben uns zuerst gefragt, was ein physisches
Kontinuum ist, und wann man sagen kann, da8 es
n Dimensionen hat. Wenn wir verschiedene Systeme
von Eindricken betrachten und sie miteinander ver-
gleichen, so bemerken wir oft, dafl zwei dieser Systeme
nicht voneinander zu unterscheiden sind. Dies driicken
wir gewdhnlich so aus, dafl wir sagen, sie stehen ein-
ander zu nahe, und unsere Sinne sind zu grob, um sie
auseinanderzuhalten. Wir stellen weiter fest, dafl zwei
dieser Systeme bisweilen voneinander unterschieden
werden kdnnen, obwohl sie von ein und demselben
dritten nicht unterscheidbar sind. Wenn dem so ist,
so sagt man, die Gesamtheit dieser Systeme von Ein-
driicken bildet ein physisches Kontinuum X, und jedes
dieser Systeme wird ein Element des Kontinuums K
genannt,

Wieviel Dimensionen hat dieses Kontinuum? Nehmen
wir zuerst zwei Elemente 4 und B von K und nechmen
an, dafl es eine Reihe R von Elementen gibt, die alle
zu dem Kontinuum K gehdren, so dal 4 und B die End-
glieder dieser Reihe sind, und daB jedes Glied der Reihe
vom vorhergehenden nicht zu unterscheiden sei. .‘Wenn
man cine solche Reihe R finden kann, sagen wir, dag
A und B untereinander verbunden sind, und wenn zwei
beliebige Elemente von K miteinander verbunden sind,
sagen wir, da K zusammenhingend ist.
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Wihlen wir nun aus dem Kontinuum K eine gewisse
Anzahl Elemente auf ganz willkiirliche Weise! Die Ge-
samtheit dieser Elemente wird Schnitt genannt. Die
Reihen R, die 4 und B verbinden, teilen wir in zwei
Klassen ein. In die erste Klasse nechmen wir die auf,
von denen ein Element von einem Element des Schnittes
nicht zu unterscheiden ist und sagen, diese schneiden
den Schnitt. Die zweite Klasse enthilt die Reihen R,
deren simtliche Elemente von allen Elementen des
Schnittes zu unterscheiden sind. Wenn alle Reihen R,
die 4 und B verbinden, den Schnitt schneiden, so sagen
wir, da§ 4 und B durch den Schnitt getrennt sind und
dagl der Schaitt K teilt. Wenn wir in K nicht zwei Ele-
mente finden, die durch den Schnitt getrennt sind, sagen
wir, der Schnitt teilt K nicht.

Wenn auf Grund dieser Definition das Kontinuum K
durch Schnitte geteilt werden kann, die nicht selbst ein
Kontinuum bilden, so hat das Kontinuum KX nur eine
Dimension; im entgegengesetzten Fall hat es deren
mehrere, Wenn zur Zerteilung von K ein Schnitt geniigt,
der ein Kontinuum mit einer Dimension bildet, so hat K
zwei Dimensionen; wenn ein Schnitt, der ein Kontinuum
mit zwei Dimensionen bildet, geniigt, so hat K drei
Dimensionen usw.

Vermdge dieser Definitionen wird man immer erkennen
konnen, wieviel Dimensionen ein beliebiges physisches
Kontinuum hat. Es bleibt uns noch #brig, ein physi-
sches Kontinuum zu finden, das sozusagen dem Raum
gleichwertig sei, so da8 jedem Punkt des Raumes ein Ele-
ment dieses Kontinuums entspricht, und dai den ein-
ander sehr nahe liegenden Punkten des Raumes ununter-
scheidbare Elemente entsprechen. Der Raum wirde
dann ebensoviel Dimensionen haben wie dies Kontinuum.

Die Vermittelung dieses fiir die Vorstellung geeig-
neten physischen Kontinuums ist unentbehrlich, weil wir
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den Raum nicht vorstellen kénnen, und das aus
'r Menge von Griinden. Der Raum ist ein mathe-
sisches Kontinuum; er ist unendlich, und wir kdnnen
nur physische Kontinua und Endliches vorstellen.
verschiedenen Elemente des Roumes, die wir Punkte
nen, gleichen einander vollkommen, und um unsere
inition anzuwenden, miissen wir die Elemente von-
inder unterscheiden kiénnen, wenigstens wenn sie
inder nicht zu nahe liegen. Kurz, der absolute Raum
sinnlos, und wir miissen damit anfangen, daBl wir ihn
ein System von Achsen bezichen, das anverinderlich
unseren Korper gebunden ist, den wir immer als auf
gleiche Haltung zurtickgefihrt annehmen missen.
ch habe sodann versucht, mit unseren Sehempfin-
igen ein dem Raume #quivalentes physisches Konti-
:m herzustellen; das ist nicht schwer, und dies Bei-
1 ist besonders geeignet fiir die Untersuchung der
:ahl der Dimensionen. Diese Untersuchung hat uns
sigt, inwieweit es erlaubt ist, zu sagen, der ,,Seh-
m** hat drei Dimensionen; aber diese Ldsung ist un-
stindig und erkiinstelt. Ich habe auseinandergesetzt,
um. Nicht auf den Sehraum, sondern auf den Be-
rungsraum miissen wir unsere Bemiithungen richten.
ch habe ferner daran erinnert, was der Ursprung des
terschiedes ist, den.wir zwischen den Verdnderungen
Lage und den Verinderungen des Zustandes machen.
Inter den Verinderungen, die sich in unseren Ein-
cken vollziehen, unterscheiden -wir zunichst die in-
‘en, willkiirlichen von einer Muskelempfindung be-
teten Verinderungen von den Zufleren Verdnde-
gen, deren Kennzeichen die entgegengesetzten sind.
: stellen fest, dal es vorkommen kann, dafl eine
iere Anderung durch eine innere Anderung aufgehoben
d, die die urspriingliche Empfindung wiederherstelit.
duBeren Verinderungen, die sich durch innere Ver-
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#inderungen aufheben lassen, nennt man Verinde-
.ungen der Lage, und die, die das nicht gestatten,
heifien Verdanderungen des Zustandes. Die inneren
Verinderungen, die fihig sind, eine 4ulere Verinderung
aufzuheben, werden Ortsverinderungen des Kor-
pers im ganzen genannt, die anderen VerZnde-
rungen der Haltung.

Es mdgen nun « und § zwei #ulere Verinderungen
sein, o und §’ zwei innere, und wir nehmen an, dafl
« sowohl von o’ als von §’ aufgehoben werden kann,
und da8 o’ ebensogut « wie § aufhebt; die Erfahrung

zeigt uns dann, dal auch f’ ebensogut « als § aufheben
" kann. In diesem Fall sagen wir, dal « und g der gleichen
Ortsverinderung entsprechen uad ebenso, dafl «’ und §*
der gleichen Ortsverinderung entsprechen.

- Nach dieser Feststellung kdnnen wir uns ein physisches

Kontinuum denken, das wir das Kontinuum oder die
Gruppe der Ortsverinderungen neanen wollen, und
das wir auf folgende Weise definieren kdnnen, Die Ele-
mente dieses Kontinuums seien die inneren Ver#nde-
rungen, die imstande sind, Zuflere Veriinderungen auf-
zuheben. Zwei dieser Verinderungen, «’ und g’, sind als
ununterscheidbar anzusehen, erstens wenn sie es natur-
gemAB sind, das heifit, wenn sie einander zu nahe stehen,
und zweitens, wean «' imstande ist, die gleiche ZufBere
Verinderung aufzuheben wie eine dritte innere Verin-
derung, die ihrer Natur nach nicht von §’ zu unter-
scheiden ist. In diesem zweiten Fall sind sie sozusagen
ununterscheidbar durch Ubereinkunft, das heifit durch
das Ubereinkommen, von Umstéinden abzusehen, durch
die sie unterschieden werden kinnten.

Unser Kontinuum ist jetzt vollkommen definiert, da
wir seine Elemente kennen, und da wir bestimmt haben,
unter welchen Bedingungen sie als ununterscheidbar an-
gesehen werden sollen. Wir haben also alles, was dazu
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gehort, unsere Definition anzuwenden und zu bestimmen,
wieviel Dimensionen dieses Kontinuum hat. Wir werden
erkennen, dafl es deren sechs hat. Das Kontinuum der
Ortsverinderung ist also dem des Raumes nicht gleich,
da die Zahl der Dimensionen nicht die gleiche ist; es
ist dem Raume nur verwandt.

Woher wissen wir, dafl das Kontinuum der Orts-
verinderungen sechs Dimensionen hat? Wir wissen
es aus Erfahrung.

Es wire leicht, die Erfahrungen zu beschreiben, durch
die wir zu diesem Ergebnis gelangen. Man wiirde sehen,
daB man in diesem Kontinuum Schnitte in Anwendung
bringen kann, die es teilen und die Kontinua sind,
da8 man diese Schnitte selbst durch andere Schnitte
zweiten Grades teilen kann, die auch noch Kontinua
sind, und da man erst nach den Schnitten sechsten
Grades, die keine Kontinua mehr sind, einhalten miifite.
Nach unseren Definitionen ist hiermit gesagt, dafi die
Gruppe der Ortsverinderungen sechs Dimensionen hat.

Es wire leicht, wie gesagt, aber es wire recht lang-
wierig und wiirde woh! auch etwas oberflichlich ausfallen.
Die Gruppe der Ortsverinderungen ist, wie wir gesehen
haben, dem Raum verwandt, und man kann den Raum
daraus ableiten; aber sie ist dem Raum nicht gleich-
wertig, weil sie nicht die gleiche Anzahl Dimensionen
hat; und wenn wir gezeigt haben werden, wie sich der
Begriff dieses Kontinuums bilden, und wie man daraus
den des Raumes gewinnen kann, so kénnte man immer
noch fragen, warum uns der Raum mit drei Dimensionen
viel geliufiger ist als dieses Kontinuum mit sechs Dimen-
sionen, und man kdnnte also bezweifeln, dafl sich der
_ Begriff des Raumes im menschlichen Geist auf diesem
Umweg gebildet habe.
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§ 2. Die Identitit zweier Punkte.
Was ist ein Punkt? Wie kdnnen wir wissen, ob zwei

Punkte des Raumes identisch oder verschieden sind? .

Oder mit anderen Worten, was will ich mit der Behaup-
tung sagen: der Gegenstand 4 nimmt im Augenblick «
den Punkt ein, den der Gegenstand B im Augenblick g
einnimmt.

Dies ist das Problem, das wir uns im § 4 des vorigen
Kapitels gestellt haben. Wie ich schon erklirt habe,
handelt es sich nicht darum, die Stellungen der Gegen-
stinde 4 und B im absoluten Raum zu vergleichen; die
Frage hitte dann offenbar gar keinen Sinn; es handelt sich
nur darum, die Lage der zwei Gegenstinde in bezug
auf unverinderlich mit meinem Korper verbundene
Achsen zu vergleichen, immer unter der Voraussetzung,
daf} der Korper auf die gleiche Haltung zuriickgefithrt ist.

Ich nehme an, daf ich zwischen den Augenblicken «
und B weder meinen Karper noth mein Auge bewegt
habe, was ich durch meinen Muskelsinn gewahr werde.
Ich habe also weder meinen Kopf, noch meinen Arm,
noch meine Hand geregt. Nun stelle ich fest, daB mir
im Augenblick « ein Teil der Eindriicke, die ich dem
Gegenstand A zuschreibe, durch eine Faser meines Seh-
nervs {bermittelt wurde, ein anderer durch einen der
Gefiihlsnerven meines Fingers; ich bemerke ferner, dafl
im Augenblick g andere Eindriicke, die ich dem Gegen-
stand B zuschreibe, mir teils durch denselben Sehnerv,
teils durch denselben Gefiihlsnerv zugefihrt werden.

Hier muf8 ich stehen bleiben, um eine Erklirung
einzuschalten. Wie werde ich gewahr, dafl der Ein-
druck, den ich A4 zuschreibe und der davon ganz ver-
schiedene Eindruck, den ich B zuschreibe, mir durch den
gleichen Nerv iibermittelt werden? Soll man annehmen,
um als Beispiel die Sehempfindungen zu wihlen, da 4
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thzeitige Empfindungen hervorbringt, eine reine
findung a und eine Farbénempfindung a’, da8
» gleichzeitig eine Lichtempfindung & und eine
apfindung &’ hervorbringt, und da8f, wenn mir
rschiedenen Empfindungen durch die gleiche
faser zugefiilhrt werden, 4 mit b ideatisch ist, -
gewdhnlich die Farbenempfindungen 4’ und &’,
1 verschiedene Kdorper hervorgebracht werden,
len sind? In diesem Fall wire es diese Identitat
findung a, die die Empfindung a’ begleitet,
impfindung b, die die Empfiadung 4’ begleitet,
zewahr werden lieSle, dafl uns alle diese Emp-
1 durch die gleiche Faser zugefithrt werden.

3 auch mit dieser Hypothese sein mag, und
ich geneigt bin, ihr andere, bedeutend ver-
e vorzuzichen, so ist es gewif, daf wir auf
ine Weise gewahr werden, dafl zwischen den
ingena + o’ und b + b’ etwas Gemeinsames ist.
irden wir gar kein Mittel haben, zu erkennen,
Gegenstand B den Platz des Gegenstandes A4
mmen hat.

‘he nicht weiter daranf ein, sondern komme
Hypothese zuriick, die ich soeben aufgestellt
th nehme an, daB ich festgestellt habe, daBl die
¢, die ich B zuschreibe, mir im Augenblick g8
» gleichen Fasern der optischen sowohl als der
erven, zugefiihrt werden, die mir im Augenblick «
findungen, die ich A zuschrieb, tbermittelt
Wenn dem so ist, 80 werden wir ohne Zigern
dafl der Punkt, den B im Augenblick § einnimmt,
ist mit dem Punkt, den 4 im Augenblick «

ibe eben zwei Bedingungen angefithrt, unter
:se zwei Punkte identisch sind; die eine bezicht
das Gesicht, die andere auf das Geftihl. Be-
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o trachten wir jede einzeln. Die erste ist notweandig, aber
nicht gentigend. Die zweite ist gleichzeitig notwendig
und geniigend. Wer die Geometrie kennt, wird sich
das leicht folgendermaBen erkliren: O sei der Punkt der
Netzhaut, worin sich im Augenblick « das Bild des
Korpers A gestaltet; M sei der Punkt des Raumes, der
im Augenblick « von dem Korper 4 eingenommen wird;
M’ sei der Punkt des Raumes, der im Augenblick g8 vom
Gegenstand B eingenommen wird. Damit der Kdrper B
sein Bild in O entwerfe, ist es nicht notwendig, dafl die
Punkte M und M’ zusammenfallen. Da der Blick in die
Entfernung reicht, so geniigt es, da8 die drei Punkte
O M M’ in gerader Linie sind. Die Bedingung, da8l beide
Gegenstinde ihr Bild in O entwerfen, ist also notwendig,
aber nicht gentigend daftr, daB die beiden Punkte M
und M’ gusammenfallen. Es sei nun P der Punkt, den
mein Finger einnimmt, und wo er bleibt, da er sich nicht
rihrt. Wean ich nun fihle, da der Korper 4 im Augen-
blick ¢ meinen Finger berthrt, so fallen M und P zu-
sammen, weil das Tastgefthl nicht in die Entfernung
reicht. Wenn ich fahle, da8 B meinen Finger im Augen-
blick § berithrt, so fallen M’ und P zusammen. Die
Bedingung, daB 4 meinen Finger im Augenblick «, B ihn
im Augenblick § beriihrt, ist daher gleichzeitig notwendig
und geniigend dafiir, daB M und M’ zusammenfallen.

Wir aber, die wir noch nichts von der Geometrie
wissen, kdnnen micht so folgern; alles was wir tun kdnnen,
ist, aus Erfahrung festzustellen, daBl die erste, auf das
Gesicht beziigliche Bedingung erfiilit sein kann, ohne
daBl es die zweite, auf das Gefiihl beziigliche ist; daf
es aber die zweite nicht sein kann, ohne dafl es die
erste ist. .

Setzen wir den Fall, die Erfahrung hitte uns das
Gegenteil gelehrt, Das kénnte sein, und diese Annahme
hat nichts Widessinniges. Setzen wir also den Fall, wir
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irungsmiBig festgestellt, daB die auf die Be- ©
iiigliche Bedingung erfiillt sein kdnne, ohne
les Gesichtes sei, und daB die des Gesichtes
il nicht erfillt sein kdnne, ohne da es die
ihls sei. Es ist klar, dafl wir, wenn es sich
urteilen wiirden, da das Tastgefiihl in die
reicht, wihrend der Blick nicht in die Eat-

ver noch nicht alles. Bisher habe ich ange-
18 ich, um den Platz eines Gegenstandes zu
nur mein Auge und einen einzigen Finger
h -hitte aber ebensogut andere Mittel an-
nen, zum Beispiel alle meine anderen Finger.
ie an, daB mein erster Finger im Augen-
Tastempfindung verspiirt, die ich dem Gegen-
threibe. Ich fithre eine Reihe von Bewegungen
iler Reihe R von Muskelempfindungen ent-
nfolge dieser Bewegungen verspiirt mein
zer im Augenblick o’ eine Tastempfindurg,
falls dem Gegenstand A zuschreibe. Sodann
mir derselbe zweite Finger im Augenblick 8,
¢ch mich gerihrt habe, was ich durch das
ier Muskeln gewahr werde, wieder eine Tast-
die ich diesmal dem Gegenstand B zu-
h mache nun eine Reihe von Bewegungen,
sihe R’ von Muskelempfindungen entspricht.
B diese Reihe R’ die Umkehrung der Reihe R
1 entgegengesetzten Bewegungen entspricht.
1 es weifl, das sind vielfaltige, frihere Er-
lie mir oft gezeigt haben, dal die urspriing-
sicke sich wiederherstellen, wenn ich hinter-
e zwei Reibhen von Bewegungen machte,
1en Rund R’ entsprechen, das heifit, dag die
len sich gegenseitig ausgleichen. Kann ich
Vorauseetzung erwarten, daBl im Augenblick
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f‘, wenn die zweite Reihe von Bewegungen beendet
ist, mein erster Finger eine Tastempfindung verspiiren
wird, die dem Gegenstand B zuzuschreiben ist?

Um diese Frage zu beantworten, wiirden die, die
schon Geometrie kennen, folgendermaSien schliefen. Es
ist wahrscheinlich, da sich weder der Gegenstand 4 -
zwischen den Augenblicken &« und o’ bewegt hat, noch
der Gegenstand B zwischen den Augenblicken g und §’;
nchmen wir dies an. Im Augenblick « nahm der Gegen-
stand 4 einen bestimmten Punkt M des Raumes ein. In
diesem Augenblick berithrte er also meinen ersten Finger,
und da das Geftihl nichtin die Entfernungreicht,
war mein erster Finger gleichfalls auf dem Punkt M.
Ich machte sodann die Reihe R von Bewegungen, und
am Ende dieser Reihe, im Augenblick o, stelite ich fest,
daf der Gegenstand A meinen zweiten Finger berithrte.
Ich schlof daraus, da sich nun dieser zweite Finger
in M befand, das heifit, da die Bewegungen R zur
Folge hatten, meinen zweiten Finger an den Platz des
ersten zu bringen. Im Augenblick f ist der Gegenstand B
mit meinem zweiten Finger in Berithrung gekommen. Da
ich mich nicht bewegt habe, so ist dieser zweite Finger
in M geblieben, also ist der Gegenstand B nach M ge-
kommen; nach unserer Annahme bewegt er sich nicht
bis zum Augenblick §'. Aber zwischen den Augenblicken #
und @' mache ich die Bewegungen R‘; da diese Bewe-
gungen das Umgekehrte der Bewegungen R sind, so
missen sie zur Folge haben, den -ersten Finger an den
Platz des zweiten zu bringen. Im Augenblick §° wird
also der erste Finger in M sein, und da der Gegen-
stand B gleichfalls in M ist, so wird dieser Gegenstand
meinen ersten Finger berithren. Die gestellte Frage
mufl also mit Ja beantwortet werden.

Wir, die wir noch nichts von der Geometrie wissen,
wir kdnnen nicht in dieser Weise folgern, aber wir stellen

Poincaré, Wert der Wissenschaft. 2. Aufl 6



"82  Enster Teil. Die mathematischen Wissenschaften.

fest, daB diese Voraussehung sich gewdhnlich verwirklicht.
und wir kénnen die Ausnahmen immer dadurch erkliren,
dafl wir sagen, der Gegenstand 4 habe sich zwischen
den Augenblicken « und o’ bewégt, oder der Gegen-
‘stand B zwischen den Augenblicken § und .

Abér hitte die Erfahrung nicht das entgegengesetzte
Ergebnis haben konnen; wire dieses entgegengesetzte
Ergebnis an sich absurd? Augenscheinlich nicht. Was
wiirden wir gemacht haben, wenn uns die Erfahrung
. das Umgekehrte gelehrt hitte? Wire dann die ganze
Geometrie unmdglich geworden? Nicht im geringsten;
wir hiitten nur gefolgert, dal das Tastgefiihl in die
Entfernung reicht.

Wenn ich sage, das Tastgefahl reicht nicht in die Ent.
fernung, aber der Blick reicht in die Entfernung, so hat
diese Behauptung nur einen Sinn, und das ist folgender.
Um zu erkennen, ob B im Augenblick § den von A4 im
Augenblick « eingenommenen Punkt einnimmt, kann ich
mich einer ‘Menge verschiedener Erkennungszeichen be-
dienen; zu einem nehme ich mein Auge, zu einem anderen
meinen ersten Finger; zu einem dritten meinen zweiten
Finger, usw. Aber es geniigt, dafl das auf einen meiner
Finger bezilgliche Kennzeichen zutrifft, damit es auch
bei allen anderen zutreffe; es geniigt aber nicht, daB8 das
auf mein Auge beziigliche Erkennungszeichen eintritt.
Dies ist der Sinn meiner Behauptung; ich beschrinke
mich darauf, eine Erfalirungstatsache festzustellen,
die sich gewohnlich bewahrheitet. .

Wir haben am Schlufl des vorigen Kapitels den Seh-
raum zergliedert und haben gesehen, daff man, um diesen
Raum zu erzeugen, die Netzhautempfindungen, die
Konvergenz- und Akkommodationsempfindungen dazu-
nehmen mufl; dal, wenn diese zwei letzteren nicht immer
ibereinstimmen, der Sehraum vier Dimensionen hitte
anstatt drei, und daBl man andererseits, wenn man nichts
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in Betracht zdge als die Netzhautempfindungen, den ,,ein-
fachen Sehraum‘ erhalten wiirde, der nur zwei Dimen-
sionen hitte. Betrachten wir hingegen den Tastraum,
indem wir uns auf die Empfindungen eines einzigen
Fingers beschrinken, das heifit zusammengefafit, die Ge-
samtheit der Stellungen, die dieser Finger einnehmen
kann. Dieser Tastraum, den wir im nichsten Abschnitt
analysieren werden, und den ich infolgedessen:imv Augen-
blick nicht weiter besprechen muchte, hat drei Dimen-
sionen. Warum hat der eigentliche Raum ebensoviel
Dimensionen wie der Tastraum und mehr als der einfache
Sehraum? Der Grund ist der, dafl das Tastgefiithl nicht in
die Entfernung reicht, wohl aber der Blick.- Diese beiden
Behauptungen haben nur einen und denselben Sinn,
und wir haben soeben gesehen, welches dieser Sinn ist.

Ich komme jetzt auf einen Punkt zurtick, ber den
ich eben schnell hinweggegangen bin, um die Erbrterung
nicht zu unterbrechen: Woher wissen wir, da die Ein-
driicke, die 4 im Augenblick « und B im Augenblick §
auf unserer Netzhaut hervorbringen, uns durch die gleiche
Netzhautfaser zugefGhrt werden, obgleich diese Eindriicke
der Art nach verschieden sind? Ich habe eine einfache
Hypothese aufgestellt, aber hinzugefiigt, daS andere,
erheblich umstindlichere Hypothesen mir viel wahrschein-
licher erscheinen. Hier will ich noch einiges iber die
Hypothesen sagen, die ich damit gemeint habe. Wie
wissen wir, da8 die Eindriicke, die von dem roten Gegen-
stand 4 im Augenblick « und von dem blauen Gegen-
stand B im Augenblick # hervorgebracht werden, wenn
beide Gegenstinde sich im gleichen Punkt der Netshaut
abbilden, etwas Gemeinsames haben? Man kann die
einfache Hypothese, die ich weiter oben gemacht habe,
verwerfen und annehmen, dafl uns diese beiden quali-
tativ verschiedenen Eindriicke durch zwei verschiedene,
aber sich bertihrende Nervenfasern zugeftthrt werden.

6’
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Welches Mittel habe ich dann, um zu wissen, da8 diese
Fasern sich beriihren? Wahrscheinlich hdtten wir gar
keins, wenn das Auge unbeweglich wire. So aber lassen
die Bewegungen des Auges uns erkennen, dafl zwischen
der Empfindung des Blauen im Punkt 4 und der Emp-

findung des Blauen im Punkt B der Netzhaut die gleichen -

Bezichungen sind wie zwischen der Empfindung des
Roten im Punkt 4 und der Empfindung des Roten im
Punkt B. In der Tat haben sie uns gezeigt, daS
die gleichen Bewegungen, die den gleichen Muskel-
empfindungen entsprechen, uns vom ersten zum zweiten
oder vom dritten zum vierten dbergehen lassen. Ich
gehe nicht auf diese Erwigung ein, die sich, wie man
sicht, an die von Lotze aufgeworfene Frage der Lokal-
zeichen anschliefit.

§ 3. Der Tastraum.

Ich kann also die Identitit zweier Punkte, des Punktes,
den 4 im Augenblick « einnimmt, und des Punktes,
den B im Augenblick § einnimmt, erkennen, aber nur
unter der.einen Bedingung, dal ich mich zwischen
den Augenblicken « und B nicht bewegt habe. Das ge-
niigt uns aber noch nicht. Wenn wir annehmen, da88 ich
mich in dem Zeitraum zwischen den Augenblicken «
und B in irgendeiner Weise geregt habe, woher kann
ich dann wissen, ob der Punkt, den 4 im Augenblick «
einnimmt, mit dem Punkt, den B im Augenblick # ein-
nimmt, identisch ist? Ich nehme an, dafl im Augenblick «
der Gegenstand 4, und im Augenblick 8 der Gegenstand B
mit meinem ersten Finger in Berithrung ist. Gleichzeitig
hat mich aber meine Muskelempfindung dariiber belehrt,
daBl mein Korper sich in der Zwischenzeit bewegt hat.
Ich habe weiter oben zwei Reihen von Muskelempfin-
dungen R und R’ betrachtet und gesagt, dafl man bis-
weilen dazu veranlat wird, von zwei solchen Reihen R
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und R’ die eine als die Umkehrung der anderen anzu-
sehen, weil wir oft bemerkt haben, daBl, wenn die beiden
Reihen sich folgen, unsere urspriinglichen Empfindungen
wieder hergestellt werden:

Wenn mich meine Muskelempfindung belehrt, daS
ich mich zwischen den Augenblicken « und § bewegt
habe, aber derart, dafl ich die zwei Reihen von Muskel-
empfindungen R und R’, die ich als die Umkehrung
voneinander betrachte, nacheinander versplirt habe, so
werde ich noch ebensogut, als wenn ich mich nicht be-
wegt hitte, schlieien, daf8 die Punkte, die 4 im Augen-
blick « und B im Augenblick B einnehmen, identisch
sind, wenn ich feststelle, da8 mein erster Finger den
Gegenstand 4 im Augenblick ¢« und B im Augenblick
berihrt.

Diese Losung ist, wie sich zeigen wird, noch nicht
ganz befriedigend. Sehen wir zu, wieviel Dimensionen
wir-nach ihr dem Raume zuschreiben miiten. Ich will
die beiden Punkte, die 4 und B in den Augenblicken «
und P einnehmen, vergleichen, oder ich will die beiden
Punkte vergleichen, die mein Finger in den zwei Augen-
blicken « und # einnimmt; beides kommt auf das gleiche
heraus, da ich annehme, dafl mein Finger im Augenblick «
den Gegenstand 4 und im Augenblick § den Gegenstand B
berithrt. Das einzige Mittel, dber das ich zu diesem Ver-
gleich verfige, ist die Reihe P von Muskelempfindungen,
die die Bewegungen meéines Korpers zwischen diesen
beiden Augenblicken begleitet haben. Die verschiedenen
denkbaren Reihen P bilden augenscheinlich ein physisches
Kontinuum, dessen Dimensionen sehr zahlreich sind.
Kommen wir diberein, die zwei Reihen Pund P 4+ R + R’
nicht als -verschieden zu betrachten, wenn die zwei
Reihen R und R’ die Umkehrung voneinander sind in
dem diesem Wort weiter oben gegebenen Sinn; trotz
dieser Ubereinkunft wird die Gesamtheit der verschiede-
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nen Reihen P noch ein physisches Kontinuum bilden,
und die Zahl der Dimensionen wird geringer, aber doch
noch sehr grof§ sein.

Jeder dieser Reihen P entspricht ein Punkt des Rau-

- mes; zwei Reihen P und P’ entsprechen also zwei Punkte
M und M’. Die Mittel, ber die wir bisher verfiigen,
erlauben uns, zu erkennen, da M und M’ in zwei Fillen
nicht unterschieden sind: 1. wenn P mit P’ identisch ist;
2. wenn P’ gleich P + R + R’ ist, R und R’ als Um-
kehrung voneinander betrachtet. Wenn wir in allen
anderen Fillen M und M’ als unterschieden ansihen,
so wiirde die Gesamtheit der Punkte ebensoviel Dimen-
sionen haben als die Gesamtheit der unterschiedenen
Reihen P, also viel mehr als drei.

Denen, die schon etwas von der Geometrie wissen,
wiire dies durch folgenden Schluf leicht verstindlich zu
machen. Unter den Reihen von denkbaren Muskelemp-
findungen gibt es einige, die Bewegungsreihen entsprechen,
bei denen sich der Finger nicht rihrt. Wenn man die
Reihen P und P + ¢ nicht als verschieden betrachtet,
falls die Reihe ¢ Bewegungen entspricht, bei denen der
Finger sich nicht riihrt, so wird die Gesamtheit der Reihen
ein Kontinuum mit drei Dimensionen bilden; wenn man
aber die Reihen P und P’ dann als unterschieden be-
trachtet, wenn nicht P’ = P 4+ R + R’ ist, R und R’
invers zueinander, so wird die Gesamtheit der Reihen
ein Kontinuum von mehr als drei Dimeasionen bilden.

Nehmen wir im Raum eine Fliche A an, auf dieser
Fliche eine Linie B, auf dieser Linie einen Punkt M;
es sei K die Gesamtheit aller Reihen P, K, die Gesamt-
heit aller der Reihen P, deren entsprechende Bewe-
gungen 2ur Folge haben, dafi der Finger sich auf der
Fiiche A befindet; ebenso seien K3 und Ky die Gesamt-
heit der Reihen P, bei deren Abschlufi der Finger sich in
B oder in M befindet. Es ist zunichst klar, dal K,
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einen Schnitt bildet, der K, teilt; K, wird ein Schaitt
sein der K, und K, ein Schnitt, der K, teilt. Es ergibt
sich daraus nach unserer Definition, da8, wenn K, ein
physisches Kontinuum mit # Dimensionen ist, K, ein
solches mit # 4+ 3 Dimensionen sein wird.

Es seien nun P und P’ = P + ¢ zwei zu K, gehdrige
Reihen; nach Vollendung beider Bewegungen befindet
sich der Finger in M; daraus ergibt sich, da8 der Finger
zu Beginn und zu Ende der Reihe ¢ auf dem gleichen
Punkt M ist. Die Reihe ¢ ist also eine derjenigen, die
Bewegungen entsprechen, bei denen der Finger sich nicht
rihrt. Wenn man P und P + ¢ nicht als verschieden
betrachtet, so vereinigen sich alle Reihen von K in eine
einzige; also wird K; Null Dimensionen haben und K,
wie ich zeigen wollte, drei. Wenn ich im Gegenteil P
und P + ¢ nicht als vereinigt betrachte (wenn nicht
¢ = R + R’ und R und R’ invers sind), so ist es klar,
da8 K, eine grofie Zahl Reihen verschiedener Emp-
findungen enthalten wird; denn der Kdrper kann, ohne
daB der Finger sich rithrt, eine Menge verschiedener
Haltungen annehmen. Dann wird K, ein Kontinuum
bilden und K, wird mehr als drei Dimensionen haben,
was ich ebenfalls zeigen wollte.

Wir, die wir noch keine Geometric kennen, kdnanen
nicht auf diese Weise schlieflen, wir kdnnen aur Tat-
sachen feststellen. Nun stellt sich uns aber eine Frage:
Wie kommen wir dazu, bevor wir die Geometrie kennen,
die Reihen g, bei denen sich der Finger nicht rithrt, von
den anderen zu unterscheiden? Denn erst nachdem wir
diesen Unterschied gemacht haben, kdnnen wir P und
P + ¢ als identisch ansehen, und nur unter diecer Be-
dingung kdnnen wir, wie wir gesehen haben, zum Raum
mit drei Dimensionen gelangen.

Wir werden veranlaSt, die Reihen ¢ auszuzeichnen,
weil es oft vorkommt, da8, wenn wir die Bewegungen
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diesen Reihen von Muskelempfindungen
¢ Tastempfindungen, die uns durch den
irs, den wir den ersten genannt haben,
tden, fortbestehen und durch diese Be-
: geindert werden. Dies lehrt uns die
nur sie konnte es uns lehren.
Reihen von Muskelempfindungen R 4 R’
iaben, die durch die Vereinigung zweier
er Reihen gebildet werden, so geschah
s Gesamtheit unserer Eindriicke unver-
n‘ haben; wenn wir nun die Reihen ¢
tun wir es, weil sie bestimmte Ein-
. (Wenn ich sage: eine Reihe von Muskel-
R ,,erhilt einen unserer Eindriicke A4,
amit, daBl wir feststellen, daf, wenn wir
A verspiiren und dann die Muskelemp-
den Eindruck A4 auch nech nach der
ing R fihlen.)
eiter oben gesagt, daBl es oft vor-
die Reihen ¢ die Tastempfindungen
Fingers nicht indern; ich. habe gesagt
mer; in der Sprache des tiglichen
las, dafl sich der Tasteindruck nicht
venn sich der Finger nicht bewegt hat,
ngung, daf sich der Gegenstand 4, der
nger in Berlthrung war, auch nicht be-
r kdnnen diese Erklirung nicht geben,
i keine Geometrie kennen; wir kénnen
daB der Eindruck oft fortbesteht, aber

ser, da er oft fortbesteht, um uns die
merkenswert erscheinen zu lassen, und
sen, die Reilten P und P + ¢ in die gleiche
n und sie dadurch als nicht unterschieden

Unter diesen Bedingungen haben wir
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gesehen, daB sie ein physisches Kontinuum mit drei
Dimensionen erzeugen.

Wir haben hiermit also einen Raum von drei Dimen-
sionen, den mein erster Finger erzeugt. Jeder meiner
Finger wird einen gleichen hervorbringen. Wie kommen
wir dazu, sie als identisch mit dem Sehraum, als identisch
mit dem geometrischen Raum anzusehen? Das miissen
wir noch priifen.

Bevor wir aber weitergehen, wollen wir eine Betrach-
tung anstellen; nach dem Vorhergehenden kennen
wir die Punkte des Raumes oder, allgemeiner, die end-
liche Lage unseres Korpers nur durch die Reihen der
Muskelempfindungen, durch die uns die Bewegungen -
offenbart werden, die uns aus einer bestimmten Anfangs-
lage in diese Endlage @iberfithren. Es ist aber klar, daf§
diese endliche Lage einerseits von diesen Bewegungen
abhingt und anderenteils von der anfinglichen
Lage, von der wir ausgingen. Die Bewegungen werden
uns nur durch unsere Muskelempfindungen enthiillt;
nichts 148t uns aber die Anfangslage erkennen; nichts
kann nns ermdglichen, sie von allen anderen denkbaren
Lagen zu unterscheiden. Das ist es, was die wesentliche
Relativitat des Raumes evident macht.

§ 4. Die Identitit der verschiedenen Riume.

Wir - kommen also dazu, die beiden Kontinua XK
und K’ zu vergleichen, von denen das eine zum Beispiel
von meinem ersten Finger F erzeugt wird, das andere
von meinem zweiten Finger F’. Diese zwei physischen
Kontinua haben beide drei Dimensionen. Jedem Ele-
ment des Kontinuums K, oder, wenn man sich lieber so
ausdriickt, jedem Punkt des ersten Tastraumes entspricht
eine. Reihe von Muskelempfindungen P, durch die ich
aus einer bestimmten Anfangslage in eine bestimmte
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Endlage tibergehe.!) Auflerdem wird ein und derselbe
Punkt dieses ersten Raumes den Reihen P und P + ¢
entsprechen, wenn wir wissen, dafl o cine Reihe ist,
durch die sich der Finger F nicht bewegt.

Ebenso entspricht jedem Element des Kontinuums K’
oder jedem Punkt des zweiten Tastraumes eine Reihe P’ -
von Empfindungen, und der gleiche Punkt wird P’ und
P’ + ¢’ entsprechen, wenn ¢’ eine Reihe ist, durch die
der Finger F’ sith nicht bewegt.

Was ‘uns die Reihen ¢ und ¢’ unterscheiden liflt, ist,
dal die erstere die Gefithlseindriicke, die der Finger F
verspiirt, nicht indert, wihrend die zweite die erhilt,
die der Finger F’ versptirt.

Wir kdnnen folgendes feststellen: zu Anfang verspfirt
mein Finger F’ eine Empfindung 4’; ich mache Be-
wegungen, die die Muskelempfindungen R erzeugen; mein
Finger F versplirt die Empfindung 4; ich mache Be-
wegungen, die eine Reihe von Empfindungen ¢ er-
zeugen; mein Finger F fihrt fort, die Empfindungen A4
zu verspiiren, da dies die charakteristische Eigenschaft
der Reihen ¢ ist; ich mache dann Bewegungen, die die
Reihe R’ von Muskelempfindungen hervorbringen, das
heiit die Umkehrung von R in dem oben gegebenen
Sinne dieses Wortes. Ich bemerke hierauf, dal mein
Finger F’ von neuem die Empfindung A4’ versplirt
(R mufl hierzu wohlverstanden in geeigneter Weise
gewihlt sein).

Hiermit ist gesagt, da die Reihe R + ¢ + R’, die
die Gefithlseindriicke des Fingers F’ erhilt, eine der
Reihen ist, die ich ¢’ genannt habe. Umgekehrt wird,

1) Statt zu sagen, da8 wir den Raum auf unverknderlich mit
unserem Korper verbundene Achsen bezichen, wiirde man vielleicht
besser in Ubereinstimmung mit dem vorhergehenden sagen, daB
wir ihn auf Achsen beziehen, die mit der Anfangslage unseres
Korpers unverénderlich verbunden sind.
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wenn man eine beliebige Reihe ¢’ nimmt, R" 4+ " + R
eine Reihe sein, die wir ¢ nennen.

Also wird, wenn R geeignet gewihlt ist, R + ¢ + R’eine
Reihe ¢’ sein, und indem man ¢ auf alle mdglichen Arten
verindert, wird man alle mdglichen Reihen ¢’ erhalten.

Alles dieses kdnnen wir, da wir noch keine Geometrie
kennen, nur feststellen; die aber, denen die Geometrie
bekannt ist, wiirden die Tatsache so erkliren: Zu
Anfang ist mein Finger F’ auf dem Punkt M in Be-
rithrung mit dem Gegenstand 4, der ihn den Eindruck 4’
verspiiren 148t; ich mache die Bewegungen, die der
Reihe R entsprechen. Ich habe schon gesagt, daff diese
Reihe geeignet gewihlt sein mtsse; ich mufl die Wahl
derart treffen, dafl die Bewegungen den Finger F auf
den urspriinglichen von dem Finger F’ eingenommenen
Platz bringen, das heifit auf M. Der Finger F wird also
nun in Beriihrung mit dem Gegenstand a sein, der ihn
den Eindruck A verspiliren 1afit.

Sodann fihre ich die Bewegungen aus, die der Reihe ¢
entsprechen; bei diesen Bewegungen #ndert sich die
Stellung des Fingers nach Voraussetzung nicht; der
Finger bleibt also in Berithrung mit dem Gegenstand a
und f3hrt fort, die Empfindung A4 zu verspiiren. Endlich
mache ich die Bewegungen, die der Reihe R’ entsprechen.
Da R’ die Umkehrung von R ist, so fibren diese Be-
wegungen den Finger F’ auf den Punkt, den vorher der
Finger F einnahm, auf den Punkt M. Wenn, wie an-
zunehmen erlaubt ist, der Gegenstand a sich nicht be-
wegt hat, so wird sich dieser Finger in Berithrung mit
dem Gegenstand befinden und wieder den Eindruck A’
verspiliren, was bewiesen werden solite.

Wenden wir uns nun den Folgerungen zu, Ich be-
trachte eine Reihe von Muskelempfindungen P; dieser
Reihe entspricht ein Punkt M des ersten Tastraumes.
Kommen wir nun auf die beiden Reihen R und R’ zuriick,



92 Erster Teil. Die mathematischen Wissenschaften.

von denen die eine die Umkehrung der anderen ist,
rer die wir soeben gesprochen haben. Der Reihe
+ P 4+ R’ wird ein Punkt N des zweiten Tastraumes
tsprechen, da jeder beliebigen Reihe von Muskel-
apfindungen, wie wir gesagt haben, ein Punkt sowohl
s ersten als des zweiten Tastraumes entspricht.
Ich will die beiden so definierten Punkte N und M
s einander entsprechend betrachten. -Was berechtigt
ich dazu? Die notwendige Bedingung dieser Uber-
nstimmung ist, dafl die Identitit der zwei Punkte M
id M’, die im ersten Raume den Rejhen P und P’
itsprechen, die Identitit zwischen den zwei entsprechen-
n Punkten N' und N’ des zweiten Raumes zur Folge
it, das heifit zwischen den Punkten, die den beiden
eihen R+ P+ R’ und R + P’ + R’ entsprechen.
ir werden sehen, ob diese Bedingung erfiillt ist.
Zuerst eine Bemerkung. Wenn R und R’ die Um-
‘hrung voneinander sind, so wird R + R’ = 0, und
folgedessen R+ R+ P=P + R+ R’ = P, oder
ich P+ R+ R" 4 P’ = P + P’; aber es folgt nicht
iraus, da8 R + P + R’ = P ist; denn obwohl wir das
iditionszeichen angewendet haben, um die Aufein-
iderfolge unserer Empfindungen darzustellen, so ist es
ich klar, dal die Anordnung dieser Aufeinanderfolge
cht gleichgiiltig ist; wir kdnnen nicht wie bei der ge-
shnlichen Addition die Reihenfolge umkehren; um eine
)gekiirzte Sprache zu gebrauchen: unsere- Operationen
ad assoziativ, aber nicht kommutativ.
Ist dies vorausgeschickt, so ist es, damit P und P*
:m gleichen Punkt M = M’ des ersten Raumes ent<
rechen, notwendig und geniigend, dal P’ = P + ¢ sei,
ann wird

R+P+R=R+P+o+ R
=R+P+R +R+e+ R
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Wir haben aber festgestellt, da8 R + ¢ + R’ eine der
Reihen ¢ ist. Also haben wir

R+P +R =R+ P+ R +9¢,

was so viel heifit, alsdaB R+ P’ + R'und R + P + R’
dem gleichen Punkt N = N’ des zweiten Raumes ent-
sprechen, was zu beweisen war.

Unsere beiden Riume stimmen also Punkt fir Punkt
iberein; sie kdnnen einer in den anderen ,,transformiert*
werden, sie sind isomorph. Wie kommen wir dazu zu
schliefen, dafl sie identisch sind?

Betrachten wir die beiden Reihen ¢ und R +¢ + R
= ¢'. Ich habe gesagt, dal die Reihe ¢ oft, aber nicht
immer den Tasteindruck 4 des Fingers F erhilt, und
ebenso kommt es oft, aber nicht immer vor, dal die
Reihe o' den Tasteindruck A4’ des Fingers F’ erhilt.
Nun bemerke ich, dal es sehr oft (das heifit viel dfter
als das, was ich soeben oft nannte) vorkommt, da8,
wenn die Reihe ¢ den Eindruck A4 des Fingers F erhilt,
auch gleichzeitig die Reihe ¢’ den Eindruck A’ des
Fingers F’ erhilt; und umgekehrt, daB, wenn der erste
Eindruck geindert ist, der zweite es ebenfalls sein wird.
Das kommt sehr oft vor, aber nicht immer.

Wir legen diese Erfahrungstatsache aus, indem wir
sagen, der unbekannte Gegenstand g4, der den Eindruck 4
auf den Finger F verursacht, ist mit dem unbekannten
Gegenstand a’, der den Eindruck 4’ auf den Finger F’
verursacht, identisch. In der Tat, wenn sich der erste
Gegenstand bewegt, was wir. durch das Verschwinden
des Eindrucks A4 bemerken, so bewegt sich der zweite
ebenfalls, da der Eindruck 4’ gleichfalls verschwindet.
Wenn der erste Gegenstand unbeweglich bleibt, bleibt
auch der zweite unbeweglich. Wenn die zwei Gegen-
stinde miteinander identisch sind, — der erste mit dem
Punkt M des ersten Raumes, der zweite mit dem Punkt N
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es zweiten Raumes —, so sind auch diese beiden Punkte
lentisch. Das ist es, was uns veranlait, die beiden
‘dume als identisch anzusehen; oder besser, das ist es,
'as wir ausdriicken wollen, wenn wir sagen, daff sie
lentisch sind.

Das was-wir sosben von der Identitiit der beiden Tast-
iume gesagt haben, erspart uns, die Frage beziiglich
er Identitit des Tastraumes und des Sehfaumes zu er-
rtern, die in der gleichen Weise zu behandeln:wire.

§ 5. Der Raum und die Erfahrung.

Es bhat den Anschein, als gelangte ich zu Schlissen,
ie mit den Ideen der Empiriker Gbereinstimmen. Ich
abe in der Tat versucht, die Rolle der Erfalrung dar-
astellen, und die Erfahrungstatsachen zu analysieren, die
i der Entstehung des Raumes mit drei Dimensionen
titwirken, Wie grofl aber auch der EinfluB dieser Tat-
wchen sein mag, es bleibt etwas, was wir nicht ver-
sssen diirfen, worauf ich tibrigens schon mehr als ein-
1al die Aufmerksamkeit gelenkt habe. Diese Erfahrungs-
itsachen bewahrheiten sich oft, aber nicht immer.
las soll selbstverstindlich nicht heifien, dal der Raum
‘t drei Dimensionen hat, aber nicht immer.

Ich weil, das es' leicht ist, sich herauszuzichen, und
af man, wenn die Tatsachen sich nicht bewahrheiten,
ies dadurch erkliren kann, dafl man sagt, die dufieren
egenstinde haben sich bewegt. Wenn die Erfahrung
en erwarteten Erfolg hat, so sagt man, sie belehrt uns
ber den Raum; hat sie ihn nicht, so h&lt man sich
n die SuBeren Dinge, die man beschuldigt, sich be-
egt zu haben; mit anderen Worten, wenn es ihr nicht
slingt, gibt man iht gewaltsam einen-Stof.

Diese StoBe sind gerechtfertigt, das bestreite ich
icht; sie geniigen aber, uns erkennen zu lassen, da8
ie Eigenschaften des Raumes nicht eigentlich Erfah-

e e’
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rungstatsachen sind. Wenn wir andere Gesetze hitten
beweisen wollen, wiirden wir es ebensogut erreicht haben
durch andere, entsprechende Gewaltstdie. Hitten wir
diese Stéfie nicht immer durch die gleichen Griinde
rechtfertigen kénnen? Hochstens hitte man uns ent-
gegenhalten konnen: , Eure StéBe sind berechtigt, aber
ihr miBbraucht sie. Wozu so oft die Jufleren Gegenstiénde
sich bewegen lassen?*

Kurz, die Erfahrung beweist uns nicht, da der Raum
drei Dimensionen hat; sie beweist uns nur, dafi es bequem
ist, thm drei zuzuschreiben, weil dann die Zahl der
Gewaltsts8e auf ein Minimum beschrinkt ist.

Ich fige noch hinzu, da die Erfahrung uns immer
nur auf den Raum der Vorstellung fihrt, der ein phy-
sisches Kontinuum ist, und nie auf den geometrischen
Raum, der ein mathematisches Kontinuum ist. Héchstens
kann sie uns lehren, daf es bequem ist, dem geometrischen
Raum drei Dimensionen beizulegen, damit er ebensoviel
habe wie der Raum der Vorstellung.

Die Frage der Erfahrung kann auch unter einer
anderen Form auftreten. Ist es unmadglich, die physischen
Vorginge, zum Beispiel die mechanischen, anders als
im Raum mit drei Dimensionen zu begreifen? Wire es
so, dann h#tten wir einen objektiven Erfahrungsbeweis,
sozusagen unabhingig vom unserer Physiologie, fiir die
Formen unserer Vorstellung,

Es ist aber nicht so; ich will die Frage hier nicht
volistindig behandeln, ich beschrinke mich darauf,
an das schlagende Beispiel zu erinnern, das uns die
Hertzsche Mechanik gibt.

Es ist bekkannt, daB der grofie Physiker nicht an das
Bestehen der Krifte im eigentlichen Sinn des Wortes
glaubte; er nahm an, dal die sichtbaren, materiellen
Punkte durch gewisse unsichtbare Verbindungen an an-
dere, unsichtbare Punkte gefesselt seien, und daf} des,
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wir den Kriften zuschreiben, die Wirkung dieser
shtbaren Verbindungen sei.

\s ist aber nur ein Teil seiner Ideen. Denken wir
ein System von . sichtbaren oder unsichtbaren
riellen Punkten; das gibt im ganzen 3 n Koor-
ten; betrachten wir sie als die Koordinaten eines
gen Punktes im Raume mit 3 » Dimensionen. Dieser
Punkt soll der Bedingung unterworfen sein, auf
* Fliche (mit einer beliebigen Anzahl von Dimen-
n < 3 1) zu bleiben kraft der Verbindungen, von
n wir soeben gesprochen haben. Um sich auf dieser
1e von einem Ort an einen anderen zu begeben, wird
mer den kiirzesten Weg nehmen; das soll der einzige
idsatz sein, der die ganze Mechanik zusammenfaSt,
igleich man von dieser Hypothese glauben solite,
man durch ihre Einfachheit verfiihrt oder durch
. erktinstelten Charakter abgestofien werde, so ge-
die einzige Tatsache, dal Hertz sie begreifen und
ir bequemer als unsere gebriuchlichen Hypothesen
n konnte, um zu beweisen, dafl sich unsere gewshn-
n Ideen und besonders die drei Dimensionen des
nes dem Mechaniker durchaus nicht mit uniiber-
licher Stirke aufzwingen.

§ 6. Der Geist und der Raum.

e Erfahrung hat also nur eine einzige Rolle gespielt,
1at den Anstol gegeben. Aber diese Rolle war
sdestoweniger sehr wichtig, und ich habe es fiir
- gehalten, sie hervortreten zu lassen. Diese Rolle .
unndtig gewesen, wenn eine Form a priori existierte,
ich unseren Sinnen aufdringte, und die der Raum
irei Dimensionen wire.

steht diese Form, oder, mit anderen Worten, kdnnen
ins den Raum mit mehr als drei Dimensionen vor-
n? Und vor allem, was bedeutet diése Frage? Es
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ist klar, dal wir uns im wahren Sinn des Wortes weder
den Raum mit vier, noch den Raum mit drei Dimen-
sionen vorstellen kidnnen. Zunichst kénnen wir uns
weder leere Riume vorstellen noch auch Gegenstinde
im Raum, sei es mit drei oder vier Dimensionen,
erstens, weil diese R4ume, der eine wie der andere, un-
endlich sind, und es uns unmdglich ist, uns eine Figur
im Raum, das hei8t einen Teil im Ganzen, vorzustellen,
ohae uns das Ganze vorzustellen, und das ist unmadglich,
weil das Ganze unendlich ist; zweitens, weil diese Riume,
einer wie der andere, mathematische Kontinua sind, und
wir uns nur physische Kontinua vorstellen kénnen;
drittens, weil diese R4ume, einer wie der andere, homogen
sind, und die Rahmen, -in die wir unsere doch immer
begrenzten Empfindungen einschlieen, nicht homogen
sein koénnen.

Also kann die gestelite Frage nur den einen Sinn
haben: Ist es mdglich, sich vorzustellen, da8 die Ergeb-
nisse der oben besprochenen Erfahrungen, wenn sie anders
ausgefallen wiren, uns veranlafit hitten, dem Raume mehr
als drei Dimensionen zuzuschreiben; kann man sich vor-
stellen, daB zum Beispiel die Akkommodationsempfindung
nicht immer mit der Konvergenzempfindung der Augen
iibereinstimmte, oder daB die in § 2 besprochenen Er-
fahrungen, deren Ergebnis wir in die Worte kleideten:
,»Das Tastgefiihl rejcht nicht in die Eatfernung®, uns zu
entgegengesetzter Folgerungen gefihrt hitten?

Und ohne Zweifel ist das mdglich; im Augenblick, wo
man sich ein Experiment ausdenkt, stellt man sich eben
dadurch die beiden entgegengesetzten Ergebnisse vor, zu
denen es filhren kann. Es ist mdglich, aber es ist schwer,
weil wir eine Menge Ideenverbindungen zu bekdmpfen
haben, die die Frucht einer langen personlichen Erfah-
rung und der noch lingeren Erfahrung des Menschen-
geschlechtes sind. Machen vielleicht diese Ideenverbin-

Poincaré, Wert der Wissenschaft. 2. Aufl. 7
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lungen, wenigstens soweit wir sie von unseren Vorfahren
ecsbt haben, diese Form a priori aus, von der wir, wie
aan sagt, die reine Anschauung haben sollen?* Dann
che ich nicht ein, warum man sie als der Analyse wider-
trebend ansehen und mir das Recht, ihren Ursprung
ufzusuchen, verweigern solite.

Wenn man sagt, unsere Empfindungen seien aus-
edehnt, so kann man damit nur meinen, da8l sie immer
1t der Vorstellung gewisser Muskelempfindungen ver-
nipft sind, die den Bewegungen entsprechen, durch
ie wir den Gegenstand, der sie verursacht, erreichen
rirden, mit anderen Worten, durch die wir uns ihrer
rwehrten. Und gerade weil diese Verbindung zum
chutze des Organismus niitzlich ist, ist sie so alt in der
ieschichte der Art und erscheint uns unzerstdrbar.
lichtsdestoweniger ist es nur eine Ideenverbindung, und
3 ist denkbar, da8 sie durchbrochen wiirde. Man darf
Iso nicht sagen, dai die Empfindung nicht in das Be-
rufitsein eintreten kdnne, ohne in den Raum einzutreten;
1an kann nur sagen, daB sie in Wirklichkeit nicht
1 das Bewufltsein eintritt, chne da8 sie zugleich in den
‘aum eintritt, das heifit, ohne da8 sie in diese Verbin-
ung aufgenommen werde.

Ich kann auch nicht verstehen, da man sagt, die
dee der Zeit sei logisch spiiter als der Raum, weil wir
e uns nur in der Form einer Geraden vorstellen kdnnen;
bensogut kann man sagen, die Zeit ist logisch spiter
Is die Wiesenkultur, da man die Zeit mit einer Sense
ewaffnet darstellt. Dafl man sich die verschiedenen
eitabschnitte nicht als gleichzeitig vorstellen kann, ver-
teht sich von selbst, weil es eben die weseatliche Eigen-
shaft dieser Zeitabschnitte ist, nicht gleichzeitig zu sein.
lamit ist nicht gesagt, daB man nicht die Anschauung
er Zeit hat. Aus demselben Grunde wiirde man die
es Raumes nicht haben, weil man sich aus den ge-
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nannten Griinden auch ihn nicht im eigentlichen Sinn
des Wortes vorstellen kann. Das, was wir uns unter dem
Namen einer Geraden denken, ist ein grobes Bild, das
der geometrischen Geraden so wenig gleicht als der
Zeit selbst.

Warum hat man gesagt, daB jeder Versuch, dem
Raum eine vierte Dimension zu geben, diese immer auf
eine der anderen zuriickfithrt? Das ist leicht zu ver-
stehen. Betrachten wir unsere Muskelempfindungen und
.die ,,Reihen*, die sie bilden kdnnen. Infolge zahlrsicher
Erfahrungen sind die Vorstellungen dieser Reihen unter-
einander durch ein sehr verwickeltes Gewebe verbunden;
unsere Reihen sind klassifiziert. Es sei mir erlaubt, mich
der Bequemlichkeit der Sprache halber in ganz grober,
ungenauer Weise auszudriicken, indem ich sage, dafi
unsere Reihen von Muskelempfindungen in drei Klassen
geordnet sind, die den drei Dimensionen des Raumes
entsprechen. Wohlverstanden, die wahre Einteilung ist
viel verwickelter; aber dies wird genlgen, um meine
Schluffolgerungen verstindlich gu machen. Wean ich
mir eine vierte Dimension vorstellen will, so denke ich
mir eine andere Reihe von Muskelempfindungen, die
einer vierten Klasse angehdrt. Da aber alle meine
Muskelempfindungen schon in einer der bereits exi-
stierenden Klasse untergebracht sind, so kann ich mis
nur eine Reihe denkea, die einer dieser drei Klassen
angehdrt, so daf meine vierte Dimension auf eine der
drei anderen zuriickitihrt, '

Was wird hierdurch bewiesen? Daf es zuerst ndtig
wire, die alte Einteilung zu zerstdren, und sie durch eine
neue zu ersetzen, wo die Reihen von Muskelempfin-
dungen in vier Klassen eingeteilt wiirden. Dann wiirde
die Schwierigkeit verschwinden.

Man zeigt sie manchmal an einem viel schlagenderen
Beispiel. Ich nchme an, ich sei in einem Zimmer ein-

7% L0
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schlossen zwischen den sechs uniberschreitbaren
wuern, den vier Seitenwinden, der Decke und dem
Bboden; es ist mir unmdglich herauszukommen oder
r auszudenken, dal ich herauskime. Konnte man
h denn nicht denken, da die Tdr sich dffne oder
B8 zwei der Winde verschwinden? Selbstverstind-
h, wird man antworten, mu88 man voraussetzen, daB
3 Winde unbeweglich bleiben. — Jawohl, aber ich
be doch das Recht, mich zu bewegen; und dann
rden die Scheidewinde, die wir uns in absoluter
the denken, in Bezichung auf mich in Bewegung
n. — Gewif, aber eine derartige relative Bewegung
nn keine beliebige sein; wenn die Gegenstinde in
the sind, so ist -ihre auf beliebige Achsen bezogene
wegung die eines festen, unverZnderlichen Korpers,
er die scheinbaren Bewegungen, die ihr euch aus-
nkt, entsprechen nicht dem Gesetz der Bewegungen
ies unveriinderlichen starren Kdrpers. — Ja, aber nur
s Erfahrung hat uns die Bewegungsgesetze eines un-
rinderlichen, starren Kdrpers gelehrt, nichts witrde uns
idern, uns auszudenken, dafl sie anders wiren. Kurz,
1 mir einzubilden, daB ich aus meiném Geféngnis
rauskime, brauche ich mir nur einzubilden, dafl die
inde zu verschwinden scheinen, wenn ich mich bewege.
Ich glaube also, daBl, wenn man unter Raum ein
ithematisches Kontinuum mit drei Dimensionen ver-
‘t, wire es auch gestaltios, der Geist es bildet; aber
schafft es nicht aus nichts, er braucht Material und
rbilder, Dieses Material und die Vorbilder findet
in sich. Er hat aber nicht nur ein einziges Vorbild,
s sich ihm aufzwingt, er hat die Wahl; er kann zum
ispiel zwischen dem Raum mit vier und dem Raum
t drei Dimensionen wihlen. Welche Rolle spielt
n dabei die der Erfahrung? Sie gibt ihm die An
tung, nach der er seine Wahl trifft.
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Zum Schluf8 noch eine Frage: woher kommt der
quantitative Charakter des Raumes? Er kommt von
der Rolle, die die Reihen der Muskelempfindungen bei
seiner Entstehung spielen. Es sind Reihen, die sich
wiederholen kdnnen, und aus ihrer Wiederholung ent-
steht die Zahl; weil sie sich endlos wiederholen kdnnen,
ist der Raum unendlich. Und darum ist der Raum auch
relativ, wie wir am Ende des § 3 gesehen haben. Also
ist es die Wiederholung, die dem Raum seine wesent-
lichen Merkmale verleiht, die Wiederholung aber setzt die
Zeit voraus; damit ist gesagt, dafl die Zeit logisch frither
war als der Raum. , '

§ 7. Die Rolle der halbkreisf6rmigen Kanile.

Ich habe bis jetzt nicht von der Rolle gewisser Organe
gesprochen, denen die Physiologen mit Recht einen wich-
tigen Einflufl zuschreiben, ich meine die halbkreisférmigen
Kanile. Zahlreiche Erfahrungen haben gentigend gezeigt,
dafl diese Kandle unserem Orientierungssinn nétig sind;
aber die Physiologen sind nicht ganz einer Meinung. Zwei
entgegengesetzte Theorien sind aufgestellt worden, die
von Mach-Delage und die von de Cyon. -

De Cyon ist ein Physiologe, der seinen Namen durch
wichtige Entdeckungen iiber die Innervation des Herzens
bekannt gemacht hat; ich kann seine Ansichten dber
die Frage, die uns beschaftigt, nicht immer teilen. Da
ich nicht Physiologe bin, so trage ich Bedenken, die
Experimente zu beurteilen, die er gegen die entgegen-
gesetzte Theorie von Mach-Delage richtet; sie scheinen
mir jedoch nicht baweisend zu sein, denn in vielen von
ihnen lieB er den Druck in einem Kanal im ganzen
variieren, wihrend physiologisch nur der Unterschied
des Druckes auf beide Enden des Kanals sich #ndert;
bei anderen waren die Organe schwer verletzt, was ihre
Funktion beeinflussen mufite.
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Wie dem auch sei; wenn die Experimente auch ein-
wandfrei wiren, wirden sie vielleicht die alte Theorie
widerlegen; sie wiirden aber fiir die neue Theorie nichts
beweisen. In der Tat wird es, wenn ich die Theorie richtig
verstanden habe, geniigen, si¢ darzustellen, um zu zeigen,
daBl es unmbdglich ist, ein Experiment zu ersinnen, das
sie bestitigt.

Nach dieser Theorie haben die drei Paare von Kanilen
nur die einzige Funktion, uns kundzutun, da8 der
Raum drei Dimensionen hat. Die japanischen Miuse
haben nur zwei Paar Kanile; sie glauben allem Anschein
nach, dal der Raum nur zwei Dimensionen hat, und sie
bekunden diese Ansicht auf die seltsamste Weise: sie
bilden einen Kreis, indem jede die Nase unter den:
Schwanz der vorhergehenden steckt, und so gruppiert
beginnen sie, sich rasch zu drehen. Die Lampreten, die
nur ein Paar Kanile haben, glauben, da§ der Raum nur
eine Dimension habe, aber ihre Kundgebungen sind
weniger stlirmisch.

Es ist leicht ersichtlich, dafl eine derartige Theorie
nicht annehmbar ist. Die Sinnesorgane sind dazu be-
stimmt, uns die Verinderungen zu verkilnden, die in
der dufieren Welt vor sich gehen. Man kénate nicht ver-
stehen, warum der Schopfer uns Organe gegeben hitte;
die dazu bestimmt wiren, uns unaufhdrlich zuzurufen:
Denke daran, da der Raum drei Dimensionen hat!
da doch die Zahl dieser Dimensionen nicht dem Wechsel
unterworfen' ist.

Wir miissen also auf die Theorie von Mach-Delage
zurlickkommen. Das, was wir durch die Nerven der
Kanile erkennen kdnnen, ist der Unterschied des Druckes
an den beiden Enden eines und desselben Kanales, und
dadurch kommt uns zum Bewufitsein:

1. die Richtung der Vertikallinie in bezug auf drei
unverdnderlich mit dem Kopf verbundene Achsen;

N
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2. die drei Komponenten der Translationsbeschleu-
nigung des Schwerpunktes des Kopfes;

- 3. die durch die Drehungen des Kopfes hervor-
geruienen Zentrifugalkrifte;

4. die Beschleunigung der Drehbewegungen des Kopfes.

Es ergibt sich aus den Experimenten von Delage,
daB diese letzte Angabe bei weitem die wxchtlgste ist;
ohne Zweifel weil die Nerven weniger empfindlich gegen
den Unterschied des Druckes selbst sind, als gegen die
plotzlichen Anderungen dieses Unterschiedes. Die drei
ersten Angaben kdnnen also unbeachtet bleiben.

Wenn wir die Beschleunigung der Drehgeschwindig-
keit des Kopfes in jedem Augenblick kennen, so folgern
wir daraus durch eine unbewufite Integration die schlie-
liche Stellung des Kopfes, in bezug auf eine bestimmte
Anfangsstellung, die als Ursprung angenommen ist. Die
halbkreisfsrmigen Kanile tragen also dazu bei, uns Giber
die Bewegungen, die wir ausgefihrt haben, Aufschiug au
geben, und zwar in gleichem Mafle wie die Muskelempfin-
dungen. Wenn wir also oben von der Reihe R und der
Reihe P gesprochen haben, so hitten wir nicht sagen
sollen, daB es nur Reihen von Muskelempfindungen sind,
sondern gleichzeitig Empfindungen der Muskeln und Emp-
findungen der halbkreisformigen Kaniile. Aufler dieser
Hinzufigung brauchten wir an dem vorhergehenden
nichts zu #ndern.

In den Reihen R und P nchmen diese Empfindungen
der halbkreisfdrmigen Kanile ersichtlich einen #uferst
wichtigen Platz ein. Dennoch wiirden sie allein nicht
geniigen, weil sie uns nur iber die Bewegungen des
Kopfes belehren konnen; sie lehren uns nichts tiber die
Bewegungen des Rumpfes oder der Glieder in bezug
auf den Kopf. Auferdem scheinen sie uns nur Qtber die
Drehungen des Kopfes und nicht iber die Verschie-
bungen, die er ausfithet, zu unterrichten.



Zweiter Teil.
Die physikalischen Wissenschaften.

~ Funftes Kapitel.
Die Analysis und die Physik.
L

Wir werden oft gefragt, wozu die Mathematik gut
ist, und ob die feinen Konstruktionen, die ganz und gar
unserem Geiste entstammen, nicht kiinstlich und Kinder
unserer Launen sind. Zwischen denen, die diese Frage
stellen, ist ein Unterschied zu machen. Die praktischen
Menschen verlangen von uns nur das Mittel, Geld zu er-
werben. Diese verdienen keine Antwort; vielmehr sollten
wir sic fragen, wozu man viele Reichtiimer ansammelt,
und ob man dber der Sorge, sie zu gewinnen, Kunst
und Wissenschaft vernachlissigen darf, die allein unsere
Seelen befihigen, sie zu genieflen,

et propter vitam vivendi perdere causas.

Ubrigens ist eine, nur auf die Anwendung gerichtete
Wissenschaft unmadglich; Wahrheiten sind nur frucht-
bar, wenn eine mit der anderen verkettet ist. Wenn
man sich nur an diejenigen hilt, von denen man einen
unmittelbaren Erfolg erwartet, so fehlen die verbinden-
den Glieder, und es ist keine Kette mehr.

Die Menschen, die die Theorie am meisten verachten,
finden darin, ohne es zu ahnen, eine tigliche Nahrung;
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wire man dieser Speise beraubt, so wiirde der Fort-
schritt schnell innehalten, und wir wirden bald in
_ chinesischer Regungslosigkeit erstarren.

Doch genug von diesen unverbesserlichen Praktikern.
AvuBler diesen gibt es noch Menschen, die die Natur
erkennen wollen und nur danach fragen, ob wir im-
stande sind, sie ihnea besser kennen zu lehren.

Um ihnen 2zu antworten, brauchen wir nur auf die
beiden schon errichteten Denkmiler der Wissenschaft,
die Himmelsmechanik und die mathematische Physik
hinzuweisen.

Sie werden uns sicherlich zugeben, dafl diese stolzen
Bauwerke wohl der Mithe wert sind, die sie uns gekostet
haben. Das ist aber nicht genug, Die Mathematik hat
ein dreifaches Ziel. Sie soll ein Instrument zum Stu-
dium der Natur liefern. Sie hat aber auch ein philo-
sophisches und, ich mdchte sagen, ein 4sthetisches Ziel,
Sie soll dem Philosophen helfen, die Begriffe der Zahl,
des Raumes und der Zeit zu vertiefen. Uberdies aber
bereitet sie ihren Jingern #hnliche Gentisse, wie die
Malerei und die Musik. Sie bewundern die zarte Har-
monie der Zahlen und der Formen; sie bewundern eine
neue Entdeckung, die ihnen eine unerwartete Aussicht
erdffnet; und hat die Freude, die sie empfinden, nicht
einen #sthetischen Charakter, obgleich die Sinne gar
nicht beteiligt sind? Wenige Auserwihlte sind berufen,
sie vollstindig zu genieflen, aber ist es nicht ebenso
bei den edelsten Kiinsten?

Darum zbgere ich nicht, zu sagen, dafi die Mathe-
matik um ihrer selbst willen gepflegt zu werden ver-
dient, und zwar die Theorien, die nicht auf die Physik
angewendet werden kdnnen, ebensogut wie die anderen,

Selbst wenn das physikalische und das #sthetische
Ziel nicht unzertrennlich wiren, so dtrften wir weder
das eine noch das andere opfern.
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Aber zudem kdnnen diese beiden Ziele gar aicht von-
einander getrennt werden, und das beste Mittel, das
eine zu erreichen, ist, das andere ins Auge zu fassen,
oder wenigstens es nie aus dem Gesicht zu verlieren.
Ich will mich bemiihen, dies zu beweisen, indem ich die
Natur der Bezichungen zwischen der reinen Wisceaschaft
und ihren Anwendungen darlege.

Der Mathematiker darf dem Physiker nicht blo8
Formeln liefern, es mufl zwischen ihnen ein viel engeres
Zusammenarbeiten bestehen.

Die mathematische Physik und die reine Analysis
sind nicht nur aneinander grenzende Michte, die gute
Nachbarschaft halten, sie durchdringen sich gegenseitig,
und ihr Geist ist derselbe,

Das wird man besser verstehen, wenn ich gezeigt
habe, was die Physik von der Mathematik empfingt
und was die Mathematik dagegen von der Physik ent-
lehnt.

IL

Der Physiker kann vom Analytiker nicht verlangen,
da er ihm eine neue Wahrheit enthiille; h8chstens
kann er ihm helfen, sie zu ahnen.

Seit langer Zeit denkt niemand mehr daran, der Er-
fahrung zuvorzukommen oder die Welt in allen Stdcken
auf einigen vorschnellen Hypothesen aufbauen zu wollen.
Von all den Gebiuden, an denen man noch vor einem
Jahrhundert ein naives Gefallen fand, bestehen heute
nur noch Ruinen.

Alle Gesetze sind aus der Erfahrung gezogen; um sie
aber auszudriicken, brauchen wir eine besondere Sprache;
unsere gewdhaliche ist zu arm, sie ist auch zu unbe-
stimmt, um so zarte, genaue und inhaltreiche Bezie-
hungen auszudriicken.

Dies ist also ein erster Grund, weshalb der Physiker
die Mathematik nicht entbehren kann: sie schafft ihm
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die einzige Sprache, die er sprechen kann. Und eine
zweckmiflig gebildete Sprache ist nichts Gleichgiiltiges.
Um bei der Physik zu bleiben, so hat der Un-
bekannte, der das Wort Wirme erfunden hat, ganze
Generationen dem Irrtum preisgegeben. Man hat die
Wirme als Stoff behandelt, blof weil sie durch ein
- Substantiv bezeichnet war, und hat sie fiir unzerstdrbar
gehalten.

Hingegen hatte der, der das Wort Elektrisitit er-
funden hat, das unverdiente Gluck, die Physik unbe-
absichtigt durch ein neues Gesetz zu bereichern, das
der Erhaltung der Elektrizitat, das sich durch einen
Zufall als richtig erwiesen hat, wenigstens bis jetzt.

Um bei dem Vergleich zu bleiben: die Schriftsteller, .
die die Sprache verschdnern, die sie als eine Kunst
behandeln, machen daraus gleichzeitig ein Werkzeug,
das viel biegsamer und viel geeigneter ist, die Fein-
heiten des Gedankens wiederzugeben.

Es ist also verstindlich, wie der Analytiker, der ein
rein isthetisches Ziel verfolgt, gerade hierdurch dazu
beitrigt, eine Sprache zu schaffen, die geeigneter ist,
den Physiker zu befriedigen.

Aber das ist nicht alles; das Gesetz geht aus der
Erfahrung hervor, aber es geht nicht unmittelbar dar-
aus hervor. Die Erfahrung ist persdnlich, das daraus
entnommene Gesetz ist allgemein; die Erfahrung ist nur
annihernd, das Gesetz ist genau oder trachtet wenig-
stens danach, es zu sein. Die Erfahrung vollzieht sich
immer unter verwickelten Umstinden; der Wortlaut
des Gesetzes schafft diese Verwickelungen weg. Man
nennt das ,,die systematischen Fehler verbessern*.

Mit einem Wort, um aus der Erfahrung das Gesetz
zu entnehmen, muf8 man verallgemeinern; das ist eine
Notwendigkeit, die sich dem allerbedichtigsten Be-
obachter aufdréngt.
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Wie aber verallgemeinern? Jede einzelne Wahrheit
kann ersichtlich auf unendlich viele verschiedene Arten
ausgedehnt werden; man mufl eine Wahl treffen, wenig-
stens vorliufig. Was wird uns bei dieser Wahl leiten?

Das kann nur die Analogie. Aber wie unbestimmt
ist dieses Wort! Der natirliche Mensch kennt nur die
groben Analogien, die den Sinnen auffallen, die der
Farben und der Ttne. Er wilrde nicht darauf gekommen
sein, zum Beispiel das Licht und die strahlende Wirme
miteinander in Verbindung zu bringen.

Wer hat uns die wirklichen, tiefen Analogien kennen
gelehrt, die die Auger nicht sehen, die der Verstand
ahnt?

Es ist der mathematische Geist, der die Materie
verschmiht, um sich an die reine Form zu halten. Er
ist es, der uns lehrt, Dinge mit dem gleichen Namen
zu nennen, die sich nur durch den Stoff unterscheiden,
zum Beispiel die Multiplikation der Quaternionen und
die der ganzen Zahlen.

Wiren die soeben erwihnten Quaternionen von den
englischen Physikern nicht so unmittelbar angewendet
worden, so wilrden viele nur eine miflige Triumerei
darin sehen, und doch hitten sie uns, indem si¢ uns
lehrten, zusammenzubringen, was der Anschein trennt,
schon fihiger gemacht, in die Geheimnisse der Natur
einzudringen.

Das sind die Dlenste, die der Physiker von der Ana-
lysis zu erwarten hatj damit diese Wissenschaft sie ihm
aber leisten kann, mufl sie im allerweitesten Sinne ges
pflegt werden, ohne Riicksicht auf den unmittelbaren
Nutzen, Der Mathematiker mufl als Kinstler arbeiten.

Was wir von ihm verlangen, ist, daB er uns hilft,
zu sehen, unseren Weg zu erkennen in dem Labyrinth,
das sich vor uns auftut. Denn der siecht am besten,
der sich am hdchsten erhoben hat.
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Es fehlt nicht an Beispielen, und ich beschrinke mich
auf die schlagendsten.

Das erste zeigt uns, wie es genfigt, die Sprache zu
wechseln, um Verallgemeinerungen zu entdecken, die
man vorher nicht vermutete.

Als das Newtonsche Gesetz an die Stelle des
Keplerschen trat, kannte man nur die elliptischen Be-
wegungen. Aber was diese Bewegungen betrifft, unter-
scheiden sich die beiden Gesetze nur durch die Form;
man gelangt von einem zum anderen durch eine ein-
fache Differentiation.

Und doch kann man nach dem Newtonschen Ge-
setz durch eine unmittelbare Verallgemeinerung alle
Wirkungen der Stdrungen und die ganze Himmels-
mechanik ableiten. Niemals dagegen wiirde man, wenn
man den Keplerschen Wortlaut beibehalten hitte,
die Bahnen der gestdrten Planeten, diese komplizierten
Kurven, deren Formeln nie ein Mensch aufgeschrieben
hat, als natirliche Veraligemeinerung der Ellipse be-
trachtet haben. Die Fortschritte der Beobachtungen
wiirden nur dazu gefiihrt haben, an das Chaos zu glauben.

Das zweite Beispiel verdient gleichfalls, dberdacht

gzu werden.
- Als Maxwell seine Arbeiten anfing, gaben die Ge-
setze der Elektrodynamik, die bis dahin angenommen
waren, von allen bekannten Tatsachen Rechenschaft.
Es war keine neue Erfahrung, die sie entkriiftet hat.

Indem Maxwell sie aber unter einem .anderen Ge-

. sichtspunkt betrachtete, erkannte er, daf die Glei-
. chungen symmetrischer wurden, wean man ein Glied
hinzuftigt, und andererseits war dieses Glied zu klein,
un, Wirkungen hervorzubringen, die mit den alten
Methoden nachweisbar waren,

Es ist bekannt, dafl die Anschauungen a priori von
Maxwell zwanzig Jahre auf eine experimentelle Be-
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stitigung warten muften, oder, mit anderen Worten,
Maxwell ist der Ertahrung um zwanzig Jahre zuvor-
gekommen.

Wie wurde dieser Triumph erreicht? Das geschah,
weil Maxwell von dem Gefithl der mathematischen
Symmetrie tief durchdrungen war. Wire das méglich
gewesen, wenn nicht andere vor ihm diese Symmetrie
ihrer eigenen Schonheit halber aufgesucht hitten?

Es geschah, weil Maxwell gewshnt war ,in Vek--
toren zu denken®, und die Vektoren wurden in die
Analysis eingefilhrt durch die Theorie der imaginidiren -
Zahlen. Und die Erfinder der imagin&ren Zahlen ahnten
kaum den Nutzen, den diese einst dem Studium der
wirklichen Welt bringen wiirden; der Name, den sie
ihnen gegeben haben, beweist das ausreichend.

Maxwell war vielleicht kein geschickter Analytiker;
diese Geschicklichkeit wire aber fiir ihn nichts gewesen
als ein unndtiger und stdrender Ballast, Dagegen hatte
er im hochsten Grade den feinen Sinn fir die mathe-
matischen Analogien. Darum konnte er in der mathe-
matischen Physik Gutes leisten.

Das Beispiel von Maxwell lehrt uns noch etwas
anderes. v

Wie mu8 man die mathematisch-physikalischen
Gleichungen behandeln? Brauchen wir nur alle Folge-
rungen daraus zu ziehen und sie als unanfechtbare Wahr-
heiten anzusehen? Durchaus nicht; sie sollen uns vor
allem lehren, was man daran #ndern kann oder musf.
So kiénnen wir ihnen etwas Niitzliches entnchmen.

Das dritte Beispiel wird uns zeigen, wie wir mathe-
matische Analogien zwischen zwei Erscheinungen auf-
finden konnen, die physikalisch gar keine Bez:ehungen
haben, weder scheinbar noch wirklich, und zwar so,
dafl uns die Gesetze der einen dieser Etschcmungen die
der anderen erraten helfen.
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Ein und dieselbe Gleichung, die von Laplace, findet
man in der Newtonschen Theorie der Anziechung, in
der Theorie der Bewegung der Flussigkeiten, in der
des elektrischen Potentials, in der des Magnetismus, in
der der Wirmeleitung und noch in vielen anderen.

Was ergibt sich daraus? Diese Theorien gleichen
Bildern, von denen eins vom anderen abgepaust ist;
sie erkliren sich gegenseitig, indem sie einander ihre
Sprache leihen; man braucht nur den Elektriker zu
fragen, ob er sich nicht gliicklich schitzt, den Aus-
druck ,, Kriftefluf erfunden zu haben, der ihm durch
die Hydrodynamik und durch die Wi#rmetheorie ein-
gegeben worden ist.

So kénnen uns die mathematischen Analogien nicht
aur die physikalischen Analogien voraussehen lassen,
sondern sie hdren auch dann nicht auf von Nutzen zu
sein, wenn diese letzteren nicht mehr vorhanden sind,

Kurz, die mathematische Physik soll nicht nur dem
Physiker die numerische Berechnung gewisser Kon-
stanten oder die Integration gewisser Differentialglei-
chungen erleichtern; sie soll ihm vielmehr helfen, die ver-
borgene Harmonie der Dinge zu erkeanen und unter
einem neuen Gesichtspunkt zu betrachten.

Unter allen Teilen der Analysis sind es die hdchsten,
die reinsten sozusagen, die am ergiebigsten sind unter
den Hinden derer, die sich ihrer zu bedienen wissen.

1IL

Sehen wir jetzt, was die Analysis der Physik ver-
dankt. : . '

Man miiite die Geschichte der. Wissenschaft ganz
vergessen haben, wenn man sich nicht daran erinnerte,
dafi'der Wunsch, die Natur zu erkennen, auf die Ent-
wickelung der Mathematik den allernachhaltigsten und
gliicklichsten Einflul gehabt hat.
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Zuerst stellt uns der Physiker Probleme, deren L3sung
er von uns erwartet. Indem er sie uns aber stelit, hat
er uns den Dienst reichlich im voraus bezahlt, den wir
ithm leisten kdnnen, wenn es uns gelingt, sie zu 13sen.

Wenn ich meinen Vergleich mit den schnen Kiinsten
fortsetzen darf, so wire der reine Mathematiker, der
die Existenz der Zufleren Welt vergifie, dem Maler
vergleichbar, der die Farben und Formen harmonisch
zusammenzustellen verstiinde, dem aber die Vorbilder
feblten. Seine schopferische Kraft wire bald versiegt.

Die méglichen Kombinationen der Zahlen und Zeichen
bilden eine unendliche Menge. Wie widhlen wir aus
dieser Menge die, die wert sind, unsere Aufmerksamkeit
zu fesseln? Lassen wir uns nur durch unsere Laune
leiten? Diese Laune, die tibrigens selbst sehr bald er-
mtiden wiirde, miifite uns zweifellos sehr weit ausein-
ander fithren, und wir wiirden bald aufhéren, einander
zu verstehen.

Doch das ist nur der geringste Teil der Frage.

Ohne Zweifel verhindert uns die Physik daran, uns
zu verirren; aber sie bewahrt uns auch vor einer viel
bedenklicheren Gefahr; sie verhindert uns daran, uns
endlos im gleichen Kreise zu drehen.

Die Geschichte beweist das; die Physik hat uns nicht
nur gezwungen, unter den Problemen, die sich uns in
Menge darbieten, zu wihlen, sie hat uns solche aufge-
ndtigt, an die wir ohne sie nie gedacht hitten.

Wie mannigfaltig auch die Einbildungskraft der
Menschen sein mag, die Natur ist noch tausendmal
reicher. Um ihr zu folgen, miissen wir Wege einschlagen,
die wir bisher vernachlissigt hatten, und diese Wege
filhren uns oft auf Gipfel, von denen wir neue Land-
schaften entdecken. Was kinnte niitzlicher sein!

Es ist mit den mathematischen Zeichen wie mit den
physikalischen Tatsachen; indem wir das verschiedene
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Ausschen der Dinge vergleichen, kdnnen wir die innere
Harmonie verstehen, die allein sch3n und folglich unserer
Bemithungen wert ist.

Das erste Beispiel, 'das ich anfahren will, ist so alt,
daB man es leicht vergessen kdnnte, und doch ist es
das wichtigste von allen,

Der einzige nattirliche Gegenstand fir das mathe-
matische Denken ist die ganze Zahl. Erst die ZuSlere
Welt hat uns das Kontinuum aufgedréingt, das wir zwar
erfunden haben, das sie uns aber zu erfinden gezwungen

-hat. Ohne dieses gibe es keine Analysis des Unend-
lichen; die ganze mathematische Wissenschaft beschrinkte
sich auf die Arithmetik oder auf die Substitutionstheorie.

Wir haben im Gegenteil dem Studium des Kontinuums
fast alle unsere Zeit und alle unsere Krifte geopfert.
Wer konnte das bedauern, wer konnte glauben, daf8
diese Zeit und diese Krifte verloren wiren? ~

Die Analysis ertffnet uns endlose Aussichten, die die
Arithmetik nicht ahnt; sie zeigt uns auf einen Blick eine
groBartige Gesamtheit, deren Anordnung einfach und
symmetrisch ist; in der Zahlentheorie dagegen, wo das
Unvorhergesehene herrscht, ist der Blick sozusagen bei
jedem Schritt beschrinkt. )

Man hat wohl gesagt, daB es aufler der ganzen Zahl
keine Strenge, folglich keine mathematische Wahrheit
gebe; daB die ganze Zahl sich iiberall verberge, uad
dafl man sich bemiihen miisse, die Schleier zu liiften,
die sie verhiillen, sollten auch endlose Wiederholungen
unvermeidlich sein.

Wir wollen nicht so puristisch sein, und wollen das
Kontinuum dankbar hinnehmen, das, wenn auch alles
aus der ganzen Zahl hervorgeht, allein fihig ist, so viel
daraus hervorzulocken.

Mufi ich wberdies daran erinnern, da Hermite
einen Oberraschenden Nutzen aus der Einfithrung der

Poincaré, Wm der Wissonschaft, . Aufl 8
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stetig verinderlichen Grifien in die Zahlentheorie ge-
zogen hat?

So wurde das Gebiet der ganzen Zahl erobert, und
diese Eroberung hat Ordnung geschaffen, da wo die
Unordnung herrschte.

Das ist es, was wir dem Kontinuum und folglich
der physischen Welt verdanken.

Die Fouriersche Reihe ist ein kostbares Hilfsmittel,
dessen sich die Analysis unausgesetzt bedient; durch
diese Mittel konnte sie unstetige Funktionen darstellen;
als Fourier es erfand, geschah es, um ein physika-
lisches Problem aus der Theorie der Wirmeleitung zu
l6sen. Wenn dieses Problem sich nicht naturgemif
gezeigt hiitte, so hitte man nie gewagt, dem Unstetigen
seine Rechte einzurfumen; man wiirde noch lange die
stetigen Funktionen als die einzig wirklichen Funktionen
angesehen haben.

Der Begriff der Funktion ist dadurch erheblich aus-
gedehnt worden und hat von einigen Analytikern eine
unerwartete Entwickelung erfahren. Diese Analytiker
haben sich in die Regionen gewagt, wo die reinste
Abstraktion herrscht, und sich soweit als moglich
von der wirklichen Welt entfernt. Und doch hat
ein physikalisches Problem ihnen die Veranlassung
dazu gegeben.

Nach der Fourierschen Reihe sind andere, #hniiche
Reihen in das Gebiet der Analysis eingedrungen; sie
sind durch die gleiche Ttire hereingekommen, sie wurden
erdacht im Hinblick auf die Anwendung.

Die Theorie der partxellen Dxﬂerentxalglexchungen
zweiter Ordnung hat eine shnliche Geschichte gehabt;
sie hat sich hauptsichlich durch und ftir die Physik
entwickelt. Aber sie kann viele Formen annehmen;
denn eine solche Gleichung geniigt nicht, die unbe-
kannte Funktion zu bestimmen; man mufl Ergénzungs-
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bedingungen hinzufigen, die man Grenzbedingungen
nennt; daraus entspringen sehr verschiedene Pro-
bleme.

Hitten sich die Analytiker ibren natiirlichen Nei-
gungen iiberlassen, so hitten sie ststs nur eines dieser
Probleme gekannt, das, mit dem sich Frau von Ko-
walevski in ihrer berithmten Abhandlung beschaftigt
hat. Es gibt aber cine Menge andere, die ihnen unbe-
kannt geblicben wiiren.

Jode der physikalischen Theorien, die der Elektrizitit,
dis der Wirme, zeigt uns diese Gleichuagen unter einem
neuen Gesichtspunkt. Man kann also sagen, da8 wir
obne sie die partiellen Dnﬁerentmlglexchungen nicht
kennen gelernt hitten.

Es ist unndtig, die Beispiele noch zu vermehren; ich
habe genug gesagt, um den SchluB zu rechtfertigen:
Wenn die Physiker von uns die Ldsung eines Problems
verlangen, so ist das keine Birde, die gie uns auferlegen;
wir sind ihnen im Gegenteil Dank dafiir schuldig.

v,

Das ist aber noch nicht alles; die Physik gibt uns
nicht nur Gelegenheit, Probleme zu lbsen, sie hilft uns
auch, die Mittel dazu zu finden, und das auf zwei Arten,

Sie 148t uns die Losung ahnen und gibt uns Schluf-
folgerungen ein.

Ich habe vorhin von der Gleichung von Laplace
gesprochen, die man in einer Menge sehr verschiedener
physikalischer Theorien antrifit. Man findet sie in der
Geometrie in der Theorie der konformean Abbildungen
und in der reinen Analysis in der Theorie der Funk-
tionen komplexen Arguments.

Auf diese Weise findet der Analytiker in dem Studium
der Funktionen komplexer Variablen neben dem geo-
metrischen Bild, das sein gewdhnliches Werkzeug ist,

8.
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mehrere physikalische Bilder, von denen er mit dem
gleichen Erfolge Gebrauch machen kann.

Dank dieser Bilder kann er auf einen Blick tiber-
sehen, was ihm die reine Schluifolgerung nur nach und
nach gezeigt hitte. Er sammelt so die zerstreuten
Elemente der Lésung und ahnt sie durch eine Art In-
tuition, ehe er beweisen kann.

Ahnen, ehe man beweist! Muf ich daran erinnern,
daB alle wichtigen Erfindungen so entstanden sind?

Wie viele Wahrheiten lassen uns die physikalischen
Analogien voraussehen, die wir nicht durch strenge
Schluifolgerungen beweisen kénnen!

Zum Beispiel fihrt die mathematische Physik eine
groie Zahl Reihenentwickelungen ein. ~ Diese Entwicke-
lungen konvergieren, daran zweifelt niemand, aber die
mathematische Gewiheit fehit.

Das sind ebensoviele Eroberungen fir die Forscher,
die nach uns kommen.

Andererseits liefert uns die Physik nicht nur Lésungen,
sie liefert uns auch in gewissem Grade Schiuifolgerungen.

Es wird geniigen, daran zu erinnern, wie F. Klein
in einer auf die Riemannschen Flichen beziiglichen
Frage die Eigenschaften der elektrischen Strdme zu
Hilfe genommen hat.

Es ist ja wahr, daB derartige Folgerungen nicht streng
sind in dem Sinn, den der Analytiker diesem Wort beilegt.

Und hieraus ergibt sich eine Frage: Wie kann ein
Beweis, der fiir den Analytiker nicht streng genug ist,
dem Physiker geniigen? Es kann, so scheint es, nicht
zweierlei Strenge geben; sie ist da oder sie ist nicht da,
und da, wo sie nicht ist, ist keine Schiufifolgerung mdg-
lich. Man wird dieses scheinbare Paradoxon besser ver-
stehen, wenn man sich daran erinnert, unter welchen
Bedingungen sich die Zahl auf die Naturerscheinungen
anwenden 148t.
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‘Woher entstehen gewdhnlich die Schwierigkeiten, auf
die man sttfit, wenn man die Strenge aufrecht erhalten
will? Sie beginnen meist dann, wenn man feststellen
will, daB irgend eine Grd8e einer bestimmten Grenze
zustrebt, oder dafl eine bestimmte Funktion stetig ist,
oder dafl sie eine Derivierte hat.

Die Zahlen, die der Physiker durch Experimente
findet, sind ihm immer nur ungefihr bekannt; und
andererseits unterscheidet sich eine beliebige Funktion
immer beliebig wenig von einer unstetigen Funktion,
und ebenso beliebig wenig von einer stetigen Funktion.

Der Physiker kann also nach Gefallen annehmen,
dafl die Funktion stetig oder unstetig ist; da sie eine
Derivierte hat, oder daf sie keine hat, und zwar ohne
Furcht, je widerlegt zu werden, weder durch die gegen-
wirtigen noch durch irgend welche zukiinftigen Er-
fahrungen. Man sieht ein, daB er sich bei dieser Frei-
heit spielend Gber die Schwierigkeiten hinwegsetzt, die
den Analytikey aufhalten. )

Er kann immer annehmen, dafl alle Funktionen, die
in seinen Rechnungen vorkommen, ganze Polynome seien.

Ein Apergu also, 'das dem Physiker gentigt, ist nicht
die SchluBifolgerung, die der Analytiker fordert; daraus
folgt aber noch nicht, da8 das eine nicht dazu beitragen
konne, das andere zu finden.

Man hat schon so viele physikalische Apergus in
strenge Beweise umgewandelt, dal diese Umgestaltung
heutzutage leicht ist,

Ich kénnte zahlreiche Beispiele anfilhren, wenn ich
nicht fiirchtete, damit die Aufmerksamkeit des Lesers
zu ermilden. Ich glaube, genug gesagt zu haben, um
zu zeigen, dafl die reine Analysis und die mathematische
Physik einander dienen kdnnen, ohne irgend ein Opfer
zu bringen, und daB jede der beiden Wissenschaften sich
tiber alles freuen muB, was ihre Verbiindete fordert.
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Sechstes Kapitel
Die Astronomie.

Die Regierungen und Parlamente werden finden, da
die Astronomie eine der Wissenschaften sei, die am
meisten kostet: das kleinste Instrument kostet Hundert-
tausende, das geringste Observatorium Millionen; jede
Verfinsterung zieht auBerordentliche Bewilligungen nach
sich. Und alles das fiir Gestirne, die so weit entfernt
sind, die mit unseren Wahlkimpfen gjcht das geringste
zu tun haben und wahrscheinlich nie irgendwelchen
Teil daran nehmen werden. Unsere Staatsmianer
missen sich noch einen Rest von Idealismus bewahct
haben, ein unklares Gefiihl fir das, was groB ist; ich
glaube wirklich, man hat sie verleumdet; wir missen
sehen, sie zu ermutigen, ihnen zu zeigen, da dies Ge-
fithl nicht tiuscht, und daf dieser Idealismus sie nicht
zum besten hat. :

Man kidnnte ihnen von der Marine reden, deren Be-
deutung niemand verkennen wird, ind die der Astro-
nomie bedarf. Das hiefle aber, die Frage an der kieinsten
Seite anfassen.

Die Astronomie ist nitzlich, weil sie uns Gber uns
selbst erhebt; sie ist nltzlich, weil sie grof ist; sie ist
nitzlich, weil sie schdn ist; das ist es, was gesagt werden
mufl. Sie ist es, die uns zeigt, wig klein der Mensch
durch den Korper ist und wie groff durch den Geist;
denn diese strahlende Unendlickkeit, in der sein Korper
nut ein dunkler Punkt ist, kann sein Verstand gang um-
fassen und ihre schweigende Harmonie genieBen. Wir
gelangen so zu dem Bewuftsein unserer Kraft, und das
konnen wir nie zu teuer erkaufen, denn dieses BewuSBt-
sein macht uns stark.
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Was ich aber vor allem zeigen wollte, ist, wie sehr
die Astronomie die Arbeiten der anderen Wissenschaften,
die von unmittelbarem Nutzen sind, erleichtert hat;
denn sie hat unsere Seele fihig gemacht, die Natur zu
begreifen. -

Man stelle sich vor, wieviel dic Menschheit verloren
hitte, wenn sie unter sinem bestiindig bewdlkten Himmel,
wie es der des Jupiter sein soll, niemals die Sterne ge-
kannt hiitte. Warden wir wohl in einer derartigen Welt
das geworden sein, was wir sind? Ich weil wohi, da8
wir unter diesem dastern Gewdlbe des Sonnenlichtes
beraubt wiren, das den Organismen, die die Erde be-
wohnen, ndtig ist. Wir wollen aber annehmen, da8 dies
Gewdlk phosphoreszierend sei und ein sanftes und be-
stiindiges Licht verbreite. Da wir einmal im Zug sind,
Hypothesen zu machen, so kommt es auf eine mehr
nicht an. Also] ich wiedérhole meine Frage: Ist es
glaublich, da wir in einer solchen Welt das wiiren,
was wir sind?

Die Sterne senden uns nicht nur das sichtbare, grobe
Licht, das unsere leiblichen Augen trifft; von ihnen
kommt uns auch ein anderes, viel zarteres Licht, das
unseren Geist erhellt, und dessen Wirkungen ich zéigen
will,
Was war der Mensch vor einigen tausend Jahren auf
der Erde, und was ist er heute. Einsam inmitten einer
Natur, in der ihm alles ein Geheimnis war, bestiirzt
tber jede unerwartete Kundgebung unverstindlicher
Krifte, war er unfihig, in der Leitung des Weltalls
etwas anderes zu sehen als Laune; er schrieb alle Er.
scheinungen der Tiitigkeit einer Menge wunderlicher
und anspruchsvoller kleiner Geister zu und suchte sie,
um auf der Welt wirken zu kdnnen, mit Mitteln zu ver-
sthnen, die denen gleichen, die man anwendet, um die
Gunst eines Ministers oder Abgeordneten zu erlangen.
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Selbst seine Miflerfolge klirten ihn nicht auf, so wenig
wie sich heute ein abgewiesener Bittsteller so entmutigen
1a8t, daBl er seine Gesuche einstellt.

Heute bewerben wir uns nicht mehr um die Gunst
der Natur, wir befehlen ihr, weil wir einige ihrer Ge-
heimnisse entdeckt haben und tiglich neue entdecken.
Wir befehlen ihr im Namen der Gesetze, die sie nicht
zuriickweisen kann, weil es die ihrigen sind; wir ver-
langen nicht tdricht, daB sie diese Gesetze #ndert, wir
sind die ersten, die sich ihnen unterwerfen. Naisrae
non imperatur nisi payendo.

Welche Verinderungen hat unser Geist durchmachen
milssen, um von dem einen Zustand in den anderen
diberzugehen! Kann man glauben, dafl er sich ohne die
Unterweisung der Sterne, unter dem bestindig bew&lkten
Himmel, den ich eben voraussetzte, so rasch ge#ndert
hitte? Wire die Umwandlung mdglich gewesen, oder
wire sie nicht wenigstens sehr viel langsamer vor sich
gegangen?

Vor allem ist es die Astronomie, die uns gezeigt hat,
daB es Gesetze gibt. Die ersten, die den Himmel mit
Avufmerksamkeit betrachteten, die Chaldier, haben wohl
gesehen, dafl diese Menge leuchtender Punkte nicht ein
ungeordneter, aufs Geratewohl herumirrender Haufe ist,
sondern vielmehr ein diszipliniertes Heer. Allerdings
entgingen ihnen noch die Vorschriften dieser Disziplin,
aber der harmonische Anblick der gestirnten Nacht ge-
niigte, ihnen den Eindruck der RegelmaBigkeit zu geben;
damit war schon viel gewonnen. Diese Regeln haben
Hipparch, Ptolem#us, Copernikus, Kepler nach
und nach erkannt, und endlich war es Newton, der
das allerslteste, das allergenaueste, das allereinfachste, das
alleraligemeinste von allen Naturgesetzen entdeckt hat.

Durch diese Beispiele ermutigt haben wir dann unsere
kleine irdische Welt besser beobachtet und hier eben-
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falls unter der scheinbaren Unordnung die Harmonie
gefunden, die uns das Studium des Himmels hatte er-
kennen lassen. Auch sie ist regelm#Big, auch sie ge-
horcht unveriinderlichen Gesetzen, die aber viel kom-
plizierter ‘'und in scheinbarem Widerspruch miteinandes
sind, und ein Auge, das nicht an andere Schauspicle
gewdhnt wire, hitte hier nichts gesehen als das Chaos
und die Herrschaft des Zufalls oder der Laune. Hitten
wir die Sterne nicht gekannt, so hitten vielleicht einige
kithne Geister versucht, die physischen Naturerschei-
nungen vorherzusehen; die Miflerfolge wiren aber hiufig
gewesen, und sie hitten nur den Spott der Menge erregt,
Sehen wir nicht heute noch, daBl die Meteorologen sich
bisweilen irren, und dafl gewisse Leute sich veranlafit
sehen, darfiber zu lachen.

Wie oft wiren die Physiker, durch so viel MiSerfolge
zuriickgestofen, der Entmutigung verfallen, wenn nicht
das schlagende Beispiel des Erfolges der Astronomen
ihr Zutrauen aufrecht erhalten hitte! Dieser Erfolg
zeigt ihnen, dafl die Natur Gesetzen gehorcht, sie brauchen
blofl noch zu wissen, welchen Gesetzen; hierzu brauchten
sie nur Geduld, und sie hatten das Recht, zu verlangen,
daB die Skeptiker ihnen Zeit lieSen.

Aber die Astronomie hat uns nicht allein gelehrt,
dafl es Gesetze gibt, sondern auch daBl diesen Gesetzen
nicht zu widersprechen ist, daf§ sie nicht mit sich handeln
lassen; wieviel Zeit hatten wir gebraucht, dies einzusehen,
wenn wir nichts gekannt hitten als die irdische Welt,
wo jede elementare Kraft uns immer im Kampf mit
anderen Kriften erscheint? Sie hat uns gelehrt, daBl
die Gesetze unendlich genau sind, und daB die, die wir
aussprechen, nur darum approximativ sind, weil wir sie
ungeniigend kennen. Aristoteles, der wissenschaft-
lichste Geist des Altertums, riumte noch dem Zufall
eine Rolle ein und schiea zu glauben, daB8 dic Natur-
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setze, wenigstens hienieden, nur die grofien Ziige der
reignisse bestimmten. Wie sehr hat die immer wachsende
enauigkeit der astronomischen Voraussagungen dazu
sigetragen, einen solchen Irrtum aufzukliren, der die
atur unverstindlich gemacht hitte.

Sind aber diese Gesetze nicht lokal, verinderlich von
nem Punkt zum anderen, wie die, die die Menschen
ifstellen? Wird das, was an einem Ende des Weltalls
Tahrheit ist, auf unserer Erdkugel zum Beispiel, oder
. unserem kleinen Sonnensystem, nicht in einiger Ent-
roung zum Irrtum werden? Und konnte man sich
wan nicht fragen, ob die Gesetze, die vom Raum ab-
ingig sind, nicht auch von der Zeit abhingen, ob sie
cht einfach Gewohnheiten sind und infolgedessen un-
:stindig und vergdnglich? Wieder ist es die Astrono-
ie, die uns diese Frage beantwortet. Betrachten wir
e Doppelsterne; sie alle beschreiben Kegelschnitte;
weit also das Teleskop reicht, gelangt es nicht an die
renzen des Gebietes, das dem Newtonschen Gesetz
thorcht.

Sogar die Einfachheit dieszs Gesetzes ist uns eine
thre; wieviel komplizierte Naturerscheinungen sind in
n zwei Zeilen seines Wortlautes enthalten; wer die
immelsmechanik nicht kennt, kann sich wenigstens.
aen Begriff davon machen, wenn er die Dicke der
eser Wissenschaft gewidmeten Lehrblicher betrachtet,
id demnach ist es erlaubt, zu hoffen, dal die Kompli-
itionen der irdischen Erscheinungen uns gleichfalls
zend ein noch unbekanntes, einfaches Gesetz verhillen.
Die Astronomie hat uns also gezeigt, was die allge-
einen Zige der Naturgesetze sind; unter dicsen Ziigen
: aber einer, der allerfeinste und allerwichtigste, bei
'm ich ein wenig verweilen mbchte,

Wie haben die Alten die Ordnung des Weltalls auf-
fafit, zum Beispiel Pythagoras, Plato und Aristo-
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teles? Es war entweder eine ein fiir allemal festge-
setzte Form oder ein Ideal, dem die Welt sich zu nihern
versuchte. So dachte noch Kepler, als er zum Bei-
spiel untersuchte, ob die Entfernungen des Planeten
von der Sonne nicht irgendwelche Beziechumgen zu den
fanf regelmifligen Korpern habe. Dieser Gedanke hatte
nichts Absurdes, er wire aber unfruchtbar geblieben,
denn die Natur ist nicht so eingerichtet. Newton hat
uns gezeigt, dafl ein Gesetz nur die mnotwendige Ver-
bindung zwischen dem gegenwirtigen Zustand der Welt
und ihrem unmittelbar nachfolgenden Zustand ist. Alle
anderen, seither entdeckten Gesetze sind nichts anderes,
es sind mit einem Wort Differentialgleichungen; aber
die Astronomie hat uns das erste Vorbild geliefert,
ohne das wir sicherlich sehr lange hitten herumirren
milssen..

Sie ist es auch, die uns gelehrt hat, dem Scheine nicht
zu trauen. Der Tag, an dem Copernikus bewiesen
hat, da8l das, was man ffir das Allerfeststehendste hielt,
in Bewegung, und das, was man sich beweglich dachte,
fest sei, hat uns gezeigt, wie triigerisch die kindlichen
Schildsse sein kdnnen, die unmittelbar aus den augen-
" blicklichen Angaben unserer Sinne hervorgehea; natir-
lich baben diese Anschauungen nicht mahelos gesiegt,
nach diesem Sieg aber kénnen wir jedes noch so ein-
gewurselte Voructeil ausrotten.. Wie hoch mu8 man
den Wert dieser so eroberten neuen Waffe schitzen!

Die Alten glaubten, dafl alles far den Menschen ge-
macht sei, und diese Einbildung mu8 sehr hartnickig
sein, da man unaufhorlich gegen sie ankidmpfen mug.
Man mufl sie aber dberwinden, oder man wird ewig
kurzsichtig und unfihig bleiben, die Wahrheit zu sehen.
Um die Natur zu verstehen, mufS man sozusagen aus
sich selbst herauskdnnen und sie von mehreren ver-
schiedenen Gesichtspunkten beobachten; sonst wird man
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stets nur eine Seite kennen. Aus sich heraus kann aber
der nicht, der alles auf sich bezieht, Wer hat uns von
dieser Illusion befreit?” Das waren die, die uns gezeigt
haben, dal die Erde nur einer der kleinsten Planeten
des Sonnensystems ist, und das Sonnensystem selbst nur
ein unmerklicher Punkt im unendlichen Weltenraum.
Gleichzeitig lehrte uns die Astronomie, nicht mehr
vor den grofien Zahlen zu erschrecken, und das war
nétig, nicht nur um den Himmel kennen zu lernen,
sondern auch um die Erde selbst kennen zu lernen,
was nicht so leicht war, wie es heute den Anschein hat.
Versuchen wir, uns zuriickzuversetzen und uns vor-
zustellen, was ein Grieche gedacht haben wiirde, dem
man gesagt hitte, daB das rote Licht vierhundert Millio-
nen mal Millionen Schwingungen in der Sekunde macht.
Ohne jeden Zweifel wiirde ihm eine derartige Ver-
sicherung als reine Torheit erschienen sein, und er wiirde
sich nie herbeigelassen haben, sie zu untersuchen. Heut-
zutage wiirde uns eine Hypothese nicht mehr absurd
vorkommen, weil sie uns ndtigt, uns viel grofere oder
viel kleinere Dinge vorzustellen als die, die unsere Sinne
uns zeigen kénnen, und wir verstehen die Skrupeln nicht

mehr, die unsere Vorfahren aufhielten und hinderten, -

gewisse Wahrheiten zu entdecken, blof8 weil sie sich da-
vor fiirchteten. Warum aber? weil wir gesehen haben,
wie der Himmel sich endlos erweiterte und erweiterte,
weil wir wissen, dafl die Sonne 150 Millionen Kilometer
von der Erde entfernt ist, und dal die Entfernung der
nichsten Fixsterne noch Hunderte von Millionen mal
grofer ist. Gewohnt, das unendlich Grofie zu betrachten,
sind wir fihig geworden, das unendlich Kleine zu be-
greifen. Dank der Erziehung, die unsere Einbildungs-
kraft erhalten hat, kann sie, gleich dem Auge des Adlers,
das die Sonne nicht blendet, die Wahrheit von An-
gesicht zu Angesicht sehen,

{4
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Hatte ich unrecht, zu sagen, daf die Astronomie
uns eine Seele gegeben hat, die fihig ist, die Natur zu
begreifen; dal unter einem immer nebligen, der Sterne
bersubten Himmel selbst die Erde uns ewig unverstind-
lich geblieben wire; daB wir nichts als Laune und Un-
ordnung erblickt hitten, und daB wir, ohne die Welt
zu kennen; sie nimmermehr hitten unterwerfen kdnnen ?
Welche Wissenschaft hitte uns nitzlicher sein kbnnen?
Indem ich so spreche, stelle ich mich auf den Stand-
punkt derer, die nur die praktische Anwendung schitzen.
Natiirlich ist dieser Standpunkt nicht der meinige; im
Gegenteil, wenn ich die Errungenschaften der Industrie
bewundere, so tue ich ‘es hauptsichlich, weil sie, indem
sie uns von den materiellen Sorgen befreit, eines Tages
allen die MuBle geben wird, die Natur zu betrachten;
ich sage nicht: die Wissenschaft ist ndtzlich, weil sie
uns lehrt Maschinen zu bauen; ich sage: die Maschinen
sind niitzlich, weil sie, indem sie fiir uns arbeiten, uns
eines Tages mehr Zeit lassen werden, uns wissenschaft-
lich zu betitigen. Endlich ist es aber nicht iiberflissig,
zu bemerken, dafl zwischen den beiden Standpunkten
kein Milklang ist, und dal der Mensch, wenn er ein
uneigenniitziges Ziel verfolgt hat, alles andere als Zu-
gabe bekommt.

August Comte sagt, ich weil nicht wo, dafl es un-
niitz wire, die Bestandteile der Sonne zu erforschen,
weil diese Kenntnis von gar keinem Gewinn fir die
Soziologie wire. Wie konnte er so kurzsichtig sein?
Haben wir nicht soeben gesehen, daB durch die Astro-
nomie — um seine Sprache zu sprechen — der Mensch
vom theologischen Standpunkt zu dem positivistischen
Gibergegangen ist? Davon hat er sich wohl Rechenschaft
gegeben, weil es schon geschehen war. Wie konnte er
aber verkennen, dafl das, was noch zu tun blieb, nicht
weniger bedeutend und nicht weniger vorteilhaft sei?
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Die physikalische Astronomie hat schon angefangen,
Friichte zu tragen, und sie wird uns noch ganz andere
bringen; denn sie stammt erst von gestern.

Zunichst hat man die Natur der Sonne erkannt, die
der Griinder des Positivismus uns versagen wollte, und
man hat hier Kérper gefunden, die auch auf der Erde
vorkommen und bisher unbemerkt gebliecben waren,
zum Beispiel das Helium, ein Gas, das beinah ebenso
leicht ist wie der Wasserstoff. Dies war schon ein
erster Gegenbeweis gegen Comte, Der Spektroskopie -
verdanken wir aber eine viel wertvollere Belehrung; in
den entferntesten Sternen zeigt sie uns die gleichen
Stofle; man hitte fragen kdnnen, ob die irdischen Ele-
mente nicht durch irgend einen Zufall entstanden wiren,
der viel feinere Atome verbunden hitte, um daraus das
zusammengesetztere Geb3ude, das die Chemiker Atom
nennen, herzustellen; oh in anderen Regionen des Welt-
alls ein anderes zufilliges Zusammentreffen nicht ganz
andere Geb%ude hitte bilden ktnnen, Wir wissen jetzt,
daB dem nicht so ist, daB die Gesetze ynserer Chemie
die allgemeinen Naturgesetze sind, und daB sie dem
Zufall, der uns auf der Erde hat geboren werden lassen,
nickts verdanken.

Jetzt aber, wird man sagen, hat die Astronomie den
anderen Wissenschaften alles gegeben, was sie ibnen
geben konnte, und nun, wo der Himmel uns die Werk-
zeuge verschafft hat, die uns ermdglichen, die irdische
Natur zu studieren, kinnte er sich ohne Gefahr fiir
immer verhtillen. Ist es nach dem, was soeben gesagt
ist, notig, auf diesen Einwurf zu antworten? Man hiitte
ebenso denken kinnen zur Zeit des Ptolemaus; auch
damals glaubte man alles zu wissen, und man hatte
noch fast alles zu lernen.

Die Sterne sind grofiartige Laboratorien, ungeheure
Tiegel, wie sie sich kein Chemiker triumen kinnte. Es




Astrologie, 147

herrschen dort Temperaturen, die wir unmdglich er-
reichen kénnen; ihr einziger Fehler ist, daf sie etwas
weit sind; aber das Teleskop wird sie uns niher bringen,
und dann werden wir sehen, wie sich die Materie dort
verhilt, Welches Glick fiir den Physiker und den
Chemiker! . :

Die Materie zeigt sich uns dort unter tausend ver-
schiedenen Formen, von den verdiinnten Gasen, die die
Nebelflecke zu bilden scheinen und sich durch irgend
ein Licht geheimnisvollen Ursprungs erleuchten, bis zu
den weifl glihenden Sternen und den Planeten, die uns
so nah und doch so verschieden von uns sind.

Vielleicht sogar, dafl uns die Sterne eines Tages etwas
iiber das Leben lehren; das scheint ein unsinniger Traum
zu sein, und ich sehe durchaus nicht, wie er sich ver-
wirklichen konnte; aber wire nicht vor hundert Jahren
die Chemie der Sterre auch als unsinniger Traum er-
schienen? Doch richten wir unseren Blick auf einen
weniger entlegenen Gesichtskreis, so bleiben uns noch
niherliegende und reichlich verlockende Aussichten.
Wenn uns die Vergangenheit so viel gegeben hat, kénnen
wir sicher sein, dal uns die Zukunft noch mehr geben
wird.

Im ganzen ahnt man meist nicht, wieviel der Glaube
an die Astrologie der Menschheit geniitzt hat. Kepler
und Tycho-Brahe konnten nur dadurch leben, daff
sie die auf die Konjunktion der Gestirne gegriindeten
Voraussagungen an leichtgldubige Kbnige verkauften.
Wiren diese Fiirsten weniger leichtgliubig gewesen, so
wiren wir vielleicht dabei geblieben, zu glauben, die
Natur gehorche der Laune, und wir wiren noch heute
in Unwissenheit versunken.
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Siebentes Kapitel.

Geschichte der mathematischen Physik.

Die Vergangenheit und Zukunft der Physik. Wie ist
der gegenwirtige Zustand der mathematischen Physik?
Zu welchen Problemen fithrt sie? Wie wird ihre Zu-
kunft sein? Ist ihre Richtung im Begriff sich zu &ndern?
Werden Ziel und Methode dieser Wissenschaft in zehn
Jahren unseren unmittelbaren Nachfolgern in demselben
Licht erscheinen wie uns, oder werden wir im Gegenteil
einer Umgestaltung von Grund auf beiwohnen? Dieses
sind die Fragen, die wir stellen miissen, wenn wir unsere
Untersuchung vornehmen.

So leicht es ist, sie zu stellen, so schwer ist es, sie
zu beantworten. Wenn es uns lockte, eine Vorhersage
zu wagen, 30 wiirden wir dieser Versuchung leicht wider-
stehen, wenn wir an all die Torheiten denken, die die
bedeutendsten Gelehrten vor hundert jJahren gesagt
haben wiirden, wenn man sie gefragt hitte, was die
Wissenschaft im 19. Jahrhundert sein wirde, Sie
wiirden geglaubt haben, in ihren Voraussagungen kihn
zu sein, und wie #Angstlich wiren sie uns nach dem
Ausgang erschienen. Man erwarte also von mir keine
Prophezeiung.

Wenn es mir aber auch, wie jedem vorsichtigen Arzt,
widerstrebt, eine Prognose zu stellen, so kann ich mich
doch nicht einer kleinen Diagnose enthalten. Allerdings,
es sind Anzeichen einer ernsten Krisis vorhanden; es
scheint, als ob wir uns auf eine nahe Umgestaltung ge-
faBt machen miiiten. Seien wir jedoch nicht zu besorgt!
Wir sind sicher, dafl die Kranke nicht sterben wird,
und wir kénnen sogar hoffen, dafl diese Krisis heilsam
. sein wird, denn die Geschichte der Vergangenheit scheint
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es uns zu verblirgen. Es ist ja auch nicht die erste
Krisis, und um sie zu verstehen ist es wichtig, sich der
vorangegangenen zu erinnern. Es sei mir also eine
kurze historische Zusammenstellung erlaubt.

Die Physik der Zentralkrdfte. Die mathematische
Physik ist, wie wir wissen, eine Tochter der Himmaels-
mechanik, die am Ende des 18. Jahrhunderts in dem
Augenblick geboren wurde, wo diese ihre hichste Voll-
endung erreicht hatte. In den ersten Jahren besonders
glich das Kind seiner Mutter in erstaunlicher Weise,

Die Sternenwelt ist aus Massen gebildet, die zwar
sehr grofl, aber durch so ungeheure Entfernungen ge.
trennt sind, daB sie uns wie materielle Punkte erscheinen;
diese Punkte ziehen sich im umgekehrten Verh#iltnis des
Quadrates der Entfernungen an, und diese Anzichung
ist die einzige Kraft, die ihre Bewegungen beeinfluit.
Wiren aber unsere Sinne scharf genug, uns alle Einzel-
heiten der K3rper zu zeigen, die die Physiker studieren,
so wirde sich das Schauspiel, das wir hier entdecken,
kaum von dem unterscheiden, das die Astronomen
beobachten. Auch hier wiirden wir materielle Punkte
schen, die im Verhiltnis zu ihren Dimensionen durch
ungeheure Entfernungen voneinander getrennt sind uad
nach regelm#igen Gesetzen ihre Bahnen beschreiben.
Diese unendlich kleinen Sterne sind die Atome, Wie
die eigentlichen Sterne ziehen sie sich an und stoSlen
sich ab, und diese Anzichung und Abstoflung, die in
der Richtung ihrer Verbindungslinie wirkt, hiagt nur
von der Entfernung ab. Das Gesetz, nach dem diese
Krifte als Funktionen der Entfernung variieren, ist
vielleicht nicht das Newtonsche Gesetz, aber es ist ein
&hnliches; statt des Exponenten — 2 haben wir wahr-
scheinlich einen anderen Exponenten, und aus dieser
Anderung des Exponenten geht alle Verschiedenheit der
physikalischen Erscheinungen hervor, die manaigfachen

Poincaré, Wert der Wissonschatt. 2. As. 9
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Zustande und Empfindungen, die ganze Welt der Farben
und des Schalles, die uns umgibt, mit einem Wort, die
ganze Natur,

Dies ist die urspriingliche Vorstellung in ihrer ganzen
Reinheit, Es mufi nur in den verschiedenen Fillen
noch untersucht werden, welchen Wert dieser Exponent
haben muf,, um sich @iber alle Tatsachen Rechenschaft
zu geben. Nach diesem Vorbild hat zum Beispiel Laplace
seine schdne Theoriec der Kapillaritit aufgebaut; er be-
trachtet sie nur als einen besonderen Fall der Anziehung,
oder wie er sagt, der allgemeinen Schwere, und niemand
wundert sich dariiber, sie mitten in einem der fiinf Binde
der Mécanique céleste zu finden. In neuerer Zeit
glaubt Briot, das letzte Geheimnis der Optik erkanat
zu haben, wenn er beweist, daf8 die Atheratome sich im
umgekehrten Verh#ltnis der sechsten Potenz der Ent-
fernung anziehen; und sagt nicht Maxwell sogar irgend-
wo, dafl die Gasatome sich im umgekehrten Verhiltnis
der fanften Potenz der Entfernung abstoSen? Wir haben
den Exponenten — 6 oder — 5 statt des Exponenten — 2;
aber es ist doch immer ein Exponent.

Unter all den Theorien dieser Zeit ist eine einzige
Ausnahme, die Fouriersche Theorie der Ausbreitung
der Wirme; es gibt auch darin Atome, die in die Ent-
fernung aufeinander wirken; sie senden sich gegenseitig
Wé4rme, aber sie ziehen sich nicht an, sie bewegen sich
nicht. Von diesem Gesichtspunkt aus muite dieFourier-
sche Theorie in den Augen sciner Zeitgenossen und-in
seinen eigenen Augen unvollkommen und provisorisch
erscheinen.

Diese Vorstellung war nicht ohne Grdfle; sie war
verfiithrerisch und viele unter uns haben noch nicht end-
giltig darauf verzichtet; sie wissen, dafl man die letzten
Elemente der Dinge nur erreicht, indem man geduldig
das verwickeite Gewebe auseinanderwirrt, das uns die
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Sinne geben; dafl man Schritt fir Schritt fortschreiten
muB, ohne irgendein Zwischenglied zu wibergehen, dafl
unsere Viter unrecht hatten, wenn sie Stufen {iber-
springen wollten; aber sie glauben, da man, wenn man
zu diesen letzten Elementen gelangt, hier die erhabene
Einfachheit der Himmelsmechanik finden wird.

Diese Vorstellung war auch nicht nutzlos; sie hat
uns einen unschitzbaren Dienst geleistet, dean sie hat
dazu beigetragen, in uns den fundamentalen Begriff des
physikalischen Gesetzes zu befestigen. Ich will mich
niher erkliren. Wie verstanden die Alten das Gesetz?
Fur sie war es eine innere Harmonie, sozusagen statisch
und unverinderlich; oder es war ein Idealbild, dem
nachzustreben die Natur sich bemfihte. Fiir uns hat
ein Gesetz nicht mehr diese Bedeutung; es ist eine un-
verinderliche Bezichung zwischen der Erscheinung von
heute und der von morgen; mit einem Wort, es ist eine
Differentialgleichung.

Das ist die ideale Gestalt des physikalischen Ge-
setzes, und das Newtonsche Gesetz hat sich zuerst in
dieses Gewand gekleidet. Wenn man spiter diese Form
in der Physik heimisch machte, so geschah es, indem
man nach Mbglichkeit das Newtonsche Gesetz nach-
bildete, indem man die Himmelsmechanik nachahmte.
Das ist der Gedanke, den ich im sechsten Kapitel hervor-
treten lassen wollte.

Die Physik der Prinzipien. Trotzdem ist ein Tag er-
schienen, an dem die Vorstellung der Zentralkriifte nicht
mehr zu geniigen schien; das ist die erste der Krisen,
von denen ich eben gesprochen habe.

Was tat man nun? Man verzichtete darauf, in die
Einzelheiten der Konstruktion des Weltalls einzu-
dringen, die einzelnen Teile dieses ausgedehnten Mecha~
nismus zu trennen, die Krifte, die sie in Schwung setzen,
einzeln zu bestimmen, und man begniigte sich damit,

9.



132 Zwelter Teil. Die physikalischen Wissenschaften.

gewisse allgemeine Prinzipien zum Fihrer zu nehmen,
deren Zweck es gerade ist, uns dieser kleinlichen Studien
zu QUberheben. Auf welche Weise? Nehmen wir an, da8
wir irgendeine Maschine vor uns haben; das Anfangs-
riderwerk und das Endridderwerk sind allein sichtbar;
aber die Ubertragung, die vermittelnden Riderwerke,
durch die die Bewegungen des einen dem anderen mit-
geteilt werden, sind verborgen und entgehen unserem
Blick; wir wissen nicht, ob die Bewegung durch Ver-
zahnung oder Riemen, durch Kurbeln oder andere Vor-
richtungen Gbertragen wird. Konnen wir sagen, dafl es
uns unmdglich ist, etwas von der Maschine zu verstehen,
solange es uns nicht erlaubt ist, sie auseinander zu
nehmen? Sicherlich nicht; das Prinzip von der Erhaltung
der Energie geniligt, um unsere Aufmerksamkeit auf dem
wichtigsten Punkt festzuhalten; wir stellen mit Leichtig-
keit fest, daBl das Endrad sich zehnmal langsamer dreht
als das Anfangsrad, da diese beiden Rader sichtbar sind;
wir kdnnen daraus schliefen, dal ein an das erste an-
gelegtes Kriftepaar einem zweiten, zehnmal so groBen
Paar, das an das zweite angelegt ist, das Gleichgewicht
hilt. Es ist hierzu durchaus nicht ndtig, in den Mechanis-
mus dieses Gleichgewithtes einzudringen und zu wissen,
wie sich die Krafte im Innern der Maschine ausgleichen;
es genilgt, sich zu iiberzeugen, daf diese Ausgleichung
nicht ausbleiben kann.

In bezug auf das Weltall kann uns das Prinzip von der
Erhaltung der Energie den gleichen Dienst leisten. Es
ist auch eine Maschine — und eine sehr viel kompli-
ziertere als die der Industrie — deren Teile uns fast
alle tief verborgen sind. Indem wir aber die Bewegungen
der Teile, die wir sehen kdnnen, beobachten, kdnnen
wir mit Hilfe dieses Prinzips Schliisse ziehen, die giiltig
bleiben, wie auch die Einzelheiten des unsichtbaren Trieb-
werkes sein mdgen.
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Das Prinzip der Erhaltung der Energie, oder das Prinzip
von Robert Meyer, ist sicherlich das wichtigste; aber
es ist nicht das einzige; es gibt andere, aus denen wir den
gleichen Nutzen ziehen kbnnen:

Das Carnotsche Prinzip oder Prinzip der Abnahme
der Energie.

Das Newtonsche Prinzip oder Prinzip der Gleichheit
- von Wirkung und Gegenwirkung.

Das Prinzip der Relativitit, nach dem die Gesetze
der physikalischen Vorginge fur einen feststehenden
Beobachter die gleichen sein sollen, wie fiir einen in
gleichfdrmiger Translation fortbewegten, so dal wir gar
kein Mittel haben oder haben kdnnen, zu unterscheiden, ob
wir in einer derartigen Bewegung begriffen sind oder nicht.

Das Prinzip der Erhaltung der Masse oder das Lavoi-
siersche Prinzip.

Ich fiige noch das Prinzip der kleinsten Wirkung hinzu.

Die Anwendung dieser fiinf oder sechs allgemeinen
Prinzipien auf die verschiedenen physikalischen Erschei-
nungen geniigt, um uns das zu lehren, was wir verniinf-
tigerweise davon zu wissen hoffen dtrfen. Das be-
merkenswerteste Beispiel dieser neuen mathematischen
Physik ist unbestreitbar die elektromagnetische Licht-
theorie von Maxwell. Was ist der Ather; wie sind
seine Molekiile geordnet; ziehen sie sich an oder
stoflen sie sich ab? wir wissen nichts von alledem; wir
wissen aber, dal dieses Mittel gleichzeitig die optischen
und elektrischen Stdrungen dbertriigt; wir wissen,
daB diese Ubertragung nach den allgemeinen Prinzipien der
Mechanik vor sich gehen mu8, und das genilgt uns, um die
Gleichungen des elektromagnetischen Feldes anfzustellen.
. Diese Prinzipien sind die Ergebnisse stark verall-
gemeinerter Erfahrungen; sie scheinen aber gerade dieser
Verallgemeinerung einen auflerordentlichen Grad von
Sicherheit zu verdanken. Je allgemeiner sie sind, um
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30 dfter hat man Gelegenheit, sie zu kontrollieren, und
die Bestitigungen .lassen, indem sie sich vermehren und
die allerverschiedensten und unerwartetsten Formen an-
nehmen, endlich keinem Zweifel mehr Raum.

Der Nuizen der alten Physik. Dies ist die zweite Phase
der mathematischen Physik, die wir noch nicht verlassen
haben. Diirfen wir sagen, dafl die erste unniitz gewesen
sei? daf} die Wissenschaft fiinfzig Jahre lang auf falschen
Bahnen gegangen ist, und dafl uns nur ibrigbleibt, all
die angehiuften Bemithungen zu vergessen, die eine
fehlerhafte Voraussetzung von vornherein zum Milerfolg
verurteilte? Nichts weniger als das. Hitte die zweite
Phase entstehen kiénnen ohne die erste? Die Hypothese
der Zeatralkrifte enthielt alle Prinzipien; sie fihrte sie
mit sich wie notwendige Folgen. Sie enthielt sowohl
die Erhaltung der Energie als die der Massen, und die
Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung sowohl
als das Gesetz von der kleinsten Wirkung, die allerdings
nicht wie Erfahrungstatsachen erscheinen, sondern wie
Theoreme, und deren Wortlaut gleichzeitig etwas Ge-
naueres und weniger Allgemeines hatte als in ihrer gegen-
wirtigen Form.

Die -mathematische Physik unserer Viater hat uns
mit den verschiedenen Prinzipien nach und nach ver-
traut gemacht und uns daran gewdhnt, sie unter den
verschiedenen Hiillen zu erkennen, unter denen sie sich
verbirgt. Man hat sie mit den Angaben der Erfahrung
verglichen; man hat gesehen, wie der Wortlaut ab-
gedndert werden mufite, um sie diesen Angaben an-
zupassen; von hier aus hat man sie erweitert und be-
festigt. So ist man dazu gekommen, sié als Erfahrungs-
tatsachen anzusehen; die Vorstellung der Zentralkrifte
wurde dadurch eine iiberflissige Stiitze oder vielmehr ein
Hindernis, weil so die Prinzipien an ihrem hypothetischen
Charakter teilnchmen mufiten. '
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Die Rahmen sind also nicht zerbrochen, denn sie
waren elastisch und haben sich erweitert; unsere Viter,
die sie errichtet, haben nicht umsonst gearbeitet, und wir
erkennen noch in der heutigen Wissenschaft die Umrisse
der Skizzen, die sie entworfen haben.

Achtes Kapitel

Die gegenwilrtige Krisis der mathematischen Physik.

Die neue Krisis. Treten wir jetzt in eine dritte Phase
ein? Stehen wir am Vorabend einer neuen Krisis?* Sind
die Prinzipien, auf denen wir alles erbaut haben, ihrer-
seits im Begriff einzustirzen? Seit einiger Zeit. kann
man diese Frage stellen.

Wenn man mich so reden hdrt, wird man sicherlich
an das Radium denken, diesen grofien Revolutionir der
Gegenwart, und ich werde auch wirklich gleich darauf
zuriickkommen. Es ist aber noch etwas anderes. Nicht
nur die Erhaltung der Energie kommt in Frage; auch
alle anderen Prinzipien sind in Gefahr, wie wir sehen
werden, wenn wir sie nacheinander betrachten.

Das Carnotsche Prinsip. Beginnen wir mit dem Car-
nctschen Prinzip. Das ist das einzige, das sich nicht als
eine unmittelbare Folge der Hypothese der Zentral-
krafte erweist; es scheint vielmehr wenn nicht geradezu
dieser Hypothese zu widersprechen, so doch sich nicht
ohne einen gewissen Zwang mit ihr in Einklang bringen
zu lassen. Wenn die physikalischen Erscheinungen aus-
schliefilich aus Bewegungen der Atome eatstammten,
deren gegenseitige Anziehung aur von der Entfernung
abhinge, so scheint es, als ob alle diese Erscheinungen
umkehrbar sein mfiten; wenn alle Anfangsgeschwindig-
keiten umgekehrt wiren, so miiiten diese, immer den
gleichen Kriften unterworfenen Atome ihre Bahnen im
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entgegengesetzten Sinne durchlaufen, ebenso wie die
xde die gleiche elliptische Bahn riickliufig beschreiben
rirde, die sie jetzt rechtliufig beschreibt, wenn die
.nfangsbedingungen ihrer Bewegung umgekehrt wiirden.
)emnach muf,, wenn eine physikalische Erscheinung
18glich ist, die entgegengesetzte Erscheinung ebenfalls
16glich sein, und man mufl in dem Strom der Zeit
ieder hinaufsteigen kbnnen. So ist es aber nicht in der
latur, und gerade das ist es, was uns das Carnot-
she Prinzip lehrt; die Wirme kann von einem heifien
JSrper auf einen kalten Korper iibergehen, aber es
t nicht mdglich, sic den umgekehrten Weg gehen zu
issen und Temperaturunterschiede wiederherzustellen,
ie ausgeglichen sind. Die Bewegung kana durch Rei-
ung vollstindig zerstreut und in Wirme umgesetzt wer-
en; die entgegengesetzte Umgestaltung kann immer
ur teilweise geschehen.
Man hat sich bemiiht, diesen scheinbaren W:detspmch
uszugleichen. Wenn die Welt der Einftrmigkeit zu-
rebt, so geschieht das nicht, weil ihre letzten, anfangs
shr ungleichen Teile danach streben, immer weniger
erschieden zu werden; es geschieht, weil sie sich schlief3-
ch vermischen, wenn'sie sich nach blindem Zufall be-
egen. Fir ein Auge, das alle Elemente unterscheiden
bnnte, wiirde der Unterschied immer gleich gro§ bleiben;
:des Staubkdrnchen behilt seine Urspriinglichkeit und
chtet sich nicht nach seinen Nachbarn; da aber die
lischung inniger und inniger wird, so erkeanen unsere
roben Sinne nur noch Einférmigkeit. Darum streben zum
eispiel die Temperaturen, sich auszugleichen, chne daB es
glich wire, sie auf den fritheren Zustand zuriickzufithren.
Ein Tropfen Wein fillt in ein Glas Wasser; wie auch
s Gesetz der inneren Bewegungen der Fliissigkeit
in mbge, wir schen bald, dafl sie sich mit einem
eichmiifiigen rosa Ton firbt. Von diesem Augenblick
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an kann man das Gef4f3 schiitteln, soviel man will; Wein
und Wasser scheinen sich nicht mehr trennen zu kénnen.
Dies ist also das Bild der unumkehrbaren physikalischen
Erscheinungen: ein Kornchen  Gerste in einem Korn-
haufen verstecken ist leicht, es dann wiederzufinden
und herauszunehmen ist praktisch unmbdglich. Das alles
haben Maxwell und Boltzmann auseinandergesetzt;
der aber, der es am klarsten gezeigt hat in einem Buche,
das zu wenig gelesen wird, weil es etwas schwer zu
lesen ist, ist Gibbs in seinen Prinzipien der statistischen
Mechanik.

Fiar die, die sich auf diesen Standpunkt stellen, ist
das Carnotsche Prinzip nur ein unvollkommenes, eine
Art Zugestdndnis an die Schwiche unserer Sinne; weil
unsere Augen zu grob sind, unterscheiden wir die Ele-
mente der Mischung nicht, weil unsere Hdnde zu grob
sind, kdnnen wir sie nicht voneinander treanen. Der von
Maxwell erdachte Dimon, der die Molekile einzeln
aussondern kann, wiirde die Welt leicht zum Riickwirts-
gehen zwingen kdnnen. Kann sie von selbst zurlick-
gehen? Das ist nicht unmbglich, es ist nur unendlich
unwahrscheinlich. Es ist wehrscheinlich, da8 wir lange
auf das Zusammentreffen der Umstinde warten mifiten,
die das Riickwirtslaufen erlauben wiirden; aber friiher
oder spiter werden sie sich verwirklichen, nach Jahren,
deren Zahl mit Millionen Stellen geschrieben werden
miifite. Dieser Vorbehalt blieb jedoch ganz theoretisch,
er war nicht sehr beunruhigend, uad das Carnotsche
Prinzip behielt seinen ganzen praktischen Wert. Hier aber
#ndert sich die Lage der Dinge. Der Biologe hat, mit
seinem Mikroskop: bewafinet, seit langem in seinen Pri-
paraten ungeordnete Bewegungen kleiner, suspendierter
Teilchen bemerkt, die Brownschen Bewegungen. Er
glaubte anfangs, da es sich um eine Lebenserscheinung
handle; bald aber sah er, dafl unbelebte Ktrper mit nicht
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geringerer Lebhaftigkeit tanzten als andere; er hat die
Sache dann den Physikern iibelrassen, Unglicklicher-
weise haben sich diese lange Zeit nicht dafir interessiert;
das Licht wird konzentriert, um das mikroskopische
Praparat zu beleuchten, dachten sie; Licht ohne Wirme
ist unmé&glich, daher die Ungleichheiten der Temperatur
und in der Flassigkeit innere Strdmungen, die diese Be-
wegungen hervorbringen.

Gouy hatte den Gedanken, niher zuzusechen, und
er sah oder glaubte zu sehen, daf diese Erklirung un-
haltbar sei, dafl die Bewegungen um so lebhiafter werden,
je kleiner die Teilchen sind, daf sie aber von der Art
der Beleuchtung nicht beeinflufit werden. Wenn also
die Bewegungen nicht aufhbren oder vielmehr endlos
neu entstehen, ohne ZuBeren Quellen der Energie irgend
etwas zu entnehmen, was sollen wir glauben? Wir
dirfen natirlich nicht auf die Erhaltung der Energie
verzichten, wir sehen aber, wie sich unter unseren Augen
manchmal die Bewegung durch Reibung in W&rme um-
setzt, manchmal die Wirme sich umgekehrt in Bewegung
verwandelt, und zwar ohne dafl etwas verloren geht, da
die Bewegung immer wihrt, Das ist das Gegenteil vom
Carnotschen Prinzip. Wenn es so ist, 8o bediirfen wir,
um die Welt rickwirts gehen zu sehen, nicht mehr des
unendlich feinen Auges von Maxwells Dimon; unser
Mikroskop geniigt. Die zu grofien Kdrper, zum Beispiel
solche von etwa ein Zehntel Millimeter, werden von allen
Seiten von den sich bewegenden Atomen angestofien,
aber sie bewegen sich nicht, weil diese Stéflie sehr zahl-
reich sind, und das Gesetz des Zufalls verlangt, dafl sie
sich ausgleichen; die kleineren Teilchen erhalten aber
zu wenig Stofle, als dafl diese Ausgleichung mit Sicher-
hieit vor sich gehen kdnnte, und werden fortgesetzt hin
und her geschaukelt. Hier ist also schon eins unserer
Prinzipien in Gefahr.
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Das Prinsip der Relativitdt. Wir kommen jetzt zum
Prinzip der Relativitit; dieses ist nicht nur durch die
tigliche Erfahrung bestitigt, es ist nicht nur eine not-
wendige Folge der Hypothese der Zentralkrifte, sondern
es dringt sich dem gesunden Menschenverstand unwider-
stehlich auf, und doch wird auch in dieses Bresche gelegt.
Denken wir uns zwei elektrisch geladene Korper; ob-
woh! sie in Ruhe scheinen, sind sie, einer wie der andere,
durch die Bewegung der Erde fortgerissen. Eine elek-
trische Ladung in Bewegung ist, wie Rowland uns lehrt,
einem Strom gleichwertig. Diese zwei geladenen Kdrper
wirken also wie zwei paraliele Strdme in gleicher Richtung,
und diese beiden Stréme milssen sich anziehen. Wenn
wir diese Anzichung messen, so messen wir die Ge-
schwindigkeit der Erde, nickt ihre Geschwindigkeit in
bezug auf die Sonne oder die Fixsterne, sondern ihre
absolute Geschwindigkeit.

Ich weifl wohl, daB man sagen wird, es ist nicht die
absclute Geschwindigkeit, die man miBt, es ist dic
Geschwindigkeit in bezug auf den Ather. Wie wenig
befriedigt das! Ist es nicht klar, da man aus dem so
verstandenen Prinzip nichts mehr schliefen kénnte? Es
kdnnte uns nichts mehr lehren, gerade weil es keine
Widerlegung mehr zu flirchten hiitte. Wenn es uns ge-
lingt, irgend etwas zu messen, so steht es uns immer
frei zu sagen, daB es nicht die absolute Geschwindig-
keit ist, und wenn es nicht die auf den Ather bezogene
Geschwindigkeit ist, so kann es immer die Geschwindig-
keit in bezug auf irgendein neues, unbekanntes Fluidum
sein, womit wir den Raum ausfilllen wiirden.

Auch die Erfahrung hat versucht, diese Auslegung
des Prinzips der Relativitit zu zerstoren; alle Versuche,
die Geschwindigkeit der Erde in bezug auf den Ather zu
messen, haben zu negativen Resultaten gefithri. Diesmal
war die experimentelle Physik den Prinzipien treuer wie
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die mathematische Physik; die Theoretiker hitten sie
preisgegeben, um ihre anderen allgemeinen Anschauungen
miteinander in Einklang zu bringen, aber die Erfahrung
halt eigensinnig daran fest, sie zu bekriftigen. Man hat
die Mittel gewechselt; Michelson hat die Genauigkeit
bis zur ZuBersten Grenze getrieben; nichts hat geholfen.
Um diesen Widerspruch zu erkliren, sind die Mathema-
tiker heute. guwungen, ihren ganzeu Scharfsinn auf-
zubieten.

Ihre Aufgabe war nicht leicht, und wenn Lorentz sie
bewiltigt hat, so gelang es nur durch Anhiufung von
Hypothesen.

Die allerscharfsinnigste Idee ist die der Ortszeit.
Denken wir uns zwei Beobachter, die ihre Uhren nach
optischen Signalen regulieren wollen. Sie tauschen
Signale; da sie aber wissen, daB die Ubertragung des
Lichtes nicht augenblicklich geschieht, miissen sie darauf
bedacht sein, sie zu kreuzen. Wenn die Station B das
Signal der Station 4 bemerkt, darf ihre Uhr nicht die
gleiche Zeit zeigen, wie die der Station A4 im Augen-
blick der Aussendung des Signals, sondern eine Zeit,
die um einen konstanten, die Dauer der Ubertragung
bedeutenden Zeitraum spiter ist. Nehmen wir zum Bei-
spiel an, dafl die Station A ihr Signal abgibt, wenn ihre
Uhr Null zeigt, und die Station B es bemerkt, wenn
ihre Uhr ¢ zeigt. Die Uhren sind gerichtet, wenn die
t gleiche Verzogerung die Dauer der Ubertragung be-
deutet, und um es zu erproben, -sendet die Station B
ihrerseits ein Signal, wenn ihre Uhr auf Null steht, und
die Station 4 mufl es nun bemerken, wenn ihre Uhr ¢
zeigt. Danm sind die Uhren reguliert.

Und wirklich zeigen sie die gleiche Zeit im gleichen
physischen Augenblick, aber unter der Bedingung, daf8
die beiden Stationen feststehend sind. Im entgegen-
‘gesetzten Fall wird die Dauer der Ubertragung in den
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beiden Richtungen nicht die gleiche sein, da die Station
- A zum Beispiel der optischen Stérung, die von B aus-
geht, entgegenkommt, wihrend die Station B vor der
von A ausgehenden Stdrung flieht. Die auf diese Weise
gerichteten Uhren zeigen also nicht die wahre Zeit; was sie
zeigen, kénnte man Ortszeit nennen; die eine wird gegen
die andere nachgehen. Es liegt aber nichts daran, da wir
kein Mittel haben, es zu bemerken. Alle Erscheinungen,
die zum Beispiel in A4 entstehen, verspiten sich, aber sie
tun es alle gleichm#8ig, und der Beobachter wird es nicht
bemerken, weil seine Uhr nachgeht; also hat er, wie es
das Frinzip der Relativitat verlangt, gar kein Mittel zu
wissen, ob er in absoluter Ruhe oder in Bewegung ist.

Das genigt leider noch nicht und man braucht er-
ginzende Hypothesen; man mufl annehmen, dag die in
Bewegung befindlichen Kiorper eine gleichmiflige Kon-
traktion in der Richtung der Bewegung erleiden. Der
eine Durchmesser unserer Erde ist zum Beispiel infolge
der Bewegung unseres Planeten um 1/200 000000 ver-
kiirzt, wihrend der andere Durchmesser seine normale
Linge behalten hat. So sind die letzten kleinen Unter-
schiede ausgeglichen. Dann ist noch eine Hypothese
{iber die Kr#fte nétig. Die Krifte, was auch immer ihr
Ursprung sein mag, die Schwere sowohl wie die Elasti-
zitat, werden in einem bestimmten Verhaltnis vetmindert
in einer Welt, die von einer gleichmiBigen Translations-
bewegung ergriffen ist; oder vielmehr, dieses wiirde fir
die Kompoueaten, die auf der Fortbewegungsrichtung
senkrecht stehen, eintreten, wihrend die parallelen Kom-
ponenten sich nicht Andern.

Kommen wir also auf unser Beispiel von den zwei
elektrisch geladenen Kdrpera zuriick; diese Kdrper stofien
sich ab, gleichzeitig aber sind sie, wenn alles in ein-
formiger Fortbewegung mitgefihrt wird, zwei parallelen
Strdmen gleicher Ri¢htung Aquivalent, die sich anziehen.
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Diese elektrodynamische Anziehung wird also von
der elektrostatischen Abstoflung abgezogen, und die ge-
samte Abstoflung ist geringer, als wenn die beiden
Kborper in Ruhe wiren. Da wir aber diese Abstoflung,
um sie zu messen, durch eine andere Kraft ins Gleich-
gewicht bringen missen, und alle anderen Krifte im
gleichen Verhiltnis vermindert sind, so bemerken wir
nichts davon. So scheint alles in Ordnung zu sein.
Sind aber alle Zweifel verschwunden? Was wilrde ge-
schehen, wenn man mit anderen als Lichtsignalen ver-
fahren kdnnte, deren Ausbreitungsgeschwindigkeit von
der des Lichtes verschieden wdre? Wean man, nach-
dem man die Uhren nach dem optischen Vorgang ge-
richtet hitte, diese Regulierung mit Hilfe dieser neuen
Signale erproben wollte, so wiirde man Unterschiede
feststellen, die die gemeinsame Fortbewegung dieser bei-
den Stationen zutage treten lieBen. Und sind derartige
Signale undenkbar, wenn wir mit Laplace annehmen,
dafl die allgemeine Schwere sich millionenmal so schnell
fortpflanzt wie das Licht?

So wurde das Prinzip der Relativitit in der letzten
Zeit tapfer verteidigt, aber die Heftigkeit der Ver-
teidigungen selbst beweist, wie ernsthaft der Angriff war.

Das Newtonsche Prinzip. Sprechen wir jetzt von dem’

Newtonschen Prinzip Giber die Gleichheit von Wirkung
und Gegenwirkung. Es ist innig mit dem Vorhergehen-
den verbunden, und es scheint wohl, als ob der Sturz des
einen auch den des anderen nach sich gzichen miite.
Auch dtirfen wir uns nicht wundern, hier dieselben
Schwierigkeiten wiederzufinden.

Ich habe schon weiter oben gezeigt, daB die neuen
Theorien dieses Prinzip preisgeben wirden.

Die ¢lektrischen Erscheinungen entstehen nach der
Theorie von Lorentz aus der Ortsveriinderung kleiner
geladener Teilchen, Elektronen genannt, die in ein Mittel
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geworfen werden, das wir Ather nennen. Die Bewegur
dieser Elektronen bringen Stérungen in dem angren:
den Ather hervor; diese StSrungen verbreiten sich r
allen Seiten hin mit der Geschwindigkeit des Lich
und andere Elektronen, die anfangs in Ruhe wa
werden ihrerseits in Bewegung gesetzt, wenn die Stbr
die Teile des Athers erreicht, die sie umgeben.
Elektronen wirken also aufeinander, aber es ist k
direkte Wirkung, sie vollzieht sich durch die Vermi
lung des Athers. Kann es unter diesen Umstin
einen Ausgleich zwischen Wirkung und Gegenwirk
geben, wenigstens fiir einen Beobachter, der nur
den Bewegungen des Stoffes Kunde erhilt, das h
von den Elektronen, dem aber die des Athers, di
nicht sehen kann, unbekannt bleiben? Augenschein
nicht. Wenn die Ausgleichung selbst genau wire.
wiirde sie nicht gleichzeitig sein. Die St3rung bre
sich mit endlicher Schnelligkeit aus, sie erreicht
das zweite Elektron erst, wenn das erste lingst wi(
in Ruhe gekommen ist. Dieses zweite Elektron erle
also nach einiger Verzdgerung die Wirkung des ers
aber es wird sicher in diesem Augenblick keine Gey
wirkung auf dieses ausiiben, da sich in der Umgeb
des ersten Elektrons nichts mehr rihrt.

Die Untersuchung der Tatsache erlaubt uims, r
Genaueres festzustellen. Denken wir uns zum Beis
einen Hertzschen Erreger, wie man ihn zur drahtk
Telegraphie benutzt; er sendet Energie nach allen R
tungen. Wir kdnnen ihn aber mit einem parabolisc
Spiegel versehen, wie es Hertz mit seinen kleineren
regern gemacht hat, um alle erzeugte Energie nach e
einzigen Richtung auszusenden. Was geschieht nun r
der Theorie? Der Apparat wird zuriickweichen, al
er eine Kanone, und die Energie, die er ausgestr
hat, eine Kugel wire, und dies widerspricht dem N
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tonschen Prinzip, weil unser Geschof8 hier keine Masse
hat, es ist keine Materie, es ist Energie. Es ist fibrigens
das gleiche bei einem mit einem Reflektor verschenen
Leuchtturm; denn das Licht ist nichts anderes als eine
Storung des elektromagnetischen Feldes. Der Leucht-
turm miiite zuriickweichen, als ob das Licht, das er
entsendet, ein Geschof8 wire, Welche Kraft mufl diesen
Racksto8 hervorbringen? Es ist die, die man den Max-
well<Bartholdischen Druck nennt; er ist sehr klein,
und man hat viel Mtihe gehabt, ihn mit den allerempfind-
lichsten Radiometern nachauweisen: es geniigt aber, dafi
er vorhanden ist.

Wenn alle von dem Erreger ausgehende Energie
auf einen Empfinger fillt, so wird dieser sich verhalten,
als ob er von einem mechanischen Stof getroffen worden
wire, der in gewissem Sinne den Ausgleich des Riick-
stoBes des Erregers darstellt; die Gegenwirkung wire
der Wirkung gleieh, aber sie wire nicht gleichzeitig; der
Empfinger wird vorriicken, aber nicht im gleichen
Augenblick, wie der Erreger zuriickweicht. Wean die
Energie sich endlos ausbreitet, -ohne einen Empfinger
zu treffen, so wird der Ausgleich nie stattfinden.

Man wird vielleicht sagen, dafl der Raum, der den
Erreger vom Empfinger trennt, und den die Stdrung
durchlaufen mu8, um von einem zum anderen zu ge-’
langen, nicht leer ist, dad er nicht nur von Ather, son-
dern von Luft angefilllt ist, oder, sogar in dem inter-
planetaren Raum, von einem feinen, jedoch noch wig-
baren Fluidum; daB diese Materie gleich dem Empfinger
den Stof erleidet im Augenblick, wo die Energie sie
erreicht, und ihrerseits zurlickweicht, wenn die Storung
sie verlafit. Dies wiirde das Newtonsche Prinzip retten,
aber es ist nicht wahr. Wenn die Energie, indem sie
sich ausbreitet, immer an irgendeine materielle Sub-
stanz gefesselt bliebe, so wiirde die in Bewegung be-
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findliche Materie das Licht mit sich fiihren, und Fizeau
hat bewiesen, dafl dem nicht so ist, wenigstens bei des
Luft; .dies haben Michelson und Morley seitde
bestitigt. Man kann auch annehmen, daB die B
wegungen der Materie im eigentlichen Sinne durch d
des Athers genau ausgeglichen werden; das wirde ur
aber zu den gleichen Bedenken fithren wie vorhin. Dz
so verstandene Prinzip kann alles erkliren, weil es un
wie auch die sichtbaren Bewegungen sein mdgen, imme
freisteht, hypothetische Bewegungen zu ersinnen, die si
ausgleichen. Wenn es aber alles erkliren kann, so kan
es uns nicht dazu dienen, etwas vorauszusehen; es e
lault uns nicht, zwischen den verschiedenen hypoths
tischen Mdglichkeiten zu wihlen, weil es alles zum vorau
erklirt, Es wird also nutzlos.

Auflerdem sind die Voraussetzungen, die man iibe
die Bewegungen des Athers machen muf, nicht seb
befriedigend. Wenn sich die elektrischen Ladungen ve:
doppeln, so wire es natiirlich, anzunehmen, daff di
Geschwindigkeit der verschiedenen Atheratome sic
gleichfalls verdoppelt; aber zur Ausgleichung miifite sic
die mittlere Geschwindigkeit des Athers vervielfiltiger

Darum habe ich lange Zeit geglaubt, daBl diese der
Newtonschen Prinzip widersprechenden Folgerungen de
Theorie eines Tages aufgegeben werden wiirden; abe
die neuesten Experimente {iber die aus dem Radiur
hervorgegangenen Elektronen scheinen sie eher zu be
stitigen.

Das Lavoisiersche Prinzip. Ich komme jetzt z
dem Prinzip von Lavoisier diber die Erhaltung de
Massen. Dieses Prinzip kann man nicht antasten, ohn
dieMechanik zu erschiittern. Und doch glauben jetz
manche, dafl es uns nur deswegen wahr erscheint, we
man in der Mechanik nur miflige Geschwindigkeiten be
trachtet, dafl es aber nicht mehr wahr wire fiilr Kérpes

Poincaré, Wert der Wisseaschaft. 2. Aufl. ' 10
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die mit einer der Lichtgeschwindigkeit nahekommenden
Geschwindigkeit bewegt- werden. Und diese Geschwindig-
keiten glaubt man jetzt verwirklicht zu haben; die Ka-
thodenstrahlen und die Strahlen des Radiums sollen aus
sehr kicinen Teilchen oder Elektronen bestehen, die
sich mit Geschwindigkeiten bewegen, die zwar kleiner
sind wie di¢ des Lichtes, die aber etwa ¢in Zehntel oder
ein Drittel davon betragen méogen.

Diese Strahlen k3nnen sowohl durch ein elektri-
sches wie durch ein magnetisches Feld aus der Bahn
gebracht werden, uad man kann, indem man diese Ab-
weichungen vergleicht, gleichzeitig die Schnelligkeit und
die Masse der Elektronen messen (oder vicimehr das
Verhiltnis ihrer Masse zu ihrer Ladung), Als man aber
sah, daB sich diese Geschwindigkeiten der des Lichtes
niherten, erkannte man, dafl eine Korrektion nbtig sei.
Diese Molekiile kdnnen, da sie elektrisch sind, ihren
Ort nicht verindern, ohne den Ather zu erschiittern;
um sie in Bewegung zu setzen, mufl man einen doppelten
Widerstand besiegen, den der Molekile selbst und den
des Athers. Die ganze oder scheinbare Masse, die man
‘mifit, setzt sich also aus zwei Teilen zusammen: die
wirkliche oder mechanische Masse des Molekiils und die
elektrodynamische Masse, die den Widerstand des Athers
darstelit.

Die Rechnungen von Abraham und die Experimente
von Kaufmann haben nun gezeigt, da die eigentliche
mechanische Masse Null ist, und dal die Masse der
Elektronen, oder wenigstens der negativen Elektronen,
ausschliefllich elektrodynamischen Ursprungs ist. Das
gwingt uns, die Definition der Masse zu andern; wir
konnen nicht mehr die mechanische und die elelgro-
dynamische Masse unterscheiden, weil dann die erstere
ganz verschwinden wiirde. Es gibt keine andere Masse
als die elektrodynamische Trigheit; dann aber kann die
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Masse nicht mehr konstant sein, sie nimmt zu mit der
Geschwindigkeit, und sie hingt sogar von der Ricl

ab. Ein mit betrichtlicher Geschwindigkeit bew
Kérper setzt Kriften, die ihn von seiner Bahn

leiten streben, nicht dieselbe Trigheit entgegen,
denen, die ihn in seiner Bahn zu beschleunigen od
verzbgern streben.

Es gibt wohl noch einen Ausweg: die letzten Eler
eines Kdrpers sind Elektronen, von denen die einen
tiv, die anderen positiv geladen sind. Die nega
Elektronen haben keine Masse, das sei zugesta:
aber die positiven Elektronen scheinen, nach dem
gen, was man von ihnen weifl, viel gréfier zu sein.
leicht haben sie aufler ibrer elektrodynamischen |
eine wirkliche, mechanische Masse. Die wirkliche ]
eines Korpers wire dann die Summe der mechani
Massen dieser positiven Elektronen; die negativen
tronen wiirden nicht mit z&hlen; die so definierte ]
konnte noch konstant sein.

Leider ist uns auch dieser Ausweg versperrt. Erii
wir uns an das, was wir diber das Prinzip der Rel
tit gesagt haben und iiber die Anstrengungen, di
macht werden, es zu retten. Und hier ist es nich
ein Prinzip, das es zu retten gilt, es sind unzw
hafte Ergebnisse der Michelsonschen Experim
Wie wir weiter oben gesehen haben, war Lorentz
Rechenschaft von diesen Resultaten zu geben, zu de
nahme genitigt, dafl alle Krifte, was auch ihr Ursg
sei, in einem in gleichférmiger Translationsbewegun
findlichen Mittel im gleichen Verhiltnis vermi
werden; das ist noch nicht ausreichend; es geniigt 1
daB dies fiir die wirklichen Krafte der Fall ist, es
auch ebenso sein fiir die Krifte der Triigheit. Es m:
also, sagt er, die Massen aller Partikeln von ¢
Fortbewegung im gleichenMafBe beeinflufit:

- . 10*
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wie die elektromagnetischen Massen der Elek-
tronen.

So miissen die mechanischen Massen nach dea glei-
chen Gesetzen variieren, wie die elektrodynamischen
Massen; sie kdnnen also nicht konstant sein.

Brauche ich noch zu bemerken, dal der Sturz des
Lavoisierschen Prinzips den des Newtonschen nach
sich ziehen wiirde? Dieses letztere drilckt aus, da8 der
Schwerpunkt eines isolierten Systems sich in gerader
Linie bewegt; wenn es aber keine konstante Masse mehr
gibt, so gibt es keinen Schwerpunkt mehr, ja man weifl
nicht einmal mehr, was das ist. Darum habe ich weiter
oben gesagt, da8 die Experimente #iber die Kathoden-
strahlen die Zweifel von Lorentz inbetreff des New-
tonschen Prinzips zu rechtfertigen scheinen. -

Aus all diesen Resultaten wiirde, wenn sie sich be-
stitigen, eine ganz mneue Methode hervorgehen, die
hauptsichlich durch die Tatsache charakterisiert wiirde,
daB keine Geschwindigkeit die des Lichtes iibersteigen
kdnate'), ebenso wie auch keine Temperatur unter den
absoluten Nullpunkt fallen kann. Fir einen Beobachter,
der selbst in einer ihm unbewufiten Bewegung mit-
gefahrt wird, kdnnte ebenfalls keine scheinbare Geschwin-
digkeit die des Lichtes dbersteigen, und dies wire ein
Widerspruch, wenn man sich nicht daran erinnerte, daB8
sich dieser Beobachter nicht dér gleichen Uhren be-
dient, wie ein feststehender Beobachter, sondern solcher
- Uhren, die die ,,Ortszeit" zeigen.

Wir stehen damit einer Frage gegeniiber, die ich hier
nur aufwerfen will: Wenn es keine Masse mehr gibt,
was wird dann aus dem Newtonschen Gesetz?

I)DmdieKBrpcmdenUmchmdletmeem
zu beschlennigen suchen, einen Widerstand entgegen; und dieser
Widerstand wiirde uneadlich werden, wenn man sich der Ge-
schwindigkeit des Lichtes niherte.. -
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Die Masse hat aweierlei Bedeutung; sie ist gleichzeitig
ein Koeffizient der Trigheit und eine anziehende Masse,
die als Faktor in die Newtonsche Anziehung eintritt.
Wenn der Koeffizient der Trigheit nicht .konstant ist,
kann es die anzichende Masse sein? So lautet unsere
Frage.

Das M aycrsche Pringip. Wenigstens blieb uns noch
das Prinzip der Erhaltung der Energie, und dieses schien
dauerhafter zu sein. Mufl ich daran erinnern, wie es
seinerseits in Miflkredit gebracht wurde? Das Ereignis
hat mehr Aufsehen gemacht als die vorhergehenden und
ist in aller Gedichtnis. Seit den ersten Arbeiten Bec-
querels und besonders seit die Curies das Radium
entdeckt hatten, sah man, daf alle radioaktiven Kérper
eine unerschopfliche Quelle der Strahlung seien. Seine
Tiatigkeit schien ohne Veranderung wihrend Monaten
und Jahren zu bestehen. Dies war schon ein Verstof
gegen das Prinzip; diese Strahlungen waren in der Tat
Energie und von dem gleichen Stick Radium gingen
sie ununterbrochen aus. Aber die Energiemengen waren
zu gering, um gemessen zu werden, wenigstens glaubte
man das und beunruhigte sich nicht allzusehr.

Das Bild #nderte sich, als Curie darauf verfiel, das
Radium in ein Kalorimeter zu bringen; man sah nun,
daf die unaufhdrlich erzeugte Warmemenge sehr be-
trichtlich war. :

Die vorgeschlagenen Erklirungen waren zahlreich;
in einem derartigen Fall kann man aber nicht sagen
je mehr, desto besser, Bevor nicht eine von ihnen iber
die anderen gesiegt hat, konnen wir nicht sicher sein,
dag eine von allen gut ist. Seit einiger Zeit jedoch
scheint eine dieser Erklirungen die Oberhand zu ge-
winnen, und man kann begrundetermaﬁen hoffen, dafi
wir den SchiGssel zu dem Gehe:mnu in der Hand
halten.



150  Zweiter Teil. Die physikalischen Wissenschaften.

Sir W. Ramsay hat zu zeigen versucht, daf das
Radium sich verindert, dafl es einen ungeheuer groien,
~ber nicht unerschdpflichen Vorrat von Eaergie enthilt.

lie Umwandlung des Radiums wilrde danach millionen-
1al mehr Wirme erzeugen als alle bekannten Umwand-
ingen. Das Radium wiirde in 1250 Jahren erschopft
'in; das ist sehr kurz, aber wir schen, da8 wir wenig-
iens sicher sein kdnnen, fir einige Jahrhunderte auf
em gegenwiirtigen Stand zu bleiben. Inzwischen be-
.ehen unsere Zweifel fort.

Neuntes Kapitel.

Die Zukunft der mathematischen Physik.

Die Prinsipien und die Erfahrung. Was bleibt uater
» viel Trimmern aufrecht stehen? Das Prinzip der
leinsten Wirkung ist bis jetzt unbertthrt, und Larmor
sheint zu glauben, dafl es die anderen lange dberieben
ird; es ist allerdings viel unbestimmter uad viel
llgemeiner.

Welche Haltung wird die mathematische Physik bei
iesem allgemeinen Zusammenbruch der Prinzipien an-
ehmen? Aber bevor man sich allzusehr aufregt, ist es
ut, sich zu fragen, ob denn auch alles das wahr jst.
lle -diese Bedenken gegen die Prinzipien ergeben sich
ur im unendlich Kleinen; man braucht das Mikroskop,
m die Brownsche Bewegung zu sehen; die Elektronen
nd sehr klein; das Radium ist sehr selten, und man hat
avon nie mehr als einige Milligramm auf einmal; und
ann kann man sich fragen, ob neben diesem unend-
ch Kleinen, das man sicht, nicht ein anderes unendlich
Jeines ist, das man nicht sieht, und das dem ersten das
regengewicht hilt.
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Es ist dies also eine Vorfrage, und dem Anschein
nach kann nur die Erfahrung sie ldsen. Wir kdnnen
es also nur den Experimentatoren iiberlassen und sollten
uns, bis sie den Streit endgiiltig entschieden haben, nicht
mit diesen beunruhigenden Problemen beschiftigen, son-
dern unsere Arbeiten ruhig fortsetzen, als ob die Prin-
zipien noch nicht angefochten wiren. Wir haben ja noch
viel zu tun, ohne das Gebiet, wo man sie mit voller
Sicherheit anwenden kann, zu verlassen; wir habea noch
genug, worauf wir unsere Titigkeit wihrend dieser Periode
des Zweifels richten kdnnen.

Die Rolle des Analytikers. Und dennoch bestehen
diese Zweifel; ist es wahr, daB wir nichts tun kinnen,
die Wissenschaft davon zu befreien? Es muB gesagt
werden, es ist nicht nur die experimentelle Physik, die
sie aufgebracht hat, die mathematische Physik hat fiir
_ ihr Teil reichlich dazu beigetragen. Die Experimeata-
toren habea das Radium Energie hergeben sehen,
aber die Theoretiker haben alle Schwierigkeiten klar-
gelegt, die sich bei der Ausbreitung des Lichtes durch
ein sich bewegendes Mittel einstellten; ohne sie wiirde
man die Schwierigkeiten wahrscheinlich nicht geahat
haben. Wenn sie sich also nach Kriften bemiht haben,
uns in die Zweifel hineinzubringen, so kdanen wir
auch fordern, daf sie uns helfen, wieder herauszu-
kommen. Sie missen alle diese neuen Aasichten, die
ich .socben flichtig skizziert habe, der Kritik unter-
werfen und kein Prinzip aufgeben, bevor sie einen ehr-
lichen Versuch gemacht haben, es zu retten. Was sie
in dieser Richtung tun kdnnen, will ich zu erkidren ver-
suchen.

Vor allem handelt es sich darum, eine befriedigen-
dere Theorie der Elektrodynamik der sich bewegeaden
Korper auszubilden. Hier driingen sich, wie ich schon
geniigend gezeigt habe, die Schwierigkeiten hauptsich-
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lich zusammen; so sehr man auch Hypothesen anhauft,
man kann nicht allen Prinzipien gleichzeitig geniigen.
Bis jetzt ist es nur gelungen, die einen zu retten unter
der Bedingung, dal man die anderen opferte; aber noch
ist nicht alle Hoffnung verloren, bessere Resultate zu er-
zielen. Wenn wir die Theorie von Lorentz nehmen,
sie nach allen Richtungen umwenden, sie nach und nach
abindern, so wird sich leicht noch alles in Ordnung
bringen lassen.

Kdnnte man nicht, statt anzunehmen, daB die in Be-
wegung befindlichen Kdrper eine Verdichtung in der
Richtung der Bewegung erleiden, und dafi diese Ver-
dichtung die gleiche sei, wie auch die Natur dieser
Korper und die Krifte, denen sie sonst unterworfen sind,
sein mdgen, eine einfachere und natirlichere Hypothese
aufstellen? Man kdnnte sich zum Beispiel vorstellen,
daB es der Ather ist, der sich verindert, wenn er sich
in Bewegung befindet in bezug auf das materielle Mittel,
das ihn durchdringt, daB er, so verindert, die Stdrungen
nicht nrehr mit der gleichen Geschwindigkeit in allen
Richtungen fortpflanzt. Er wiirde die, die sich parallel
mit der Bewegung des Mittels ausbreiten, sei es in der
gleichen oder der entgegengesetzten Richtung, schneller
leiten, und die, die sich senkrecht dazu ausbreiten, lang-
samer. Die Wellenoberfliichen wiren keine Kugeln mehr,
es wiren Ellipsiode, und man kdnnte die aufiergewdhn-
liche Verdichtung der Korper entbehren.

Ich fohre dies nur als Beispiel an, da die Ab#nde-
rungen, die man versuchen kdnnte, augenscheinlich end-
los variieren kdnnten.

Die Aberration und die Astromomie. Es ist auch mdg-
lich, da8 uns die Astronomie einst Aufschluf iiber diesen
Punkt gibt; war sie es doch, die die Frage zuerst an-
geregt hat, indem sie uns die Erscheinung der Ab-
erration des Lichtes kennen lehrte. Wenn man die Theorie
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der Aberration nur grob ausfiihrt, so kommt man zu sehr
seltsamen Ergebrfissen, Die scheinbaren Stellungen der
Sterne sind von ihren wirklichen Stellungen verschieden
durch die Bewegung der Erde, und da diese Bewegung
sich #ndert, so &ndern sich auch diese scheinbaren Stel-
lungen. Die wirkliche Stellung kennen wir nicht, aber
wir kdnnen die Anderungen der scheinbaren Stellungen
beobachten, Die Beobachtung der Aberration zeigt uns
also nicht die Bewegungen der Erde, wohl aber die
Anderungen dieser Bewegung, sie kann uns folglich
nicht iiber die absolute Bewegung der Erde belehren.

Dies gilt wenigstens in erster Annzherung, es wire
aber nicht mehr so, wenn wir die Tausendstel der Sekunde
messen kdnnten. Man wiirde dann sehen, dafl die Am-
plitude der Schwingung nicht allein von der Anderung
der Bewegung abhingt, eine Anderung, die wohl be-
kannt ist, da es die Bewegung unserer Erdkugel in ihrer
elliptischen Bahn ist, sondern von dem mittleren Wert
dieser Bewegung, derart, daBl die Konstante der Ab-
erration nicht ganz die gleiche fiir alle Sterne ist, und
dafl uns die Untérschiede die absolute Bewegung der
Erde im Raum kennen lehrten,

Dieses wiire unter einer anderen Form der Zusammen-
sturz des Prinzips der Relativitit, Wir sind allerdings
weit davon entfernt, das Tausendstel der Sekunde
wahrzunehmen, aber dennoch sagen manche, dafi die
gesamte absolute Geschwindigkeit der Erde vielleicht
viel grofer ist als ihre Geschwindigkeit in bezug auf die
Sonne. Wenn sie zum Beispiel 300 km in der Sekunde
betriige anstatt 30, so wiirde das gentigen, um die Er-
scheinung merklich zu machen.

Ich glaube, da man, wenn man so folgert, eine 2u
einfache Theorie der Aberration annimmt; Michelson
hat uns, wie ich schon gesagt habe, gezeigt, dafl die
physikalischen Vorginge nicht imstande sind, die ab-
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solute Bewegung nachzuweisen; ich bin dberzeugt, da8
es ebenso mit den astronomischen Vorgingen ist, wie
weit man auch di¢ Genauigkeit treiben mdge.

Wie dem auch sei, die Angaben, die die Astronomie
uns in dieser Richtung liefert, werden dem Physiker
eines Tages wertvoll sein. Inzwischen glaube ich, da8 -
die Theoretiker in Erinnerung an Michelsons Ver-
suche ein negatives Resultat erwarten knnen, und daf8
sie ein nitzliches Werk tun wiirden, wenn sie eine Theorie
der Aberration ausbilden wiirden, die dem im voraus
Rechnung trigt.

Die Elekironen und das Spektrum. Der Dymamik der
Elektronen kann man sich von vielen Seiten nihern,
aber unter den Wegen, die dahin fihren, ist einer, der
etwas vernachlissigt worden ist, und doch ist es einer
von denen, die uns die meisten Uberraschungen ver-
sprechen. Es sind die Bewegungen der Elektronen, die
die Streifen der Emissionsspektren hervorbringen; dies
wird bewiesen durch das Zeemannsche Phinomen.
Was in einem glihenden Kdrper schwingt, ist gegen den
Magnet empfindlich, also elektrisch. Dies ist ein erster,
sehr wichtiger Punkt, aber man ist moch nicht weiter
gekommen; warum sind die Streifen des Spektrums nach
einem regelmifligen Gesetz verteilt? Diese Gesetze sind
von den Experimentatoren in ihren kleinsten Einzel-
heiten studiert worden; sie sind sehr genau und ver-
hiltnismaBig einfach. Das erste Studium dieser Ver-
teilung erweckt den Gedanken an die Harmonie, die
man in der Akustik findet; aber der Unterschied ist doch
grof. Nicht nur sind die Zahlen der Schwingungen nicht
die aufeinanderfolgenden Vielfachen ein und derselben
Zahl; wir finden sogar nichts den Wurzeln der trans-
zendenten Gleichungen Entsprechendes, auf die uns so
viele Probleme der mathematischen Physik fithren: das
der Schwingungen eines elastischen Korpers beliebiger




Das Spektrum. 155

Form, das der Hertzschen Schwingungen in einem Ent-
lader beliebiger Form, das Fouriersche Problem i
die Erkaltung eines festen Korpers.

Die Gesetze sind einfacher, aber von ganz ande
Art, und um nur einen dieser Unterschiede hervor
heben: di¢ Schwingungszahl der Oberschwingungen str
einer endlichen Grenze zu, statt ins Unendliche zu wachs

Hieriiber hat man sich noch nicht Rechenschaft
geben, und ich glaube, daB dies eins der wichtigs
Geheimnisse der Natur ist. Ein japanischer Physil
Nagaoka, hat kiirzlich eine Erklirung vorgeschlag
Die Atome sind nach ihm aus einem groSen positiv
Elektron, der von einem Ring aus sehr vielen, s
kleinen negativen Elektronen umgeben ist, gebildet; *
der Planet Saturn mit seinem Ring. Dies ist ein s
interessanter, aber noch nicht ganz befriedigender V
such, er mifte erneuert werden. Wir dringen sosusay
in das Innere der Materie ein. Und von unserem heutij
Standpunkt aus werden wir vielleicht die Dynamik
Elektronen besser verstehen und leichter mit den Px
gipien in Einklang bringen, wenn wir wissen, warum
Schwingungen glihender Kdrper von den gewdhnlict
elastischen Schwingungen so verschieden sind, war
die Elektronen sich nicht wie die uns vertraute Mate
verhalten.

Die Ubereinkunft in der Erfakrung. Nehmen wir je
an, daf alle Bemithungen scheitern, obwohl ich, al
wohl erwogen, dies nicht glaube; was miissen wir da
tun? Miifite man versuchen, die angegriffenen Prinzip
auszubessern, indem man ibhnen, wie die Franzosen sag
einen ,,Stof3 mit dem Daumen** versetzt? Dies ist aug
scheinlich immer mdglich, und ich nehme nichts +
dem zurlick, was ich weiter oben gesagt habe. We
man mich angreifen wollte, so kdnnte man mich frag
ob ich nicht gesagt habe, da die Prinzipien, wenn au
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experimentellen Ursprunges, jetzt unerreichbar fiir die
Erfahrung seien, weil sie zu Ubereinkommen geworden
sind; und eben sage ich, da die neuesten Eroberungen
der Erfahrung diese Prinzipien in Gefahr bringen?

Allerdings: ich hatte damals recht und habe jetzt
nicht unrecht. Ich hatte damals recht, und was jetzt
vor sich geht, ist ein neuer Beweis dafilr. Nehmen wir
als Beispiel die kalorimetrische Erfahrung Curies tiber
das Radium. Ist es miglich, es mit dem Prinzip der
Erhaltung der Energie in Einklang zu bringen? Man
hat es auf sehr viele Arten versucht; es ist aber unter
anderen eine, die ich hervorheben mdchte. Es ist nicht
die Erklirung, die heute den Sieg davonzutragen scheint,
aber es ist eine der vorgeschlagenen, Man hat an-
genommen, dafl das Radium nur ein Vermittler sei, dafl es
nur Strahlungen unbekannter Natur aufspeicherte, die
den Raum in allen Richtungen durchzichen, und alle
Korper auier dem Radium durchdringen, ohne dadurch
geindert zu werden und ohne irgendeine Wirkung auf
sie auszuilben. Nur das Radium entzdge ihnen etwas
Energie und gibe sie uns spiter unter verschiedenen
Formen zuriick.

Wie vorteilhaft und wie bequem ist diese Erklirung.
Erstens ist sie unbeweisbar und darum auch unwider-
legbar. Dann kann sie dazu dienen, von jeder beliebigen
Verletzung des Mayerschen Prinzips Rechenschaft zu
geben; sie beantwortet im voraus nicht nur den Ein-
wurf von Curie, sondern alle Einwiirfe, die zukiinftige
Experimentatoren vorbringen konnen, Diese neue und
unbekannte Energie kann zu allem dienen.

Das ist gerade das, was ich gesagt habe, und das
zeigt uns deutlich, daB unser Prinzip fur die Erfahrung
‘upangreifbar ist. -

" Und was haben wir nun mit diesem Daumenstofl ge-
‘wonnen? Das Prinzip ist unberihrt, aber wozu kann
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es noch nltzen? Es erlaubte uns vorauszusehen, dafl
wir unter gewissen Umstinden auf gewisse allgemeine
Mengen Energie zihlen kbnnten, es hat uns beschrinkt.
Jetzt aber, wo man uns diesen’unendlichen Vorrat neuer
Energie zur Verfagung stellt, sind wir durch nichts mehr
gehemmt, und, wie ich in ,, Wissenschaft und Hypothese*
gesagt habe, wenn ein Prinzip aufhdrt fruchtbar zu sein,
so wird es die Erfahrung, ohne ihm direkt zu widers
sprechen, doch verurteilen.

Die sukiinftige mathematische Physik. Das ist es also
nicht, was zu tun wire; wir miiiten von Grund auf neu
bauen. Wir kdnnten uns librigens trosten, wenn wir
dazu gendtigt wirden. Man braucht noch nicht zu
folgern, daB. die Wissenschaft eine Penelopearbeit ver-
richtet, daBl sie nur vergingliche Gebiude auffihren
kann, die sie bald wieder mit eigenen Hinden von Grund
aus zerstdren mifite.

Wie ich schon friiher gesagt habe, sind wir schon
durch eine zhnliche Krisis hindurchgegangen. Ich habe
gezeigt, da man in der zweiten Phase der mathema-
tischen Physik, der der Prinzipien, die Spuren der ersten,
der der zentralen Krifte, wiederfindet; es wird noch
ebenso sein, wenn wir eine dritte kennen werden. Sa
erkennt man bei dem Tier, das sich hiutet, das seine zu
enge Hille bricht und sich mit einer jlingeren umgibt,
unter seiner neuen Decke leicht die wuentlxchen Zige
des fortbestehenden Organismus.

Nach welcher Richtung wir uns ausbreiten werden,
kdnnen wir nicht voraussehen; vielleicht wird die kine-
tische Theorie der Gase sich so entwickeln, da8 sie den
anderen zum Vorbild dienen kann. Dann wiirden die
Tatsachen, die anfangs einfach erschienen, nur noch die
Resultanten einer sehr grofien Zahl elementarer Tat-
sachen sein, die nur die Gesetze des Zufalls nach ein
und demselben Ziel hinfihren wiirden. Das physika-
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lische Gesetz wiirde dann e¢in vollstindig neues Anschen
erhalten; es wire nicht mehr blofl eine Differential-
gleichung, es wiirde den Charakter eines statistischen
Gesetzes annehmen.

Vielleicht miiiten wir auch eine ganz neue Mechanik
ersinnen, die uns nur undeutlich vorschwebt, worin, da
der Widerstand mit der Geschwindigkeit wichst, die
Geschwindigkeit des Lichtes eine un@berschreitbare
Grenze wire. Die gewdhnliche Mechanik wiirde ganz
einfach eine erste Anniherung bleiben, die fiir nicht
sehr grofie Geschwindigkeiten wahr bleiben wiirde, so
dafl man noch die alte Dynamik untet der neuen finden
wirde. Wir brauchen also nicht zu bedauern, an die
Prinzipien geglaubt zu haben, und, da die fiir die alten
Formeln zu groSen Geschwindigkeiten immer nur Aus-
nahmen sein wiirden, wire es in der Anwendung sogar
am sichersten, zu tun, als glaubte man immer noch
daran. Sie sind so niitzlich, daf} ihnen ein Platz auf-
gehoben werden mtfite. Sie ganz ausschlieBen wollen,
- hiefle, sich einer wertvollen Waffe berauben. Ich fiige
aber zum Schluf noch ausdriicklich hinzu, da8 wir noch
nicht so weit sind, und daB noch durch nichts bewiesen
ist, dafl sie nicht siegreich und unberithrt aus dem
Kampfe hervorgehen werden. :




Dritter Teil
Der objektive Wert der Wissenschai

Zehntes Kapitel.
Ist die Wissenschaft kiinstlich?
§ 1. Die Philosophie von Le Roy.

Wir haben viele Grinde zum Zweifel; miissen
aber diesen Skeptizismus bis an die #uBersten Gre:
treiben oder sollen wir unterwegs innehaiten? Bit
die ZuBersten Grenzen gehen ist die verlockendste
bequemste Ldsung, die auch viele angenommen ha
die daran verzweifelten, noch etwas aus dem Sc
bruch zu retten.

Unter den Schriften, die von dieser Neigung b
fluit sind, mtissen die von Le Roy') an erster S
genannt werden. Dieser Denker ist nicht nur ein Pl
soph und Schriftsteller von grofitem Verdienst, er
sich auch eine tiefe Kenntnis der mathematischen
physikalischen Wissenschaften erworben und sogar
wertvolle mathematische Erfindungsgabe bewiesen.

Fassen wir seine Lehre, die zu zahlreichen Diskussic
Anla8 gab, in einigen Worten zusammen:

Die Wissenschaft besteht nur durch Ubereinkom:
und nur diesem Umstand verdankt sie ihre schein
Sicherheit; die wissenschaftlichen Tatsachen und ur

1) Die Schriften von Le Roy, aﬁf die hier Besug genor
ist, finden sich in den Binden 7, 8, 9 (1899—1901) der ,,R:
de métaphysique et de morale«,



160 Dritter Teil. Der objektive Wert der Wissenschaft.

mehr die Gesetze sind das kiinstliche Werk der Gelehrten;
lie Wissenschaft kann uns also keinerlei Wahrheit lehren,
ie kann uns nur als Richtschnur unserer Handlungen
lienen.

Man erkennt hierin die unter dem Namen Nominalis-
nus bekannte philosophische Theorie; nicht alles an
lieser Theorie ist falsch, man muB ihr ihr rechtmiBiges
jebiet einriumen, aber man darf sie auch nicht dariiber
iinausgehen lassen.

Die Lehre Le Roys ist aber nicht nur nominalistisch,
ie hat auch einen anderen Charakter, den sie zweifel-
os dem EinfluB von Bergson verdankt, sie ist anti-
ntellektualistisch. Nach Le Roy entstellt der Verstand
lles, was er berithrt, und das trifft noch mehr zu bei
einem notwendigen Werkzeug, der Rede. Wirklichkeit
ibt es nur in unseren fliichtigen und veradnderlichen
tindriicken, und selbst diese Wirklichkeit verschwindet,
owie man sie berithrt.

Und dennoch ist Le Roy kein Skeptiker; wenn er
len Verstand als unabinderlich machtlos ansieht, so
reschicht das nur, um anderen Quellen der Erkenntnis
inen groferen Platz einzuriumen, dem Herzen zum
3eispiel, dem Gefiihl, dem Instinkt oder dem Glauben.

Wie hoch ich das Talent von Le Roy auch schitze,
vie scharfsinnig diese Behauptung ist, ich kann sie doch
licht ganz annehmen. Gewifl stimme ich in vielen
>unkten mit Le Roy iiberein, und er hat sogar zur
stiitze seiner Anschauungen verschiedene Stellen aus
neinen Schriften zitiert, die ich keineswegs zuriickzu-
iehmen gewillt bin. Um so mehr halte ich mich fir ver-
sflichtet, zu erkliren, warum ich ihm nicht bis zu Ende
olgen kann.

Le Roy beklagt sich, hiufig fiir einen Skeptiker ge-
1alten zu werden. Es kann nicht anders sein, obwohl
liese Beschuldigung wahrscheinlich ungerechtfertigt ist.
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DPer Schein ist gegen ihn. Nominalist der Lehre und
Realist dem Herzen nach, kann er dem absoluten No-
minalismus nur durch eine verzweifelte Anstrengung des
. Glaubens entgehen.

Indem die anti-intellektdalistische Philosophie die
Analysis und die Rede zurtickweist, verurteilt sie sich
selbst dazu, uniibertragbar zu sein. Es ist eine wesent-
lich innere Philosophie, oder wenigstens ist das, was
sich Ubertragen 1iSt, nur das Verneinende. Es ist also
nicht zu verwundern, daf sie flir einen #ufieren Be-
obachter die Form des Skeptizismus annimmt.

Das ist der schwache Punkt dieser Philosophie; wenn
sie sich treu bleiben will, erschdpft sie ihre Macht in
einer Verneinung und einem Ausruf der Begeisterung,
Jeder Schriftsteller kann diese Verneinung und diesen
Ausruf wiederholen und ihre Form Zndern, ohne etwas
hinzuzufiigen.

Und wire es nicht viel folgerichtiger zu schweigen?
Es sind lange Abhandlungen geschricben, dazu mufite
man sich doch der Worte bedienen! War man hierdurch
nicht viel mehr , diskursiv und infolgedessen weiter
von dem Leben und der Wahrheit entfernt als das Tier,
das ganz einfach lebt, ohne zu philosophi¢ren? Ist nicht
dieses Tier der wahre Philosoph?

Diirfen wir daraus, dafl kein Maler jemals ein voll-
kommen #hnliches Portriit gemalt hat, den Schlu8 ziehen,
dafl die beste Malerei die sei, die gar nicht malt? Wenn
ein Zoologe ein Tier seziert, so verindert er es freilich,
und indem er es seziert, verurteilt er sich dazu, es nie
ganz kennen zu lernen. Wenn er es aber nicht sezieren
wiirde, so wire er verurteilt, niemals irgend etwas
davon kennen zu lernen und infolgedessen nie etwas
dariiber zu sagen.

Sicherlich gibt es im Menschen andere Krifte als den
Verstand; niemand war je so tdricht, es zu leugnen.

Poincaré, Wert der Wissenschaft. 2. Aufl, 1
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Der erste beste setzt diese blinden Kréifte in Titigkeit
oder laft ihnen ihren Lauf; der Philosoph muff davoa
sprechen, ‘und dazu mufl er das wenige kennen, was
man davon kennen kann; er mufl also ihre Ta&tigkeit
beobachten. Aber wie? Mit welchen Augen, wenn nicht
mit seinem Verstand? Das Herz, der Instinkt, konnen
ihn leiten, aber nicht Gberflissig machen; sie kdnnea
die Blicke lenken, aber nicht das Auge ersetzen. Man
kann dem zustimmen, dafl das Herz der Arbeiter und
der Geist nur das Werkzeug sei. Immerhin ist er ein
Werkzeug, das man, wenn nicht znm Handeln, so doch
zum Philosophieren nicht entbehren kann. Darum ist
eine wirklich anti-intellektualistische Philosophie un-
maglich, Vielleicht missen wir auf den Vorrang der
Tatigkeit schliefen; jedenfalls aber ist es der Verstand,
der so schlieft. Indem er also der Tat den Vortritt
148t, wahst er die Uberlegenheit des ,,denkenden Rohrs*'?).
Auch das ist ein Vorrang, der nicht zu verachten ist.

Man verzeihe mir diese kurzen Bemerkungen, und
auch daB ich sie so kurz gemacht und die Frage kaum
gestreift habe. Ich will hier nicht die Sache des In-
tellektualismus fithren; ich will von der Wissenschaft
und fOr die Wissenschaft reden. Durch Definition so-
zusagen ist sie entweder intellektualistisch oder sie ist
dberhaupt nicht. Es kommt mir gerade darauf an, zu
wissen, ob sie ist.

§ 2. Die Wissenschaft als Regel des Handelns.

Fir Le Roy ist die Wissenschaft nur eine Regel des
Handelns. Wir sind unfihig, irgend etwas zu erkennen,
und doch sind wir ins Leben hineingestellt: wir miissen

1) In den ,Pensées von Pascal heiSt es: ,L’homme n'est
qu'un roseau le plus faible de la nature, mais c’est un rosean
pensant, w.




Die Regeln der Wissenschaft, 163

handeln, und wir haben uns aufs Geratewohl Regeln
festgesetzt. Die Gesamtheit dieser Regeln nennt man
Wissenschaft. _

Ebenso haben die Menschen zu ihrem Vergniigen
Spielregeln festgesetzt, wie zum Beispiel die des Trick-
Track, die sich sogar mit noch mehr Recht als die
Wissenschaft auf die allgemeine Zustimmung stiitzen

. kbnnen. Ebenso wirft man auch, aufierstande 2u wihlen
und doch zu einer Wahl gezwungen, eine Miinze in die
Luft, um zu entscheiden nach Kopf oder Schrift.

Die Regel des Trick-Track ist zwar eine Regel des
Handelas, wie die Wissenschaft; glaubt man aber, da8
der Vergleich zutrifft, und sicht man den Unterschied
nicht} Die Spielregeln sind willktrliche Uberein-
kommen, und man hitte auch die entgegengesetzten
Verabredungen treffen kdnnen, und sie wiren nicht
weniger gut gewesen. Die Wissenschaft ist eine
Regel des Handelns, die Erfolg hat — wenigstens in’
den meisten Fillen —, wihrend die entgegengesetzte
Regel keinen Erfolg gehabt hitte,

Wenn ich sage: um Wasserstoffi herzustellen, lasse
man eine S3ure auf Zink wirken, so stelle ich eine Regel
auf, die Erfolg hat; ich hitte sagen kdnnen, man lasse
destilliertes Wasser auf Gold wirken; das wire auch
eine Regel gewesen, nur hitte sie keinen Erfolg gehabt.

Wenn also die wissenschaftlichen Rezepte als Regel
des Handelns einen Wert haben, so besteht er darin,
daB wir wissen, daf sie, wenigstens im allgemeinen, er-
folgreich sind. Aber das zu wissen heifit schon etwas
wissen, und wie kann man dann sagen, dafl wir nichts.
wissen kbnnen?

Die Wissenschaft sieht voraus, und. deswegen kann
sie niitzlich sein und als Regel des Handelns dienen.
Ich weifl wohl, dafl diese Vorhersage oft durch den Er-
folg widerlegt ‘'wird; dies beweist, dafl die Wissenschaft

b § 4

p
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unvollkommen ist, und wenn ich hinzufiige, da8l sie es
immer bleiben wird, so bin ich sicher, daB dies wenig-
stens eine Vorhersage ist, die nie widerlegt werden kann,
Sicher ist, daB8 sich der Gelehrte weniger oft irrt, als der
Prophet, der aufs Geratewohl voraussagt. Andererseits
ist der Fortschritt langsam, aber bestindig, so da8 sich
die Gelehrten, obwohl sie immer kithner werden, immer
weniger tiuschen. Das ist wenig, aber es ist doch etwas.

Ich weiB wohl, da8 Le Roy irgendwo gesagt hat,
dafBl die Wissenschaft sich h3ufiger irrt, als man glaubt,
daB die Kometen den Astronomen manchmal Streiche
spielen, dafl die Gelehrten, die offenbar auch Menschen
sind, nicht gern von ihren Miflerfolgen sprechen, und
dafB sie, wenn sie davon sprechen wollten, mehr Nieder-
lagen als Siege aufzihlen mufSten.

Hierin geht Le R oy augenscheinlich diber seinen Stand-
punkt hinaus. Wenn die Wissenschaft erfolglos wiire,
kdnnte sie nicht als Regel des Handelns dienen; woher
sollte sie ihren Wert nehmen? Daher, dafl sie ,,erlebt**
ist, das heifit, dafl wir sie licben und an sie glauben?
Die Alchimisten hatten Rezepte, um Gold zu machen;
si¢ liebten sie und hatten Glauben an sie, und doch
sind unsere Rezepte besser, weil sie Erfolg haben, ob-
gleich unser Glaube weniger lebendig ist.

Es gibt kein Mittel, aus diesem Dilemma herauszu-
kommen; entweder die Wissenschaft erlaubt nicht, vor-
auszusehen, dann ist sie als Regel des Handelns wert-
los; oder sie erlaubt, vorauszusehen, in mehr oder weaniger
unvollkommener Weise, und dann ist sie nicht wertlos
als ein Weg zur Erkenntnis,

Man kann nicht einmal sagen, daf das Handeln das
Ziel der Wissenschaft sei; kdnnen wir die dber den
Sirius angesteliten Studien verwerfen, unter dem Vor-
wand, dafl wir wahrscheinlich nie xrgendeme Wirkung
auf diesen Stern ausilben werden?
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In meinen Augen ist im Gegenteil die Erkenntnis das
Ziel und das Handeln das Mittel. Wenn ich mich tiber
die Entwicklung der Industrie freue, so tue ich es nicht
nur, weil sie dem Anwalt der Wissenschaft ein gutes
Beweismittel an die Hand gibt, sondern hauptsichlich,
weil sie dem Gelehrten den Glauben an sich selbst stirkt,
und auch weil sie ihm ein unermeflliches Feld der Er-
fahrung eréfinet, wo er auf Krifte stdit, die zu gewaltig
sind, als daB man sie durch eine Handbewegung bei-
seite schieben kdnnte. Wer weifl, ob er nicht ohne
diesen Ballast, von der Vorspiegelung irgendeiner neuen
Scholastik ergrifien, den festen Boden verlassen wilrde,
oder ob er nicht verzweifelte, in der Meinung, da8 er
nur getriumt habe?

§ 3. ‘Die rohe und die wissenschaftliche
Tatsache.

Was in der Abhandlung von Le Roy am meisten
befremdet, ist die Behauptung, da8 der Gelehrte die
Tatsache schafft; das ist zugleich ihr wesentlicher
Punkt und einer von denen, Gber diec am meisten ge-
stritten worden ist.

Vielleicht, sagt er {und ich glaube, dafl dies ein Zu-
gestindnis ist), schafft der Gelehrte nicht die rohe Tat-
sache, aber sicher schafft er die wissenschaftliche Tatsache.

Dieser Unterschied zwischen der rohen und der wissen-
schaftlichen Tatsache scheint mir an sich nicht un-
berechtigt. Aber ich miBbillige zunichst, dal die Grenze
weder in genauer, noch in deutlicher Weise gezogen
ist, und dann, daB der Verfasser der Meinung zu sein
scheint, daB die rohe Tatsache nicht wissenschaftlich
sei und aulerhalb der Wissenschaft stehe.

Endlich kann ich nicht zugeben, da8 der Gelehrte
die wissenschaftliche Tatsache frei erschafft, da die rohe
Tatsache sie ihm aufzwingt.
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Die von Le Roy gegebenen Beispiele haben mich in
Erstaunen gesetzt. - Das erste ist dem Begriff des Atoms
entnommen. Das Atom als Beispiel einer Tatsachel
Ich gestehe, daB mich diese Wahl so aus der Fassung
gebracht hat, dafl ich vorziehe, nichts dartiber zu sagen.
Ich habe augenscheinlich den Gedanken des Autors
falsch verstanden, und ich kdnnte ihn nicht erfolgreich
besprechen.

Der zweite als Beispiel verwendete Fall ist eine
Verfinsterung, bei der das rohe Ereignis ein Spiel
von Licht und Schatten ist, mit dem aber der Astronom
sich nicht befassen kann, ohne zwei fremde Elemente
einzufithren, nidmlich eine Uhr und das Newtonsche
Gesetz.

Endlich fihrt Le Roy die Rotation der Erde an;
man hat ihm erwidert, daB dieses keine Tatsache sei,
und er hat geantwortet: es war eine fiir Galilei, der
sie behauptete, ebensowohl wie fiir den Inquisitor, der
sie leugnete. Jedenfalls ist es keine Tatsache in dem
Sinne wie die beiden vorerwihnten, und wenn man ihr
den gleichen Namen gibt, setzt man sich grofien Mifi-
verstindnissen aus.

Hier baben wir also vier Stufen:

1. Es ist dunkel, sagt der Unwissende,

2. Die Verfinsterung fand um neun Uhr statt, sagt
der Astronom.

3. Die Verfinsterung fand zu der Stunde statt, die
man aus den nach den Gesetzen von Newton berech-
neten Tabellen entnehmen kann, sagt derselbe.

" 4. Das kommt daher, dafl die Erde sich um diec Sonne
dreht, sagt Galilei.

Wo ist hier die Grenze zwischen der rohen und der
wissenschaftlichen Tatsache? Wenn man Le Roy liest,
30 sollte man glauben, zwischen der ersten und zweiten
Stufe; wer sicht aber nicht, dafl ein graSerer Abstand
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von der zweiten zur dritten ist und ein noch grdferer
von der dritten zur vierten?

Ich will zwei Beispiele anfidhren, die uns vielleicht ein
wenig aufkléren,

Ich beobachte die Ablenkung eines Galvanometm
mit Hilfe cines beweglichen Spiegels, der ein Lichtbild
oder einen Fleck auf eine geteilte Skala wirft. - Die rohe
Tatsache ist, daBl ich den Fleck sich auf der Skala ver-
schiehen sehe, und die wissenschaftliche Tatsache ist,
daB ein elektrischer Strom durch die Leitung fliefit.

Oder ein anderes Beispiel: Wenn ich cin Experiment
mache, mufl ich an dem Ergebnisse gewisse Berich-
tigungen vornehmen, weil ich weifl, da ich notwendig
Fehler begangen habe, und zwar Fehler von zweierlei
Art: die einen sind zufallig, und ich berichtige sie, in-
dem ich das Mittel nehme; die andern sind systematisch,
und ich kana sie nur durch ein tieferes Studium der
Ursachen berichtigen.

Das erste Ergebnis ist dann die rohe Tatsache, wihrend
die wissenschaftliche Tatsache das Endergebnis nach
allen Korrektionen ist:

Das letzte Beispiel fohrt uns dazu, unsere zweite
Stufe nochmals zu teilen, und statt gu sagen:

2. Die Verfinsterung fand um neun Uhr statt,
sagen wir jetat: -

2a. Die Verfinsterung fand statt, als meine Uhr neun
zeigte, und

2b. Da meine Uhr zehn Minuten nachging, fand die
Verfinsterung um neun Uhr zehn Minutea statt.

Und aufierdem mufBl auch die erste Stufe nochmals
geteilt werden, und der Abstand zwischen diesen zwei
Unterabteilungen wird nicht der kleinste sein. Zwischen
dem Eindruck der Dunkelheit, die der Zeuge einer Sonnen-
finsternis empfindet, und der Behauptung: es ist dunkel,
die ihm dieser Eindruck entlockt, mufi man einen Uanter.
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schied machen. Gewissermafien ist nur dic erste die
rohe Tatsache, und die zweite schon eine Art wissen-
schaftlicher Tatsache. )

Dies ist also unsere Leiter, die sechs Sprossen hat,
und obwohl gar kein Grund vorhanden ist, bei dieser
Zahl zu verbleiben, wollen wir es dabei bewenden
lassen.

Was mir zuerst auffillt ist folgendes: Auf der ersten
unserer sechs Sprossen ist die noch vollstindig rohe
Tatsache sozusagen individuell; sie ist vollstindig unter-
schieden von allen anderen méglichen Tatsachen. Von
der zweiten Sprosse an ist es nicht mehr so. Der Wort-
laut der Tatsache wiirde auf unzihlige andere Tat-
sachen passen, Sowie die Sprache dazwischen tritt,
verftige ich nur noch iiber eine endliche Zahl Rede-
wendungen, um die unendlichen Abstufungen auszu-
dricken, deren meine Eindriicke f3hig sind. Wenn ich
sage: es ist dunkel, so driickt das wohl meine Empfin-
dungen bei einer Sonnenfinsternis aus; aber in der Dunkel-
heit selbst kdante man sich eine Menge Schattierungen
denken, und wenn sich statt der tatsdchlich eingetretenen
eine etwas verschiedene Schattierung gezeigt hitte, so
hitte ich diese andere Tatsache doch mit den Worten
ausgedriickt: es ist dunkel.

Eine zweite Bemerkung ist die: selbst auf der zweiten
Stufe kann der Wortlaut einer Tatsache nur wahr oder
falsch sein. Es wiirde nicht fir jeden beliebigen Satz
s0 sein; wenn dieser Satz der Wortlaut einer Uberein.
kunft ist, so kann man nicht sagen, da8 der Ausspruch

" wahr im eigentlichen Sinne des Wortes ist, weil er nicht
unabhiingig von mir wahr ist, sondern nur, weil ich
will, daB8 er es sei. '

Wenn ich zum Beispicl sage, die Lingeneinheit ist
das Meter, so ist das ein Gesetz, das ich aufstelle, nicht
eine Feststellung, die sich mir aufdringt. Ebenso ist




Robe und wissenschaftliche Tatsache, 169

es, wie ich schon gezeigt zu haben glaube, mit dem
Postulat von Euklid,

Wenn man .mich frugt: ist es dunkel? so weif8 ich
immer, ob ich Ja oder Nein antworten soll. Obwohl
eine unendliche Menge mdiglicher Tatsachen unter diesen
gleichen Eindruck: es ist dunkel! fallen, werde ich immer
wissen, ob die verwirklichte Tatsache zu denen gehdrt,
die diesem Ausspruch entsprechen oder nicht. “Die Tat-
sachen sind in Gruppen geteilt, und wenn man mich
fragt, ob die Tatsache, die ich feststelle, Zu einer Gruppe
gehort oder nicht, so werde ich nicht zweifeln,

Aber diese Einteilung enthilt so viel Willkilr, da8
der Freiheit oder der Laune des Menschen ein grofer
Spielraum bleibt. Mit einem Wort, sie ist eine Uber-
einkunft, Wenn man mich nach dieser Uberein-
kunft fragt: ist diese Tatsache wahr? so werde ich
immer wissen, was ich antworten soll, und meine Ant-
wort wird mir durch das Zeugnis meiner Sinne ein-
gegeben.

Wenn man also wihrend einer Sonnenfinsternis fragt:
ist es dunkel? so wird jedermann mit Ja antworten.
Nur die wiirden nein antworten, die eine Sprache sprichen,
in der hell dunkel und dunkel hell heit. Aber das
hat keinerlei Bedeutung.

Ebenso kann in der Mathematik, wenn ich die
Definitionen und die Postulate, die Uberein-
kommen sind, festgestellt habe, ¢in Theorem aur
noch wahr oder falsch sein. Um aber auf die Frage:
ist dieses Theorem wahr?- zu antworten, kann ich meine
Zuflucht nicht mehr zu dem Zeugnis der Sinne nehmen,
sondern zu den Schluffolgerungen.

Eine Tatsache. ist immer beweisbar, und zu diesem
Beweis berufen wir uns entweder auf das Zeugnis unserer
Sinne oder auf die Erinnerung an dieses Zeugnis. Dies
ist es gerade, was cine Tatsache charakterisiert. Wenn
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man mich fragt, ist diese oder jene Tatsache wahr, so
beginne ich damit, festzustellen, welchen Sina die Frage
hat, mit anderen Worten, in welcher Sprache sie gestelit
ist. Hierauf befrage ich meine Sinne und antworte mit
Ja oder Nein. Die Antwort kommt also von meinen
Sinnen, nicht von dem Frager, der mir sagt, ob ¢r Eng-
lisch oder Franzbsisch gesprochen hat.

Ist an alledem etwas zu indern, wenn wir die folgenden
Stufen betrachten? Wenn ich, wie eben gesagt, ein
Galvanometer betrachte und einen uneingeweihten Be-
sucher frage: gecht der Strom durch? so wird er den
Draht betrachten und versuchen, etwas darin vorgehen
zu schen; wenn ich aber die gleiche Frage meinem Ge-
hilfen stelle, der meine Sprache versteht, so weif3 er,
da8 das heifien soll: verindert der Fleck seinen Plats?
und er wird die Skala betrachten.

Welcher Unterschied ist also zwischen dem Wortlaut
der rohen und dem der wissenschaftlichen Tatsache?
Es ist der gleiche Unterschied, wie swischen dem Wort-
laut ein und derselben rohen Tatsache in der franzb-
sischen und der deutschen Sprache, Der wissenschaft-
liche Wortlaut ist die Ubersetzung des rohen Wortlautes
in eine Sprache, die sich besonders dadurch vom ge-
wohnlichen Deutsch und vom gewdhnlichen Fransdsisch
unterscheidet, daB sie von einer viel geringeren Anzahl
Personen gesprochen wird.

Doch tbereilen wir uns nicht! Um einen Strom zu
messen, kann ich mich einer groSen Anzabl verschieden-
artiger Galvanometer oder auch eines Elektrodynamo-
meters bedienen. Wenn ich dann sage, in diesem Kreise
herrscht ein Strom von soundsoviel Ampere, so bedeutet
das: wean ich auf diesen Stromkreis ein bestimmtes
Galvanometer einstelle, so wird der Fleck auf den Teil-
strich ¢ fallen; es bedeutet aber auch: wenn ich auf
diesen Stromkreis ein bestimmtes Elektrodynamometer




Wissenschaftliche Sprache. 171

einstelle, so wird der Fleck auf den Teilstrich & fallen.
Und es bedeutet noch vielerlei anderes; denn der Strom
kann sich nicht nur durch mechanische Wirkungen kund-
geben, sondern auch durch chemische Wirkungen, durch
Licht und Wirmewirkungen usw.

Dies ist also der gleiche Wortlaut, der auf eine groSe
Zahl durchaus verschiedener Tatsachen pafit. - Wie
kommt das? Weil ich ein Gesetz annehme, nach dem
jedesmal, wenn sich ein bestimmter mechanischer Vor-
gaog zeigt, sich auch ein bestimmter chemischer Vor-
gang zeigen wird, Sehr zahireiche frithere Erfahrungen
haben mir gezeigt, daB dieses Gesetz niemals triigt, und
dann habe ich mir klargemacht, da8 ich zwei so unver-
Anderlich miteinander verbundene Tatsachen durch die
gleichen Worte ausdrticken kdnnte.

Wenn man mich fragt: geht der Strom durch? so
kaan ich verstehen, da8 das bedeutet: zeigt sich ein
mechanischer Effekt? Aber ich kann auch verstehen:
zeigt sich ein bestimmter chemischer Effekt? Ich werde
also entweder den mechanischen oder den chemischen
Effekt bestitigen; das ist aber gleichglltig, da in
einem wie im anderen Fall die Antwort die gleiche
sein muf.

Und wean das Gesetz eines Tages als falsch erkannt
witrde? Wenn man finden wiirde, dafl die Ubereinstim-
mung der mechanischen und chemischen Wirkungen
nicht konstant wire? Dann miiite man sogleich die
wissenschaftliche Sprache indern, um eine schwer
wicgende Vieldeutigkeit daraus zu entfernen.

Und glaubt man denn, da die gewdhnliche Sprache,
mit deren Hilfe man die Tatsachen des tiglichen Lobens
ausdriickt, frei von Zweideutigkeiten sei?

Wird man daraus schlieflen, dafl die Vor-
ginge des taglichen Lebens das Werk der Gram-
matiker sind?
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Wenn man mich fragt: ist ein Strom vorhanden? so
sehe ich zu, ob sich die mechanische Wirkung zeigt,
und wenn sich das bestitigt, antworte ich: Ja, es ist
ein Strom da. Man versteht sogleich, da die mecha-
nische Wirkung vorhanden ist, und da die chemische
Wirkung, die ich nicht untersucht habe, ebenfalls vor-
handen ist. Setzen wir jetzt den unmdglichen Fall, daf
das Gesetz, das wir fir wahr hielten, es nicht sei, und
daBl die Wirkung in diesem Fall ausgeblieben sei. In
dieser Hypothese liegen zwei verschiedene Tatsachen;
die eine, die direkt beobachtet und wahr ist, und die
andere, die daraus gefolgert und falsch ist. Man kann
streng genommen sagen, dal wir selbst die zweite ge-
schaffen haben. So wire also die Rolle des persdnlichen
Mitarbeitens des Mcnschen bei der Erschaffung der
wissenschaftlichen Tatsache der Irrtum.

Wenn wir aber sagen kdnnen, daB die in Frage stehende
Tatsache falsch ist, heifit das nicht, daB sie keine freie
und willkdirliche Schipfung unseres Geistes ist, kein
verschleiertes Ubercinkommen? denn in diesem "Falle
wire sie weder wahr noch falsch. Und sie wire ja auch
beweisbar gewesen; ich habe den Beweis nicht gefiihrt,
ich hitte ihn aber fithren kdnnen. Wenn ich eine
falsche Antwort gegeben habe, so geschah es, weil ich
2u schnell antworten wollte, ohne die Natur zu befragen,
die allein das Geheimnis kannte.

Wenn ich nach einem Experiment die zufilligen und
die systematischen Fehler verbessere, um die wissen-
schaftliche Tatsache frei zu machen, so liegt die Sache
ebenso; die wissenschaftliche Tatsache wird nie etwas
anderes sein als die rohe Tatsache in eine andere Sprache
ibersetzt. Wenn ich sage: es ist soundsoviel Uhr, so
ist das ein verkiirztes Verfahren, um auszudriicken:
soundso ist das Verhiltnis zwischen der Zeit, die meine
Uhr angibt, und der Zeit, die sie im Augenblick des

~
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Durchganges dieses oder jenes Sternes durch den Meridian
angab. Und wenn dieses Ubereinkommen in der Sprache
einmal von allen angenommen ist, und man mich fragt:
ist es soundsoviel Uhr? so hingt es nicht mehr von
mir ab, Ja oder Nein zu antworten.

Gehen wir jetzt zu der vorletzten Stufe dber: die
Verfinstecung findet zu der Zeit statt, die durch die
nach den Newtonschen Gesetzen berechneten Tafeln
gegeben ist. Auch dieses Ubereinkommen der Sprache
ist vollstandig klar fir die Kenner der Himmelsmechanik
und selbst fur die Besitzer der von den Astronomen be-
rechneten Tafeln, Wenn man mich fragt: hat die Ver-
finsterung zu der vorhergesagten Zeit stattgefunden? so -
suche ich in der Tafel und sehe, dafl die Verfinsterung
far neun Uhr angezeigt ist; ich verstehe, da die Frage
bedeutet: hat die Verfinsterung um neun Uhr statt-
gefunden? Auch hier brauchen wir nichts an unseren
Schiissen zu indern. Die wissenschaftliche Tat-
sache ist nur die rohe Tatsache in eine bequeme
Sprache tibersetzt,

Allerdings Andern sich die Dinge auf der letzten Stufe.
Dreht sich die Erde? Ist das eine beweisbare Tatsache?
Konnten Galilei und der Grof-Inquisitor, um sich zu
verstiadigen, sich auf das Zeugnis ihrer Sinne berufen?
Im Gegenteil, sic waren einer Meinung Gber die Er-
scheinungen, und welche Erfahrungen auch angehiuft
worden wiren, sie wiirden einer Meinung dber die Er-
scheinungen geblieben sein, ohne sich je tiber ihre Deu- -
tung zu verstindigen. Gerade darmum waren sie gendtigt,
ihre Zuflucht zu ciner so wenig wissenschaftlichen Art
der Verhandlung zu nehmen.

Darum bin ich der Ansicht, daB sie mcht uneinig
waren {ber eine Tatsache. Wir haben kein Recht,
der Umdrehung der Erde, die der Gegenstand. ihrer
Verhandlung -war, den gleichen Namen zu geben wie
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den rohen oder wissenschaftlichen Tatsachen, die wir
bis jetzt betrachtet haben.

Nach dem Vorhergehenden scheint es dberflissig, zu
untersuchen, ob die rohe Tatsache aufierhalb der Wissen-
schaft steht, weil es weder Wissenschaft ohne wissen-
schaftliche Tatsache, noch wissenschaftliche Tatsache
ohne rohe Tatsache geben kann, da die erstere nur die
Ubersetzung der zweiten ist.

Und hat man nun ein Recht, zu sagen, dafl der Ge-
lehrte die wissenschaftliche Tatsache schafit? Zu aller-
erst erschafft er sie nicht aus nichts, da er sie ja aus
der rohen Tatsache erschafit., Folglich tut er es nicht
frei und wie er will. Wie geschickt der Arbeiter auch
. sei, seine Freiheit ist immer beschrinkt durch die Eigen-
schaften des Rohmaterials, mit dem er arbeitet.

Was soll es nach alledem hejfen, wenn man von
einer freien Schdpfung der wissenschaftlicken Tatsache
spricht, und wenn man den Astronomen zum Beispiel
nimmt, der titig in die Erscheinung der Finsiernis ein-
greift, indem er seine Uhr zur Hand nimmt? Soll es
heien: die Verfinsterung hat um neun Uhr statt-
gefunden? wenn aber der Astronom gewollt hitte, das
sie um zehn Uhr stattfinde, so hinge das nur von ihm
ab, er brauchte seine Ubhr nur um eine Stunde vorzu-
stellen? -

Der Astronom hitte aber, wenn er diesen schlechten
Scherz machte, augenscheinlich eine Zweideutigkeit mifi-
oraucht. Wenn er mir sagt: die Verfinsterung hat um
neun Uhr stattgehabt, so verstehe ich, da8 neun Uhr die
aus der rohen Angabe der Uhr durch die gebriuch-
liche Reihe von Verbesserungen entnommene Zeit ist.
Wenn er mir nur diese rohe Angabe genannt hat, oder
wenn er Verinderungen vorgenommen hat, die den ge-
wohnlichen Regeln entgegen sind, so hat er, ohne mich
zu benachrichtigen, die gebriuchliche Sprache geéindert.
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Wenn er mich aber davon in Kenntnis gesetzt hat, so
kann ich mich nicht beschweren; dann ist es aber immet
dieselbe Tatsache, in einer anderen Sprache ausgedriickt.

Kurz gesagt: alles, was der Gelehrte an einer
Tatsache erschafft, ist die Sprache, in der er
sie ausdrtickt. Wenn er eine Tatsache voraussagt, so -
wendet er diese Sprache an, und fiir alle, die sie sprechen
und verstehen konnen, ist seine Voraussage frei von
jeder Mehrdeutigkeit. Wenn dbrigens einmal diese Vor-
aussage ausgesprochen ist, hingt es offenbar nicht von
ihm ab, ob sie sich verwirklichen wird oder nicht.

Was bleibt also von der Behauptung von Le Roy?
Es ist folgendes: der Gelehrte greift handelnd ein, in-
dem er die Tatsachen wihit, die beobachtet zu werden
verdienen. Eine vereinzelte Tatsache hat an sich gar
kein Interesse; sie gewinnt es. erst, wenn man Grund
hat zu glauben, da man daraus andere vorhersagen
kann, oder auch wenn sie vorhergesagt war, und ihre
Verwirklichung die Betitigung eines Gesetzes ist. Wer
wihit die Tatsachen, die, einem dieser Umstinde ent-
sprechend, ein Birgerrecht in der Wissenschaft ver-
dienen? Das ist die freie Titigkeit des Gelehrten, .

Und das geniigt noch nicht. Ieh habe gesagt, daf
die wissenschaftliche Tatsache die Ubersetzung einer
rohen Tatsache in eine bestimmte Sprache ist; ich hitte
hinzufigen sollen, daf jede wissenschaftliche Tatsache
aus mehreren rohen Tatsachen besteht. Die fruher aus-
gefihrten Beispiele zeigen dies zur Gentige.

Was zum Beispiel die Stunde der Sonnenfinsternis
betrifft, so zeigte meine Uhr die Stunde « im Augen-
blick der Verfinsterung und § im Augenblick des letzten
Durchganges eines bestimmten Sternes durch den Me-
ridian, den wir als Anfangspunkt der Rektaszensioaen
annehmen; sie zeigte die Zeit y im Augenblick des vor-
letzten Durchganges desselben Sternes, Dies sind drei |,
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unterschiedene Tatsachen; (iibrigens wird man bemerken,
daB jede von ihnen sich aus mehreren gleichzeitigen
rohen Tatsachen ergibt; dariiber wollen wir aber hin-
weggehen). Statt dessen sage ich: die Verfinsterung
fand um 24 («—p) [ (f—7) statt, und die drei Tat-
sacheh sind in einer einzigen wissenschaftlichen Tat-
sache vereinigt. Meinem Urteil nach waren die drei in
drei verschiedenen Augenblicken auf meiner Uhr ge-
machten Ablesungen (o, B, 7) ohne jedes Interesse und
das einzig Interessante war die Verbindung dieser drei
Ablesungen (a—f) / (B—7). In diesem Urteil findet man
die freie Tatigkeit meines Geistes.

Hiermit habe ich aber auch meine Macht erschdpft;
ich kann nicht machen, dal die Verbindung (a— f#)/(8—7)
gerade diesen Wert habe und nicht einen anderen; weil
ich weder den Wert von « noch den von f§ oder den
von y beeinflussen kann, die mir als rohe Tatsachen
gegeben sind.

Kurz, die Tatsachen sind Tatsachen, und, wenn es
sich trifft, dafl sie mit einer Voraussage tber-
einstimmen, so istdasnichtein Ergebnisunserer
freien Tiatigkeit. Es gibt keine scharfe Grenze
gwischen der rohen und der wissenschaftlichen Tatsache;
man kann nur sagen, daB der Ausdruck einer Tatsache
roher oder wissenschaftlicher ist als ein anderer.

§ 4. Der ,Nominalismus" und die
muniverselle Invariante.

Wenn wir von den Tatsachen zu den Gesetzen @ber-
gehen, so ist es klar, daB die Rolle der freien Titigkeit
des Gelehrten viel groer wird. Wir wollen aber unter-
suchen, ob sie Le Roy nicht dennoch zu grofl macht.

Erinnern wir uns zuerst an die Beispiele, die er ge-

. geben hat. Wenn ich sage: Phosphor schmilzt bei 449,
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so glaube ich, ein Gesetz ausgesprochen zu haben. In
Wahrheit gehort das zur Definition des Phosphors; wenn
man einen Korper entdeckte, der alle Eigenschaften des
Phosphors hat, nur dafl er nicht bei 44° schmilzt, so
wiirde man ihm einen anderen Namen geben, und das
'Gesetz bliebe wahr,

Wenn ich sage: schwere Kdrper durchlaufen bei dem
freien Fall Riume, die dem Quadrat der Zeit propor-
tional sind, so gebe ich gleichfalls nur die Definition
des freien Falles. Jedesmal, wenn die Bedingung nicht
erfiillt ist, sage ich, daB der Fall nicht frei war, und
so kann das Gesetz nie falsch sein.

Es ist klar, dafl die Gesetze, wenn sie sich hierauf
beschrinkten, nicht dazu dienen kinnten, vorherzusagen:
sie kionnten also zu nichts dienen, weder als Mittel der
Erkenntnis noch als Grundsatz des Handelns.

Wean ich sage: Phosphor schmilzt bei 449 so will
ich damit sagen: jeder Kérper, der die und die Eigen-
schaften besitzt (nimlich alle Eigenschaften des Phos-
phors aufler dem Schmelzpunkt), schmilzt bei 44°. So
verstanden ist meine Behauptung wohl ein Gesetz, und
dieses Gesetz kann mir niltzen; denn wenn ich einen
Korper treffe, der diese Eigenschaften besitzt, so kann
ich voraussagen, dafl er bei 44° schmelzen wird.

Feeilich ist es mdglich, da8 man entdeckt, dafl das
Gesetz falsch ist. Dann wird man in den Lehrbiichern
der Cheiie lesen: ,,es gibt zwei Korper, die die Che-
miker lange unter dem Namen Phosphor vereinigt
haben; diese zwei Korper unterscheiden sich nur durch
ihren Schmelzpunkt. Es wire das nicht das erste
Mal, daBl die Chemiker dazu k¥men, zwei Korper
zu unterscheiden, die sie vorher nicht unterscheiden -
konnten, zum Beispiel das Neodym und das Praseodym,
die lange unter dem Namen Didym zusammengeworfen
waren,

Poincaré, Wert der Wissenschaft 2. Aufl. 12
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Ich glaube nicht, daB die Chemiker ftirchten, daS
ein derartiges Miflgeschick je den Phosphor betreffen
kénnte. Und wenn es gegen alle Wahrscheinlichkeit
doch ecintriite, so hitten die zwei Stoffe voraussichtlich
nicht genau die gleiche Dichtigkeit, genau die gleiche
spezifische Wirme und so weiter, 80 da8 man, wenn
man zum Beispiel sorgfaltig die Dichtigkeit bestimmen
wirde, doch noch den Schmelzpunkt, vorhersagen
konnte. '

Das ist Gbrigens von keiner grofien Bedeutung; es
genigt, einzusehen, daB es ein Gesetz gibt, und daB
dieses Gesetz, ob es wahr oder falsch sei, nicht auf eine
Tautologie hinauskommt.

Wenn wir aber auch auf der Erde keinen Korper
kennen, der bei allen anderen Eigenschaften des Phos-
phors nicht bei 44° schmilzt, so kdnnen wir doch nicht
wissen, ob er nicht auf anderen Planeten vorhanden ist.
Offenbar kann man eine solche Annahme machen, und
man wird dann folgern, dafl das in Frage stehende Ge-
setz, das uns, die wir auf der Erde wohnen, als Regel
des Handelns dienen kann, gar keinen allgemeinen Wert
vom Gesichtspunkt der Etkenntnis hat, und daB es
scinen Wert nur dem Zufall verdankt, der uns auf djeser
Erde hat geboren werden lassen. Das ist mdglich;
wenn es sich aber so verhielte, dann wire das Gesetz
nicht deswegen wertlos, weil es ein Ubercinkommen
wire, sondern weil es falsch wire.

Ebenso verhlt es sich mit dem freien Fall. Es wirde
zu nichts dienen, den Namen ,freier Fall* dem Fall
zu geben, der dem Galileischen Gesetz entspricht,
wenn ich nicht andererseits wiifite, dal unter bestimmteni
Umstidnden der Fall wahrscheinlich frei oder wenigstens
nahezu frei ist. Dies ist dann ein Gesetz, das wahr
oder falsch sein kann, das sich aber nicht auf ein Uber-
einkommen beschrinkt.
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Ich nehme an, die Astronomen haben entdeckt, daf
die Sterne dem Newtonschen Gesetz nicht genau ge-
horchen. Sie haben die Wahl zwischen swei Annahmen;
entweder kbnnen sie sagen, daf die Anziehung nicht
genau im umgekehrten Verhiltnis des Quadrats der
Eatfernung variiert, oder sie kdnnen sagen, daB die
Anzicshung nicht die einzige Kraft ist, die auf die Sterne
wirkt, und daB sich eine Kraft anderer Art damit ver-

In diesem zweiten Fall wird man das Newtonsche
Gesetz als die Definition der Anzichung betrachten.
Das wiire die Stellung der Nominalisten. Die Wahl
swischen den zwei Ansichten steht frei und geschieht
nach Griinden der Bequemlichkeit, wenn auch diese
Grilnde meist so méichtig sind, da8 in Wirklichkeit
wenig von dieser Freiheit bleibt.

Wir konnen den Satz (1): ,,die Sterne folgen dem
Newtonschen Gesetz* in zwei andere zerlegen: (3): die
Anzichung folgt dem Newtonschen Gesetz, (3): die
Anziehung ist die einzige Kraft, die auf die Sterne wirkt,
In diesem Fall ist der Satz (2) nur eine Definition, dis
der Kontrolle der Erfahrung entgeht; dagegen kann diese
Kontrolle auf den Satz (3) ausgetibt werden. Das muf
sie auch, weil der daraus hervorgehende Sats (1) be-
weisbare, rohe Tatsachen vorhersagt.

Durch solche Kunstgriffe haben die Gelehrten durch
einen unbewufiten Nominalismus @ber das Gesetz das
gestellt, was sie Prinzipien nennen. Wenn ein Gesets
eine genligende Betitigung durch die Erfahrung be-
kommen hat, kdnnen wir ihm gegentiber zwei Stand-
punkte cinnehmen. Entweder lassen wir das Gesetz
in seiner Mischung; es wird dann einer unaufhdrlichen
Durchsicht unterworfen sein, die ohne jeden .Zweifel
damit enden wird, zu beweisen, daB es nur angenihert
war, Oder man kann es zum Prinzip erheben, indem

12*
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man durch Ubere¢inkommen annimmt, daB der Satz
sicher wahr ist. Dabei geht man immer in gleicher
Weise vor. Das urspriingliche Gesetz driickt eine Be-
zichung zwischen zwei rohen Tatsachen A und B aus;
man schiebt zgwischen die beiden rohen Tatsachen ein
abstraktes Mittelglied C ein, das mehr oder weniger
erdichtet ist (wie in dem vorhergehenden Beispiel das
ungreifbare Wesen der Gravitation). Dann habea wir
eine Beziehung zwischen 4 und C, die wir als streng
annchmen k8anen und die das Prinzip ist, und eine
andere zwischen C und B, die das der Durchsicht unter-
worfene Gesetz bleibt.
* . Das von nun an sozusagen kristallisierte Prinzip ist
der Kontrolle der Erfahrung nicht mehr uaterworfen.

Es ist nicht wahr oder falsch, es ist bequem.

Man hat oft groSen Vorteil daraus gezogen, so vor-
zugehen; aber es ist klar, dal, wenn alle Gesetze in
Prinzipien umgestaltet worden wiren, nichts mehr von
der Wissenschaft geblicben wiire. Jedes Gesetz lLifit
sich in ein Prinzip und ein Gesetz zerlegen, aber daraus
geht klar hervor, daf, so weit man auch diese Zerlegung-
treibt, immer Gesetze bleiben werden.

- Der Nominalismus hat also seine Grenzen; das kdnnte
man verkennen, wenn man die Behauptungen von Le
Roy buchstiblich nihme. .

Ein flachtiger Uberblick iber die Wissenschaften wird
uns diese Grenzen besser erkennen lassen. Der nominali-
stische Standpunkt ist nur gerechtfertigt, wenn er be-
quem ist; wann aber ist er das?

Die Erfahrung lehrt uns Beziehungen zwuchen den
Kborpern kennen; das ist die rohe Tatsache; diese Be-
zichungen sind auBerordentlich kompliziert. Statt die
Beziehung zwischen dem Korper 4 und dem Korper B
direkt zu betrachten, fihren wir ein Zwischenglied ein,
den Raum, und wir betrachten drei verschiedene -Be-
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ziehungen: dje des Korpers 4 zu der Figur A’ des Rau-
mes, die des Kdrpers B zu der Figur B’ des Raumes,
die der Figur A’ und B’ zueinander., Warum ist dieser
Umweg vorteilhaft? Weil die Beziehung zwischen 4
und B kompliziert ist, sich aber wenig von der Beziehung
. zwischen A4’ und B’ unterscheidet, die einfach ist, so
dafl diese komplizierte Beziehung durch die einfache
zwischen 4’ und B’ und durch zwei andere ersetzt
. werden kann, die uns erkennen lassen, dafl der Unter-
schied zwischen 4 'und A’ einerseits und zwischen B
und B’ andererseits sehr klein ist, Wenn zum Bei-
spiel 4 und B zwei feste, natiirliche Kbrper sind, die
ihren Platz %ndern, indem sie jhre Gestalt ein wenig
#dndern, so betrachten wir zwei unverinderliche, be-
wegte Figuren A’ und B’. Die Gesetze der relativen
Ortsverinderungen dieser Figuren A’ und B’ sind sehr
einfach; es sind die der Geometrie. Dann fiigen wir
hinzu, da8 der Kirper 4, der immer sehr wenig von 4
unterschieden ist, sich durch die Wirkung der Wirmo
ausdehnt und sich durch dieWirkung der Elastizitit biegt
Diese Ausdehnung und Biegung ist, eben weil sie sehr
klein ist, fiir unseren Geist verhiltnismifig leicht zu
studieren. Man denke sich, welcher Verwickelung der
Sprache es bedurft hitte, wenn man die Ortsverinde-
- rungen des festen Korpers, seine Ausdehnung und Bie-
gung in einen Ausdruck hitte zusammenfassen wollen.
Die Beziehung zwischen A4 und B war ein rohes Gesetz,
das zerlegt ist. Wir haben jetzt gwei Gesetze, die die
Beziehungen von 4 zu 4’ und von B zu B’ ausdriicken,
und ein Prinzip, das die Bezichungen von A' zu B’
ausdriickt. Die Gesamtheit dieser Prinzipien nennt man
Geometrie.
Hier sind noch zwei Bemerkungen zu machen: Wir
haben eine Beziehung zwischen zwei Korpern 4 und
B, die wir durch zwei Figuren 4’ und B’ ersetzt haben,
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aber diese selbe Bezichung zwischea den beiden Figuren
4’ und B’ hitte ebensogut eine Beziehung zwischen
zwei anderen Korpern 4” und B” vorteilhaft ersetzen
konnen, die von 4 und B vollstindig verschieden sind,
und zwar auf viele Arten. Wenn man nicht die Prin-
zipien und die Geometric erfunden hiitte, so miSte
man, nachdem man die Bezichungen von 4 und B
studiert hitte, mit dem Studium von A" und B” wieder
ab ovo beginnen. Das ist es, warum die Geometrie wert-
voll ist. Eine geometrische Beziehung kann in vorteil-
hafter Weise eine Bezichung ersetzen, die, auf den rohen
Zustand bezogen, als mechanisch angeschen werden kann;
sie kann eine andere ersetzen, die als optisch betrachtet
werden kann, usw.

Darin darf man aber nicht den Beweis sehen, daB
die Geometrie eine experimentelle Wissenschaft sei, und
daB man sie durch Absonderung der Pringipien von den
Gesetzen kinstlich von den Wissenschaften getrennt habe,
denen sie ihren Ursprung verdankt. Die anderen Wissen-
schaften haben auch ihre Prinzipien, was aber nicht
hindert, daB man sie experimentell neant.

Man mu zugeben, daB es schwer gewesen wire,
diese Trennung zu vermeiden, dic man fOr kinstlich
erklirt. Die Rolle, die die Bewegungslehre der festen
Koérper in der Entstehung der Geometrie gespielt hat,
ist bekannt; diirfte man danach sagen, daf} die Geometrie
nur ein Zweig der experimentellen Bewegungslehre wire?
Auch die Gesetze der geradlinigen Ausbreitung des
Lichtes haben zu der Ausbildypg dieser Prinzipien bei-
getragen. Muafite man daher die Geometrie gleichzeitig
als cinen Zweig der Bewegungsiehre und einen Zweig
der Optik ansehen? Ich erinnere auBerdem daran, dafl
unser Euklidischer Raum, der der eigentliche Gegenstand
der Geometrie ist, aus Grinden der Bequemlichkeit
aus einer gewissen Zahl von Formen gewshlt worden
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ist, die in unserem Geist schon vorgebildet waren, und
die man Gruppen nennt. :

Wenn wir auf die Mechanik tibergehen, so schen
wir auch grole Prinzipien von entsprechendem Ursprung,
und da ihr , Wirkungsradius®, sozusagen, kleiner ist, hat
man keinen Grund, sie von der cigentlichen Mechanik
2zu trennen und diese Wissenschaft als deduktiv zu be-
trachten. '

In der Physik endlich ist die Rolle der Prinzipien
noch melir vermindert; denn man fihrt sie nur ein,
wenn man Vorteil davon hat. Sie sind aber gerade des-
wegen vorteilhaft, weil es wenige sind, weil jedes von thnen
eine grofie Zahl von Gesetzen angenithert ersetzt. Man
hat also kein Interesse daran, sie zu vermehren. Ubrigens
muf man ans Ziel kommen, und dazu muf man schlieg-
lich die Abstraktion verlassen, um mit der Wirklichkeit
in Berithrung zu treten.

Das sind die Grenzen des Nominalismus, und diese
Grenzen sind eng.

Le Roy ist jedoch weiter gegangen und hat die Frage
_ in anderer Form gestellt.

Da der Wortlaut unserer Gesetze nach den Uberein-
kommen, die wir annehmen, verschieden sein kann, da
diese Ubereinkommen sogar die natiirlichen Bezichungen
dieser Gesetze abindern kbnnen, so entsteht die Frage:
Gibt es etwas in der Gesamtheit dieser Gesetze, was unab-
- hingig von diesen Ubereinkommen ist, was sozusagen die
Rolle der universellen Invariante spielen kdnnte?
Man hat zum Beispiel die Vorstellung von Wesen e¢in-
gefthrt, die ihre Ausbildung in einer von der unseren
verschiedenen Welt erfahren haben und dazu gekommen
sind, eine nicht-Euklidische Geometrie zu schaffen. Wenn
diese Wesen dann plotzlich in unsere Welt versetzt
wiirden, so wiirden sie die gleichen Gesetze beobachten
wie ‘wir, aber sie wiirden sie in ganz anderer Weise
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ausdricken. Allerdings wire noch etwas Gemeinsames
in den beiden Ausdrucksweisen, aber nur weil diese
Wesen noch nicht verschieden genug von uns wiren.
Man kann sich noch viel fremdere Wesen denken, und
der gemeinsame Teil zwischen den beiden Systemen
wiirde sich mehr und mehr verringern.” Wird er sich
der Null nihern, oder bleibt ein unauflsebarer Rick-
stand, der dann die gesuchte universelle Invariante wire ?

Diese Frage mufl genau gefaBSt werden. Verlangt man,
daB der gemeinsame Teil der Anschauung in Worten
ausdriickbar sei, dann ist es klar, daB es keine gemein-
samen Worte in allen Sprachen gibt, und wir kdnnen
nicht beanspruchen, irgendeine universelle Invariante
zu bilden, die gleichzeitig von uns und von den ge-
dachten, nicht-Euklidischen Geometern, von denen ich
eben gesprochen habe, verstanden wiirde; ebensowenig
wie wir einen Satz bilden kdnnen, der gleichzeitig von
Deutschen, die nicht Franzdsisch kdnnen, und von Fran-
zosen, die nicht Deutsch kénnen, verstanden wiirde. Wir
haben aber feste Regeln, die uns erlauben, die franzs-
sischen Sitze ins Deutsche zu iibersetzen und umgekehrt.
Darum hat man Grammatik und Wérterbiicher gemacht.
Es gibt auch feste Regeln, um die Euklidische Sprache
in die nicht-Euklidische Sprache zu ibersetzen, oder,
wenn e¢s keine gibt, kdnnte man solche machen.

Und selbst wenn es weder Dolmetscher noch Worter-
biicher gibe, wenn die Deutschen und Franzosen, nach-
dem sie jahrhundertelang in getrennten Welten gelebt
hitten, plotzlich in Berithrung miteinander triten, wrde
es dann nichts Gemeinsames zwischen der Wissenschaft
der deutschen und der der franzdsischen Biicher geben?
Die Franzosen und die Deutschen wiirden sich sicherlich
bald verstindigen, wie die Indianer in Amerika nach
dem Eindringen der Spanier die Sprache ihrer Uber-
winder verstehen lernten.
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Gewifs, wird man sagen, die Franzosen werden fihig
gein, die Deutschen zu verstehen, aueh ohne es gelernt
zu haben, aber nur, weil zwischen den Franzosen und
den Deutschen etwas Gemeinsames ist, da die einen
‘wie die anderen Menschen sind. Es wilrde auch ge-
lingen, sich mit unseren hypothetischen nicht-Euklidikern
zu verstindigen, obgleich sie keine Menschen mebr wiiren,
weil sie doch etwas Menschliches an sich haben. In jedem
Fall ist aber sin Minimum von Menschlichkeit notwendig,

Das ist mdglich, aber ich bemerke zuerst, daf das
bifichen Menschlichkeit, das den nicht- Euklidikern bliebe,
nicht nur gentigte, ein bifichen von ihrer Sprache zu
itbersetzen, sondern ihre ganze Sprache.

Also, daB ein Minimum ndtig ist, gebe ich zu; nehmen
wir aber an, dafl ein gewisses Fluidum existiert, das
zwischen die Molekiile unserer Materie eindringt, ohne
irgendwelche Wirkung auf sie auszu@ben und ohne
irgendwelche Wirkung von ihnen zu empfangen. Nehmen
wir weiter an, daB Wesen gegen den EinfluB dieses
Fluidums empfindlich seien und unempfindlich gegen
den unserér Materie. Es ist klar, daBl die Wissenschaft
dieser Wesen vollkommen von der unseren verschieden,
und daf es vergeblich wiire, eine gemeinsame ,, Invariante*
fur diese beiden Wissenschaften zu suchen. Oder nehmen
wir an, dafl diese Wesen unsere Logik nicht anerkennten,
und sum Beispiel das Prinzip des Widerspruchs verwerfen.
Ich glaube aber, dal es nicht von Interesse ist, derartige
Hypothesen zu prifen.

Wenn wir nun die Phantasterei nicht so weit treiben,
wenn wir uns nur solche Wesen denken, die den un-
seren #hnliche Sinne haben, empfinglich for dieselben
Eindrucke, die iberdies die Prinzipien unserer Logik
anerkennen, so kdnnen wir schliefen, dafl ihre Sprache,
so verschieden sie auch von der unseren sein mag, immer
-iibersetzbar sei.
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Die Moglichkeit der Ubersetzung schlieBt aber das
Vorhandensein einer Invariante ein. Ubersetzen heifit
gerade diese Invariante freimachen. Eine Geheimschrift
entziffern heifit suchen, was in diesem Dokument unver-
#inderlich bleibt, wenn man die Buchstaben durch andere
ersetzt. :

Was ist nun die Natur dieser Invarfante? Es ist leicht,
sich Rechenschaft darliber zu geben, und ein Wort wird
gendigen. Die invarianten Gesetze sind die Bezichungen
zwischen den rohen Tatsachen, withrend die Bezichungen
zwischen den wissenschaftlichen Tatsachen immer von
gewissen Ubereinkommen abhingig bleiben.

Elftes Kapitel
Die Wissenschaft und die Wirklichkeit.

§5. Zufall und Determinismus.

Ich habe nicht die Absicht, hier die Frage der Zu.
falligkeit der Naturgesetze zu behandeln, die augen-
scheinlich unlésbar ist, uad Gber die schon so viel ge-
schrieben ist. '

Ich mdchte nur darauf aufmerksam machen, wie viele

verschiedene Bedeutungen dem Wort Zufall gegeben
werden, und wie nfitslich es wiire, sie zu unter-
scheiden.

Wenn wir ein beliebiges, abgesondertes Gesetz be-
trachten, kidnnen wir im voraus sicher sein, dafl es nur
angendhert sein kann. Es ist ja aus Ecfahrungen ab-
geleitet, und diese Erfahrungen waren nur annihernd
und konnen nicht anders sein. Man mufl immer ge-
wirtig sein, daB genauere Messungen uns ndtigen, un-
seren Formeln neue Glieder hinzuzufQgen; so ist es
zum Beispiel mit dem Gesetz von Mariotte ergangen.
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AuBerdem ist der Ausdruck eines jeden Gesetzes
notwendig unvollstindig. Dieser Ausdruck mifite die
Aufzahlung aller vorangehenden Umstiinde enthalten, aus
denen ein gegebener Zustand hervorgehen kann. Ich
mifte erst alle Bedingungen des zu machenden Ex.
perimentes beschreiben, und das Gesetz wiirde dann
lauten: wenn alle diese Bedingungen erfillt sind, wird
dies Ereignis stattfinden.

Man kinnte aber nur dann sicher sein, keine dieser
Bedingungen vergessen zu haben, wenn man den Zu-
stand des Weltalls im Augenblick ¢ beschrieben hitte;
alle Teile des Weltalls kdnnen tatsichlich einen mehr
oder weniger grofien Einfluf auf das Ereignis ausiben,
das im Augenblick ¢4dt eintreten soll.

Nun ist es klar, daf eine derartige Beschreibung
nicht in dem Wortlaut des Gesetzes enthalten sein kann;
wenn man sie {ibrigens machte, so wiirde das Gesetz
unanwendbar; wenn man auf einmal s0 viele Bedin-
gungen forderte, s0 wire wenig Aussicht vorhanden,
dagl sie je in irgendeinem Augenblick alle verwirklicht
whiren,

Da man also nie sicher ist, keine wesentliche Be-
dingung vergessen zu haben, s0 kann man auch nie
sagen: wenn die und die Bedingungen erfiillt sind,
wird dieses oder jenes Ereignis eintreten: man kann
nur sagen: wenn diese Bedingungen erfallt sind, ist
es wahrscheinlich, daf dieses Ereignis ungefihr
eintreten wird.

Nehmen wir das Gesetz det Schwere, das am wenig-
sten unvollcommene von allen bekannten Gesetzen. Es
erlaubt uns, die Bewegungen der Planeten vorauszusehen.
Wenn ich mich. desselben zum Beispiel bediene, um die
Bahn des Saturn zu berechnen, so vernachlissige ich die
Wirkung der Fixsterne, und ich bin sicher, mich nicht
zu t3uschen, wenn ich so fortfahre, denn ich weiff, dal
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die Fixsterne zu weit entfernt sind, als dafl ihre Wirkung
merklich wire.

Ich sage also fast mit GewiBheit, da8 die Koordi-
naten des Saturn zu der und der Stunde zwischen den
und den Grenzen liegen. Ist aber diese Gewiflheit ab-
solut?

Kbonnte nicht im Weltall eine riesenhafte Masse be-
stehen, viel groler als die aller bekannten Sterne, deren
Wirkung sich in grofSier Entfernung bemerkbar macht?
Kdnnte diese Masse nicht eine ungeheure Geschwindig-
keit haben, und nachdem sie sich immer in solchen
Entfernungen bewegt hitte, dafl ihr Einflufl bisher fiir
uns nicht merklich wurde, plttzlich nah an uns vorbei-
kommen? Sicher wiirde sie in unserem Sonnensystem
michtige Stdrungen hervorbringen, die wir nicht voraus-
sehen konnten. Alles, was man sagen kann, ist, da8 ein
derartiges Ereignis ganz und gar unwahrscheinlich ist,
und anstatt zu sagen: Der Saturn wird nah bei dem und
dem Punkt des Himmels sein, missen wir uns darauf

" beschriinken, zu sagen: Der Saturn wird wahrscheinlich
nah bei diesem Punkt des Himmels sein. Obgleich diese
Wahrscheinlichkeit praktisch der Sicherheit gleichwertig
ist, so ist es doch nur eine Wahrscheinlichkeit.

Aus all diesen Griinden wird keines unserer Natur-
gesetze jemals anders als angenihert und wahrscheinlich
sein., Die Gelehrten haben diese Wahrheit nie ver-
kannt; nur glauben sie, mit Recht oder Unrecht, dai
jedes Gesetz durch ein anderes noch .genaueres und
wahrscheinlicheres ersetzt werden kann, daf8 dieses neue
Gesetz selbst nur vorliufig -sei, aber dafl dieses Ver-
fahren unendlich fortgesetzt werden kann, so daB die
fortschreitende Wissenschaft immer wahrscheinlichere Ge-
setze besitzen wird, dafl endlich die Annsherung von
der Genauigkeit und die Wahrscheinlichkeit von . der
Gewiheit beliebig wenig unterschieden sein wird.
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Wenn die Gelehrten, die so denken, recht haben,
kann man dann ‘noch sagen, dafl dic Naturgesetze
zufillig sind, wenn auch. jedes dieser Gesetze fiir sich
genommen als zufillig bezeichniet werden kann?

Oder mifite man verlangen, e¢he man auf die Zu-
filligkeit der Naturgesetze schlieft, dal dieser Fort-
schritt ein Ende habe; dafl der Gelehrte eines Tages
in seiner Forschung nach einer immier grdfSieren An-
niherung aufgehalten wird, und daB er uber. eine ge-
wisse Grenze hinaus nichts mehr erkennt als die' Laune?

In dem Gedankengang, von dem ich oben gesprochen
habe (und den ich den wissenschaftlichen neanen will),
ist jedes Gesetz nur ein unvollkommener und vorliufiger
Ausdruck; aber es wird dereinst durch ein anderes,
hoheres Gesetz ersetzt werden, von dem es nur ¢in grobes
Abbild ist. Es bleibt also kein Platz fur das Dazwischen-
treten eines freien Willens, .

Mir scheint es, dafl die kinetische Gastheorie uns ein
schlagendes - Beispiel liefert: '

Es ist bekannt, daB in dieser Theorie alle Eigen-
schaften dés Gases durch eine einfache Hypothese er-
klirt werden; man nimmt an, daf alle Gasmolekiile sich
. in allen Richtungen mit groBer Geschwindigkeit bewegen,
und dafl si¢ geradlinigen Bahnen folgen, die nur ge-
stort werden, wenn ein Molekil sehr nah an der Wand
des Gefiies oder an einem anderen Molekill vorlber-
kommt. Die Wirkungen, die unsere groben Sinne uns
wahrzunechmen erlauben, sind die Durchschnittswir-
kungen, und in diesem Durchschnitt gleichen sich die
groSen Unterschiede aus, oder es ist wenigstens sehr un-
wahrscheinlich, daB sie sich nicht ausgleichen, so daf§ die
Erscheinungen, die wir beobachten kidnnem, einfachen
Gesetzen folgen, wie dem von Mariotte oder von Gay-
Lussac. Aber diese Ausgleichung der St3rungen ist
nur wahrscheinlich. Die Molekiile' 4ndern unaufhdrlich
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ihren Ort, und bei dieser unausgesetzten Ortsverinde-
rung gehen ihre Lagenverhiitnisse nach und nach durch
alle moglichen Kombinationen. Diese Kombinationen
sind aber sehr zahlreich; fast alle entsprechen dem
Mariotteschen Gesetze, nur einige wenige entfernen
sich davon. Auch diese werden sich verwirklichen, our
wirde man lange auf siec warten missen; wenn man ein
Gas withrend einer gentigend langen Zeit beobachtet,
wird man sicher einmal sehen, daB8 es sich withrend
einer sehr kurzen Zeit vom Mariotteschen Gesetz ent-
fernt, Wie lange wiirde man warten mfssen? Wenn
man die wahrscheinliche Zahl der Jahre berechnen
wollte, so wiirde man finden, da man, um nur die
Anzahl der Stellen zu schreiben, vielleicht noch eine
zehnstellige Zahl brauchte. Gleichviel; genug daB die™
Zahl endlich ist.

Ich will hier nicht den Wert dieser Theorie besprechen.
Es ist klar, daff, wenn man sie annimmt, uns das
Mariottesche Gesetz nur noch als ein zufilliges er-
scheinen wird, da ein Tag kommen wird, wo es nicht
mehr wahr ist. Soll man daraus schlieBen, dafl die An-
hinger der kinetischen Theorie Gegner des Determinis-
mus sind? Keineswegs, es sind die alleriberaeugtesten
Anhinger der mechanischen Weltanschauung. Thre Mole-
kble folgen strengen Bahnen, von denen sie sich nur
unter dem EinfluB von Kriften entfernen, die sich mit
der Entfernung nach einem vollstindig bestimmten Ge-
setz 4ndern. In ihrem System bleibt kein Raum, weder
filr die Freiheit noch fiir eine Entwickelung im eigent-
lichen Sinn noch fiir irgend etwas, was man Zufall
nennen kdnnte. Ich fige, um ein Mifiverstindnis zu
vermeiden,. hinzu, daB. es auch nicht eine Fortentwicke-
lung des Mariotteschen Gesetzes gibt; es hort auf
wahr zu sein nach wer weif wieviel Jahrhunderten,
aber nach einem Bruchteil einer Sekunde wird es wieder
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~ wahr, und zwar fiir eine unberechenbare Zahl von Jahr-
hunderten.

Da ich hier das Wort Fortentwickelung ausgesprochen
habe, so will ich noch ein Mifiverstindnis aufkliren.
Man sagt oft: Wer weifl, ob sich die Gesetze nicht eat-
wickeln, und ob man nicht einst entdecken wird, dafl
sie zur Zeit der Steinkohlenbildung nicht das waren,
was sie heute sind? Was versteht man darunter? Was
wir von dem fritheren Zustand unserer Erde zu wissen

_ glauben, cntnehmen wir aus ihrem jetzigen Zustand
~ vermittelst der als bekannt angenommenen Gesetze. Da
das Gesetz eine Beziechung zwischen dem Vorhergehenden
und dem Folgenden ist, erlaubt es uns ebensogut, die
Folge aus dem Vorhergehenden zu entnehmen, das heifit
die Zukunit vorherzusechen, wie das Vorhergehende aus
den Folgen, das heifit, vom Gegenwirtigen aufs Ver-
gangene zu schlieBen. Der Astronom, der die gegen-
wirtige Stellung der Sterne kennt, kann daraus durch
das Newtonsche Gesetz ihre kinftige Lage entachmen;
das tut er, wenn er die Ephemeriden aufstellt, und er
kann ebeasogut ihre frithere Stellung daraus ableiten.
Die Berechnungen, die er so macht, konnen ihn nicht
dartiber unterrichten, ob das Newtonsche Gesetz in der
Zukunft aufhéren wird, wahr zu sein, da dieses Gesetz
gerade sein Ausgangspunkt ist; sie ktnnen ihn ebenso-
wenig lehren, ob es in der Vergangenheit nicht wahr
gewesen ist. Immerhin kdnnen diese Ephemeriden, was
die Zukunft anbetrifft, eines Tages verglichen werden,
und unsere Nachkommen werden vielleicht erkennen,
daB sie falsch waren. Was aber die Vergangenheit an-
betrifft, die geologische Vergangenheit, die keine Zeugen
gehabt hat, so entgehen die Ergebnisse dieser Rechnung,
wie die aller Forschungen, durch die wir das Vergangene
aus dem Gegenwirtigen zu erkennen suchen, ihrer Natur
nach jeder Art von Kontrolle, so daBl, wenn die Natur-
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gesetze zur Zeit der Steinkohlenbildung nicht die gleichen-
waren wie im gegenwirtigen Zeitpunkt, wir es nie wissen
konnten, da wir von jenem Zeitalter nur das wissen
kdnnen, was wir aus der Hypothese der Dauer der Ge-
setze entnehmen.

Man koénnte vielleicht sagen, daB diese Hypothese
zu widersprechenden Resultaten fiihren kdnnte, und dal
man gezwungen wire, sie aufzugeben. So kann man
iiber den Ursprung des Lebens schliefen, daB es immer
lebende Wesen gegeben hat, weil uns die heutige Welt
das Leben immer aus dem Leben hervorgehend zeigt;
und man kann auch schliefen, da8 sie nicht immer exi-
stiert haben kdnnen, weil die Anwendung der physikali-
schen Gesetze auf den gegenwirtigen Zustand unserer
Erde uns lehrt, daB es eine Zeit gab, wo diese Erde
80 heifl war, daB das Leben darauf unmdglich war.
Aber derartige Widerspriiche kdnnen immer auf zweierlei
Weise gehoben werden: man kann apnehmen, dafl die
wahren Gesetze der Natur nicht genau die sind, die wir
angenommen haben; oder man kann anniehmen, dafl die
Naturgesetze tatsichlich die sind, die wir angenommen
haben, daf es aber nicht immer so war,

Es ist klar, dal die gegenwirtigen Gesetze niemals
80 genau bekannt sein werden, daf man nicht die erste
dieser beiden Lbsungen annehmen kdnnte, und die An-
nahme einer Fortentwickelung der Gesetzc ist daher nie-
mals notWendxg

Nehmen wir andererseits eine solche Fortentwickelung
an, nechmen wir meinetwegen auch an, daf die Mensch-
heit la.nge genug existierte, um Zeuge dieser Entwickelung
zu sein. Dasselbe vorausgegangene Ereignis habe zum
Beispiel eine andere Folge in der Steinkohlenzeit als in
der Quarterniirzeit. Damit ist offenbar gesagt, dal die
vorausgegangenen Ereignisse ungefdhr die gleichen
waren; denn wenn alle Umstiinde genau die gleichen
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wiren, sc wirde die Steinkohlenzeit von der Quarterniic-
aeit gar nicht zu unterscheiden sein. Offenbar aber
macht man nicht diese Voraussetznng. Was bestehen
bleibt, ist, da8 der und der Vorgang, begleitet von be-
stimmten Nebenumstinden, eine bestimmte Folge hat,
und da88 der gleiche Vorgang, begleitet von anderen
Nebenumstinden, eine andere Folge hat. Die Zeit tut
nichts daau.

Das Gesetz, wie es die ungenGgend unterrichtete -
‘Wissenschaft ausgedriickt hitte, und das behauptet, dafi
ein bestimmter Vorgang immer dieselbe Folge hat, ohne
Ricksicht auf die Nebenumstinde — ein Gesotz, das nur
angenithert und wahracheinlich wiire — ma8te durch ein
anderes, genaueres und wahrscheinlicheres Gesetz ersetst
werden, das die Nebenumstiinde berlicksichtigt. Wir ver-
fallen also immer wieder auf denselben Vorgang, dea ich
weiter oben analysiert habe, und wenn die Menschheit
etwas derartiges entdecken wiirde, so wirde sie nicht
sagen, daB die Gesetze sich entwickelt haben, sondern
daf die Umastiinde sich gelindert haben.

Dies sind viele verschiedene Bedeutungen des Wortes
Zufall. Le Roy behilt alle bei, und er unterscheidet
sie nicht geniigend; aber er fiigt noch cine neue hinzu.
Die Gesetze der Erfahrung sind nur angenihert, und
sie erscheinen uns nur darum bisweilen genau, weil wir sie
ktnstlich in das umgestaltet haben, was ich weiter oben
ein Prinzip genannt habe. Diese Umgestalitung haben
wir frei gemacht, und da die Laune, die uns bestimmsg
hat, sie zo machen, etwas Zuflerst Zufilliges ist, haben
wir diesen Zufall in das Gesets selbst hineingetragen. In
dicsem Sinn doOrfen wir sagen, daB der Determinismus
die Freiheit voraussetzt, denn wir werden freiwillig De-
terministen. Man konate vielleicht sagen, da dadurch
die Rolle des Nominalismus @bertricben sei, und daB
die Einfihrung dieser neuen Bedeutung des Wortes Zu-

Poincard, Woert dov Wisssnschalt. 3. Aull 13
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fall nicht viel dazu helfen wird, die Fragen zu l3sen, die
sich naturgemifl ergeben, und dber die wir eben einige
Worte gesagt haben.

Jch will hier keineswegs die Grundlagen des Induk.
Honsprinzips aufsuchen; ich weifl sehr wohl, dafl es mir
nicht gelingen wiirde; es ist ebenso schwer, dieses Prin-
zip zu rechtfertigen, als ohne dasselbe fertig zu werden.
Ich will nur zeigen, wie die Gelehrten es anwenden und
gezwungen sind, es anzuwenden.

Wenn sich der gleiche Fall wieder ereignet, so missen
auch dic gleichen Folgen wieder eintreten; so drtickt
man es gewdhnlich aus. Aber in dieser Fassung wirde
das Prinzip nutzlos sein. Damit man sagen kann, daff
der gleiche Vorgang sich wieder ereignet, mfifiten alle
Umstéinde die gleichen sein, da keiner vollstindig gleich-
gultig ist, und sie miiiten genau die gleichen sein. Und
da das niémals eintreten wird, kdnnte man das Prinzip
nle anwenden.

Wir missen also den Wortlaut abédndern und sagen:
Wenn ein Vorgang 4 einmal eine Folge B hervorgebracht
hat, so wird ein Vorgang A4‘, desr wenig verschieden
von A ist, eine Folge B’ hervorbringen, die wenig ver-
schieden von B ist. Wie wissen wir aber, dal die Fille
A und A’ ,,wenig verschieden* sind? Wenn irgend-
einer der Umstinde durch eine Zahl ausgedrickt werden
kann, und diese Zahlen in den beiden Fillen sehr nahe
Werte haben, so ist die Bedeutung des Wortes ,,wenig
verschieden* verhiltnismiBig klar; das Prinzip bezeichnet
dann die Folge als cing kontinuierliche Funktion des
Vorangegangenen. Und als praktische Regel ergibt
sich die Schlufifolgerung, dafl man das Recht hat, zu
interpolieren., Das tun die Gelehrten auch wirklich tiglich,
und ohne Interpolation wire alle Wissenschaft unmbglich.

Zu bemerken ist jedoch noch eins. Man kann das
gosuchte Gesetz durch eine Kurve darstellen. Die

.
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Erfahrung hat uns gewisse Punkte dieser Kurve kennen
gelehrt. Auf Grund des soeben genannten Prinzips
glauben wir, dal diese Punkte durch eine ununter-
brochene Linie verbunden werden kénnen. Wir zichen .
diese Linie nach dem Augenmafl, Neue Erfahrungen
liefern uns neue Punkte der Kurve. Wenn diese Punkte
auflerhalb der von uns im voraus gezogenen Linie liegen,
so miissen wir unsere Kurven &ndern, aber nicht unser
Prinzip aufgeben. Durch beliebige Punkte, so zahlreich
sie auch sein mdgen, kann man immer eine ununter-
brochene Kurve sichen. Allerdings wird es uns auf-
fallen, wenn diese Kurve allzu unregelmiflig erscheint,
und wir werden sogar Irrtimer in der Beobachtung
argwdhnen, aber das Prinzip wird dadurch nicht ala falsch
erwiesen.

Ubrigens gibt es unter den begleitenden Umstiinden
einer Erscheinung solche, die wir als unwesentlich be-
trachten, und wir schen 4 und A’ als wenig verschieden.
an, wenn sie sich aur durch nebensiichliche Umstinde
unterscheiden. Nebmen wir zum Beispiel an, ich habe
festgestellt, daf sich der Wasserstoff mit dem Sauerstoff
unter dem Einflufl eines' Funkens vereinigt, und ich bin
Gberzeugt, dafl die beiden Gase sich wieder vereinigen
werden, obwohl sich die Stellung des Jupiter in der
Zwischenzeit betrichtlich geindert hat, Wir nehmen zum
Beispiel an, da8 der Zustand entfernter Kbrper keinen
Einflu8 auf die irdischen Erscheinungen hat, und das
scheint sich uns aufsudriingen; aber es gibt Fille, wo
dic Wahl der praktisch wunbedeutenden Umatinde
mehr Willklir sulBt, oder, sagen wir, mehr Spissinn
erfordert,

Noch eine Bemerkung ist zu machen: Das Induk-
tionsprinzip wire unaawendbar, wenn nicht in der Natur
eine grofle Anzahl ecinander #hnlicher oder ungefdhr
#hnlicher Korper vorkime, wenn man zum Beispiel

13
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nicht von einem Stiick Phosphor auf ein anderes Stick
Phosphor schliefen kdnnce.

Wenn wir dber diese Betuchtungen nachdenken, so
erscheint uns das Problem des Determinismus und des
Zufalls in einem neuen Licht, .

Nehmen wir an, wir kinnten die Reihe aller Er-
schainungen des Weltalls im ganzen Lauf der Zeiten
tiberblicken. Wir kdnnten das, was man die Auf-
. einanderfolge nennen kdnnte, betrachten, ich meine

die Bezichungen zwischen dem Vorhergehenden uad
dem darauf Folgenden, Ich meine nicht die konstanten
oder gesetzmifligen Bezichungen; ich betrachte die ver-
schiedenen verwirklichten Aufemanderiolgen einzeln, so-
zusagen individuell
Wir werden dann erkennen, dafl unter diesen Auf-
cinanderfolgen nicht zwei sind, die ganz gleich sind.
Wenn aber das Induktionsprinzip, so wie wir es aus-
gedriickt haben, wahr ist, so gibt es wenige, die ungefihr
gleich sind, und man kann sie nebeneinander stellen.
Mit anderen Worten, es ist mdglich, die Aufeinander-
folgen in Klassen zu teilen,
Auf dieser Moglichkeit und Rechtmifligkeit einer
solchen Einteilung beruht im Grunde der Determinis-
- mus, Das ist alles, was die vorhergehende Analyse da-
von bestehen 148t, Vielleicht erscheint er unter dieser
bescheidenen Form dem Moralisten weniger erschreckend.
Man konnte sagen, da3 dieses anf einem Umweg ein
Zurdckkommen auf die SchluSfolgerungen von Le Roy
sei, die wir doch dem Anschein nach oben verworfen
haben: man ist Determinist mit Freiheit. Denn in der
Tat setzt jede Klassifikation das titige Eingreifen des
Einteilenden voraus. Ich gebe zu, daf sich das ver-
teidigen 148t; es scheint mir aber, daff dieser Umweg
nicht nutzlos war und vielmehr dazu beigetragen hat,
uns etwas klarer schen zu lassen.
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§ 6. Die Objektivitat der Wissenschaft.

Ich komme zu der Frage: Was ist der objektive Wert
der Wissenschaft? Zunichst aber ist festzustellen: Was
verstehen wir unter Objektivitit?

Was uns die Objektivitdt der Welt, in der wir leben,
verbiirgt, ist, daB wir diese Welt mit anderen denken-
den Wesen gemein baben. Durch die Gemeinschaft,
die wir mit den anderen Menschen haben, erhalten wir
von ihnen fertige SchiuBfolgerungen; wir wissen, da8
diese Schluﬁfolgemngen nicht von uns kommen, und
gleichzeitig erkennen wir darin das Werk vernOnftiger
Woesen gleich uns. Uad da die SchluBfolgerungen sich
auf die Welt unserer Empfindungen anwenden zu
lassen scheinen, glauben wir schlieflen zu kdnnen, da8
diese verntinftigen Wesen dassclbe gesehen haben wie
wir; daber wissen wir, da8 wir nicht aur getrdumt
haben.

Dies ist also die erste Bedingung der Objektiviut'
was objektiv ist, muS mehreren- Geistern gemein sein
und folglich von einem dem anderen dbermittelt werden
konnen, und da diese Ubermittelung mur durch die
Rede vor sich gchen kann, die Le Roy so viel Mig-
trauen einflélt, sind wir gezwungen, zu schlieBen: Obne
Rede keine Objektivitst,

Die Empfindunigen anderer sind fur uns eine in Ewig-
keit verschlessene Welt, Ist die Empfindung, die ich
rot nenne, die gleiche wie die, die mein Nachbar rot
nennt? Wir haben kein Mittel, es zu beweisen.

Nehmen wir an, dal eine Kirsche und eine Klatach-
rose in mir dic Empfindung A4 hervorbringen und in
ihm die Empfindung B, wogegen ¢in Blatt in mir die
Empfindung B und in ihm die Empfindung 4 hervor-
bringt. Es ist klar, daB wir uns dessen nie bewufit
werden; denn ich nenne die Empfindung 4 rot und die
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Empfindung B griin, wihrend er di¢ erstere grin uand
die zweite rot nennt. Was wir dagegen feststellen
konnen, ist, daB in ihm wie in mir die Kirsche und
die Klatschrose dieselbe Empfindung hervorrufen, weil
er seinen Empfindungen den gleichen Namen gibt, und -
ich ebenfalls.

Die Empfindungen sind also nicht zu Gbermitteln,
oder vielmehr alles, was reine Eigenschaft an ihnen ist,
ist nicht zu dbermitteln und auf ewig undurchdringlich.
Dem ist aber nicht so bei den Beziehungen zwischen
diesen Empfindungen.

Von diesem Gesichtspunkt aus ist alles, was objektiv
ist, ganz eigenschaftslos und nur.eine reine Beziechung.
Ich gehe gewifi nicht so 'weit, zu sagen, dafi die Ob-
jektivitit nur reine Quantitat sei; dadurch wire die
Natur der in Frage stehenden Beziehungen allzu eng
gefaft; aber man versteht so, wie einer — ich weif
nicht mehr wer — dazu gekommen ist, zu sagen, die
Welt sei nur eine Differentialgleichung.

Indem wir jeden Vorbehalt iiber diese paradoxe Be-
hauptung machen, miissen wir doch zugeben, dal nichts
objektiv ist, was nicht unmittelbar ist, und da8 folg-
lich allein die Bezie hungen zwischen den Empfindungen
einen objektiven Wert haben kinnen.

Man kénnte einwerfen, dafl die ¥sthetische. Erregung,
die allen Menscheén gemein ist, den Beweis liefert, daB
die Eigenschaften unserer Empfindungen auch fiir alle
Menschen die gleichen und infolgedessen objektiv sind.
Wenn man aber dariiber nachdenkt, so findet man, da§
dieser Beweis nicht geliefert ist; was bewiesen ist, ist,
daf die Gemfitsbewegung bei Peter wie bei Paul durch
die Empfindungen hervorgebracht wurde, denen beide
den gleichen Namen geben, oder durch entsprechende
Verbindungen dieser Empfindungen. Es wird also diese
Gemitsbewegung bei Peter von der Empfindung 4 be-
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gleitet sein, die er rot nennt, wihrend sie bei Paul von
der Empfindung B begleitet ist, die dieser rot nennt.
Oder e wird diese Gemiltsbewegung nicht eigentlich
durch die Eigenschaften der Empfindungen hervor.
gerufen, sondern durch die harmonische Zusammen.
:tellung ihrer Beuehungen deren unbewufiten Eindruck
wir.empfangen.

Eine Empfindung ist nicht darum schdn, weil sie
bestimmte Eigenschaften besitzt, sondern weil sie im
Gewebe unserer Gedankenverbindungen einen bestimmten
Platz einnimmt, so daB man sie nicht erregen kann,
ohne den ,,Empfinger® in Bewegung zh setzen, der am
anderen Ende des Drahtes ist und der kénstlerischen
Erregung entspricht.

Ob man sich auf den moralischen, den Asthetischen
oder den wissenschaftlichen Standpunkt stellt, es bleibt
immer das gleiche. Nur das ist objektiv, was fir alle
dasselbe ist; man kann von einer solchen Identitit nur
sprechen, wenn ein Vergleich mdglich ist, wenn er in
»3cheidemtinze’’ umgewechselt und von einem Geist auf
den anderen tbertragen werden kann, Nur das hat
also einen objektiven Wert, was durch die Rede Gber-
mittelt werden kann, das heifit, was dem Verstande
zuglnglich ist.

Das ist aber nur eine Seite der Sache. Eine. voll-
stindig ungeordnete Menge wiirde keinen objektiven
Wert haben konnen, weil sie unverstindlich wire; aber
eine wohlgeordnete Menge wiirde auch keinen haben
kdnnen, wenn sie nicht tatsichlich empfundenen Ge-
fahlen entspriache. Es scheint mir @berflilasig, an diese
Bedingung zu erinnern, und ich hitte nicht daran ge-
dacht, wenn man nicht kOrzlich behauptet hiitte, das
die Physik keine experimentelle Wissenschaft wire. Ob-
woh! diese Meinung gar keine Aussicht hat, weder von
den Physikern noch von den Philosophen angenommen
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24 werden, so ist es doch gut, gewarnt zu sein, damit
man nicht auf der schiefen Ebene, die dahin fGhren
wirde, ins Gleiten kommt. Es missen also zwei Be-
‘dingungen erfallt werden, und wenn die erste die Wick-
lichkeit') vom Traum trennt, so unterscheidet die zweite
sic vom Roman.

Was ist aun die Wissenschaft? Ich habe es im vor-
hergehenden Paragraphen erkiiirt, es ist vor allem eine
Klassifikation, eine Art, Tatsachen zusammenzustellen,
die der Anschein trennt, obgleich sie durch irgendeine
natiirliche und vethorgene Verwandtschaft verbunden
sind. Die Wissenschaft ist, mit anderen Worten, ein
System der Bezichungen. Wir haben es ausgesprochen,
nur in den Beziehungen mufi die Objektivitit gesucht
werden; es wiire vergeblich, sie in den Dingen selbst,
gans ohne Bezichung zueinander, suchen zu wollen,

Die Behauptung, daB die Wissenschaft keinen ob-
jektiven Wert haben kann, weil sic uns nur die Be-
zichungen kennen lehrt, wiire verkehrt, weil es gerade
die Bezichungen allein sind, dis als objektiv zu be-
trachten sind. .

Die Zufleren Gegenstinde zum Beispiel, far die das
Wort Objekt erfunden worden ist, sind eben Objekte
und nicht fiichtige und ungreifbare Erscheinungen, weil
es nicht nur Gruppen von Empfindungen sind, sondern
Gruppen, die durch cine bestindige Verbindung zu-
sammengekittet sind, Diese Verbindung ist es, und nur
- sie, was an ihnen Objekt ist, und dies ist cine Be-
ziehung.

Wenn wir also fragen, was der objektive Wert der
‘Wissenschaft ist, so heifit das nicht: Lehrt uns dieWissen-

1) Ich gebrauche hier das Wort wirklich als gieichbedeutend
mit objektiv; ich richte mich hierin nach dem aligemeinen Ge-
brauch; vielleicht ist es nicht richtig; unsere Triume sind wirklich,
aber sic sind nicht objektiv.
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schaft die wahre Natur der Dinge kennen?, sondern es
heifit: Lehrt sie uns die wahren Bezichungen der Dinge
kennen?

Auf die erste Frage wirde niemand zdgern, Nein zu
antworten; aber ich glaube, man kann noch weitergehen:
nicht nur die Wissenschaft kann uns die Natur der
Dinge nicht kennen lehren, sondern nichts ist imstande,
sie uns kennen zu lchren, und wenn ein Gott sie kennt,
s0 wiirde er keine Worte finden, um sie auszudriicken,
Wir kdnnen nicht nur keine Antwort geben, sondern
. wenn man sie uns auch gibe, so wiirden wir sie nicht
verstehen; ich zweifle sogar, ob wir die Frage verstehen.

Wean also cine wissenschaftliche Theorie den An-
spruch erhebt, uns zu lehren, was die Wirme oder die
Elektrizitt oder das Leben sei, 50 ist sie voa vornherein
wverurtelit; alles, was sie uns geben kanm, ist aur ein
grobes Bild. Sie ist also unvollstindig und hinfillig.

Da die erate Frage also beseitigt ist, bleibt die sweite,
Kann uns die Wissenschaft die wahren Beszichungen
der Dinge lehren? MuB vielleicht das, was sie gusammen-
fagt, getrennt und das, was sic trenat, zusammengefigt
werden?

Um den Sinn dieser neuen Frage zu verstechen, mufl
man sich vergegenwirtigen, was wir weiter oben uber
die Bedingungen der Objektivitit gesagt haben. Haben
diese Verbindungen einen objektiven Wert? heifit: Sind
diese Verhiltnisse fOr alle die gleichen? werden sie noch
die gleichen sein fiir die, die dach uns kommen? '

Es ist klar, da sic nicht die gleichen sind fdr den
Gelehrten und den Unwissenden. Das macht aber nichts;
weil der Unwissende sie nicht sogleich sieht, kann es
dem Gelehrten gelingen, sie ihm zu szeigen durch eine
Reihe von Experimenten und Schiuffolgerungen. Das
wesentliche ist, daf es Punkte gibt, Gber die alle, die
die gemachten Erfahrungen kennen, Gibereinstimmen,
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Die Frage ist, ob diese Ubereinstimmung dauernd sein
und bei unseren Nachkommen fortbestehen wird. Man
kann sich fragen, ob die Verbindungen, die die Wissen-
schaft von heute macht, durch die Wissenschaft von
morgen bestitigen werden. Maa kann gar keinen Grund
a priori anfihren, diese Frage zu bejaben; aber os ist
eine tatsiichliche Frage, und die Wissenschaft hat schon
lange genug gelebt, daf man, wenn man ihre Geschichte
befragt, wissen kann, ob die Gebiiude, die sie errichtet
hat, dic Probe der Zeit bestehen werden, oder ob es
nur vergingliche Bauwerke sind.

Was sehen wir aber da? Beim ersten Blick scheint
es uns, dafi die Theorien aur einen Tag dauern, und
daB sich Ruinen auf Ruinen hiufen. Heute entstehen
sie; morgen sind sie in der Mode; Gbermorgen sind sie
kiagsisch; am niichsten Tage sind sie veraitet und dann
werden sie vergessen. Wenn man aber genauer zusicht,
8o erkennt man, da8 das, was so verfilit, solche Theorien

" sind, die beanspruchen, uns zu lehren, was die Dinge
sind. Aber es gibt etwas in ihnen, was fortbesteht.
Wenn eine von ihnen uns eine wahre Besishung ent.
hillt hat, so ist diese Beziechung endgiiltig gewonnen,
und man findet sie unter einer neuen Hille in den

~ anderen Theorien wieder, die in der Folge an ihrer

Stelle herrschen werden.

Nebmen wir ein Beispiel: Die Theorie der Ather-
wellen lehrte uns, daB das Licht eine Bewegung sei;
heute bevorzugt man die elektromagnetische Theorie,
die uns lehrt, daB das Licht ein Strom sei. Wir wollen
nicht prafen, ob man sie in Ubercinstimmung bringen
kdnnte und sagen, daB das Licht ein Strom, und dieser
Strom eine Bewegung sei. Da es auf jeden Fall wahr-
scheinlich ist, da8 diese Bewegung nicht mit der iden-
tisch wire, die die Anhinger der aiten Theorie an-
nahmen, kidnnte man sich for berechtigt halten, zu

>
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sagen, da die alte Theorie abgesetzt ist. Und doch
bleibt etwas davon, da zwischen den hypothetischen
Strémen, die Maxwell annimmt, .die gleichen Be-
zichungen bestehen, wie zwischen den hypothetischen
Bewegungen, die Fresnel angenommen hat. Es bleibt
also etwas stehen, und dieses Etwas ist das wesent-
liche. Das erklart, daf die gegenwirtigen Physiker
ohne jede Schwierigkeit von der Sprache Fresnels zu
der Sprache Maxwells dibergehen konnten.

Freilich sind viele Verbindungen, 'die man fir woh!
befestigt hielt, aufgegeben worden; aber- die Mehrzahl
besteht und scheint weiter bestehen zu sollen. Und
was ist nun fir diese das MaB der Objektivitat?

Es ist ganz das gleiche wie for unseren Glauben an
die ZuBeren Objekte. Diese letzteren sind insofern wirk-
lich, als die Empfindungen, die sie in uns erregei:, uns
untereinander durch ein gewisses unzerstérbares Binde-
mittel verkntipft scheinen, und nicht durch einen flich-
tigen Zufall. Ebenso enthillt uns die Wissenschaft
zwischen den Erscheinungen andere, feinere, aber nicht
weniger haltbare Bande; es sind so diinne Fiiden, dafl
sie lange unentdeckt geblicben sind; seit man sie aber
einmal bemerkt hat, kann man sie nicht mehr tber-
schen; sie sind also nicht weniger wirklich als die, die
den #uferen Gegenstinden ihre Wirklichkeit gaben; es
kommt nicht darauf an, daB sie erst viel kiirzer bekannt
sind, denn die einen werden nicht vor den anderen
wvergehen.

Man kann zum Beispiel sagen, daff der Ather nicht
weniger wirklich ist als jeder beliebige SuSere Karper;
wenn man von einem solchen Korper sagt, er existiert,
so heifit das, daB 2wischen der Farbe, dem Geschmack,
dem Geruch dieses Korpers ein haltbares und dauern-
des inneres Band besteht; wenn man sagt, der Ather
existiert, so heiflt das, dafl es eine natlrliche Verwandt-
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schaft zwischen allen optischen Erscheinungen gibt, und
von diesen beiden Behauptungen hat die eine augen-
scheinlich nicht weniger Wert als die andere,

~ Und selbst die wissenschaftlichen Zusammenstellungen
haben in gewissem Sinn mehr Realitiit als die des ge-
sunden Menschenverstandes, weil sie einen gréfieren Um-
fang haben und danach streben, die pastiellen Zusammen-
stellungen in sich aufsunchmen.

Man kdnnte sagen, die Wissenschaft sei nur eine
Klassifikation, und eine Klassifikation kann nicht wahs,
sondern nur bequem sein. Es ist aber wahr, daf sis
bequem ist; es ist wahr, dafl sie es nicht nur fir mich,
sondern far alle Menschen ist; es ist wahr, da8 sie fur
unsere Nachkommen bequem bleiben wird; es ist end-
lich wahr, da dies nicht zufillig sein kann.

Kurz gesagt, die einzige objektive Wirklichkeit sind
die Bezichungen der Dinge, aus denen dis Harmonie
derr Welt hervorgeht, Allerdings kidnnten diese Be-
z:ehungen, diese Harmonie nicht auBerhalb eines Geistes,
‘der sie begreift oder sie fiihlt, begriffen werden. Aber
sic sind nichtsdestoweniger objektiv, weil sie allen
denkenden Wesen gemein sind und bleiben werden.

Dies fohrt uns auf die Frage der Rotation der Erde
zuriick, die uns gleichzeitiy Gelegenheit bietet, das Vor-
hergehende durch ein Beispiel zu erkliiren.

§ 7. Die Rotation der Erde.

s + » « Daher*, habe ich in ,,Wissenschaft uad
Hypothese* gesagt, ,hat dic Behauptung, die Erde
dreht sich, gar keinen Sinn; oder vielmehr, die beiden
Sitze, die Erde dreht sich, und, es ist bequexner, an-
zunchmen, daf. die Erde sich dreht, habea ein und
denselben Sinn.*

Diese Worte haben zu den te!tumsm Auslegungen
AniaB gegeben. Man hat geglaubt, darin dic Wieder-
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herstellung des Ptolemilischen Systems zu sechen, und
wvielleicht die Rechtfertigung der Verurteilung Galileis.

Wer den ganzen Band aufmerksam durchgelesen hat,
kann sich jedoch nicht tiuschen. Die Wahrheit, die
Erde dreht sich, wird auf dieselbe Stufe gestellt, wie @
zum Beispiel das: Postulat von Euklid; heiBit das, es
verwerfen? Aber poch mehr; in der gleichen Sprache
kann man sehr gut sagen: die beiden Behauptungen, die
fuBere Welt existiert, oder, es ist bequemer anzu-
nehmen, daB sie existiert, haben ein und denselben
Sinn. Also behitlt die ‘Hypothese von der Rotation
den gleichen Grad von Sicherheit, wie die Existenz der
#uBeren Gegenstiinde.

Aber nach dem, was wir oben auseinandergesetzt
haben, kdnnen wir noch weiter gehen. Eine physika-
lische Theorie ist um so wahrer, je mehr wahre Ver-
haltnisse sie hervortreten 1i8t. Unter der Beleuchtung
dieses neuen Prinzips wollen wir die Frage, die uns
beschiftigt, priifen.

Nein, es gibt keinen absoluten Raum; von den beiden
widersprechenden Theorien ,,die Erde dreht sich® und
»die Erde dreht sich nicht®, ist also, von dem kins-
matischen Standpunkt betrachtet, die eine so wenig
wahr oder uawahr als die andere. Die eine bejahen und
die andere leugnen, wire, im kinematischen Sinn die
Existenz des absoluten Raumes zugestehen. Wenn uns
aber die eine wahre Verhaitnisse aufdeckt, die uns die
andere verhgllt, so kann man die erstere dennoch fur
physikalisch richtiger ansehen wie die andere, weil sie
einen reicheren Inhalt hat, In dieser Hinsicht ist gar
kein Zweifel maglich. )

Da ist die scheinbare tigliche Bewegung der Sterne
und die tigliche Bewegung der anderen Himmelskdrper
und andererseits die Abplattung der Erde, die Drehung
des Foucaultschen Pendels, die Wirbelbewegung dec
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Zykionen, die Passatwinde und was noch alles. Fir
diec Anhinger des Ptolemiaus haben alle diese Er-
scheinungen gar keine Verbindung untereinander; fir
_ den Anhinger von Kopernikus sind sie durch eine

L gemeinsame Ursache hervorgebracht. Wenn ich sage,

die Erde dreht sich, bestitige ich, da8 alle diese Er-
scheinungen eine innere Besichupg haben, und das ist
wahs, und das bleibt wahr, obgleich es keinen absoluten
Raum gibt und geben kann.

Das spricht for die Umdrehung der Erde um sich
selbst; was soll man von ihrer Bewegung um die Sonne
sagen? Auch hier haben wir drei Erscheinungen, die
for den Anhinger von Ptolemaus vollstindig unab-
héingig, und fGr den Anhinger von Kopernikus auf
den gleichen Ursprung bezogen sind; es sind die schein-
baren Ortsverinderungen der Planeten an der Himmels-
kugel, die Aberration der Fixsterne und deren Parallaxe,
Kann es Zufall sein, da8 alle Planeten cine Verschicbung
zeigen, deren Periode ein Jahr ist, und daB diese Periode
genau dieselbe ist, wie die der Aberration und der
Parallaxe? Das System von Ptolem#us annehmen,
heiit: Ja antworten, das von Kopernikus annehmen,
heifit: Nein antworten, heifit bestitigen, daB es eine
Beaichung zwischen den drei Erscheinungen gibt, und
auch das ist wahr, obgleich es keinen absoluten Raum gibt.

In dem System von PtolemZus kdnnen die Be-
wegungea der Himmelskdrper nicht durch die Wirkung
der Zentralkrifte erklirt werden; die Himmelsmechanik
ist unmdglich. Die inneren Bezichungen, dic uns die
Himmelsmechanik zwischen allen Himmelserscheinungen
enthdllt, sind wahre Bezichungen. Die Unbeweglichkeit
der Erde zugeben; hiefle, diese Bezichungen verleugnen,
also sich tiuschen.

Die Wahrheit, filr die Galilei gelitten hat, blelbt also
die Wahrheit, auch wenn sie nicht gans den gleichen
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Sinn hat. wie fir den gemeinen Mann, und ihr wahrer
Sinn vit! ‘einer, viel tiefer und viel reicher ist,

§ 8. Die Wissenschaft um der Wissenschaft

willen,

Nicht gegen Le Roy will ich die Wissenschaft um
der Wissenschaft willen verteidigen; es ist vielleicht
das, was er verurteilt, aber er férdert es auch, da er
die Wahrheit liebt und aufsucht und ohne sie nicht
leben konnte. Ich mufl aber einige Betrachtungen an-
stellen. ) :

Wir konnen nicht alle Tatsachen kennen, und man
muf die auswiihlen, die wert sind, gekannt zu werden,
Wenn man Tolstoi glauben wollte, so trifen die Ge-
lehrten diese Wahl nach dem Zufall, statt sie, wie es
verniinftig wire, in Anbetracht der praktischen An-
wendungen zu treffen. Die Gelehrten halten dagegen
gewisse Tatsachen fiir interessanter wie andere, weil sie
eine unvollendete Harmonie vervollstindigen, oder weil
sie zahlreiche andere Tatsachen voraussehen lassen.
Wenn sie unrecht haben, wenn diese Rangordnung der
Tatsachen, die sie stillschweigend fordern, nur eine
leere Tiuschung ist, so ktnnte es keine Wissenschaft
um ihrer selbst willen geben, und folglich keine Wissen-
schaft. Ich fir meine Person glaube, dafi sie recht
haben, und habe zum Beispiel oben den hohen Wert
der astronomischen Tatsachen nicht darin gesucht, dal
sie sich zu praktischen Anwendungen eignen, sondern
darin, daBl es die lehrreichsten von allen sind. .

Nur durch die Wissenschaft und die Kunst hat die
Kultur Wert. Man hat sich iiber die Formel gewundert:
»,die Wissenschaft um der Wissenschaft willen*, und
doch ist das mehr wert als: ,,das Leben um des Lebens
willen”, wenn das Leben nur Elend ist, und selbst mehr
als ,,das Glitick um des Gliickes willen*, wenn man nicht
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glauben will, da8 alles Vergntigen gleichwertig ist, nicht
zugeben, dafl es der Zweck der Kultur ist, denen Alkohol
zu liefern, die gerne trinken.

Jede Titigkeit muB ein Ziel haben. Wir missen
leiden, wir missen arbeiten, wir mfissen unseren Plats
im Schauspiel bezahlen; aber es geschicht, um zu sehen,
oder wenigstens damit andere einst sehen.

Alles, was picht Gedanke ist, ist das reine Nichts,
weil wir nur den Gedanken denken kdnnen, und weil
alle Worte, Giber die wir verfiigen, um von Dingen zu
sprechen, nur Gedanken ausdricken kinnen; zu sagen,
daBl es etwas anderes gibt als den Gedanken, ist also
eine Behauptung, die gar keinen Sinn haben kann,

Und doch — seltsamer Widerspruch fiir die, die an
die Zeit glauben — geigt uns die geologische Geschichte,
da8 das Leben nur cine kurze Episode zwischen zwei
Ewigkeiten des Todes ist, und daB in dieser Episode
selbst der bewufite Gedanke nur einen Augenblick ge-
dauert hat und davern wird, Der Gedanke ist nur
ein Blitz inmitten ciner langen Nacht.

Aber dieser Blitz ist alles,




Anmerkungen und IZulltn
von H. Weber.

1. Zur Einleitung.

Was ist Wahrheit? Diese groSie Weltfnge wird hier
in der Einleitung fiochtig gestreift. Ich erinners miell
hier der schdnen Worte Newtons:

»Ich weif nicht, als was ich der Welt dereinst er-
scheinen werde; aber ich selbst komme mir nur als ¢in
am Meeresstrande spielender Knabe vor, der im Spiel
hier und da einen glatteren Kieselstein oder eine schinere
Muschel als gewShnlich findet, wiibrend der grofie Ozean
der Wahrheit ganz unentdeckt vor meinen Blicken Hegt.*

Eine Naturphilosophie vergangener Tage hat gegisubt,
das Verstiindnis der - Welt aus eciner cinsigen Grund-
voraussetzung deduktiv konstruieren su kdnnen, Sie hat
Schiffbruch gelitten und hat einer anderen Richtung Plats
gemacht, die gelernt hat, sich zu bescheiden.

Wir sind hineingestellt in ein Meer von Tatsachen
des BewuBtseins, des Denkens und Vorstellens mit der
unbegrenzten Sehnsucht pach Verstindais und Er-
kenntnis der Welt. Wir kbanen aber nichts tun, als in
kleinen Schritten nach allen Seiten hin fortschreiten.

Wir kSnnen langsam vorwirtsschreitend sur Kennt.
nis neuer Tatsachen gelangen, und die Geschichte zeigt.
wie Grofies auf diesem Wege erreicht werden kann, in-
dem jede Zeit auf der sicheren Grundlage der Errungen-
schaft der Vergangenheit weiterbaut. Aber unser Geist
hat auch den Trieb zur Erkeantnis seiner selbst, sur

.Pelucard, Wert dor Wissenschalt. o. Al 14
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Priifung seines eigenen Bewufitseinsinhaltes und der
Hilfsmittel seiner Tatigkeit. Auch hier kénnen wir nicht
von einem ersten, unumstdfllichen' Grundsatz ausgehend,
das ganze Geb3ude folgerichtig auffithren, auch hier
kénnen wir nur langsam Schritt fir Schritt vorgehen,
und dieser Weg ist weit dunkler und unsicherer.

.Rings um uns liegt das unendliche Meer der Wahr-
heit, und wir @berblicken nur unsere nichste Umgebung,
und der aufmerksame Leser dieses Buches wird sich
des Eindrucks nicht erwehren kdnnen, wie unermefilich
das Feld der Fragen auch nach der Seite der logischen
" Erkenntnis hin sich ausdehnt. Es dringen sich immer
mehr und tiefere Fragen auf, je weiter man kommt.
Nur redliches Streben nach Wahrheit ist es, worin wir
unsere Befriedigung finden miissen.

Noch auf eins mufi ich aufmerksam machen:

Der Strafrichter, der den Titer eines Verbrechens zu
ermitteln sucht, der Historiker, der den Verlauf eines
Krieges oder die verschlungenen Ginge der Politik aus
den besten Quellen zu enthiillen strebt, sie suchen nach
der Wahrheit, und sie kdnnen sie mit gréBerer oder
geringerer Vollstindigkeit, mit mehr oder minderer Wahr-
scheinlichkeit finden.

Hier gibt es kein Schwanken; hier gibt es nur Wahr
oder Unwahr, Unwahres wahr nennen ist Liige und
Verbrechen,

Ebenso ist es mit dem beobachtenden Naturforscher,
der sichere Tatsachen der Untersuchung oder Ergebnisse
der Messung feststellen will. Wie aber steht es mit den
.naturwissenschaftlichen und philosophischen Theorien?
Noch vor wenigen Jahrzehnten galt die Undulations-
theorie des Lichtes als ein grofier Fortschritt gegeniber
dlteren Anschauungen., Man nalim sie als Wahrheit an,
bis sich e¢ine andere Anschauung, die elektromagnetische
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Lichttheorie, Bahn gebrochen hat, der heutzutage die
Physiker mehr zuneigen.

Wir sagen darum nicht, dal die Newtonsche oder
Fresnelsche Lichttheorie unwahr gewesen sei; wir
halten nur die eine fGr besser als die andere. Freilich,
wenn eine Theorie mit Tatsachen der Erfahrung in
Widerspruch tritt, dann muB sie verworfen werden,
und in diesem Sinne kdnnen wir auch hier von Er.
kenatnis der Wahrheit sprechen. Niemand zweifelt mehr
daran, dal die Schallerscheinungen mit Erschiitterungen
der Luft im Zusammenhang stehen. Von einér se
sicheren Einsicht in das Wesen des Lichtes, der Elek-
trizitit oder der Gravitation sind wir noch unendlich
weit entfernt, und doch haben diese Theorien ihren
bleibenden Wert, Und wir kdnnen wohi sagen, wenn
ein Teil der Theorien auch bewiesen wire, dafi dahinter
immer andere und tiefere Probleme lauern.

Noch anders aber verhilt es sich mit den metaphy-
sischen Theorien., Diese sind nur der unsicheren, un-
zghligen Selbsttiuschungen ausgesetzten inneren Er-
fahrung zugiinglich und daher niemais durch #ufiere Er-
fahrungen zu bestiitigen oder zu widerlegen, Ob es
eine absolute Zeit und einen absoluten Raum gibt oder
nicht, kann durch keine Erfahrungstatsache entschieden
werden. Es handelt sich hier, wie in der ganzen Mathe-
matik, um , Ideen*, die ein Eigentum unseres Geistes
_sind, gleichviel ob von uns selbst geschaffen oder uns
ins Lebén mitgegeben, durch die wit uns in der Welt
zurechtfinden, die auch anders sein kdnnen, ohne dag
man sie als unwahr zu verwerfen brauchte.

Wir werden in den folgenden Anmerkungen #ber
Raum und Zeit und Gber Kausalitit schen, wie die
Bildung von Klassen unser ganzes Denken beherrscht.
Diese Klassen oder Gattungsbegriffe sind, wenn sie
sich in unserm Bewufitsein verdichten, nicht mehr blof

7%
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die Samme von allen in ihnen enthaltenen Einszeldingen,
 sondern sie gewinnen eine Art selbstindiger Existens,
wie die Zahl, der Raum, die Zeit.

Es sei hier gestattet, noch an die Worte Lessings
sy erinnern: ,,Wean Gott in seiner Rechten alle Wahr-
heit und in seiner Linken den einzigen immer regen
Tricb nach Wahrheit, obschon mit dem Zusats, mich
immer und ewig zu irren, verschiossen hielte und spriche
su mir: Wihle! ich fiele ihm mit Demut in seine Linke
und sagte: Vater gibl die reine Wahrheit ist ja doch
nur for dich allein{* Das ist das Menschenlos.

3. Zum ersten KapiteL

Schdn und lebendig hat der Verfasser hier die beiden
Geistesrichtungen geschildert, die in der Mathematik
und wohl such in anderen Wissenschaften die Forschung
leiten, die intuitive und die logische, oder die geometrische
und dio analytische; man kinnte auch sagen die mathe-
matische und die naturwissenschaftliche. Solite sich
. sber nicht, und vielleicht gerade bei den hervorragendsten
und bahnbrechendsten Geistern, beides vereinigen lassen?
Helmholts, der der Medizin den Augenspiegel geschenkt

und die Physik und die Physiologie mit so vielen Eat- .

deckungen bercichert hat, fihite sich gedrungen, die
Grundlagen der Geometrie gu untersuchen, und in der
Theorie der Sinneswahrachmungen nach dea psycholo-

gischen Voraussetsungen su forschen. Heinrich Herts,

dem wir die Entdeckung der elektrischen Wellen ver-
danken, hat sein System der Mechanik mit der scharf-
sinnigen Hypothese der unsichtbaren Massen nach seiner
cigenen Aussage hauptsiichlich in der Absicht aus-
gebildet, um seinem Beddrfnis nach logischer Reinheit
Genlige su tun. Auch den Verfasser unseres Werkes
selber, dem wir auf dem Gebiete der reinen Mathematik
und der mathematischen Physik so viele schine Eat-
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deckungen verdanken, dirfen wir zu diesen vielseitigen
Naturen zihlen,

Was die Intuition in der Naturwissenschaft zu leisten
vermag, und wo sig ihre Grenzen findet, zeigt sich deut-
lich bei Goethe, dem die kiinstlerische Anschauung auch
in der Natur alles war. In der Morphologie hat sie ibm
die geheimen Gesetze eathillt, wenn er zum Beispiel in
den Staubfiden und Blatenblsttern umgewandelte Blistter,
in-den Schidelknochen umgewandelte Wirbel erkannte,
Hier zeigt die lebendige Anschauung dem feinsinnigen
Beobachter leise Zige, die zu fein sind, um in Worten
und Definitionen ausgedriickt zu werden, Gber die der
nicht dafir Organisierte leicht hinwegsieht. Es ist, wie
wenn man einen Bekannten aus Tausenden mit unfehl-
barer Sicherheit herauskennt, ohne daff man es in Worte
ausdriicken oder auch nur sich vergegenwirtigen kann,
worin dic Kennzeichen bestehen. In dem physikalischen
Teil der Farbenlehre, wo die mathematische Zergliede-
-rung der Erscheinungen unerliBlich ist, mufite ein so
susschlieSllich intuitiver Geist wie Goethe scheitern.

Eine vortreffliche Darlegung dieses Unterschiedes
findet sich in dem Aufsatz von Helmholts: ,Uber
Goethes naturwissenschaftliche Arbeiten.”

3. Zum Dirichletschen Prinzip (S. 13).

Das sogenannte Dirichletsche Prinsip ist eine
- Schlufweise, die in den Hinden von Riemann sufler-
ordentlich fruchtbar gewesen ist, deren Stremge aber
. seitdem angefochten wird. Es beruht auf dem auf den
ersten Blick evident erscheinenden Grundsats, an dem
selbst GauB noch keinen Ansto nahm, daf uater einer
Menge von positiven Zahlwerten einer der kleinste sein
muB. Dieser Satz ist unbestreitbar, wean es sich um
eine endliche Menge von Zahlen handelt. Daf es sich
aber bei ciner unendlichen oder stetig veriinderlichen
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Menge von Zahlen nicht so verhilt, kann folgendes
Beispiel zeigen:

Sollen zwei Punkte 4 und B durch einen Weg mit-
einander verbunden werden, so weifl jeder, daB dieser
Weg am kiirzesten ist, wenn er geradlinig ist. Soll der
Weg von A uber B nach C fihren, so wird es auch
far diese Aufgabe ein Minimum der Weglinge geben,
und zwar ist dieser kilrzeste Weg aus den geraden Linien
A B und B C zusammengesetzt. Licgen aber diese drei
Punkte nicht in gerader Linie, so mufl dieser Weg bei
B einen . Knick, eine scharfe Ecke. haben. Soll also
unter allen Wegen ohne scharfe Ecke der kirzeste
gesucht werden, der von 4 Gber B nachk C fdhrt, so
gibt es keinen solchen; denn der Weg wird um so kiirzger,
je mehr er sich dem geradlinigen Weg annihert, alse
je stirker seine Kriimmung bei B ist.

Riemann selbst hat dieses Bedenken wohl empfunden
und hat ihm durch eine besondere Betrachtung zu be-
gegnen gesucht, die aber auch noch nicht alle denk-
baren Moglichkeiten umfat. i

Wie sehr sich die Ansichten @ber das, was an mathe-
matischer Strenge zu fordern ist; im Laufe der Zeit
andern, das erkennt jeder, der ecinen Zeitraum der Ge-
schichte der Wissenschaft @iberblickt, der sich nicht aunf
-gar viele Jahrzehnte zu erstrecken braucht. Jede Kritik
an den bisher fiir streng gehaltenen Schlissen und De-
. finitionen ruft neue Einwinde und Bedenken hervor und
begriindet den Zweifel, ob selbst in der Arithmetik eine
absolute Strenge mdglich ist, die keinem Einwurf mehr
Raum gibt., Man vergleiche hieriber, was in der ersten
Anmerkung gesagt ist.

4. Zu Seite 23.

Der Ausdruck ,Majoranten* ist bei den deutschen
Mathematikern noch nicht aligemein bekannt. Wenn es
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sich zum Beispiel um die Konvergenz gewisser kom-
pliziert gebauter, unendlicher Potenzreihen handelt, ver-
gleicht man die Reihe mit einer anderen, deren Koeffi-
zienten positiv und dem absoluten Wert nach grdSer
sind als die Koeffizienten der ersten Reihe. Eine solche
Reihe heifit eine Majorante der ersten, und die erste
ist sicher konvergent, wenn es die zweite ist. Eine
Majorante ist natiislich durch eine gegebene Reihe nicht
bestimmt; man wxhlt sie mdglichst einfach, so daf sie
leicht auf ihre Konvergenz untersucht uad womdglich
sogar summiert werden kann. Auf diese Weise kann
man zum Beispiel die Existenz von Ldsungen von Diffe-
rentialgleichungen feststellen, die gewissen Anfangs-
bedingungen gentigen.

Dieser Methode hat sich bereits Caiichy unter dem
Namen ,,Calcul des limites** bedient,

Man sehe iiber Majoranten: Goursat: Cours d‘analyse,l

tome I, chapitre IX tome II. chapitre XIX. Poincaré
widmet der Methode der Majoranten in dem Werke
nies méthodes nouvelles de la mécgnique céleste™ ein
besonderes Kapitel (t. I, chap. II).

5. Zu Sejte 33,

Uber die Rolle, die das Zeitmaf und seine philoso-
phische Begrinduag in der Mathematik cpielt, eei aufler
den hier genannten Werken von Calinon und Andrade
fir die deutschen Leser besonders noch auf die Werke
von Mach hingewiesen ,Die Mechanik in ihrer Eat-
wicklung’® (1001) und , Analyse der Empfindungen*
{1903),. ferner auf den Bericht von Vo8, ,,Die Prinzipien
der rationellen Mechanik* in Bd. IV der ,,Enzyklopidie
der mathematischen Wissenschaften* und auf den Be-
richt von Stickel dber , Elementare Mechanik* in der
gleichen Enzyklopadie, woselbst sich viele Literatur-
angaben finden,
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6. Zum dritten Kapitel. Der Begriff
des Raumes (S. 43).

Gibt es cinen absoluten Raum und eine absolute Zeit;

Es ist sweifellos, daS der gesunde Menschenverstand
dieul"ngonallenutenbejshthat. nnd da8 sich
die Mechanik und die mathematische Physik auf
Begriffe stiitzen.  Ich erwihne hier nur Newton
| Heinrich Herts. :
sicher ist aber auch, da8 das philosophische
Denken daran AnstoS nimmt und dic Realitit dieser
Begriffe in Zweifel sicht, *

Nﬂkanthtdummwm

1
? f,é

quadraticorum, commentatio secunda, Werke Bd. 3):

nDieser Unterschied swischen rechts und links ist,
sobald naa vorwirts und rdckwirts in der Ebene
einmal (nach Gefallen) festgesetst hat, in sich vdllig be-
stimmt, wenn wir gleich unsere Anschauung dieses
Unterschiedes anderen aur durch Nachweisung an
wirklich vorhandenen materiellen Dingen mitteilen
kbnnen*, und figt dann hinzu: -

»Beide Bmkungen hat schon Kant gemacht, aber
man begreift nicht, wie dieser scharfsinnige Philosoph
in- der ersteren cinen Beweis fiir die Meinung, da8 der
Raum aur Form unserer #uSeren Anschauung sei, su
finden glauben konnte, da die zweite so klar das Gegen-
teil und daB der Raum unabhiingig von unserer An-
schauungsart cine reelle Bedeutung haben muf), beweist. *

Und Newton sagt in den ,Mathematischen Prin-
sipien der Naturphilosophie*:

plempus absolutum, verum et mathematicum in se
et natura sus, sine relatione ad externum quedvis,
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aequabiliter fluit, alioque nomine dicitur Duratio: Re-
lativam, apparens et vulgare est sensibilis et externa
quasvis durationis per motum mensura (seu accurata
seu insequabilis) qua vulgus vice veri temporis utitur,
ut hors, dies, mensis, annus. '

Spetium sbsolutum, natura sua sinc relatione ad ex-
tesnum quodvis, semper manet similare et immobile:
Relativum est Spatii huius mensura, seu dimensio quae-
libet mobilis, quae a sensibus aostris per situm suum
ad corpora definitur et a vulgo pro spatio immobili usur-
patur; uti dimensio spatii subterranei, a¥ii vel coelestis
definito per situm suum ad terram.“ .

Vnmdm?ngebehsnddmwmw
auf Liebmann ,Zur Analysis der Wirklichkeit” und
xaeh,.DioMnhuﬂkhihme“hhp-
wicsen.

Eine objektive Wirklichkeit, eine Realitt, hat sicher
der absolute Raum ebensowenig, wie es cinen mathe-
matischen Punkt, eine Linie usw. gibt. Ja ich mdchte
sagen, dafl diese Frage gar keinen Sinn hat, che man
genau definieren kann, was man unter Wirklichkeit
versteht,

Setzen wir den absoluten Raum voraus, so kommaen
mtani{olgendem Wege zu dem Begriff des mathe-
matischen Punktes

Ichuatmchudemkmmmchdmmtﬂdiehu(io-
fahl Teile, die nicht scharf abgegrenst
sind, doch s0, daB es su jedem dieser Raumteils andere
gibt, die gans in ihm enthalten sind, und andere, die
gar nichts mit ihm gemein haben. :

Ich gehe aus von isgend einem Raumteil 4 und nenne
einen sweiten Raumteil 4; kleiner als 4, wenn 4, gans
in A enthalten ist. Ich nehme eine unbegrensts Reoihe
solcher Raumteile 4, 4,, 4, 4, . ., deren jeder den
folgenden und damit alle folgenden enthiiit, Eine zweite
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solche Reihe B, B,, B,, B; .. heilt in der ersten
enthalten, wenn fir jedes hinlinglich grofie »
cin Element 4, gefunden werden kann, von dem
B, ein Teil ist. _

Wenn sich zwei solche Reihen (4, ..) und (B, . .)
gegenseitig enthalten, so heifien sie 4quivalent. Alle
untereinander dquivalenten Reihen dieser Art bilden ein
Raumelement a. Unter den so definierten Raum-
clementen, die hiernach nichts anderes als Gattungs-
. begriife sind, haben wir mathematische Punkte, Linien,
Flichen und Korper zu suchen, Jeder einzelne Raum-
teil 4, der in einem solchen Raumelement enthalteq ist,
heifit ein Reprasentant des Raumelementes, und die
Anwendung setzt immer an Stelle der Gattung irgend-
einen je nach Umstinden passend gewilhiten Reprisen-
tanten. In unserer Gedankenwelt verdichtet sich un-
willkiirlich der ganze Gattungsbegriff zu einer wenn auch
unklaren Vorstellung eines idealen Einzeldinges, das mit
dem Reprisentanten eine gewisse Aholichkeit hat; wir
schaffen uns eine Idee, die neben dem Reprlsentancen
eine selbstéindige Existens hat,

Eine zu « gehdrige Reihe von Raumteilen 4, 4,, 4, . .
beifit cine représentierende Reihe.

. Ein Raumelement heifit ein geometrischer Korper,
wenn es einen Raumteil x gibt, der in allen Reprisen-
tanten von & enthalten ist.

Ein Raumelement g heifit ein Teil e¢ines aoderen
Raumelementes a«, wean jede reprisentierende Reihe
von § in ciner repriisentierenden Reihe von « enthalten
ist, ohne dal f mit & identisch ist.

In diesem Sinne kbnnen wir. mit Euklid sagen:

Ein Punkt ist ein Raumelement das keinen
Tell hat.

.Das besagt, ein Ranmelement a hkeiSt ein Punkt,
wenn jede Reihe B, By, By, , ., di¢ in einer repriisen-
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tierenden Reihe 4, 4,, 4, . . von « enthaltea ist, mit
dieser Reihe #quivalent ist.

Auf zhnliche Weise kann man vesrsuchen, zu dem
Begriff der Linien und Flichen zu gelangen. Hier sind
aber noch bedeutende Schwierigkeiten zy Uherwinden,
che man auf diesem Wege su einer wahren Begrindung
der Geometrie gelangt.

Jedenfalls ist mit diesen Vontellungen ebensowohl
die Euklidische wie die nicht-Euklidische Geometrie ver-
triglich. (Vgl. Weber-Wellstein, Eazyklopdie der
Elementarmathematik. Bd. IL)

Die Anwendung auf den absoluten Raum ist nun ganz
shalich. . Die Menschheit hat bis ins fanfzehnte Jahr-
hundert hinein, wenigstens in weit itberwiegender Mehr-
heit, die Erde far fest gehalten, das beiSt, sie hat alle
Bewegungen auf ihre nichste Umgebung bezogen, auf
Felsen; Berge, Hiuser usw, Da8 die Bewegung der
Gestirne dem ,,Augenschein* entspreche, kann ich nicht
zugeben; denn diese Bewegungen sind (wenigstens so-
lange sie ohne Fernrohr betrachtet werden) zu langsam,
am unmittelbar als Beweguag wahrgenommen zu werden.
Es zeigt sich nur, da8 die Gestirne mach kurzer Zeit
ibre Stellung gegen irdische Dinge verindert haben,
und erst ein Verstandesschiufl fubrt suf Grund der als
fest vorausgesetzten Erde auf die Aanahme der Be-
wegung der Gestirne,

Hitte Kopernikus nicht an cinen absoluten Raum
geglaubt, so witre er vielleicht zu einer Ahnlichen Dar-
stellung seiner welterschitternden Hypathese gelangt,
wie sie spiter das System von Tycho-Brahe gegobea
hat. Er wire aber schwerlich in der ganzen Grifie
seiner Gedanken von der Welt verstanden worden, und
Galilei hitte sich gegen die Anklage der Inquisition
leicht verteidigen ktnnen, wenn er nicht am absoluten
Raume festgehalten hitte,
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Es war damit der Glaube an den absoluten Raum
also keineswegs erschittert; es galt nur ein anderer
Kbdrper, die Soans, als fest und den absoluten Raum
bestimmend. Wir wissen heute, dafi auch dies nicht
richtig ist, und nchmen an, da8 alle Kbrper, soweit
unser Auge in das Weltall dringt, gegeneinander in Be-
wegung sind. [Einen festen Bezugskdrper haben wir
nicht gefunden; und wenn es einen soichen auch dber-
haupt nicht gibt, so kinnea wir doch alle diese Versuchs,
ibn immer weiter und weiter hinaussuschieben, als die
Idee des absoluten Raumes zusammenfassen, und wir
tun dies unwillkiirlich,

Wir werden swar niemals in der Lage sein, diesen
absoluten Raum durch die Erfahrung su bestiitigen.
Aber eben darum haben wir auch nicht su befdrchten,
durch ihn jemals mit irgend einer Erfahrung in Wides-
spruch zu geraten. Darum ist es erlaubt, und weitaus
das bequemste, einfachste uad verstindlichste,
mit diesem Begriff in der theoretischen Naturwissen-
schaft su operieren. '

Nicht anders ist es mit der absoluten Zeit. Wir
haben verschiedens rhythmisch regelmifig ablaufende
Vorginge unserer Wahrnehmung: unsere eigenen Puls-
schlige, den Pendelachlag, den Gang der verschiedenen
Uhren, den Wechsel zwischen Tag und Nacht oder
- zwischen Sommer und Winter, nach denen wir die Zeit
messen. Fragen wir aber, ob diese Vorgiinge sich wirk-
lich gleich bleiben, oder ob langsame, nicht uamittelbar
wahrnehmbare Verlinderungen damit vorgehen, so ge-
raten wir sofort in Schwierigkeiten. Womit sollen wir
die Tageslinge vergleichen, wenn wir fragen, ob dis
Umdrehung der Erde sich im Lauf der Jahrhunderte
geindert hat, oder wonach sollen wir messen, wenn wir
den Gang ciner Uhr Lkontrollieren wollen? Offenbar
nach einem gewissen Durchschnitt aller dieser Zeit-
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messer-Instrumente; aber auch dieses ist an sich nichts
Festes und scharf Bestimmtes, ohne die ideale oder
abeolute Zeit. In den Differentialgleichungen der Mecha-
nik kommen Raum- und Zeitgrofien vor, aber jedes
System der Mechanik hat darunter die absolute Zeit
verstanden. Wolite man darunter eine praktisch ge-
messene Zeit, sum Beisplel den Schlag des Sekunden-
pendels, verstehen, so wirden diese Gleichungen eine

gans andere, und cwar nicht zu éberscheade Gestalt
smhm ‘die noch niemand aufgustellen versucht hat.
Ia‘mwirabudhgbwtutcwtmmndo,wshdﬂe—
so ‘nchmen wir wenigstens an — fir jedes besondere
deabkujedmbeﬁebimﬁndduw
gultig.

Ein wesentlicher Unterachied zwischen dér Vorstel-
ding von Raum und Zeit besteht aber dooh, nsmlich
darin, da aich: nicht nur die Vorglinge der AaSlenwelt,
sondern auch unsere Gedanken in' Zeitfolge abspielen,
withrend diese sum Raum keine unmitislbare Besichung
haben; und es ist ferner noch auf den unserer Willkiir
ginzlich entzogenen, begnlﬂich nicht verstindlichea
Unterschied der Richtung in dem Zeitverlauf, die
gaus verschiedene Stellung unseres Bcvuﬂtmu sur
Vergangenheit und Zukunft hinzuweisen. '

WoheediuchuuungenmRmmdedtm
men, in welchem Stadium ynseres individuellen Lebens
und unter welchen Einfisson sie eatstanden. sind, mit
anderea Worten, ob si¢ angeboren oder vonr empirischem
Ursprung sind, ist durch Erfahrung siemals zu ents
scheiden, denn ihre Wurseln liegen vor unserer be-
wufiten Erinnerung. Auch kommt es darauf weaiger an,
Genng.dwwdmeanunguhbu. o
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7. Zu Seite 46. Nicht-Euklidische Geometrie.

Helmholtz gibt ein anschauliches Bild von einer
nicht- Euklidischen Welt, ,

In den glinzenden Kugeln, die man bisweilen in
Garten sieht, spiegelt sich die AuSlenwelt: die niheren
Gegenstinde groSer, die entfernten stark verkleinert
und verzerrt, der Horizont als eine in bestimmter Ent-
fernung liegende Linie, Alles scheint im Innern der
Kugel zu liegen. Wenn nun die Menschen in diesem
Bilde Leben und Verstand hitten wie wir, so witrden

" sie mit ihren MaBstiben genau dieselbe Zahl von Metern
und Zentimetern, von Winkelgraden und Minuten heraus-
messen. Sie wilrden also glauben, da8 die Winkelsumme
im Dreieck zwei Rechte betrage und da8 also ihre Geo-
metrie die Euklidische sei, wihrend sie uns sehr davon
abzuweichen scheint. Was sie fir gerade Linien halten,
sind uns keine geraden Linien. Was sie fiir unendlich
weit halten, erscheint uns in endlicher Entfernung.
Wean die Leute aus der Kugel heraus in unsere Welt
schauen kinnten, so wiirden sie von uns dieselbe Meinung
haben wie wir von ihnen. In dieser Kugel, s0 klein sie
sei, hut also die ganze Welt Platz.

Der Geometer erhilt ein noch einfacheres Bild gleicher
Art, wenn er die AuBenwelt durch reziproke Radien auf
das Innere einer Kugel abbildet.

Die Kritik der Euklidischen Geometrie hat eine lange
Vorgeschichte, die in dem Werk von Sti#ckel und
Engel ,, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis
auf GauB* dargestellt ist. Die Originaluntersuchungen
von GauB, Johann Bolyai, Lobatscheffsky sind
durch neuere Publikationen, ebenfalls von Stickel und
Engel, vollstindiger zuginglich (Gauf’ Werke Bd. 8).
Nach Gauf sind die Untersuchungen von Riemann
und Helmholtz noch zu erwdhnen. Bei beiden, wie
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auch schon bei Gaufl, wird die Geometrie empirisch
aufgefafit; sie stitzt sich entweder auf die Voraussetzung
der Existenz starrer Koérper oder auf den geradlinigen
Weg des Lichtstrahls. Anders Lifit sich wohl nicht ver-
stehen, daB8 GauB durch astronomische Beobachtungen
die Richtigkeit des Parallelenaxiomes priifen wollte,
Eine neue Begriindung dieser Lehren hat Klein der
- projektiven Geometrie entnoramen.  Wie die ,, Bewegung*
von Figuren, auf der die -naive Anschauung der Kon-
gruenz beruht, durch ,,Konstruktion“ zu ersetzen sej,
ist schon bei Euklid angedeutet und:- findet sich. aus-
fohrlich ‘dargestellt: in Bd. II von Weber-Wellstein,
Enzyklopidie der Elementarmathematik. Man vergleiche
die Anmerkungen von F. Lindemann zu Poincaré,
»Wissenschaft und Hypothese* (Deutsch von F. und
L. Lindemann. 2. Auflage. Leipzig, Teubner 1906).
Ein anderes Ziel verfolgen die Untersuchungen von
Hilbert, die nur darauf ausgehen, die logische Seite
der Frage zu kl4ren, ohne Ricksicht auf die physische
oder metaphysische Bedeutung der in Frage stehenderr
Begriffe.  Vergl, die Kritik von Poincaré in dem
,»Bulletin des sciences mathématiques von 1902 und
in dem Aufsatz ,,.Les mathématiques et la logique®.
,,»Revue ‘de métaphysique et de morale* 1905 und 1906.

8. Zu Seite 101.

Die halbkreisformigen Kanile.

In dem Ohr des Menschen und der meisten Tiere
findet sich ein Organ, das aus drei halbkreisfrmigen
Bogengingen besteht, die in drei zueinander ungefihr
rechtwinkligen Ebenen liegen, Es ist auBer Zweifel,
daf dieses Organ fiir die Orientierung im Raume wichtig
ist, besonders bei solchen Tieren, die in einem drei-
dimensionalen Medium, also im Wasser, leben., Man
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-betrachtet die drei Ebenen gewissermafien wie ein mit
dem Korper verbundenes Koordinatensystem.

Unter den ,,Populir-wisseaschaftlichen Vortrigen*
von E. Mach (1903) findet sich einer, der diesem
Gegenstand gewidmet ist. Dort ist auch eine stereo-
skopische Abbildung dieses Organes bei der Taube

(nach R. Ewald) gegeben.
~ Es existiert eine schr umfangreiche Literatur Gber
diesen Gegenstand, der noch des Unsicheren und Zweifel-
haften genug bietet. Eine kurze aber vollstandige Dar-
stellung der verschiedenen Ansichten und Tatsachen
findet man in der 13. Auflage des Lehrbuches der Phy-
siologie von L. Hermann (1905).

- @« Zu Seite 114. Fouriersche Reihen.

Die Theorie der Fourierschen Reihen hat in der
Geéschichte der mathematischen Physik und der Mecha-
nik eine merkwirdige Rolle gespielt. Man vergleiche
dariiber die Einleitung zu Riemanns nachgelassener
Abhandlung: ,,Uber die Darstellbarkeit ciner Funktion
durch eine trigonometrische Reihe* (Riemanns Werke,
2. Auflage, S. 227).

Fourier hat diese Reihen nicht entdeckt; er hat
aber zuerst gezeigt, wie man eine gegebene Funktion
in eine solche Reihe entwickelt, und sie dadurch erst
in der mathematischen Physik allgemem anwendbar
gemacht.

- Den Beweis der Richtigkeit dieser Darstellung hat
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen dber die Stetig-
keit und Unstetigkeit der Funktionen Dirichlet ge-
geben (1829). Dirichlet ist es auch, der die aus-
gedehnteste Anwendung dieser Reihen und damit der
stetig verinderlichen Gidlen in der Zahlentheorie ge-
maeht hat. So hat er mit ihrer Hilfe den Satz be-
wiesen, da in jeder arithmetischen Progression, wie sum
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Beispiel 42 + 3, 6% + 5, usw. unendlich viele Primzahlen
enthalten sind, ein Satz, der, so einfach er auszusprechen
und zu verstehen ist, ebenso schwer zu beweisen war.

Mit Bezug auf die von Dirichlet noch unerledigten
Falle unstetiger Funktionen, die freilich nach dem im
Text Gesagten nur fiir den Analytiker, nicht for den
Physiker von Bedeutung sind, hat spiter Paul du
Bois-Reymond diese Reihen eingehend untersucht.

Frau von Kowalewski hat in der hier erwihnten
Arbeit ,,Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen*
(Crelles Journal, Bd. 80, 1875), die Existenz von L&-
sungen partieller Differentialgleichungen nachgewiesen,
die durch Potenzreihen darstellbar sind, und des niheren
untersucht, was an diesen Potenzreihen noch willkiir.
lich ist. Diese Darstellungen sind goltig in einem ge-
wissen Bereich der Variablen.

Die mathematische Physik verlangt aber etwas anderes.
Hier ist der Bereich der Variablen von vornherein ge-
geben, und die Nebenbedingungen bezichen sich auf die
Grenze dieses Bereichs. Bei dieser Aufgabe stellen sich
dann in den Fillen, die tiberhaupt der Analysis zu-
ganglich sind, Verallgemeinerungen der Fourierschen
Reihen ein, deren Konvergenz aber noch nicht in allen
Fillen bewiesen ist., Das sind die auf S. 117 unseres
Textes erwihnten Reihen.

Fiir eine gewisse Klasse dieser Reihen ist die Kon-

. vergenz von dem japanischen Gelehrten Fujisawa be-
wiesen und in einer unter Christoffels Leitung in
Straflburg geschriebenen Dissertation niedergelegt.

10. Zu Seite 123. Weltanschauung der
Griechen.

In bezug auf die hier behauptete Scheu der Griechen
vor grofien Zahlen ist doch einschrinkend zu bemerken,
daB8 Archimedes (287—212 v. Chr.) in der merk-

Poincaré, Wert der Wissenschaft. s.Aufl 15



226 Anmerkungen und Zusiitse.

wirdigen, uns vollstindig erhaltenen Schrift @ber die
pSandrechnung® cine Zahl zu bilden und zu be-
nennen sucht, die grofier ist als die Zahl der Sand-
kirmer, die eine Kugel von der GrifSie des Weitalls
ausfillen. Er nimmt dabei fir das Weltall eine Kugel
an, deren Radius, wenigstens der GrdBenordnung nach,
nicht viel hinter einer Fixsternweite suriickbleibt, und
kommt su einer Zahl, die nach umserer Schreibweise
mit 64 Stellen geschricben wirde. Ja er geht in der
Bildung seiner Zahlen noch weiter und erwihnt Zahlen,
die mit 800 Millionen Nullen geschrieben wilrden.

Es ist hier vielleicht am Platze, einiges Nahere wber
diese Schrift des Archimedes und die darin aus-
einandergesetzten Annahmen (ber die Gréfie der Welt
mitzuteilen. Die Scbrift ist dem Kbnig Gelo, dem
Sohne des Konigs Hiero von Syrakus, gewidmet und
beginnt mit den Worten: , Es gibt Leute, Kdnig Gelo,
die da glauben, die Zahl der Sandktrner sei unendlich; -
a#mlich nicht nur derer, die um Syrakus und im Gbrigen
Sizilien sind, sondern derer, die sich in irgendeinem
bewohnten oder unbewohnten Teil der Erde finden,
Andere aber glaubea zwar nicht, daB diese Zahl unend-
lich sei, aber da8 keine Zahl benannt werden kidnne,
die diese Menge bertrife. Was wilrden diese sagen,
wenn sie sich eine Kugel vorstellten, 30 grol wie die
Erdkugel, in der nicht nur dic Meere und alle Hohlungen
bis zu den hachsten Bergen mit Sand ausgefilllt wiren!
Noch viel weniger wiirden sie glauben, da8 solche be-
nannt werdent kinnen. Ich werde dir aber mit mathe-
matischer Schirfe beweisen, daB unter den Zahlen, die
ich in der Schrift an Zeuxippus benannt habe, solche
sind, die nicht nur diese, sondern auch die Zahl der
die ganze Welt erfillenden Sendkérner wbertreffen.*
Das Mittel aber, das Archimedes anwendet, um grofie
Zahlen zu benennen, ist kein anderes als das, dessen
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sich die Sprache in der Bildung der Zahlwirter bedient,
indem sie Zehner, Hunderter, Tausender usw. als hohere
Einheiten zusammenfafit,

Das hochste der den Griechen geliufigen Zahlwirter
ist die Myriade (Zehntausend). Er faB8t daher eine
Myriade von Myriaden als ,,erste Zahlen‘ zusammen
und betrachtet diese Zahl (hundert Millionen) als Ein-
heit der ,,z2weiten Zahlen'. Indem er, so fortfahrend
dritte, vierte usw. Zahlen bildet, kommt er leicht zu
Zahlgrdfien von schwindelnder Hohe, Wenn auch der
Gedanke nach derselben Richtung weist, so ist der
-Grieche doch noch weit entfernt von der Vollkommen-
heit unsercs dezimalen Ziffernsystems, das uns gestattet,
auf einer einzigen Zeile Zahlen bis auf den Einer gehau

aufzuschreiben und mit ihnen zu rechnen, die die von

Archimedes hier benannten Zahlen noch bei weitem
. ibertreffen. Es ist kaum begreiflich, -da8 der Genius
der Griechen diesen so einfachen und fir unser Emp-
finden naheliegenden Gedanken nicht erfaft oder in
seiner enormen Bedeutung nicht erkannt hat.

Um aber sein Versprechen einznldsen, mu8 Archi-
medes zunichst eine .Kugel konstruieren, die nach
seiner Meinung das Weltall an Grofie Gbertriffit. Er
fahrt also fort: '

»Du_weifit aber, dafl die Welt von den meisten Astro-
- nomen fiir sine Kugel gehalten wird, deren Mittelpunkt
der Erdmittelpunkt und deren Radius die Entfernung
zwischen den. Mittelpunkten der Erde und der Sonne
sei. Aristarch aber, der Samier, hat eine Hypothese
aufgestellt, nach der die Welt vielemal grofier sei als
dies. Er nimmt nimlich an, daB die Fixsterne und die
Sonne unbeweglich seien, und da8 die Erde auf einem
Kreice, in dessen Mittelpunkt die Sonne steht, um die
Sonne herumgewilzt werde; da die Sphire der Fix-
sterne denselben Mittelpunkt habe wie die Sonne, und

15®
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so grof} sei, daB der Kreis, auf dem die Erde gewilzt
wird, zu der Entfernung der Fixsterne dasselbe Ver-
hiltnis hat, wie der Mittelpunkt der Kugel zu ihrer
Oberfliche.*

Man mu8, obwohl es. hier nicht ausdricklich gesagt
ist, annehmen, daB8 Aristarch (um 280 v. Chr.) auch
die Achsendrehung der Erde gelehrt habe, weil nur
dann seine Hypothese mit der tiglichen Bewegung der
Fixsterne vereinbar ist.

Ausdriicklich bezeugt wird dies in einer Stelle bei
Plutarch, aus der zugleich hervorgeht, dafl es auch
in damaliger Zeit religidser Unduldsamkeit gegeniiber
nicht ungefihrlich war, so kilhne Behauptungen auszu-
sprechen, so wenig wie zur Zeit Galileis.

Die GrdSlenbestimmung nach der Annahine des
Aristarch bereitet aber Archimedes eine grofie
Schwierigkeit, denn, sagt er, ein Punkt hat zu der
Fliche tberhaupt kein Verhiltnis, und er kann also
nicht als Maf far die Entfernung der Fixsterne und die °
GrdfSie der Erdbahn dienen.  Aristarchs Ausspruch
stimmt zwar durchaus mit unserer heutigen Anschauung
dberein, nach der wir uns eine endliche Begrenzung des
Weltraumes nicht vorstellen k8nnen; aber Archimedes
braucht fdr seine Sandrechnung bestimmte Zahlwerte.
Er macht daher die willkiirliche Annahme, Aristarch
~ habe sagen wollen, die Entfernung des Fixsternhimmels
verhalte sich zur Erdbahn wie das, was die gemeine
- Meinung fiur die Welt halte, nimlich die Sphdre der
Sonnenentfernung, zu dem, was gewdhnlich als Mittel-
punkt der Welt angenommen werde, nimlich zu der
Erde.

Die Annahmen, die Archimedes seiner Berechnung
zugrunde legt, sind darum von Interesse, weil sic uns
zeigen, welche Vorstellungen die Alten von der GrdfSie
der Welt hatten, und wie sich diese Vorstellungen zu

I
[{ TN,
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- unserer heutigen Kenntnis verhalten. Archimedes
geht Gberall darauf aus, Zahlen zu finden, die sicher nicht
zu klein sind; so nimmt er den Erdumfang nicht groier
als drei Millionen Stadien an, obwohl einige zu be-
weisen versucht. hitten, der Umfang der Erde betrage
300000 Stadien. Man rechnet das Stadium zu 185 m
und erhilt so den Erdumfang zu 55 500 km, wihrend
der richtige Wert 40 000 km betrigt.

Wer diese ,,Einige’ sind, sagt uns Archimedes
nicht. Indessen war es nicht schwer, sobald man die
Kugelgestalt der Erde erkannt hatte, aus den Stern-
bildern, die an verschiedenen Orten im Zenit standen,
wenn die Entfernung dieser Orte bekannt war, unge-
fihre Grofienberechnung fir den Erdumfang zu machen.

So sollen bereits die Chaldder gelehrt haben, man
kdnne die Erde etwa in einem Jahre umwandern, eine
von der Wahrheit nicht allzuweit abweichende Angabe.
Denn wenn man fiir die Stunde s, also fir den Tag 120
und fiir das Jahr 43 800 km Weglinge rechnet, so kommt
man der richtigen Zahl 40 000 km ziemlich nahe.

Die beste Angabe, die das Altertum @ber die Erd-
gréBe besaB, beruht auf der Gradmessung des Erato-
sthenes (276—195 v. Chr.). Dieser hatte gefunden,
da die Sonne in Alexandria zur Zeit des Sommer-
solstitiums am Mittag um den 50*" Teil des Kreisum-
fanges vom Zenit abstehe. Am gleichen Tage spiegelte
sich in Syene die Mittagssonne in einem tiefen Brunnen,
stand also dort im Zenit. Da Syene 5000 Stadien weiter
siidlich als Alexandria liegt, so ergibt sich hieraus der
Erdumfang gleich 250000 Stadien oder ungefihr 46 000 km
also noch etwas zu grofi, was bei der Ungenauigkeit
der zugrunde gelegten Tatsachen nicht verwundern kann.

Diese Bestimmung kannte Archimedes noch nicht,
und den andern Angaben, nach denen sich 300000
Stadien far den Umfang der Erde ergeben, scheint er
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nicht besonders getraut zu haben, denn er setzt, seinem
Prinzip getreu, immer eher zu grofie als zu kleine Di-
mensionen anzunehmen, den Erdumfang kleiner als drei
Millionen Stadien und den Erddurchmesser kleiner als
eine Million.

Nachdem also eine Zahl gefunden war, die fir die
Erdgrsfie genommen werden konnte, handelte es sich
weiter darum, den Durchmesser der Welt, das heifit
die Sonnenentfernung zu schiitzen. Als Grundlage hier-
fir diente eine Beobachtung des Aristarch. Dieser
scharfsinnige Astronom machte die vollstindig richtige
Bemerkung, daBl in der Zeit, wo uns der Mond genau
hajbiert erscheint, Erde, Sonne und Mond ein beim
Monde rechtwinkliges Dreieck bilden, und da8 man also
aus dem Winkel bei der Erde das Verhitnis zwischen
den Abstinden der Sonne und des Mondes von der
Erde berechnen konne. Diesen Winkel nimmt er zu
87° wihrend er in Wirklichkeit 89° 50’ betrigt, und
erhilt daraus das allerdings sehr falsche Resultat, daf8
die Sonne igmal so weit von uns entfernt sei als der
Mond (es solite heiflen 344mal). Dies ist ein durch
die Ungenauigkeit der Messungsmethoden wohl erklir-
licher Fehler, der sich in die spiteren Grdfienbestim-
mungen {berall einschieicht.

Damit ist aber noch keine absolute Groﬂenbestlmmung
gegeben. Eine solche ist vielleicht schon von Aristarch,
sicher aber von Hipparch (160—125 v. Chr.) versucht
worden. Als bekannt werden dabei angesehen der
wahre Durchmesser der Erde, das Verhiltnis der Ent-
fernungen von Sonne und Mond, fir die ebenfalls die
Zahl 19: 1 angenommen wird, und endlich die schein-
baren Durchmesser der Sonne und des Erdschattens in
der Entfernung des Mondes. Den letzteren bestimmt
er aus der Zeit, die der Mond gebraucht, um wihrend
einer totalen Mondfinsternis durch den Erdschatten
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hindurchzugehen. Der scheinbare Durchmesser der
Sonne war schon auf verschiedene Weise bestimmt,
und Archimedes beschreibt uns selbst ausfihrlich ein
Verfahren, das er dazu angewandt hat. - Es ergibt sich,
daB dieser scheinbare Durchmesser etwa Yf,,, der ganzen
Kreisperipherie ist. Hipparch findet aus allen diesen
Voraussetzungen, daB der Mond s9, die Senne 1200
Erdradien von uns entfernt ist. Diese Zahl ist fiir den
Mond ungefahr richtig, fur die Sonne wegen des er-
wihnten Fehlers etwa tomal zu klein,

Archimedes kannte die absolute Grafienbestimmung
nicht, und er wendet daher das folgende Verfahren an,
um ein Ma8 zu finden, das sicher nicht zu klein ist.

- Sonne und Mond haben ziemlich genau die gleiche
scheinbare GroBe. Dies lehrt nicht nur der Augeaschein,
sondern auch, wie Aristarch schon bemerkt hat; der
Umstand, da die Verfinsterung bei einer totalen Sonnen-
- finsternis nur wenige Minuten dauert, da8 also die Spitse
des Mondschattens die Erdoberfliche nur streift. Die
wahren Grdfien von Sonne und Mond verhalten sich
daber wie ihre Entfernungen, und Archimedes meint
ganz sicher zu gehen, wenn er die Sonne nicht wie
Aristarch 19mal; sondern 30mal so gro8 als den Mond
annimmt, was allerdings noch mehr als 10mal zu wenig ist.

Nun ergibt sich aus den eigenen Beobachtungen des
Archimedes, daS der Sonnendurchmesser otwa der
656™ Teil des Umfanges der Sonnembahn ist, und
wiederum sagt er, um sicher zu gehen, wolle er an-
nehmen, die Linge der Sonnenbahn sei nicht mehr als
1000mal grofler als der Sonneadurchmesser.

Ferner sei die aligemeine Meinung der Astronomen,
dafi der Mond kleiner, die Sonne aber grofer sei als
die Erde. Daraus ergibt sich aber, wenn wir mit e, s, m
die Durchmesser von Erde, Sonne und Mond bezeichnen,
da s < 30m, daB um 30 mehr s < 30¢, folglich 1000 s,
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das heifit der Umfang der Sonnenbahn < 30 000 e und
der Durchmesser der Welt, da der Kreisumfang griSer
als der dreifache Durchmesser ist, kleiner als 10000¢,
Der Erddurchmesser ¢ ist aber kleiner als eine Million
und folglich der Durchmesser der Welt kleiner als 10 000
Millionen oder 10! Stadien. Das wilrde aber fir den
Durchmesser der Sonnenbahn (oder — nach Aristarch
— der Erdbahn) einen Wert geben, der kleiner ist als
1850 Millionen Kilometer. Diese Zah] ist etwa sechsmal
so grof als der wahre Wert dieser Grifle,

Es wird ferner vorausgesetzt, da8 eine Kugel von der
Grdfie eines Mohnkornes nicht mehr als 10000 Sand-
korner fasse, daB auf die Breite eines Fingers nicht
mehr als 40 Mohnkdrner gehen, und daf die Linge
eines Stadiums nicht mehr als 10000 Fingerbreiten
betrage. _

Archimedes hat also auch nach unserer Kenntnis
sein Ziel erreicht; der Fehler, den er durch die Annahme
eines zu kleinen Verhiltnisses zwischen Sonnen- und
Mondabstand begangen hat, wird durch die Gbrigen
Annahmen, namentlich den zu grofilen Wert filr den
Erddurchmesser, mehr als ausgeglichen.

Um nun den Durchmesser der Welt in dem Sinne,
den er Aristarch zuschreibt, zu finden, hat er diese
Zahl im Verhaltnis s: ¢ zu vergrdfSern, das heifit mit
10000 zu multiplizieren. Das gibt 10'¢ Stadien oder
10" km fir den Radius der Fixsternsphire. Dies ist
siemlich genau der Weg, den das Licht in einem Jahre
zurlicklegt, und die Entfernung des nichsten Fixsternes
betragt 4%/, ,Lichtjahre*’,

Fassen wir also zusammen, so hat das griechische
Altertum ttber die Griiie der Erde und die Entfernung
des Mondes von der Erde richtige Vosstellungen ge-
habt. Die Entfernung der Sonne hat es infolge einer
ungenauen Messung fir viel zu klein gehalten. Gleich-
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wohl hat Archimedes auch {ur diese infolge vorsichtiger
Schitzungen eine obere Grenze erhalten, die die wahre
Sonnenentfernung noch dbertrifit, und fiir die Ent- -
fernung der Fixsterne hat er, allerdings auf Grund
einer ganz willkiirlichen Annahme, eine Zahl erhalten,
die, wenn auch noch viel zu klein, doch an die Ent-
fernung der uns zunichst stehenden Fixsterne heran-
reicht. N

Die Erdgrdfic hat spiter Ptolem3us mit 33 000 km
2u klein angenommen, und dieser Annahme ist das
ganze Mittelalter, wo Ptolem3&us, &hnlich wie Aristo-
teles, in fast kanonischem Ansehen stand, gefolgt.

Es war dies einer der folgereichsten Irrttimer der
Weltgeschichte; denn durch ihn wurde Columbus zu
dem kthnen Wagnis der Weltumsegelung ermutigt, die
zur Entdeckung der neuen Welt fthrte,

" 11, Zu Seite 129. Die Physik der Zentralkrifte.

Auch Gaufl steht in seciner Theorie der Kapillaritat
auf demselben Standpunkt wie Laplace. Er setzt An-
zichungskrifte zwischen den Molekilen voraus, deren
Gesetz nicht niher bekannt ist, von dem nur so viel
angenommen wird, da8 die Anziehung unmerklich wird,
sobald dis Molekille einen merklichen Abstand von-
einander haben, oder wie mon sich auch ausdriickt, dal
die Krifte nur auf unendlich kleine Entfernung wirksam
sind. Auf derselben Annahme beruhen die Theorien
der Elastizitit von Navier und von Poisson.

Wir Alteren, deren Studienzeit um die Mitte des
vorigen Jahrhunderts liegt, sind noch durchaus in diesen
Anschauungen aufgewachsen, die nicht nur einer natur-
wissenschaftlichen, sondern auch einer philosophischen
Richtung der Zeit entsprachen. Am deutlichsten ist
diese Anschauung ausgesprochen in der Einleitung zu
der berGhmten Abhandlung von Helmholts ,,Uber die
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Echaltung der Kraft*, die im Jahre 1847 in der Besfiner
physikalischen Gesellschaft vorgetragen und im gleichen
Jahre bei G. Reimer gedruckt ist.

Nach einer ausfthrlicheren Er8rterung faBt sich
Helmholtz dahin zusammen:

nEs bestimmt sich also endlich die Aufgabe der
physikalischen Naturwissenschaften dakin, die Natur-
erscheinungen zurlickzufihren auf unveriaderliche, an-
zichende und abstoSende Krifte, deren Intensitit von
der Entfernung abhingt. Die Losbarkeit dieser Aufgabe
ist zugleich die Bedingung der volistindigen Begreif-
lichkeit der Natur.*

Wie fremdartig klingen uns heute schon diese Worte;
wie wenig entsprechen. sie unserm heutigen Denken.
Wir sind in unsern Ausspriichen und im Verstehen der
Natur bescheidener und kritischer geworden und haben
gelernt, dafl sich das Wesen der Naturerkenntnis nicht
in e¢ine so kurze und priizise Formel bannen 1ifit.

Es darf dbrigens nicht unerwihat bleiben, da8 Helm-
holtz selbst bereits in den aus dem Jahr 1881 stammen-
den Zusitzen eine wesentliche Einschrinkung diesen
seinen fritheren Ansichten hinzufigt (Ostwalds Klassi-
ker der exakten Wissenschaften No. I), wenn er sagt:

»Die philosophischen Erdrterungen der Einleitung
sind durch Kants erkenntnistheoretische Ansichten
stirker beeinflut, als ich jetzt noch als richtig anerkenaen.
mbchte. Ich habe mir emst spiter klar gemacht, dafl
das Prinzip der Kausalitit in der Tat nichts anderes
ist als die Voraussetzung der Gesetzlichkeit aller Natur-
erscheinungen. Das Gesetz, als objektive Macht aner
kannt, nennen wir Kraft. Ursache ist seiner urspriing-
lichen Bedeutung nach das hinter dem Wechsel der
Erscheinungen unverindertich Bleibende und Seiende,
nimlich der Stoff und das Gesetz seines Wirkens, die
Kraft." ‘
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Einen Anstof zur Uberwindung dieses 4lteren Stand-
punktes der Zentralkrifte hat Kirchhoff gegeben, der
zunichst in der Elastizititstheorie das Zuriickgehen auf
die Molekiile ausdriicklich verwirft.

In noch weitergehender Weise und grundsitzlich ver-
tritt Kirchhoff diesen Standpunkt in seinen im Jahre
1876 in erster Auflage erschienenen Vorlesungen uber
Mechanik, in der gleich zu Anfang als die Aufgabe der
Mechanik bezeichnet wird: ,,die in der Natur vor sich
gehenden Bewegungen vollstindig und auf die ein-
fachste Weise zu beschreiben.*

12. Zum elften Kapitel. Kausalitdt (S. 186).

Seit Newton in der allgemeinen Schwere die Ur-
sache der Bewegung der Himmelskdrper erkannt zu
haben glaubte, galt in der Naturforschung die Kausa- .
litst als oberster Grundsatz. Die verschiedenen Theo-
rien, die zur Erklirung der Naturerscheinungen auf-
gestellt wurden, galten nur als Versuche, die Grinde
der Erscheinungen zu erkennen.

Es war eine Art Glaubensartikel der Naturforschung,
daBl alles Geschehen®einer strengen und erkennbaren
Notwendigkeit unterworfen sei. Diese Auffassung be-
berrschte bis tief in das 19. Jahrhundert hinein die
Wisgenschaft, und besonders auch die Naturphilosophie,
die mit ihrer Hilfe die Welt des Geschehens aus der
Vernunft ableiten zu kdnnen glaubte.

Es kam eine Reaktion, die schliefilich den Kausal-
begriff mit allen seinen Dunkelheiten ganz aus der
Naturforschung zu verdringen schien und ihr Ziel in
ganz anderer und exakterer Weise zu bestimmen suchte.
Klar und bestimmt tritt diese verinderte Anschauung
in der schon erwihaten Mechanik von Kirchhoff zu-
tage, in der ausdrticklich das Forschen nach den Ur-
sachen verworfen wird.
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Diese Auffassung hat mehr und mehr an Boden ge-
wonnen und die heutige mathematische Physik ist ge-
neigt, ihre Theorien lediglich als einen kurzen zusammen-
fassenden Ausdruck fiir die Tatsachen der Beobachtung
anzusehen. Sie erblickt in den Theorien nicht mehr
objektive Wahrheiten, sondern unterscheidet sie nur
nach ihrer grdfleren oder geringeren ZweckmiBigkeit
zur Darstellung der Erfahrungstatsachen, das heifit nach
ihrer Einfachheit und Allgemeinheit.

So richtig auch dieser Standpunkt bei dem heutigen
Stand unserer Kenntnisse in Physik und Mechanik ist,
so bedeutsame Fortschritte wir ihm verdanken, so kann
doch keine Wissenschaft den Begriff der Kausalitit ent-
behren, und alle MaSinahmen des praktischen Lebens
sind von ihm beherrscht, .

Wean irgendwo eine Epidemie ausbricht, oder wenn in
einer Stadt oder einem Stadtteil eine Krankheit endemisch
ist, so wird der vernfinftige Arzt nach den Ursachen
forschen und sie zu beseitigen suchen. Der Chemiker
wiiBte seine Reaktionen nicht zu deuten, wenn er sie nicht
auf ibre Ursachen zuriickfithrte, Der Historiker, der mehr
ist als blofiler Chronist, sucht die groSien weltgeschicht-
lichen Ereignisse auf ihre Ursachen zuritckzufithren, und
der Statistiker fragt bei jeder auffallenden Abweichung
von dem gewdhnlichen Lauf der Dinge nach der Ursache.

Welche Bedeutung hat das Wort Ursache in diesen
Beispielen, und welche bleibende Berechtxgung kommt
diesem Begriff in der Wissenschaft zu?

Ich habe vor 30 Jahren in einer kleinen Schrift (Uber
Kausalitit in den Naturwissenschaften 1881) nach einer
Antwort auf diese Frage gesucht, und was ich damals
ausgefithrt habe, scheint mir, wenn es auch wenig ist,
auch heute noch richtig. Auch der Verfasser des vor-
liegenden Buches hat, wie aus mehreren Stellen hervor-
geht, eine #hnliche Auffassung,
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Die oft gegebene Erklarung: ,irgendein A4 ist die

Ursache von einem B oder B die Wirkung von 4, wenn
B nicht sein wilrde, falls 4 nicht wire* ist unvernilaftig;
denn wir hahen nur eine Welt und in dieser Welt ist
das A; wie kann ich wissen, was in einer anderen Welt
sein wilrde, in der das A nicht ist?
. Wir fordern eine Ursache fir ein Ereignis oder fiir
eine Erschcinung, das heifit fir jede Zustandsinde-
rung in der Zeit, und die Ursache ist ¢in in der Zeit
vorangegangenes Ereignis.

Um 'zu einer prazisen Erklirung dieses Begriffes zu
gelangen, muf man aber nicht die Ereignisse einzeln
betrachten, sondern mu8 sie in Klassen einteilen, und

. zwar so, dafl eine Klasse, wenigstens der Maglichkeit

nach, unbegrenzt viele, teils vergangene, teils zukinf-
tige Einzelereignisse enthilt. Wie wir eine solche Klasse
bestimmen wollen, wie wir sie abgrenzen und besé¢hreiben,
steht durchaus in unserer Willkdr. Sie muS nur so
bestimmt sein, dal von jedem Einzelereignis, das uns
die Welt bietet, entschieden ist, ob es in die Klasse ge-
hort oder nicht. Von einer zweckmifBigen Abgrenzung
der Klassen wird aber der Erfolg der wissenschaftlichen
Forschung wesentlich abh4ngen. Im tiglichen Leben,
wo man von einem bestimmten Einzelereignis spricht,
ist dieses als Reprisentant einer Klasse aufzufassen,
und die Klassenbildung vollzieht sich unbewuflt in der
Sprache, indem von dem Einzelereignis alles Unwesent-
liche abgestreift wird.

Wenn sich nun zwei solche Ercignisklassen U
und W derart eindeutig aufeinander beziehen
lassen, dal jedem Ereignis der Klasse W ein
Ereignis der Klasse U unmittelbar vorangeht
und umgekehrt jedem Ereignis aus U ein Er-
eignis aus W unmittelbar folgt, so heifit U die
Ursachsklasse, W die Wirkungsklasse.
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Ist diese eindeutige Zuordnung vollzogen, so heifien
auch zwei entsprechende Ereignisse # und @, aus U
und W Ursache und Wirkung voneinander.

Das Kausalititsgesetz ist nun nichts anderes als das
Axiom, dafl jeder wohldefinierten Klasse W eine Ur-
sachsklasse U entsprechen muS. Ich nenne es ein
Axiom, weil ich nicht imstande bin, irgendeine weitere
Begriindung des Satzes zu geben, und weil er doch in
unserer Uberzeugung unerschittterlich feststeht und die
Grundlage nicht nur der wissenschaftlichen Forschung,
sondern jeden verniinftigen Handelns ist. Wie und
wann uns diese Uberzeugung geworden ist, wissen wir
nicht, Man wird vielleicht geneigt sein, sic aus der Er-
fahrung abzuleiten. Jedoch scheint mir dagegen zu
sprechen, dafl dieser Satz selbst die Grundlage fiir jedes
Lernen aus der Erfahrung bildet. Was berechtigt mich
sonst zu der Annahme, daf, wenn neunundneunzigmal
b auf a gefolgt ist, es das hundertstemal auch so sein
wied? :

Ich hahe vorhin gesagt, da8 die Ursache U der Wir-
kung W unmittelbar vorhergehen miisse, Nun aber
wird die Klasse U wieder eine Ursache U, haben, dicse
eine U; usw. Man kann dann ebensogut auch U, oder
Ug . . als Ursache von W betrachten und in diesem
Sinne kann auch zwischen der Ursache und der Wir-
kung ein Zeitraum liegen. Immer aber muS die zu-
sammenhingende Kette von Ursachen bis zu der
in Frage stehenden Wirkung hinzugedacht werden, wenn
wir .sic auch nicht kennen. Wenn die Aussaat des
Herbstes erst im kommenden Sommer ibre Frichte
trigt, so hat der Same wihrend des Winters in der Erde
eine Entwicklung durchgemacht, die Schritt for Schntt
aus einem Zustand den nichstfolgenden hervorbringt,
Welches Glied der Kette wir gerade herausgreifen oder
hervorheben, hingt aufiecr von unserer Kenntnis be-
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'sonders auch von dem speziellen Interesse ab, das wir

im einzelnen Fall an der Erscheinung haben. ' In dem
oben gebrauchten Beispiel wird der Landmann je nach
Umstiinden die Qualitdt des ausgestreuten Samens oder
die Witterungs- und Bodenverhiitnisse als die Ursachen
einer gutea oder schlechten Ernte bezeichnen. Der
Botaniker sucht die Ursachen an einer anderen Stelle.

Wenn ein Stein zur Erde faillt und dabei der Reihe’
nach die Strecken a, b, ¢, d nach den Fallgesetzen
durchl4uft, so ist die nichste Ursache des Durchlaufens
der Strecke d das Durchlaufen von ¢, die entferntere

" aber das Durchlaufen von & oder von a. Dem Phy-

'

siker, der die Fallgesetze untersucht, wird es nicht dar-
auf ankommen, was zuerst den Stein seiner Unterlage
beraubt und damit die Bewegung ecingeleitet hat. In
anderen Fillen aber, wenn zum Beispiel der fallende Stein
einen Menschen erschlagen hat, wird es gerade darauf
ankommen, was zuerst den Stein ins Rollen gebracht
hat, und die Fallg’esetu werden sehr gleichgult'ig sein,

Die Abgrenzung ciner Ereignisklasse steht, wie schon
gesagt, ganz in unserer Willkliz. Je enger man eine
Wirkungsklasse fait, um so enger wird auch die ent-

sprechende Ursachsklasse ausfallen miissen.

Aber nicht jede Einteilung wird gleich niitzlich, gleich
sweckmifig sein, Im allgemeinen ist es von Vorteil,
wenn die in dieselbe Klasse aufzunehmenden Ereignisse
eine moglichst groSe Ubereinstimmung in wesentlichen
Merkmalen zeigen, wenn nicht heterogene Ereignisse in
derselben Klasse vereinigt, wenig voneinander ab-
weichende in verschiedene Klassen geworfen werden.
Bei gutgewihlten Klassen wird eine kleine Anzahl von
Bestimmungen geniigen, um sie hinreichend verstind-
lich zu machen; ja die Sprache vollzieht von seibst
solche Klassenbildungen, wovon Bewpnele in Monge jeder-
mann zur Hand sind.
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Eine solche Klasse, die nur nahegelegene Ereignisse
umfaft, soll eine einfache Klasse heiflen.

Wenn eine so einfache Ereignisklasse eine einfache
Ursachsklasse hat, so ist dies ein Zeichen, dafl die Er-
eignisse der ersten Klasse nicht nur in unserem Emp-
finden oder Denken einander naheliegen, sondern daf
sie einen inneren Zusammenhang haben. Dann nennen
wir sie natiirliche Klassen. Je weniger die Ursachs-
klasse einfach ist, um so mehr trigt die Wirkungskiasse
den Charakter des Zufidlligen oder Kinstlichen. Auch
hierfiir sind Beispiele jedem zur Hand. In dem oben
besprochenen Fall ist das Wegnehmen der Stiitze eines
schweren Korpers zwar eine einfache, aber nicht eine
natiirliche Klasse, wihrend wir das Fallen des Kdrpers
als eine natiirliche bezeichnen kdnnen. Wenn der ge- -
worfene Korper ein Wiirfel ist, so ist das Fallen auf
irgendeine der Seiten 1, 2, . ., 6 eine natiirliche Klasse,
das Fallen auf eine bestimmte Seite, etwa auf 6, ist
zwar eine einfache, aber keine natdrliche Klasse, das
Ereignis ein zufilliges, weil es nicht mdglich ist oder
wenigstens auflerordentlich kompliziert sein wiirde, die
Wiirfe, durch die 6 fillt, von den dbrigen durch be-
stimmte Merkmale zu unterscheiden.

Wenn man die Kette der Ursachen U, U,, U, . .
einer Erscheinung W rickwirts verfolgt, so wird in der
Regel der Charakter der Einfachheit mehr und mehr
verloren gehen und zuletzt ganz schwinden, wenn auch
nicht immer die nichste Ursache U die einfachste ist.

Die Aufgabe der Wissenschaft ist hiernach eine doppelte :

1. es sollen natdrliche Klassen aufgesucht,

2. es sollen zu den natiirlichen Klassen die
entsprechenden einfachen Ursachsklassen auf-
gesucht werden.

Die erste dieser beiden Aufgaben ist die einfachere,
leichter zugingliche. Sie wird in den meisten Fillen
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zuerst und mit Sicherheit durch die Beobachtung
gelost. ‘

Die zweite Aufgabe heifit die ,,Erklirung® der als
natiirlich erkannten Erscheinungsklasse; sie ist schwie-
riger und ihre L3sung unsicherer. Sie beruht meist
nicht auf unmittelbarer Erfahrung, sondern auf Hypo-
these, die durch nachfolgende Vergleichung mit der Er-
fahrung mehr und mehr befestigt oder auch umgestofien
wird. Dies bedarf der Erklirung und wird durch einige
Beispiele alsbald verstindlich werden.

Ob eine Erscheinyngsklasse einfach ist, das hingt
zunichst nur davon ab, ob ihre Einzelereignisse in
unserer Gedanken- oder Empfindungswelt nahe bei-
einander liegen, ohne da sie darum eine innere Ver-
wandtschaft zu haben brauchen.

Wenn sich aber in den Einzelerscheinungen einer ein-
fachen Klasse irgendeine Ubereinstimmuag zeigt, die in
der Beschreibung der Klasse an sich noch nicht liegt,
dann schliefen wir mit groferer oder geringerer Wahr-
scheinlichkeit, da8 wir es mit cinem inneren Zusammen-
hang, mit einer natirlichen Klasse zy tun haben. Diese
Wahrscheinlichkeit kann fdr den praktischen Gebrauch
zur vollen Gewilheit werden, und sie wird es am meisten,
wenn die Ubereinstimmung in festen einfachen Zahlen-
verhiltnissen besteht. Zur Auffindung der zugehdrigen
Ursachsklasse wird dann eine Hypothese gemacht, deren
Folgerungen mit der Erfahrung zu vergleichen sind,
oder man versucht, die fragliche Erscheinungsklasse
einer grdfieren, bereits erkannten Klasse einzuordnen.

Nehmen wir zum Beispiel die Erscheinungsklasse der
hoheren Temperatur im Sommer. Hier haben wir als
einfache Ursache den htheren Stand der Sonne. Nehmen
* wir aber allgemein das Phinomen der Erwirmung iber-
haupt, so ergeben sich hier sunichst die allerverschieden-
artigsten Ursachen, ¢in chemischer Prozef (Verbrennung),

Poincaré, Wert dor Wissenachaht. 3. Asf, 16
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Reibung, StoB, elektrischer Strom, Strahlung usw. Die
Erscheinungsklasse der Erwirmung ist hier definiert
durch unser Temperaturgefahl, das in allen diesen Fillen
das gleiche ist. Wir bemerken aber in allen diesen Er-
scheinungen, gleichviel aus weicher Quelle sie stammen,
noch andere Ubercinstimmungen, die mit dem Tempe-
raturgefith] nichts zu tun haben, zum Beispiel Volumen-
wvergrdierung der von der Erwiirmung getroffenen Karper,
chemische Prozesse, die durch sie eingeleitet werden,
Thermostrdme usw. In allen diesen Beziehungen sind
diese verschiedenen Arten der Erwirmung durchaus
nicht voneinander zu unterscheiden. Daraus schlieSen
wir, da8 die Erwiirmung eine natiirliche Klasse bildet,
und daB also eine einfache Ursachsklasse dazwischen ge-
schoben werden muf. Die #ltere Physik versuchte es
mit der Hypothese eines Wirmestoffs. Spiter hat
man die Erklirung in einer unsichtbaren Bewegung
gesucht.

Die Tatsache der Beobachtung, daB sich die chemi-
schen Verbindungen immer nach einfachen Zahlenver-
hiltnissen vollziehen, verlangt ebenfalls eine einfache
Ursache. Wir sind vollstindig davon fiberzeugt, da
dieses Zusammentreffen nicht zufillig sein kann. Die
Chemie hat die Erklirung in der Annahme der Atome
gesucht, das heiBt in der Unterordnung der Erscheinung
unter die allgemeine Klasse der Verbindung von unver-
#nderlichen kdrperlichen Einheiten,

-Daf8 die Bahnen der Planeten in wenig verschiedenen.
Ebenen liegen, und dafl alle im gleichen Sinne um ihre
Achsen und um die Sonne rotieren, kann nicht Zufall
sein. Newton, der diese Erscheinung aus seinem Ge-
setz nicht ableiten konnte, glaubte die Erklirung nur in
der Absicht des Schdpfers finden zu kdnaen. Die Hypo-
thesen von Kant und Laplace geben dafiir eine natur-
wissenschaftliche Erklarung, indem sie diese Uberein-
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" stimmung aus einem gemeinsamen Ursprung der Korper
des Planetensystems ableiten.

Laplace hat nachgewiesen, daB sich bei den Ko-
metenbahnen keinerlei Zhnliche GesetzmiSigkeit zeigt,
und daB auch die Seltenheit von merklich elliptischen
oder hyperbolischen Bahnen nicht als Zeichen eines
natilirlichen Klasse zu deuten, sondern durch die Ge-
setze des Zufalls hmliinghch begriindet ist, etwa so wie
es selten ist, daB ein Wiirfel oftmals hintereinander. auf
dieselbe Zahl falit, :

Eine Erklirung wird um so befnedlgender sein, einen
je groferen Kreis von Erscheinungen sie umfafSit, je
mehr es also gelungen ist, dic zu erklirende Erscheinungs«
klasse einer groferen Klasse unterzuordnen, die bereits
erklirt ist, oder wenigstens als erklirt betrachtet wird.
So war es ein groBer Fortschritt, als Ampere die ma-
gnetischen Erscheinungen in allen ihren Einzelheiten als
elektrische Vorgiinge auffassen lehrte. Noch weiter geht
die Maxwellsche Theorie, die Elektrizitit, Magnetis-
mus und Optik in eine grofle Klasse zusammenfaBt.
Vielleicht gelingt es mit der Zeit, auch die allgemeine
Schwere mit diesen Erscheinungen in eine Klasse zu
vereinigen.

Wir haben hier die Kausalitit, den Zusammcuhang
zwischen Ursache und Wirkung empirisch aufgefaft.
Was das innere Wesen dér Kausalitit ist, wie die Karper
es machen, sei es nun durch Sto8, Druck, Spannung oder
Fernkrifte, das ist uns verborgen. Und wenn es auch
gelingen sollte, darin einen Schritt weiterzukommen,
so ist damit das RXtsel immer noch nicht geldst; denn
auch diese Begriffe sind uns ihrem Wesen nach unver-
stindlich und nur aus der tiglichen Gewohnheit und
durch die Erfabrung am eigenen Leibe plausibel,
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13. Zu Seite 104, 118, 207,
Die Wissenschaft um ihrer selbst willen.

Zu Archimedes kam ein vﬂbegwﬁget Jingling.
,»Welhe mich®, sprach er zu thm, ,ein in die gottliche Kunst,
Die 50 herrliche Frucht dem Vateriande getragen, -
Und die Mavemn der Stadt vor der Sambuca beschiitst!«
»nGottich nennst du die Kunst? Sle ist's®, versetvte der Weise;
»Aber das war sie, mein Sohn, ¢h sie dem Stast noch gedient.
Wilist du nur Friichte von ihr, die kann such die sterbliche seugen;
Wer um die Gottin freit, suche in fhr nicht das 'Welb.«
Schillee.

Plutarch erzihit in der Lebensbeschreibung des
rdmischen Feldherrn Marcellus, worin er dber die
Belagerung von Syrakus und die Angriffe der ROmer
auf die Mauern berichtet: '

nAber alles dies war fir nichts zu rechnen gegen
Archimedes und dessen Maschinen, Werke, die der
Erfinder selbst nicht fiir solche ausgab, die der Mihe
lohnten, sondern die er nur nebenher als Spielercien
der Geometrie auf dringendes Bitten des Konigs Hiero
anfertigte, der ihn endlich zu bereden wufite, seine Kunst
von blofl intellektuellen Dingen auf kdrperliche zu Gber-
tragen, die Theorie gewissermafien durch die Sinne mit
den tiglichen Bedtirfnissen in Berihrung zu bringen und
dadurch dem grofien Haufen deutlicher und verstand-
licher zu machen.**
" Derselbe Schriftsteller erzhlt weiter, daf Plato sich
‘darliber ereifert habe, da Eudoxus und Archytas
die Geometrie auf die Maschinenkunst angewandt und
dadurch die Warde der Geometrie gans vernichtet haben,
wodurch sie vom UnkSrperlichen und Intellektuellen
zum Sinnlichen herabgedriickt werde. ,,So wurde die
Mechanik von der Geometrie ginzlich ausgeschiossen,
von der Philosophie verachtet und nur als eine dem
Kriegswesen dicnende Kunst betrachtet,*
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Etwas hther schitzen wir heutzutage doch die Be- .
zichung der Wissenschaft zu den Anwendungen.

Den hohen geistigen GenuB, den die Mathematik,
und besonders ihr edelster Zweig, die Zahlentheorie,
ihren Jungern gewihrt, schildert Hilbert in dem Vor-
wort zu seinem ,,Bericht Uber die Theorie der algebrai-
schen Zahlkdrper* in den Schriften der Deutschen Ma-
thematiker-Vereinigung (1897), und Pringsheim ia-
seiner Festrede ,,Uber Wert und angeblichen Unwert der
Mathematik* fithrt eine Stelle aus Novalis an, in der
dieser Dichter der Romantik, der {ibrigens selbst nicht
Mathematiker war, der Mathematik ein Gberschweng-
liches Lob spendet:

nDas Leben der Gitter ist Mathematik, Alle gdtt-
lichen Gesandten missen Mathematiker sein. Reine
Mathematik ist Religion. Die Mathematiker sind die
einzig Glocklichen. Der Mathematiker ist Enthusiast
per se, Ohne Eathusiasmus keine Mathematik.*




Register.

Abblldung, konforme 115,

Aberration des Lichtes 152.

Al der Exde 205,

Abraham 146.

Absoluter Raum 208, 311, 216,
219,

Absolate Zeit 211, 216, 320

Ahnlichkeit 46.

Anderang der Haltung 65.
Anderung der Lage 65, 67.

des Zustandes 67.
Ather 13

203,
203,
Akkommodation der Augen 70,
83, 97. .
Akustik 158, 206,
Alchimisten 164,

ek
ogle 23, 109.

Analyse §, 11,

Anslysis 19, 21, 111, 113.
Analysis situs 484, 55.
Analytiker 8, 12, 221, 106, 151,
Andrade 33.

Anschaoung 8, 13ff, 31, 24, 98.

Aufeinanderfolge 3.
Axiome 1§,

Bahn des Saturn 187,

Becquerel 149,

Begriff des Punktss 56.

Begriff des Raumes 43, 216.

Begriff der Zahl der Dimen-
sionen §3.

Bergson 160,

Bertrand 10,

Bett 48, :

Bewegung der Flissigkeiten 111.

Bewegungen des Korpers 61.

Bewegungen der Planeten 187,

Bewegung obne Umgestaltung
46f1.

Bewegungugesetse 100,

Bewegungslehre 183.

Bewegungsraum 71.

Bezichung 198 204.

Bialogie 1

du Bois Reymond 2a8.

Boltzmann 137,

.|{. Briot 130,
Anwendung 17, 104,006 N
Anzichung un<7l Abs n“?m‘ﬂ‘d” Bewegung 137, 150.
Archimedes 226, 244.. Calindn 3I1.
Archytss 244. Carnotsches Prinzip 133, 135,
Aristarch 228, 137£. .
Aristoteles 33, 121, 132, Cauchy 218.
Arithmetik 11. ) Chaldier 120, 229.
Astrologie 127. Chemie der Sterne 137.

Astronomen 29, 32.

Astronomie 6, 118, 153.

Atome 19, 126, 166.

Ausbreitung des Lichtes 41.

Ausdehnung, gleichreitige, des
Weltalls 46.

Christoffel 225.

Christoph Columbus 34.
Comte, August 1251,
Copernikus 120, 123, 206, 219,
Curie 149, 156.

" Bewegung des Mondes 29.

De Cyon 101.



Register. 247

Deformation 47.

Delage 101, 102,

Denkendes Rohr 162,
Derivierte 12, 117.
Determinismus 186, 196. :
Dm'exenm.lgleichungen 123,198,
Didym 177,

Dimensionen 43, 49, §2, $4.
Dirichlet 224.

Dirichletsches Prinsip 13, 3!3.
Donner 36, 38.

Doppelsterne 123.

Drelecke 44.

Dynamik d. Elektronen 1§4f. -

Einheit der Zeit 29,

Elastizitit 141,

Elektrizitit 107, 115.

Elektrodynamik o9, 151.

Elektrodynamische Ablhhng,
Anzichung 142.

. Elektrodynamische Masse 146,

Elektrodynamometer 170,

Elektromagnetische Lichttheorie
133, 202, 21I.

Elektronen 143, 146f., 153, 154.

Ellipse 6.

Emissionsspektren 154.

Eangel 222.

Erde r24. ‘

Erfahrung 67, 94£, 107, 1350.

Eudoxus 344.

Euklld 12, 169, 205, 319.

Euklidische Geometrie 44f.

Euklidische Gerade 45ff.

Euklidischer Raum 43, 48.

Ewald 224.

‘Farbenempfindung 77.

Feste Korper 46.

Fizean 145.

Flichen s54.

Flussigkeiten, Bewegung 11f,
FPormdle Logik 13, 25.
Fortentwicklung x91.
Foucaultsches Pendel 206.
Fourler 114.

Fourlersches Problem tiber die
Erhsltung eines festen Kdrpers
x§5.

Fouriersche Reibe 114, 124,

Fouriersche Wirmetheorie 130,

Freier Fall 174f.

Fresnel 203, 211.

Funktion 12, 114, 117.

Funktionen komplexen Argu-
ments 1I15.

| Funktion, stetige 20.

Galilel 166, 173, 205, 206, 230,
228, '

Galileisches Gesetz 178.

Galvanometer 166.

Ganze Zahlen 14, 113.

Gau8 213, 216, 322, 233(

‘Gay-Lussac 189.
GefGhlsn

erv 77.
Gegenwart des Sirius 35.
Gemiitsbewegung 198.
Geographische Lingenbestim-

mung 39.

Geometer 8f, 13.
Geometsie §, 11, 47, 67, 181.
Geometrie des Euklid 46.
Geometrischer Raum 95.
Gerade 44, 47.
Geschwindigkeit der Sterne 39.
Geschwindigkeit der Erde 139.
Gesetz §, 107, 133, 179.
Gesetzs der Schwere 187.
Gesichtsempfindung 60, 68.

«Gestaltloses Kontinuum 48.

Gezeiten des Meeres 29, 32.

. Gibbs 137.

Gleichheit zweier Zeitrilume 38,

30, 41.
Gleichung, binomische g.
Gleichung des elektro-magueti-
schen Feldes 133.
Gleichung, mathematisch-physi-
kalische 110.
Gleichung von Laplace 111, 11§.:
Gleichzeitige Ausdehnung 46.
Gleichzeitigkeit 35, qoff.
Goethe 3213.




248

Gouy 138.
Gravitation 180.

Halbgott 34.

Halbkreisformige Kanile 101,
223.

Harmonie 7,

Helium 126.

Helmholtz 212, 222, 2323.

Helmholtz iber Goethe 213.

Helmholts &ber die Erhaltung
der Kraft 234.

Hermann 234.

Hermite 10, 23, 25, 113.

Hertz, ch 96, 144, 213,

Hutsche&ngerx
Hertz, Mechsnik 9¢.
Hertzsche

Hilbert 223, 245.
Himmelsmechanik
129, 206.

158.
6, 108, 1332,

Idenﬁt:t der verschiedenen Riu-
me 89.

Identitit zweler Punkte 76, 84.
Imaginire Zahlen 110.
Inkommensurable Zahlen 14, §3.
Induktion, mathematische 15f,

22, )
Indnktiompthﬁp 194.
Mﬂw 7

Intaition 4, ut?x'sm. qf., 213.
176, 183, 186,

Jupiter 38, 39, us.”'

]upim ‘

.

, halbkrelsfSrmige 103,

Kntzxs,zu.z“.
Kapillaritktstheorie 130, 233.

Register.

Kathodenstrahlen 146.
Kaufmann 146.
Kausalitit 235.

Kepler 120, 123, 127.
Keplersches Gesets 109.
Kieselsiiure 21,

Kinetische Gastheorie 157, 189,
Kirchhoff 133, 134. .
Klassifikation 204.

Klein 9, 10, 116.

Korper, feste 46.
Kommensurable Zahlen 51.
Konforme Abbildung 116,
Konstante Masse 148.
Kontinuum 526, 57, 70ff, 113,
Kontinuum gestaltioses

Kowalevski, Frau v, 15, 11§,
228,
Krifte 141,
Kriftefluf 111.
Krisis der mathematischen Physik
129, 13‘5.
12f.

Las.rehdw,m(iegmhndu

. hmpm 103,

Lattace, Gueichiny ot 5%

3
Larmor 150, ’
Lsnhieﬂuhu Prinzip 133, 145,

Le Roy xsgﬂ., 183, 196, 207.
Lessing 21

{.lchmnpﬁndnnc &5 39t
Lichtschwingungen '

134.
Lichttheorie 133, 303, 311.
Lie 11,
Liecbmann 317.




' Méchanique

Register,

Linien §4.
Lobatschewskischer Raum 48.

Logik 4, 8, 12, 14. 18, 21, 23. |

Logiker 12, 19, 22.

Logik, formale x§, 25.
Lorents 140, 143. 148, 32,
Lotze 84.

Mach 101f, 215, 317, 224.

Magnetismus 113X,

Majorinten 23, 215.

Maroellus  243.

Marine 118,

Mariotte 186, 189.

Mariottesches Gesetz 190,

Mathematik, Ziel der r08.

Mathematische Physik 6, 108,
128, 139. :

Mathematisch-physikslische Glei-
chung 110,

Mathematisches Kontinoum 52,
55f, 74, 100.

Mathematische Induktion 15, 16,

22,

Mathemstische Stetigkeit 50.

Maxwell 109f, 130, 137, 203,
243.

Maxwell: elektro- magnetische
Lichttheorie 133.

Maxwell- Bartholdischer Druck
148.

Mayer, Robest 133, 149.

130.

Mechanik 158, 183.

Mechanische Masse des Mole-
kiils 146, 149.

Méray 9.

Meunng der Lichtgeschwindig-

keit 3
neteorologen 121.

Michelson 140, 145, 147, 154,
Molekile 133.

Mond 29, 32. .
Mondverfinsterung 41.

Morley 145.

Morphologie 213,

Poincaré, Wert der Wissenschalt. ». Aufl.

249

Muskelempﬁndung 6off., 84f.,
9%. )

Nagaoka 155.
Natur 123f.
Navier 233
Neodym 177.
Net:bun 638, 83.

( Newtomn 121, 123, 209, 216, 243

Newtonsche Anziehnng

Newtonsches Gesets 32, 4?,9!09.
138, 178, 191.

Newtonsche Lichttheorie 2r1.

Newmwb“ es Prindlp 133, 143,
1

sche Gerade 45f.
Nicht-Euklidischer Raum 458.
Nominalismus 7, 160, 176,
Novalis 245.

Objekt 200, .
Objekﬂvitlt 197.

98.
Ortsveriinderung 61, 71, 75.
Ortazeit 140, 149.

Parallaxe 206.
Pariser Z6it 41,
Pacticlle Differeatialgleishungen

1185,

Pascal, Pensées 163.
Passatwinde 206.
Pendel 28.
Pendelschwingung . 31.
Philosophen 17,

|} Phosphor 176.

Physik der Prinsipien l3!.
Physik der Zeutralkrifte 129,333.
Physiker. 106.
Physiologen 19, 24
Physisches Kontinwum §ff., §51.

73. :
Physische Stetigkeit g0,

Plato 122, 312. 344.

Plutarch 228, 344.
16°,




Pringip der Abnakme der Energie
133.
Prinsip der Erhaltung der Energie
uzf., 149.
der Exhaltung der Masse
133. 146.
Prinzip des genfigenden Grundes

30. .

Pringip der Gleichheit von Wir-
k:' und Gegenwirkung 133,
¢

Pringip der kieinsten Wirkung
133, 150.

Prinzip der Relativitiit 133, 139,

183.
Prinzip der statistischen Mecha-
nik 133.
Prinzip desWiderspruchs 30, 185.
Ptolemius 120, 117, 206.
Punkt 54fF., 76, 96, 117-
Punkttransformation

47, 49
Pythagoras 122,

Qualitative Geometrie 48,
Qulmﬁm und quantitativer

aum §.
Quhutive und quantitstive Zeit

Quternbneit 192.
Quaternionen 108.

Radium 135, 146, 149, 151, 1%6.
Rsahmen 4, 33, 135.

Rsmsay 150.

Rz::. 4f., 43, 671, 971, 180,
Raum, absoluter 59. >
Raumbegriff 43, 59, 61, 67.
Raumteilung 54f.

Regel des Handelns 160, 163,
Reihenentwickelung 116,

Register.

Reihenfolge 37.
Relative Lageeines Gegenstandes
8

58.
Relatlvitit des Raumes 89,
Riemann 213f., 223, 224.
Riemann, Funktionentheorie 11.
Riemann, Analysis situs 48. 55.
Riemannsche Fliche 9, 116.
Roemer 40
Rohe Tatsache 165, 173.
Rotation der Erde 29, 166, 204.
Rotationsgeschwindigkeit 3x.
Rowland 139.

Saint-Louis, Weltaasstellung 6.

Schachpartie 20.

Schallerscheinungen 211,

Schiller 244.

Schiubfolgerung 113.

Schmelzpunkt des Phosphors178.

Schnitt 524, 69, 73.

Schwere I41.

Schwerpunkt 148,

Schwingungen des roten Lichtes
134,

Sehnerv 77.

Sehraum 67, 69, 71.

Sirius 35, 164.

Skeptizismus 159.

Sonne 38, 125f.

Sonnenfinsternis 166.

Spannung, elektrische 13.

Spektroskopie 126.

Spekirum 154.

Sprache 107.

Stiicke] 216, 222,

Steinkohlenbildung 195.

Stetige Funktion 20.

Stetigkeit 14.

Stetigkeit, mathematische 50,

Stetigkeit, physische 50.

Stetigkeitsprinzip 16,

Sterne 127.

Sternenubr 29.

Syllogismen 23.




. Register.

Synthese 11.
Synthetisches Urteil 15.

Tigliche Bewegung der Sterne
208§.

Tangente 12f.

Tastgefihl 80, 83, 97

Tastraum 82, 84,

Tatsache, rohe und wissenschaft-
liche 163, 173.

Telegraph 41,

Theorie der Anziehung I111.

Theorie der Atherwellen 202,

Theorie der partiellen Differen-
tialgleichungen 2.0rdaungi15.

Tolstoi 28.

Tycho-Brahe 33, 127, 220.

Ubereinkommen in der Wissen-
schaft 7, 159, 169, 183.
Ubereinkommen in der Sprache

173.
Undulstionstheorie des Lichtes
210,
Unendlich Kleines 14.
Universelle Invariante 176, 183.
Ubren 29, 33.
Ursache 31, 36. 38, 1236,
Urteil, synthetisches 1§.

Vauban 8.
Verknderung der Lage 61f., 74.
Veriinderung des Zustandes 61f.,
74. .
Verallgemeinerung 109.
Verdichtung des Athers 153,
Verfinsterung 166.
Verfinsterung der Jupitermonde

40.
Vergangenheit 35, 37.

251

Verschiebung ohne Umgestaltung
45.

Vorrang der Titigkeit 162.

Vorstellungsraum 9§,

Vo8 215.

Wirme 107, 115.
Wimeleltung v11, 114.
Waiirmetheorie nach Fourler 130,
Wabhrheit 2, 7, 171, 106.
Wasserstoff 163.
Weber-Wellstein 219.
‘WeierstraB 11,
Widerstand des Athers 146,
Winkelsumme der Drelecke 44.
Wirklichkeit 19, 160, 200, zxz,
217.
Wirkung 36, 38.
Wissenschaftliche . Tatsache 165,

173.
Wissenschaft und Hypothese 4,6,
23, 44, 464 50, 58, 61, 157, 204.

Zah] 212,

Zahl der Dimensionen 43, §2.
Zahlen, ganre 14, 113,

Zahlen, imaginire 110.

Zahlen, inkommensurable 14, §1.
Zahlen, kommensurable §I,
Zahlentheorie 113.
Zeemannsches Phinoman 184.

- Zeit 4, 36f., 98, 312,

Zeitdefinition 33.

Zeit der Steinkohlenbildung 191.
Zeitmessung 26, 41f, 215.
Zellen 19,

Zentralkriifte 131, 1341, 139.
Zentralkriifte, Physik der139,233.
Ziel der Mathematik 105,
Zufall 186, 196.

Zyklonen 206.






Digitized by GOOS[G



Digitized by GOOS[@



