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LEÇONS

DK

MÉCANIQUE CÉLESTE.

CHAPITRE XIV.

LE PROBLÈME DE LK FONCTION PEUTURBATRICE.

'211. On se rappelle quel est le principe de la méthode de la

variation des constantes que nous avons exposée au Chapitre IV,

Tome I. On adopte comme variables indépendantes l'un des sys-

tèmes que nous avons appelés systèmes de variables képlériennes,

par exemple le système des variables L, À, H, '/] [Cf. n"^ 06, 57,

78,79).

On arrive ainsi aux équations (4 bis) du n" 93

I >1L

\ 'di

dh
dt
~
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OÙ A", et /,\> sont des entiers, où A et h dépendent seulement des L

et où r')lL est un monôme entier par rapport aux ç et aux T).

D'après la méthode de Lagrange, il faut alors :

I" En première approximation, regarder toutes les variables

képlériennes comme des constantes, sauf les \ qui seront des

fonctions linéaires du temps; on aura ainsi

(3) L/=L», h=Vi. -^ = -^1 h^ntt^ll

On aura d'ailleurs

r =
f-;

î—, ' ni ( L, )* = IVJ ,

{Cf. n"».S2et97).

2" En seconde approximation, remplacer les variables parleurs

valeurs (3) dans toutes les dérivées partielles de F,, de sorte que

les termes des équations (i) où figurent ces dérivées deviennent

des fonctions connues du temps. Les équations (i) s'intègrent alors

facilement par quadratures.

3° En troisième approximation, remplacer dans les dérivées de

F, les variables par leurs valeurs de seconde approximation et inté-

grer de nouveau les équations (i) par quadratures, et ainsi de

suite.

Généralement la seconde approximation suffit. Si l'on remplace

la fonction F, par son développement (2) et qu'on pi'ocède à cette

seconde apprf)ximation, on trouve tout de suite

L,- = L^ -4-^ — A cos ( Al À , H- A-.2 À-, -h h

)

OR

,

A . , , . . . , . rfOlL
^ = 'n,--+-^— sin(AiXi-4- A-oXo-t- A)

dru

de sorte que le problème des perturbations planétaires (au moins

jusqu'à la seconde approximation inclusivement) serait entière-

ment résolu, si l'on connaissait le développement (2).

Or nous avons bien montré que le développement (2) est pos-

sible, mais nous n'avons pas fait voir comment on pouvait effective-

ment l'obtenir. Ce dernier problème, dont on comprend aisément
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riinporlance, va maiiilenant nous occu|3er, et je veux seul.inciii,

dans ce Cliapilre, montrer sous quelles formes diverses il se pré-
sente.

t^lt^. Nous avons vu au Chapitre II que la fonction perturba-
trice pou\ait être mise sous trois formes différentes qui sont celle

des n'^' m et 43, celle des n"« 30 et 38, celle du n" AA.

Dans ces trois cas, nous avons décomposé la fonction perturba-
trice en deux parties, la partie princi/iale et la partie conipli''-

inentaire.

Au n" 38, nous avons écrit la partie principale sous la forme

(4) Wl/»4
-A? -^ ^'i -^ ^7 /( ^1 — ^; )^ -4- ( ^5— x', j2 + (^; — a73 )\

au n" 43, de même qu'au n" 44, sous la forme

( 5

)

— mi m^ .

Il est aisé de passer d'une de ces expressions à l'autre; elles ne
ditlèrenl en effet que du premier terme de la parenthèse (4).

Or ce terme ne dépend que des coordonnées x\, x'-, x[. de l'une

des deux planètes fictives; le développement peut en être obtenu
aisément ainsi que nous le verrons dès le Chapitre prochain.

Passons à la partie complémentaire de la fonction perturbatrice;

si nous adoptons les variables du n" 30, nous avons trouvé au

n" 38 l'expression de cette partie complémentaire et nous avons

exposé ensuite, dans le même n" 38, comment on pouvait passer

du développement de la partie principale à celui de la fonction

perturbatrice complète, et, par conséquent, à celui de la partie

complémentaire. Nous reviendrons sur ce point.

Si nous adoptons au contraire les variables du n" 20, la partie

complémentaire a une expression plus simple et elle s'écrit comme
nous l'avons vu au n" 43 :

Si enfin on adopte les variables usuelles, c'est-à-dire celles du

n" 4i, la partie complémentaire n'est plus la même pour les deux



4 CHAPITRE XIV.

planètes. Pour l'une, elle s'écrit

m 1 nii,
, , , ,. , , s

(7) -j^i;T^(-^-1^4 + '^2^5 + '^'3''"6X

et, pour l'autre,

(: bis) ^^7^(-ri^i + ^2'2^ô-t--ï-3-^6)-

Nous verrons plus loin que le développement des expressions

(6), ('j), (•- bis) est très aisé.

Le problème se trouvera donc ramené au développement de

l'expression (5) et c'est cette question qui nous retiendra le plus

longtemps. Nous aurons ensuite à voir comment on peut passer du

développement de (5) à celui de la partie complémentaire sous ses

diverses formes et quelles relations il y a entre les développements

des diverses expressions (5), (6 ), (7), (j bis).

213. jNous avons défini au n" o9 quatre systèmes de variables

képlériennes; ce sont :

1" Le système des éléments elli/>tiques

a. e, i, /, ^-h6, 6;

a*^ Le premier système d'éléments canoniques

L, G, e, /, ^-,0;

o" Le deuxième système d'éléments canoniques

L, p,, À, w,-;

4" Le troisième système d éléments canoniques

1^, Ç,. A, Tj,.

Selon que Ton adoptera I un ou lautre de ces systèmes de va-

riables, le développement de la fonction perturbatrice sera évidem-

ment différent. Heureusement il est aisé de passer d'un dévelop-

pement à l'autre.

Si 1 on adopte l'un des systèmes d'éléments canoniques comme
nous l'avons fait dans tout le Toine L on a cet avantage que les

équations du problème conservent la forme canonicjue.
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Cependant les asliononies emploient plus conimiuK-nient les élé-

ments elliptiques. Les équations, alors, perdent leur forme cano-

nique. Néanmoins, ainsi que nous l'avons exposé au n"81. les équa-

tions se présentent toujours sous la forme suivante :

Les dérivées par rapport à t des éléments elliptiques s'exprime-

ront linéairement à Taide des dérivées partielles de F par raj)pnii

aux éléments elliptiques, les coefficients étant des fonctions con-

nues des éléments elliptiques.

J'ajouterai que dans ces coefficients, fonctions connues des élé-

ments elliptiques, figureront seulement les éléments

«, e, i, é-'-f-f*. 0.

cpii sont des constantes en première approximation, tandis que

l'anomalie moyenne /, qui. en première approximation, varie pro-

portionnellement au temps, ne figurera pas.

Les équations ainsi obtenues pourront s'appeler les équations de

La^rans^e.

Dans le cas des variables canoniques et des équations cano-

niques, nous n'avons dans le second membre qu' une seule des déri-

vées partielles de la fonction F et elle est affectée seulement du

coefficient ±1 ou — 1. Au contraire, dans le cas des variables

elliptiques et des équations de Lagrange. nous avons, dans le

second membre, plusieurs dérivées partielles de F et elles sont

affectées d un coefficient qui dépend lui-même des éléments ellij)-

tiques. Nous ne transcrirons pas ici les équations de Lagrange;

nous nous bornerons, comme au n" 81, à ren\ojer à l'Ouvrage de

Tisserand (^i. L |). 18-).

Tout ce que nous avons établi dans le Tome L en nous ser\ant

des équations canoniques, aurait pu évidemment être démontré en

parlant des équations de Lagrange, mais les démonstrations au-

raient été fort allongées par la longueur des écritures, sans que

rien y soit cliangé d'essentiel. De même, dans la pratique du

calcul, l'emploi des équations canoniques é|)argnerait bien des

longueurs, mais la différence ne commencerait à devenir très sen-

sible qu'à la troisième apj)roximation. tandis cpTon s'arrête d'or-

dinaire à la seconde.

(^)uoi qu'il en soit, il arrive que les éléments ellij^liques étant
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plus familiers aux astronomes et plus anciennement employés, la

plupart des travaux relatifs au développement de la fonction per-

turbatrice ont été exécutés avec ces éléments. 11 n'aurait peut-être

pas été plus difficile de les faire directement en se servant des

éléments canoniques, si on les avait adoptés tout d'abord. Mais

aujourd'hui ce serait refaire un travail qui a déjà été fait une fois

el il vaut mieux utiliser les résultats obtenus par nos devanciers.

Heureusement, comme je l'ai dit, il est aisé de passer du déve-

loppement procédant suivant les éléments elliptiques à celui qui

procède suivant l'un ou l'autre des systèmes d'éléments cano-

niques.

Nous ferons peu d'usage du premier système d'éléments cano-

niques; en effet, si les excentricités et les inclinaisons sont très

petites, il arrive que quelques-unes des variables du deuxième et

du troisième systèmes canoniques sont également très petites. La

même chose n'arrive pas avec le premier système, qui est ainsi peu

applicable à des métliodes d'approximation où la petitesse des

excentricités et des inclinaisons joue un rôle capital.

C'est ce qui nous engage à le rejeter.

En revanche, nous serons obligés de considérer un autre système

de variables elliptiques

où l'anomalie moyenne l est remplacée par l'anomalie excen-

trique u.

L'emploi de ces variables se prête mal à l'intégration, bien que

Hansen en ait fait quelque usage. En revanche, le développement

procédant suivant ces nouvelles variables est beaucoup plus facile

que celui qui procède suivant les variables elliptiques ordinaires.

Il est aisé de passer de l'un à l'autre et c'est par l'intermédiaire du

premier développement qu'il est le plus commode de parvenir au

second. C'est ce qui justifie l'étude détaillée que nous ferons de ce

premier développement.

Nous aurons donc à étudier quatre développements de la fonc-

tion perturbatrice procédant :

1" Suivant les variables

(8) a. e, i, m, ^ -h 0. 6;
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2" Suivant les variables elliptiques

a, e, i, l, g ^ 0, 0,

ou, si Ton aime mieux, puisque

X = / ^ .^ -+- 0,

suivant les variables elliptiques

(9) «^ «' ^ '*^> ^ + ^*, f*;

3" Suivant les variables canoniques

(lo) L, p,-, X, w,-;

4" Suivant les variables canoniques

(il) L, £/. X, r,;,

et nous aurons principalement à recherclier comment on peut

passer d'un de ces développements à un autre.

21 i. La fonction perturbatrice va donc se développer sous la

forme

(12) \ B cos(AiXi-l- ^'2X2) -*-^C sin(/:iÀi-H /^2'^^î),

si l'on adopte l'un des systèmes (^y), (10) et (i 1 ), k, elk-, étant des

entiers. A, etX^ les longitudes moyennes. Quant aux coefficients B

et C, ce sont des fonctions des autres \ariables. c est-à-dire des

éléments osculateurs a, e, t\ g -^H, H des deux planètes, ou bien

des L, des z, et des to, ou bien encore des L, des ; et des r^.

Si l'on adoptait les variables (9), le développement se présente-

rait sous la forme

(i3) Z^^' cos(A-ia, -H koUi) —^G' sin( A", //, -f- A-, «2),

où u^ et II, sont les anomalies moyennes et où B' et C sont des

fonctions des éléments

a, e, t, ^ -,- 0, 0.
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Le problème consiste à déterminer ces fonctions B, C, B', Q

;

mais on peut l'envisager de bien des manières :

i" On jicut chercher à développer ces fonctions suivant les

puissances des e et des i, si l'on prend les variables (9); suivant

celles des si l'on prend les variables (10); suivant celles des ^ et

des Ti si l'on prend les variables (11) et envisager séparément les

ditl'érents termes du développement.

On a alors l'avantage d'obtenir des formules analytiques valables

une fois pour toutes et que l'on peut appliquer ensuite à un cas

pai^ticulier quelconque, pourvu que les excentricités et les incli-

naisons soient assez petites.

La question qui se pose est alors celle des conditions de con-

vergence de ces développements et c'est une de celles* cjue nous

aurons à examiner.

2" On peut se proposer seulement de déterminer, pour deux

planètes particulières, les valeurs numériques de ces fonctions et

de quelques-unes de leurs dérivées.

Le nombre des termes à calculer se trouve ainsi considérable-

ment diminué, de sorte que le travail est notablement allégé, sur-

tout si l'on ne doit pas pousser trop loin l'approximation.

A ce point de vue, la question la plus importante sera de déter-

miner une limite supérieure de chaque coefficient, afin de laisser

de côté les termes dont le coefficient serait certainement trop

petit.

3° On peut enfin étudier les propriétés analytiques de ces fonc-

tions, en vue précisément de faciliter le calcul numérique dont il

vient d'être question.

Nous verrons que ces fonctions satisfont à des équations différen-

tielles linéaires, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles

des L, ^ et 7;, ou encore des

i ^' G

" 2 -2. '2

Nous verrons également qu'il y a entre ces fonctions de remar-

quables relations de récurrence.

215. J'ai dit que ce qui nous arrêterait le plus longtemps, c'est
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le (lé\eIoppement de la partie de la fonction perturbatrice qui est

de la forme

75'
où

Mais nous serons amenés à développer non seulement ^=^ mais
'

' /D
encore

Voici |>ourquoi; je suppose que les coordonnées des planètes et,

|)ar conséquent, D, dépendent d'une quantité très petite a (par

exemple l'excentricité), et que nous voulions développer suivant

les puissances de cette quantité a.

Soit Do ce que devient D pour v. = o, et posons

INous allons d'abord chercher à dévelop|)er suivant les puissances

de £ et il sera aisé ensuite de passer au développement suivant les

puissances de a; on trouve ainsi

/D v/D„ '^ /D3 8 /D,]

IOn voit que dans le second membre figurent non seulement -7^='

1 1

mais —^ , —z,=

Ce n'est pas tout. Dans les équations canoniques (4 bis) et

(5 bis) du n" 93, par exemple, figurent, non pas la fonction pertur-

batrice elle-même, mais les dérivées jiartielles de cette foncli(»n.

Or. si la fonction perturbatrice contient un terme en —=•> la dillé-

rentiation introduira dans ses dérivées un terme en —=•

Supposons maintenant (pTon veuille pousser au delà de la

deuxième approximation; les seconds membres de nos équations

prendront, comme nous l'axous m\ au n" 100 ( l. I, p. \ii). la

forme

^BOIV.
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OÙ les B seront des dérivées partielles de la fonction perturbatrice,

(jui cette fois ne seront plus du premier ordre, mais d'ordre quel-

conque, ce qui amènera, non plus seulement un terme —=.y mais

(les termes en —=zt • • • •

v/D5

Voilà donc deux raisons différentes qui nous obligent à étudier

le développement de —r-^-' —r=' en même temps que celui de -=•

!216. Reprenons les formules (12) et considérons le développe-

ment de B ou de C suivant les puissances des excentricités et des

inclinaisons. Soit m le degré de l'un quelconque des termes de ce

développement.

Nous avons vu au Tome l que m est au moins égal à
|

/r, — Ao
[

et de même parité que
\

k, — /.o |.

Or, si les excentricités et les inclinaisons sont petites, un terme

est d'autant plus petit que son degré est plus élevé. On aura donc

une bonne approximation de B ou de C en se bornant aux termes

dout le degré est précisément
|

A ,
— /.2 |- L'ensemble des termes

constituera ce que nous pourrons appeler la partie principale

du coefficient B ou C. 11 sera intéressant de chercher ce que devient

la fonction perturbatrice quand on réduit chacun des coefficients

de la formule (12) à sa partie principale.

Ce que nous venons de dire s'applique encore si, au lieu de

développer suivant les puissances des excentricités et des inclinai-

sons, on développe suivant celles des ç et des r\.

!217. 11 arrive quelquefois qu'on est obligé, dans la fonction per-

turbatrice, de calculer un terme de degré élevé, sans avoir à cal-

culer les termes de degré inférieur. En général, les coefficients des

divers termes vont en décroissant très rapidement à mesure que le

degré s'élève; mais il peut arriver qu'un terme dont le coefficient

est très petit ait néanmoins une grande importance, parce que l'in-

tégration introduit des petits diviseurs grâce auxquels un petit

terme produit parfois une perturbation considérable.

Supposons que nous ayons, dans la fonction perturbatrice, un

terme

B COs(/ki Xi H- A2'A2
j,
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el que les entiers A', et k-, soient très grands, mais de telle façon

que le rapport — -^ soit \oisin du rapport des moyens mouve-

ments—- Alors la ditlérence 1 /»", — /.., 1 et, par constkiuent, le

degré du terme, seront très élevés; le coefficient B sera, par con-

séquent, très j)etit, mais, en re\ anche, le petit diviseur /.-, //, -h /.o/';.

sera également très petit, de sorte que, finalement, la perturbation

pourra être très notable.

Le calcul exact du coefficient B serait alors très long, parce qu'il

exigerait le calcul préalable des termes précédents qui ne sont pas

directement utiles. On peut l'éviter, en se servant des formules

approchées applicables seulement aux termes de degré élevé et

fondées sur les propriétés des fonctions de très grands nombres,

soit que ces formules donnent d'emblée une approximation suffi-

sante, soit qu'elles permettent seulement de reconnaître si le terme

en question est sensible, et si, par conséquent, on doit prendre la

peine de le calculer exactement.

218. Nous aurons à examiner spécialement difïerents cas parti-

culiers, dont les principaux sont :

1" Celui où les excentricités et les inclinaisons sont nulles;

2° Celui où les excentricités seulement sont nulles; dans ces

deux cas, la distinction entre l'anomalie moyenne et l'anomalie

excentri(|ue et, par conséquent, entre les deux développements (12)

et (i3), n'a plus de raison dètre;

3° Celui où les inclinaisons sont nulles.

Un autre cas particulier qui méritera notre attention est celui de

la Lune; le rapport des grands axes étant alors très petit, on a avan-

tage à développer suivant les puissances de ce rapport, et il en

résulte une forme particulière du dé\eloppement.

J'ajoute que les théories de la Lune étant très nombreuses, les

formes de développement qui ont été proposées dans le cas de cet

astre le sont également, et nous aurons sans doute l'occasion d'en

dire quelques mots.

'219. Nous avons déjà eu l'occasion, outre le développement (12)
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qui procède suivant les anomalies moyennes, d'envisager le déve-

loppement (i3) qui procède suivant les anomalies excentriques.

Ce dernier développement a été employé par Hansen, qui s'est

aussi servi de développements procédant suivant l'anomalie

excentrique de l'une des planètes et l'anomalie moyenne de

l'autre.

D'autre part, Gyldèn a employé des développements procédant

suivant les anomalies vraies.

Quand on prend, comme l'ont fait ces astronomes, pour variable

indépendante l'anomalie, soit vraie, soit excentrique, de l'une des

planètes, on est obligé à certaines transformations souvent assez

longues et compliquées.

En effet, il y a entre les anomalies vraie et excentrique d'une

planète et l'anomalie moyenne de cette même planète des relations

assez simples et bien connues. D'autre part, les anomalies

moyennes des deux planètes sont liées par une relation linéaire.

Au contraire, la relation qui lie les deux anomalies excentriques

(ou bien encore celle qui lie les deux anomalies vraies) est com-
parativement compliquée.

Si donc on a développé la fonction perturbatrice suivant les

deux anomalies excentriques (ou vraies) et qu'on veuille ensuite

tout exprimer à l'aide de la variable indépendante qui sera l'ano-

malie excentrique (ou vraie) de l'une des deux planètes, il faut

remplacer, dans le développement, la seconde anomalie excen-

trique (ou vraie) par son expression en fonction de la première,

et cela donne lieu à des difficultés de calcul dont nous dirons

quelques mots.

220. Dans les équations canoniques, ce n'est pas la fonction

perturbatrice qui ligure directement, mais ses dérivées partielles

du premier ordre. C'est donc le développement de ces dérivées

c[ui serait surtout intéressant.

Quand le développement de la fonction perturbatrice est donné

sous la forme analyticjue, et surtout sous la forme d'une série pro-

cédant suivant les puissances des excentricités et des inclinaisons,

ou suivant celles des i et des r,, on passe immédiatement d'un

développement à l'autre.

Mais il n'en est pas de même quand on s'est borné à déterminer
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la \aleur niiinriique des coefficients, comme nous l'avons expliqué

au n''!21i; il laul alors recommencer le travail pour chacune des

dérivées.

C'est ce qui a amené certains astronomes à préférer aux équa-

tions canoniques ou même à celles de Lagrange une autre forme

d'équations. Ils ont remarqué en effet que ces dérivées partielles

sont au nombre de six; on peut au contraire former des équations

dans les seconds membres desquelles figurent, non les six dérivées

partielles de la fonction perturbatrice, mais les trois composantes

de la force perturbatrice, soit suivant les trois axes de coordonnées,

soit suivant le rayon vecteur et deux perpendiculaires à ce rayon,

l'une dans le plan de l'orbite, l'autre perpendiculaire à ce plan.

On n'a plus alors à faire que trois développements au lieu de six.

C'est qu'en effet les six dérivées partielles ne sont pas indépen-

dantes; il y a, entre elles et la fonction perturbatrice elles-méme,

certaines relations, il y en a encore entre ces dérivées et les trois

composantes de la force, prises de Tune des deux manières que je

viens de dire.

On peut donc se proposer de former ces relations et de montrer

comment on peut s'en servir pour déduire tous les dé\eloppe-

ments de l'un d'entre eux, par exemple de celui de la fonction

perturbatrice.

Cette revue rapide montre sous combien de faces différentes

peut se présenter le problème du développement de la fonction

perturbatrice qui va faire l'objet des Chapitres suivants.
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APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL.

221. La première chose à faire est d'exprimer les coordonnées

rectangulaires ou polaires des planètes en fonctions de Tun quel-

conque des systèmes d'éléments osculateurs canoniques ou ellip-

tiques, définis aux n"^ o9 et 213.

Nous a\ ons vu, au n° 65 et aux numéros suivants, que les coor-

données sont développables suivant les puissances des ^ et des y, et

nous avons étudié quelques-unes des propriétés de ces dévelop-

pements. Mais il y a lieu de pousser cette étude plus loin et nous

commencerons par former les développements des coordonnées en

fonctions des éléments elliptiques

(i) «, e, i, 1, ^-4-6, 0.

Nous supposerons même d'abord que 1 on a pris pour plan

des XiX-2 le plan de l'orbite, pour axe des j?, le grand axe; de

telle façon que l'inclinaison / soit nulle, de même que la longitude

du périhélie g' -\- 0, et que la longitude moyenne \ soit égale

à l'anomalie moyenne /. Dans ces conditions nos coordonnées ne

dépendent plus de la longitude du nœud B, de sorte que nous

n'avons plus qu'à exprimer ces coordonnées en fonctions de

a, e, / = X.

Dans ces conditions on a en introduisant l'anomalie excen-

trique u :

Xi^=a(cosu — e), .r2=«sin«\/i — e-, a-;j = o,

(2) l =^ it — e sin ;/.

Il s'agit maintenant d'exprimer jC, el jc^ en fonctions de /, mais
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pour cela nous avons besoin de rappeler d'abord les propriétés des

fonctions de Bessel dont nous allons être amenés à faire usage.

!2!2'2. Considérons l'expression

où j ai représenté par E la limite de ( i H—- I pour ni := oc. afin

d'éviter toute confusion avec e qui représente l'excentricité.

Cette fonction F est une fonction périodique de «, développable

d'après la métbode de Fourier en série [)rocédant suivant les

exponentielles

où m est un entier positif ou négatif. Les coefficients sont des

fonctions de x, de sorte que je puis écrire

( 3 )
£/.. MU « ^V J,„ ( r ) E''""^

Les fonctions J,„(j:) s'appellent les fonctions de Bessel. Le

premier membre de (^3) est le produit des deux exponentielles
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On voit alors que .Iw(.r i est une fonction entière de .r, divisible

par jc'"; la série (4) converge en effet très rapidement pour toutes

les valeurs de x.

Si m est négatif, il faut donner à [S les valeurs

m. — //; -^ 1 . — m

de façon que a soit positif ou nul. Alors i,u{x) est encore une

fonction entière de x divisible cette fois par x~"'^.

Observons d'ailleurs que le développement (4) ne contient que

des termes de degré pair si ni est pair, de degré impair si ï7i est

impair. On a donc

(5) J,„(— 3") =(-!)'" J„,(^).

Si d'autre part, dans la formule (3), nous changeons jp en — x
et u en — u, elle devient

{'ibis) £''•*'"" = Vj,„(— .r)E-''«".

En identifiant les deux développements (3) et (3 bis) de E' **'"",

on trouve

d'où

(6) J,,„= f_i)'»J„,,

formule qui permet de ne considérer que des fonctions de Bessel

d'indice positif.

223. Différentions l'équation (3) par rapport à ?/, il vient

i.r cos u E' ""' S'" " — '^ im J ,„ E'"' "

ou

-
( E'« -f- E-'« ) V J„, E''«" =V m i,„ E'

En identifiant les coefficients de E'"*" dans les deux membres il

vient

(7) 'f (J/«-i-t- J/«+ij = 2mJ,„,

relation de récurrence entre trois fonctions de Bessel consécutives.
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Dinérentions maintenant rc([uation (S) par rapport à .r, il

viendra

OU

ou en identifiant les deux membres

(9) '•?'•'
//i
= J w 1 Jm-i-i,

formule qui permet de calculer la dérivée de J,„.

221. Diil'érentions maintenant la formule (3) deux fois par rap-

port à u, ou bien encore deux fois par rapport à x^ nous obtien-

drons ainsi les deux formules

(10) — ix sin«E"^'""— .r^cos^M E' '*'"" = —'^/n-^,|,E'"'",

(il) — sin2?<E'''^""'=:V J';„C.r)E""".

Ajoutons maintenant les quatre formules (3), (8), (lo), (ii)

après les avoir respectivement multipliées par

il viendra

2 [ :r-2 J ;;, + a-
J

'„, -hix-^- m^- ) J ,„ ] E''«" = o
;

d'où

équation différentielle linéaire du second ordre à laquelle satisfait

la fonction de Bessel J„j.

225. Bien que la série (4) converge très rapidement pour toutes

les valeurs de x, il peut y avoir intérêt à rechercher une \al<ur

approchée de la fonction J,„ pour .r très grand. Nous avons jiar la

formule de Fourier

2 TT

2TrJ,„= j E'>*i'>«E-''""â^«,

'0

II
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OU en posant
sin u =

1

E'-^-E-'"'" / "

- -1 \/i — ^2

Supposons a: réel, positif et très grand. \u lien de faire l'inté-

gration le long <lc la droite qui joint le point :; = — i au

point ; = I , c'est-à-dire en donnant à z des valeurs réelles, nous

pouvons la faire le long d'un autre chemin ayant mêmes extré-

mités.

Nous choisirons un chemin tel que la partie imaginaire de :;

soit constamment positive, sauf bien entendu aux deux extré-

mités G = dz 1 . Dans ces conditions ixz a sa partie réelle néga-

tive et très grande, et E'-*'^ est très petit. Les seules parties du

chemin d'intégration qui pourront donner des termes sensibles

sont donc les parties voisines des deux extrémités, parce qu'aux

extrémités, :; devient réel et que la partie réelle de ixz devient

nulle.

Mais près de l'extrémité :: =r i ; nous avons sensiblement

t:

JT— lui —
u = -, E-''"« = E -, \/ 1 — z-^=^ \/n(\

•2

Près de l'extrémité z =^ — i
;
nous avons sensiblement

TT un—
,<=_-, E-'""' = E -, \/i — z-^ = ^>.

(

I -h

Mais il importe de voir quel signe il convient de donner aux

radicaux. Nous devons supposer que le signe de y/ 1
— s- a été

choisi de façon que, pour z réel et compris entre — i et + i , le

radical soit réel et positif. Nous pouvons supposer d'autre part

que le chemin d'intégration aboutit à ses deux extrémités zb i par

deux petits segments de droite de longueur e, perpendiculaires

à l'axe des quantités réelles. Ce sera d'ailleurs les seules parties de

ce chemin que nous conserverons.

L'argument de
\l

\ — :;- sera alors - le long du segment aboutis-

K
sant à s =: — I , et ; le long du segment aboutissant à s = i

.

Le long du premier segment nous pourrons prendre arg\/s H- i = y
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el le loiiji (lu scfoiitl arj;\ :: — i= ^; iïoii- îiiiroii»; donc
I

/l — 2- — — ''/•- v/- — I
' \/\ — z- = v/^T y/i -(- s,

doù
'-^-'

/,„:: ./- ,.,i + ti

( I
i

) - .1,, = / E'>^ h: ^ -—^;^= — i I E'>= K "" 2 ''-

Mais nous pouvons r<'iu|)lacer les limites supérieures ±: 1 -h s/

des deux inlégrales par 1 infini : cai- nous ajoutons ainsi aux clir-

niins d'intégration des lignes le long desquelles la partie imagi-

naire de z est positi\e et notable de sorte que E'-^^ est négligeable.

Or

Donc

d'où

ou enfin

(i5)

Ju yjz-h \' ^

, / >. I m - - ''\

^^l). \ oyons maintenant comment les transcendantes dr liesse!

peuvent être eniplovées au développement des coordonnées ilu

mouvement elliptique. Considérons lexponenlielle

El"'",

où p est un entier; c'est une fonction périodique de u et par con-

séquent aussi une fonction périodique de /. Elle est donc dévelop-

pable en série de Fourier sous la forme

1
il s'agit de calculer le coefficient A,„ ; la fonnulc de F'^ouricr nous

d<^nne

2-A„, = / E/"«E -""/('d/.
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Or

E-""/dl — — dli-"^''; (ili/"" = ip Ei"" du.
tn

On trouve donc en intégrant par parties

•27rA,,, = — / \ii""\i-'>"' du,

OU à cause de Téquation de Kepler

;A„, = — / E'/'-""''"K''"";^'"" c/a.m J
'2TC.

Mais l'intégrale c'est évidemment an fadeur air près le coefficient

de E^'""/'''" dans le dé\eIopp('ment de E'""'''""; elle est donc égale à

i7iJ,„-/;( me),

d'où la formule cherchée

(i(i) A„, = ^ .J,„-/,( me).m

^1^11. Cette démonstration ne s'ap|)lique plus poui' /// = o et

d'ailleurs la formule devient illusoire. On a alors

•>.7i:Ao= / \ii>'"dl

ou

ou

2 71

•i tt: Au = / li'"'"
(,

I — f cos II ) du

7rAo= / (E/"«— - K(/^+i''« — -Ew'-i''« W/m,

A ' I
. e _,

ce qui montre ([ue A,, est égal a i |)oui' /> = o, a — - pour /j =±i
j

et à o pour toutes les autres valeurs de p.

'228. Proposons-nous maintenant de développer suivant les

exponentielles E'""' une fonction périodique quelconque de u

F(u)=^Bp\<:'i>u^
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et de la inellre ainsi sous la forme

J^es principes des deux numéros précédents nous donneront

(17) A„, =^ ~ \i,J,„^,,( me),

pour m^o et

(l'.S) Ao= Bn--(B,^ B_,),

pour m ^ o.

iniilile d'ajouter ([u'en partant de l'identité

en y remplaçant les trois exponentielles par leurs développements

et en identifiant les deux développements, on arrive à un grand

nombre de relations où le premier membre est une fonction de

Bessel et le second membre une série dont tous les termes sont

des produits de fonctions de Bessel.

2!29. Grâce aux formules ( i-j) et (i8) du numéro précédent, le

développement d'une fonction quelconque de a suivant les puis-

sances de E"^ se déduit aisément du dé\eloppement suivant les

puissances de E'"; or la plupart des fonctions intéressantes rela-

tives au mouvement elliptique s'expriment très simplement àl'aide

de E'«.

Supposons d'abord que nous prenions pr)ur plan des x,.v., le

plan de l'orbite et pour axe des ./ , le grand axe, nous aurons

Xi = a{ eus u — e) =— ae -{ E'« -\ E-'",

cr»= a 1/ 1 — e'^ sin u = —. i/i — ë^ | \i"' - E "'
),

}. i

.T3 = o.

/• — v/.r'f -+- x\ = a(] — e C(>s« ).

L iq)plication des formules (17) et (iH) nous donne
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avec

A/„=
I
J„,_i(me) — J,„+i(»?e)],

1 m

(19) A',„= ^-^— [J,„_i(me) -K J„,+,(me)].

Ao = , a; = o.

Les formules de récarreiice (';) et (9) nous permettent trécrire

^m = — huKme),m

A,„ = —: J,„(me).
lem

Nous trouverions de uiême

ae- v^ J',,, {me ) ,, .,

1 Ami m

Sous le signe ^, lindice m prend toutes les valeurs entières

positives et négatives, à l'exception de la valeur o. Cette formule

se déduit immédiatement de la relation

/ = «(! — (?- )
— e.r,.

Nous pourrions écrire également

./'i -t- IX-i E'" / E '"
- / \

a 2 >.

•fi— 1>5 - E-'''. / ^v E''«
e (i-T- y/i — e^) -t- ^- (i — v/i — e'O,« •>, r>.

d'où l'on déduirait par les formules (l'y) et (18) les dévelop-

pements de X\ ± ix-i.

'230. Reportons-nous maintenant au n" 63 et aux quantités que

nous y avons appelées X et Y; nous voyons que l'on aura

X + /Y = o, -)- e'.r., lE-'/,

et par conséquent, par ap|dication des formules ( 17 ) et (18),

«/ I ^\ V^ '/«-!('««) c.

\ x -i- AU lin
(11)

£/(/«-!)/

'

-2 4M 2,m



APPMCATION DKS KONCTIONS PE BESSFL. Ki

On en déduirait le développement de X — iY en changeant i

en — /, et par conséquent les développements de X et de Y.

Supposons maintenant que nous rapportions notre système

à des axes quelconques; les quantités auxiliaires X el Y seront

toujours définies comme au n" 63 et leur développement en fonc-

tion des variables a, e et l ne changera pas. Quant aux coordon-

nées rectangulaires rapportées aux nouveaux axes, elles seront

liées à X et Y par les équations (12) du n" 63, t. I. \). -g.

Ces formules peuvent aussi s'écrire

(9,2)

r, -^ Lr., = cosîi (X + t Y ) E'">^^ sin^ -
( X — j Y) E 'O--26),

2 2

X3 = partie iinag. de
s i n J X^ iYjE''À-9).

J'ai remplacé la lettre i des formules du n" 63, (jui repré-

sentait l'inclinaison, par la lettre J, afin d'éviter toute confusion

avec i = \/'— 1 ; on obtiendrait l'expression de jc, — ixo en chan-

geant i en — i.

En rapprochant les formules (21) et (22) on trouve

(23) <

X, -h ioc=, = a cos^ - — — E*<^+9'
2 L ^

4 m
(s.J -2 J/H^l/«— 1 -2 J/W^l

4 m ( ^1 J//!-I 2* J/«-|_| )

J'ai écrit pour abréger £, et So au lieu de i -{- \/ 1 — e- et

de 1 — s/i — e'^. L'argument des fonctions de Bessel J,„_, et J,„^,

est égal à me.

On trouve de même

„,. «sinJr 3e . x? sin( m/ -+- ^,) ,
,

,

~\

(23 bis) Xi= sui^ -f- 7 ; (îiJ//î-i— S'J//;-)-! ' •

^
2 L 2 —

^

'" J

231. Les développements obtenus par la méthode du n'" 228 ne

sont pas les seuls que l'on puisse imaginer. Supposons par
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exemple que l'on veuille développer

du i

dl 1 — e cosu

( )n pounail évidemment développer en série de Fourier
' ' '

I
— e cos/A

et appliquer ensuite la mélhodc du n" 228; mais il y a quelque

chose de beaucoup plus simple.

Nous avons
z/ = / -t- é" sin a,

ou, en se reportant au développement de Xo au n" 229 et à la Ibr-

mule ("îo),

u = f ^ -4— V .1 ,„ ( me ) E'"'',

ou, en dillérentiant,

(24) -^ = i^^.},ni/ne )\i"''/.

Ce développement nous donne en même temps celui de

I [

/ ail — e cos u]

Plus généralement, cela nous donne le moyen de développer les

expressions de la forme

F(u)

I — (' cos u

Si, en efFel. Ton a

F( u )

= 'V C/, E'/"'

,

on aura
F(//) d \ri G,

1 — e c

—— = — 7 ^ E'/'".
20 s M d/ ^^ il'

On développera alors \ 4^ E'^" en série procédant suivant les

exponentielles E""' et l'on dilFérentiera par rapport à /.

Cette méthode peut être plus avantageuse que celle du n" 228

si le développement de F(/<) suivant les exponentielles E'^" est

plus simple que celui de > si par exemple il se réduit
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à un nomhre (iui «Ir Icnno. En |i;iiii( ulicr luni- lioiiv ciuiis les

ae\elo|)|)ements de —— ^ —^—. expressions (jm ^om hco h rosr

el à sinr par dos relalioiis liiK'aircs (c (;sl laiiniiialic \raie).

232. Nous pourrions aussi dillérenlier par rapporl à e; il \i<ui

{ I — r i-it^ /i )
-—- = -i\] II.

ae

Du développemenl d une (oiididu p(;riodi(pic (pielconque <!>(//)

nous déduirons donc iniini'dialeiiK'nl celui de

(AI'
sin» -^

du
I — e (•<*<. Il

ce qui pourra être utile si le dévelop|)eineul de -j- est plus simple

que celui de siu//-^- En particulier on peut calculer de cette

façon
smti

qui ne difîere de sin<' t|ue par un facteur constant.

Mais nous pouvons également différentier deux ou plusieurs

fois par rapport à /, ou au contraire intégrer par rapport à /.

Par exemple les équations du mouvement képlérien nous

donnent

, , d'-x, a^Xi

Or nous connaissons les développements des cot)rdonnées .r„

où le coefficient de chaque terme ne dépend que diin iKnnKre Uni

de fonctions de Bessel; Téquation (25) nous donnera donc celui

de -^> chaque terme ne dépendant ipie d un nomlvre fini de fonc-

tions de Bessel. lui particulier, si nous prenons les axe-, du n"^!2U.

nous connaîtrons les d<'-veloppements de

.7i coM' r-i sinp

(' étant l'anomalie vraie.
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Si nous multiplions chacune des équations (aS) par xi et que

nous ajoutions, nous trouverons

^'*'*
dr- ^\di
d" r^^ _\^ l dxi^ _ M

Gomme le second terme du premier membre de (26) est une

fonction linéaire de - en vertu de l'écjuation des forces vives,

l'équation (26) nous apprend qu'il j a une relation linéaire

1 f/2 7-2

entre - et —rrr-
r dr-

Or l'équation (24) nous donne le développement de -; nous

d- /-
possédons donc celui (\e—Tj^> d'où, par une double intégration,

celui de /•-. Nous avons donc les développements de r, - et /'-.

L'éc[uation de l'ellipse en coordonnées polaires nous donne

ail — K- )

e cosf = I,

er- cosi> = a{\ — e-)r — r^.

Des développements de -5 /et ;•- nous déduirons donc ceux

de cosr et /'-cosv. Nous avions d'ailleurs expliqué plus haut la

façon de développer cost^.

Tous les développements dont il vient d'être question sont tels

([ue chaque terme ne dépend que d'un nombre fini des fonctions

de Bessel. Inutile d'ajouter que, par l'emploi des relations (^), (9)

et (12), on peut s'arranger pour que chaque terme ne contienne

plus que
} i,A fie ) et J'„, (me).

!233. Nous pourrions nous proposer de développer les coor-

données en fonction des éléments canoniques

J-, ^, ?. w, ?, fi-

Si nous nous reportons aux formules (20) et (20 bis) nous

verrons qu'il suffit pour cela de développer les exponentielles E""^,

les expressions

(•27) a cas--, gw li^/wiA'+Q)^ taiig- - E=^2'''J, taug-e-'^,
il lu 2i
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et enfin la fonction

Les exponentielles E""^ sont directement exprimées par les élé-

ments canoniques, les expressions (27) se réduisent respecti-

vement à

en faisant abstraction de facteurs constants.

Quant à K,„ il est développable suivant les puissances crois-

santes de
\2

et le développement se déduit aisément de celui des fonctions de

Bessel. Je n'insisterai pas davantage sur ces points, me bornant

à renvoyer aux n"** 60 à 09 du Tome 1"'".

23i. Nous observerons maintenant que si e est très petit le pre-

mier terme de chaque fonction de Bessel sera plus considérable

que tous les autres. Nous pourrons nous borner alors à ce terme

si nous nous plaçons au point de vue du n" 216. En partant des

formules (16) et remplaçant chaque fonction de Bessel par son

développement, nous trouvons

et en réduisant chaque fonction de Bessel à son premier terme

' ^m\ 2 / m — /> ! ^^/n\ 1 ) p — /" !

Sous le premier signe ^ on doit donner à m toutes les valeurs

entières telles que m — p soit positif ou nul. et sous le second

signe 2. t<^»i'tes les valeurs telles que m — p soit uégatil.

Mais nous devons observer que l'approximation relative avec

laquelle chaque fonction de Bessel est ainsi représentée est d iiu-
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tant plus faible que l'ordre de cette fonction est plus élevé. Et en

efl'et le rapport du second terme au [)reiiiier s'écrit (m — p étant

positif, par exemple)

me
1 I m — /? -4- 1

Il est très petit si e est très petit et m fini ; mais, quel que soit e,

il croit indéliniment avec ni. Pour les ternies d'ordre un peu élevé,

on obtiendrait une bien meilleure approximation en remplaçant les

fonctions de Bessel par leur valeur approchée du n" !2'2o.

23o. Le développement (28) et les développements analogues

procèdent suivant les puissances de e et les exponentielles E""'. Si

nous les ordonnons d'abord suivant les exponentielles E'""^, le

coefficient de chaque terme, étant une fonction de Bessel, pourra

être développé suivant les puissances de e en une série toujours

convergente; de plus, dès qu'on aura calculé les coefficients des

difTérents termes de la série de Fourier, cette série elle-même sera

toujours convergente.

Avec cette façon d'ordonner les termes, la convergence est donc

assurée, mais il n'en est plus de même si l'on ordonne d'abord

suivant les puissances de e, le coefficient de chaque terme étant

lui-même une fonction de /. Nous sommes donc amenés à nous

poser la question suivante :

Nous avons une fonc^tion quelconque de //, dépendant par con-

séquent de e et de /, nous la développons selon les puissances de e;

quel est le rajon de convergence de la série, c'est-à-dire la valeur

maximum de \e\ [)our laquelle la série converge? Cette valeur

dépend évidemment de /et je puis la désigner par o(/). Si alors M
est la plus petite valeur de

'f(/),
quand / prend toutes les valeurs

réelles possil)les, la convergence de la série sera assurée tant que e

ne surpassera pas M.

Pour calculer <p(/) et M, nous allons appliquer le théorème de

Cauchj. Pour que la série cesse d'être convergente, il faut et il

suffit que la fonction cesse d'être holomorphe. Or nous avons

l =^ u — e sin a,

d'où
du( I — e cos a) =: f// -+- sin M de^
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ce (|ui iiioiilrc (iiic it (cl <'ii ^M-nériil loiitr rdiicli.in de //) cesse

crêlrc une loiiclion uniforme de e et de / pour

(3o) e =
cos u

En cojnbinanl réqiiation (3(») avec celle de Kepler, un lioiive

('^\) u — tîiiii: Il = /.

Les équations (3o) et (3i) définissent e el sa valeur absolue
|
e

\

en fonction de / el la plus petite des déterminations de cette

valeur absolue est o{l).

Remarquons que cp(/) est le même en général pour loule fonc-

tion F(a/); il n'y aurait d'excei)tion qu(; si la dérivée -r- s'annulait
• ' * du

précisément pour la \aleur de u qui satisfait à l'équation (3ij.

Gela nous permettra de raisonner sur une fonction F(^/) quel-

conque, il nous suffira que la condition d'exception ne soit j)as

remplie.

236. il s'agit maintenant de déterminer la valeur de / pour

laquelle cp(/) atteint son niininium M. A cet effet je reprends la

formule (28) et j'obtiens en la dilférentiant par rapport à /

E'>« v^ (

—

\]'^ / me \"'-i'+^^
.

(32)
i

E'>« 'vi (—1)1^ / me x"'-i'+^? ,^. , _^,,,= 7 ôl ôl — E""'= *f / .— (' cos» ^ '^l m — /> -^ pi i I

Cette fonction ne se trou\e pas dans le cas dexception signalé

à la fin du numéro précédent, car, quand on a

e cos u

sa dérivée ne s'annule pas et devient au contraire infinie.

Les équations (3o) et (3i) ne changent pas quand on y change

//, / et e en w -h tî, / + t:, — e; il suit de là que les \aleurs cri-

tiques de c qui correspondent à / et à / + tc ont même \ aleur

absolue ©(/) =io(7-t-7t), mais sont égales et de signe contraire.

Supposons donc que pour une valeur réelle /, de / el pour une

valeur quelconque de e que j'appelle c^ la série (32) diverge, il

en sera de même quand nous changerons /, en /,-h7î. et il en sera

encore de même de la somme

*(/, ) -H *( /, -H TT).
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Considérons, en effet, <!>(/) comme une fonction de e el de / et

faisons-y l^ l^\ cette fonction présentera un point singulier pour

e = e\ |f'
I

= çp( /i) < e,

et n'en aura pas pour ^ =— e'; car, si l'on change een—e dans les

équations ( 3o) et (3i), / se change en ti ± / qui est différent de /

sauf pour / = - •

La fonction <!>(/, -+- tt) présentera de même un point singulier

pour e = — e' et n'en aura pas pour e = e' et la somme

présentera deux points singuliers e =: e', e ^ — e', et, ces points

singuliers étant distincts, les singularités correspondantes ne j)our-

ront se détruire. Donc cette somme divergera pour c^ = e,.

Je puis donc écrire

où l'on ne donne à m que des valeurs paires.

Il résulte de ce qui précède que la série M^(/i, (U) diverge.

Passons de cette série à la suivante :

où l'on remplace l'anomalie moyenne par - et l'excentricité par i

multiplié par k valeur absolue de e^ qui est essentiellement réelle

et positive.

Si dans le dernier membre de l'équation (33) nous faisons cette

substitution, la valeur absolue de chaque terme demeurera la

même; mais tous les termes vont devenir positifs ou tout au moins

avoir même argument (en supposant que le nombre p soit pair, ce

que nous pouvons faire). En effet, le dénominateur est essentiel-

lement positif, l'argument de (— i)P est ^j-n; celui de

( 2

est nul si m et p sont pairs comme nous le supposons; celui de
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sera

celui de E""' sera

iii — •

1

i^'argumeul résultant sera donc

— /) - -f- i Stl

ou encore — p-, en sujDprimanl un multiple de 2~l; il sera donc

conslanl et indé|)endant de m et de ,3. c. q. f. n.

Si donc la série ^^^^ /, ) diverge, il en sera de même, a fortiori,

de ^^^/ — -
j
dont les termes ont même valeur absolue, mai> avec

un argument constant, au lieu d'avoir un argument variable.

Donc

diverge; il doit donc en être ainsi au moins de l'une des deux

séries $
|
— -

j
< (ï> ( -

j
• Mais nous venons de voir que

Ç,(/ -t- T) = 0( /).

c'est-à-dire que 4>( /+ 7:; diverge si <!>(/) diverge, et in\ eiseun-nl.

Si donc l'une des deux séries diverge, elles divergent toutes deux.

Donc

diverije. Donc

Or. tout ce (jiic nous avons supposé sur ^, c'est qur

\ex\>-^(l)\

cette seconde inégalité entraine donc la précédente, c'esl-à-dire
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que

Donc le ininiimiiii dr '-:'(/) a li«'ii jtour /= -•

"âST. l'oiu" dt'leiiniiK'i' M il tiiiil donc ('-tiidier l'équation

TC

(34 j " — uin-^K = -,

on en posant 1/ = z
' >.

Je me propose de démontrer que l'équation (34 f^is) ne |ieut

avoir que des racines purement imaginaires. Posons, en elTcl,

il vient

= cosepr)

dp-^
•

^^? =

avec [en tenant coiiq)t<' ilc ("')/] />/s- )]

(35)

|-X = '., pour p = i,

0?Cp

-y^ = (), |)<M1|- p := ().

Supposons que I équation [.)\ his ] ait deux racines £ et î, ; à ces

deux racines correspondront deux fonctions a et cp,, et l'on aura

Le second membre sannule, tant pour = o cpie pour = 1 , à

cause des équations (35), et il reste

(
^-—

-1 ) / 'f?i dp = o.

Si l'équation (35 bis) admet une racine s, elle admettra la

racine imaginaire «onjuguée £| ; les deux fonctions cp et o, seront
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imaginaires conjuguées, leur produit sera essenlielh-nicnl |)()>iiir,

de sorte qu'il restera

Cela ne peut avoir lieu que si î- est réel. Si z- csl r<;el posilit,

s est réel. Mais les racines réelles ne sauraient cnDvenir à la ques-

tion, car l'équation (3o) conduirait à une valeur de e plus grande

que I .

Si i'- est n'-el négatif, s est |)urenient imaginaire. 11 s'agit donc;

de rechercher la plus petite racine purement imaginaire de léqua-

tion (34 ('(S) ou, ce qui re\ieiitau même, en changeant î en it, la

plus petite racine réelle de

(36) £(E-£— E^; -i-(E-ï-H Kî) = o;

on en déduira la valeur de M par la formule

< )u trouve ainsi

M = (),()627,

ce qui prouve que nos séries convergent toutes les fois que l'ex-

centricité est inférieure à 0,662'j; l'équation (36) n'a d'ailleurs

qu'une seule racine positive.

P — II.



CHAPITRE XVI.

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE LA KONCTION PERTURBATRICE.

238. 11 s'agit maintenant de passer au dé\eloppemenl de la

fonction perturbatrice elle-même et je voudrais exposer d'abord

quelques considérations générales sur la façon dont se pose ce

problème.

Au n" 212 nous avons rappelé sous quelles formes diverses se

présente cette fonction. Nous devons d'abord nous occuper du

développement de l'expression (5) du n" 212

— /»! nif.

/( x', - x\ Y+ ( .r'5 - x',_ f -^ ( ^'e
— x'^ r-

c'est-à-dire de ce qu'on appelle la partie principale de la fonction

perturbatrice; c'est le problème le plus difficile, et, une fois qu'il

sera résolu, le développement des autres parties de la fonction

perturbatrice s'en déduira presque immédiatement. Supposons,

en effet, qu'on ait développé cette expression (5) en fonction des

éléments elliptiques osculaleurs de la première planète

et de ceux de la seconde

et que l'on ait trouvé ainsi

(i)
,

' = =/(t?i, a-i, ...),

(') Cependant pour économiser les indices je désignerai quelquefois ces élé-

ments par a, a',
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où y est une fonction des i 2 éléments elliptiques osculateurs. On
en déduira

(2) -===L==^=/{/ia„ a,, ...),

/i étaiU LUI coefficicnl cunstaiit quelcontjuc. Si, en eflet, ou change

a^ en /irt,, les autres éléments e,, /, , /,, ^', et 6, ne changeant pas,

non plus que les éléments osculateurs de la seconde planète, les

coordonnées de la première planète, .x\, ;r',, .a?!,, se changeront en

hx\, hx.,, Ax'p et celles de la seconde planète a?'^, ^5, x'^, ne chan-

geront pas.

Or, nous avons vu au n" 36 que la fonction perturbatrice, si l'on

adopte les variables du n° 30, prend la forme

avec

j^ y * //« 1 -i- m-,
'

Il s'agit d'obtenir les développements de

2

2

I I I

ÂB ' BG ' BD

Or, 1 application de la formule (2) nous donne iuimédiatement

AB -^
y nii^ m-: )

I / — m, \

Dr = / ; «i,«2, •••),
BC. •'

\ nii -4- m

7

/

— =/(o, a-î, ...).

Cette dernière expression J\o, a-y, . . .) ne peut évideuimt'ul

dépendre que des éléments de la seconde planète; on l'obtiendra

immédiatement si Ion observe qu'elle n'est autre chose que lex-

pression - relative à la seconde planète, et que nous avons ;q)|)iis

plus haut au n"'231 à développer
I

r
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Supposons mainlenant que nous ayons adopté, au lieu des

variables du n" 30, celles du n" 26 ou celles du n" 44. 11 faudra

alors développer la partie complémentaire de la fonction pertur-

batrice, qui, ainsi que nous l'avons rappelé au n° 213, peut prendre

l'une des trois formes suivantes

Reprenons la formule (2) et développons les deux membres

suivant les (niissances de h en négligeant les termes en h- et les

termes suivants. En observant que, avec les variables des n"^ 26 et

ii, on a

BG2=2^^

et non plus

il viendra

BD^-=2<''

I , ^x\x',^ ., . . df

On en déduit

(3)
I.x\x',^ _ df

Dans -r- il faut faire (7, =^ o après la difFérentiation.
dax

On trouverait de même

I.x\x\ df

et ici encore, dans —r^' il faudrait faire «.,=10 après la difierentia-

tion.

239. il reste à développer

y.}
' v'

1 J 1*

11 nous sul'lira, pour rattacher cette expression à la fonction

/(ai, a,, . . .),
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de la rattacher- aux expressions

^jc\x', ^t\x'.^

BC' AG»

liées à /par les relations (3 ) et (3 bis).

A cet etlet, je les relierai les unes et les autres à la fonction

^=2 x\ x\

Les équations du mouvement képlérien nous donnent

d-^xx _ M.r,

"dF' ~ 7^'

M étant la masse centrale attirante et /• le rayon vecteur, ou bien

d'-x^ M .ri
n-

dl-^

n désignant le moyen mouvement, et / l'anomalie moyenne.

Nous pouvons appliquer cette formule à notre seconde planète

fictive puisque les relations entre les coordonnées de la planète et

les éléments osculateurs sont les mêmes que dans le mouvement

képlérien d'après la définition même des éléments osculateurs.

JNous devons donc changer

en

d'où

X\, r, /, n-, M

x\, BC, /,, /il = 4' ^^'

d-'x', alx'.

dll BC^

Nous aurions deux équations que l'on déduirait de la précédente

^n changeant x\ en x^ ou en x',. . Ajoutons ces trois équations

après les avoir multipliées par j?', , x.,^ .r!,, il viendra

I

' dl\ ~ ^ BC»

ou en se reportant à la formule (3) et en se rappehmt ipie .r', ,j:!j,

^3 ne dépendent pas de 4, mais seulement des éléments oscula-
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leurs de la première planète,

d^ W , df

on trouverait de même

, , . d^W , df

Occupons-nous maintenant de l'expression

Cette expression s'introduit quand on adopte les variables du

n" 20; dans ce cas les masses m', et///,_ attribuées aux deux planètes

fictives ont pour valeurs

ni\ H- ni-, m, -+- in-

{cf. n" iS); on a alors, c/ans le mouvement képlérien,

, , dx\
,

, dx',

(5) y, = ,n,-^,
y'^-"'^-dï

ou bien

(6) y\ = m\ ni -^ , ^ = m', n.^ ,

/i, et «2 étant les deux moyens mou\ements. Les formules (5) ne

seraient plus vraies dans le mouvement troublé; mais les for-

mules (6) le seront encore, puisqu'elles expriment une relation

entre les .r', les j^' et les éléments osculateurs et que ces relations

sont les mêmes dans le mouvement troublé et dans le mouvement

képlérien d'après la définition même des éléments osculateurs.

On aura donc

V^ V^ dr' dx' d^W
(7) 2ày\y\^rn\m',n,n,2^^^ ^ ='"•'«>' '^^ ,777^-

Ainsi ^J ', y\ se trouve rattachée à T et par là à /.

240. Considérons maintenant une fonction périodique quel-
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COIKjlie

des deii\ anomalies excentriques u et ii' ; elle peut se développer

en série de Fourier sons la forme

(8) ^B,,,,E'^P'^^/>"'>,

les p et les p' étant des entiers positifs ou négatifs, mais on peut

aussi la développer en série de Fourier procédant suivant les ano-

malies moyennes l et l' sous la forme

(9) 2^"""'E''""'^'"''''-

Il s'agit de savoir quelles relations il y a entre les coefficients

des deux séries (8) et (9). Ces coefficients nous sont donnés liin

et l'autre par des intégrales définies

(10) ^T.^Bpp'^
I I

F.E'^P"+p'"'^ dudu'

et

(11) 4Tr2A,„,„.= fi ¥ .E-^ '"!+'" 1) dl dl .

Les intégrales doivent être prises entre les limites o et 27:.

tant pour u et u' que pour / et /'.

Nous transformerons la formule (11) par une double intégration

par parties.

Nous pouvons poser :

V-i{ml+in'l ) _ ,~ dl di
avec

mm '

Nous trouvons alors, en intégrant par parties par rapport à u

et à /,

et, en intégrant encore par parties par rappoit à u' cl à l\
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il vient donc

— ^T^k,„,„'mm'= f f f^\ ,
E-'""/+"'/' du du'.

, I J du du

Or, du (léveloppenienL de F sous la forme (8), nous pourrons

déduire
d-Y v^
du du' - Zd'P ''''

d'où, en lenanl compte de l'équation de Kepler,

où
A = (/> — m)u -4-

(
/>' — i)\' ) u'

,

i> = /( nie siii» -I- m' e' siii u ),

et où e et e' désignent bien entendu les deux excentricités.

Le coefficient de pp'hpp est une intégrale double qui peut se

décomposer en le produit de deux intégrales simples

/ {fjip ,iiUiY]>""'>i"" du
f

E''/'' '"''"' K''"'*^'*'""V/«',

c'est-à-diie

/\tM,„ ,A me I ] ,„ ,,'( /n' e' }.

Nous avons donc la foruiule

jmd mm m — /<

tout à fait analogue à la formule ( i 7 ) du Chapitre précédent. Cette

formule est due à M. Baillaut.

1241. Cette formule se trou\e en défaut quand m ou m' sont

nuls. Mais elle peut dans ce cas être modifiée et transformée en une

autre analogue à la foruiule (18) du Chapitre précédent.

Nous a\ ons

F( », u' ) ='V B/,// E'' /"'+/'«'',

d'autre part nous avons

Y^"'" =y,- hn-ri m e)\i'""

,

^^ m
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formule dans laquelle on doit, poui' m^=i), remplacer le eoelli-

cient — J,«_yr, par i pour/> ^ o, |)ar — - pour /> ^±1, |)ai o dans

tous les autres cas. De même on a

K'/''"' =V A.I ,„,,-( m' e')E' '"''',

avec la même convention pour le cas de m'=: o.

On en déduit, en remplaçant E'^" et YJP'"-' par ces valeurs dans

le dé\eloppement de F(m, a'),

m^ mm

Nous retrouvons ainsi la formule (la) pour le cas où m et m' sont

différents de zéro. Cette formule peut s'écrire sous forme de pro-

duit symbolique

A ,^^ /Il m — V"'^]„i-p{me)B,, \ ^~-, ],„--!, { m'e')H',,'
,

en con\enant de remplacer le produit symbolique B/,B'. par- R^;,/

On trouve de même sous forme de produits symboliques

A.0/);'

(li)

f A„o =rB«-^(B,^B_,)l rB;-i.'(B',+ Bl,)j,

formules analogues à la formule (18) du Chapitre précédent.

l2i!2. Supposons par exemple qu'il s'agisse de développer la partie

principale de la fonction perturbatrice, c'est-à-dire la fonction

du n« 238.

Nous observons que

v/s(^',-.r;> -^

^--y^{-r\-^\y
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se présente sous la forme d'un poljnome du deuxième degré par

rapport aux exponentielles

E'«, E~'«, E'"', E-'"',

u étant l'anomalie excentrique relative à la |)reinière planète et u'

l'anomalie excentrique relative à la deuxième planète. Et, en efl'et,

x\^ x[^^ x'.^ sont des polynômes du premier degré en E'", E~'"

et ^^, ^5, .r'g sont des polynômes du premier degré en E'"', E~'"'.

En examinant de plus près, nous voyons que ce polynôme con-

tiendra seulement un terme tout connu et des termes en

E-2''«, E-'", E-2''"', E*'"', E'^-"-"'',

en tout treize termes. Nous étudierons plus loin ce polynôme plus

en détail; mais, pour le moment, observons que si l'on fait

X = E''«, y = \i'"''\

l'expression x^y'-^"^ deviendra un polynôme entier du sixième

degré en x ely que l'on peut apj)eler R(^, y), d'où

a'2;K-A2= [\(^x, y).

La formule (lo), si l'on y fait F= - ^ devient alors

ce qui montre que B^^ est exprinié par une intégrale double

définie dépendant de la racine carrée du polynôme entier R. Seule-

ment les valeurs que l'on doit donner à :c et à y sont imaginaires
;

on doit faire varier l'une et l'autre de ces deux variables le long

d'un cercle de rayon i ayant pour centre l'origine.

On peut aussi exprimer le coefficient \,n,n' par une intégrale

définie, mais cette intégrale est plus compliquée. Nous avons

trouvé en elTet

— iTz^ mm' \,nm'= / / -,—r-,^^'^'"'^'"''^ du du',
J J du du

et l'intégrale double peut s'écrire

// ^ ..^o
«^^ <rEu

dx dy x"^y
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OÙ ii a le même sens qu'au n"l2i() el s'écrit

a3

La dérivée seconde de - serait encore ceale à une fonction ration-

nelle de x et de j' divisée par y R(x, y), mais il \aul mieux partir

directement de la formule (i i) en remarquant que

\^—l(/lt/-i-in'/"l ^— j—'ll y~ll \\--

Ou trouve ainsi

,_.,A _ r r Qi^"dTdy

dl' = '^
'y )\

(i5)

avec

Q

X'" y"' \JV^{x, y)

Seulement ici l'intégrale (i5) est beaucoup plus compliquée que

l'intégrale (i4) parce que la fonction sous le signe / n'est plus

algébrique, mais contient l'exponentielle E-^. On voit pour quelle

raison le développement suivant les anomalies moyennes est plus

compliqué que le développement suivant les anomalies excentriques.

243. il y a deux cas particuliers sur lesquels nous reviendrons

plus loin en détail, mais dont je voudrais dès maintenant dire

quelques mots.

C'est d'abord celui où les excentricités sont nulles. Dans ce cas

il n'y a plus à faire de distinctions entre les anomalies moyennes

el les anomalies excentriques, et l'on a Û = o; de plus 1 origine

de ces anomalies devient arbitraire et nous pouvons les compter

à partir de la ligne des nœuds. jNous trouvons alors

A^ = a- -(- a- — 2 art' CCS a,

où 1 désigne l'angle des deux rayons vecteurs, ou bien

^2— ^i_t_rt'2_ ).««' cos2- cos(«— «')— •Artrt'sin-Î- COS( U — II' ),
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OU bien enfin

l R(T, y) = xj\(a^-h a'-) xy— «a'cos-- (x -\- y)

I
— aa' sin- - ( x'-y'^-+- i)\.

244. Le second cas est celui où l'inclinaison mutuelle des deux

orbites est nulle; on peut alors choisir les axes de coordonnées de

telle sorte que

d'où

A'^ =
I

( x\ — x'., ) -r /( x', — x'- ) 1
[{x\ — x\ )

— i( x:, — x'. )].

On voit ainsi que R(j^, v) est le produit de deux polynômes entiers

du troisième degré

Rix, y )
— Rii X, y ) RjO, j;.

Le premier de ces deux polynômes î{.,{x^y) contient seulement

des termes en

^"y, ^y-- ^y, ^ et y.

Les deux courbes du troisième degré

Kl = o, R.2 = o

passent par l'origine et ont des points ;i l'iufîni communs; elles se

coupent en outre en 4 points dont il est aisé d'interpréter la signi-

lication.

A chaque |)oint M de la première orbite correspond une valeur

de u el par conséquent une valeur de x; à chaque point M' de

la deuxième orbite correspond une valeur de a' et par conséquent

une \aleur de y. L'équati(ui R, = o exprime que la droite MM' a

pour coefficient angulaire i: Téqualion R._>^o signifie que MM'
a |)Our coefficient angulaire — i.

Les quatre intersections des deux courbes du troisième degré

R,=:K^=o correspondent aux cjuatre intersections (généi-ale-

ment imaginaires) des deux orbites elliptiques.

Si l'on suppose que y et par conséquent M' soient données,

l'équation R, = o est une équation du deuxième degré en x; cela

s'explique |>arce que la droite de coefficient angulaire /qui passe
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par M' coupe la première orbite t-lliplicpu' en deux |)oinls M el \l,.

Les deux points M et M, se ooufondeut. de sorte ([ue I (''(nLilioii

R, = () a deux racines égales et que lou a

r/H

,

toutes les fois que la droite MM' est tangeulc ;'i l.i première orbite

elliptique; cette tangente à l'ellipse ayant pour coefficient angu-

laire H- /passe alors par I un <les deuxfoveis de la deuxième orbite

elliptifpie.

De même, si la droite MM' passe par luii des deux fovers de la

deuxième orbite elliptique, on a

dy

Mais les deux ellipses ont un fojer commun qui est l'origine.

Pour la droite MM' correspondante, on a

dR, dW,

dy (ly

ce qui (en regardant x et y comme les coordonnées rectangulaires

dun point dans un plan) montre que la courbe du troisième degré

R, ^ o ( de même que la courbe R^=: o) a un point double. Pour

K, = o, ce point double est

T =
-

\J \ — e''- f -r- \/i — e-

et pour Ro = o

^=
, y

!24o. Nous a\ons vu au n"!238 que le calcul d«' bipartie complé-

mentaire de la fonction perturbatrice se déduisait aisément de

celui de la partie principale. Mais il y a mieux à faire, car le pre-

mier de ces calculs est beaucoup |)lus aisé que le second, de sorte

qu il est préférable de le faire directement.

Nous avons \ ii au n" ^39 que, si l'on pose
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les trois formes de la partie complémentaire, auxquelles on est

conduit si l'on adopte les variables des n"* 2H et 44, sont respecti-

vement proportionnelles aux trois dérivées secondes de W.

Cherckons donc à dé\ elopper W et pour commencer étudions le

développement de W suivant les exponentielles E'>"+~'>'"' ; il sera

aisé d'en déduire ensuite par le moyen de la formule (12) le

développement procédant suivant les exponentielles E'""^'^"'*'''.

Or x\, x'.,^ x'.^ sont des |)olynomes du premier degré en K-'",

x,^^ x'.^, x\. sont des polynômes du premier degré en E-'"'. Donc
W est un polynôme de premier degré en E-'" d'une part, en E-'"'

d'autre part, de sorte que le développement de W suivant les expo-

nentielles E'/'"+'/''"' se composera de neuf termes seulement.

11 résulte de là que, si l'on applique la formule (12) au développe-

ment de *F suivant les exponentielles E'""^+""''', chaque coefti-

cient A,„,„' dépendra seulement d'un nombre fini de fonctions

de Bessel. On peut donc, en se servant des relations de récurrence

entre ces fondions de Bessel, ramener ce coefficient à ne plus

dépendre que des transcendantes

J,„(we), y,„(me-), J,„'(/»V), ]',„{ nie').

24(5. Hansen prend pour Nariable indépendante l'anomalie

excentrique u de l'une des planètes; supposons alors qu'il ait

développé la fonction perturbatrice, ou Tune de ses dérivées, ou

l'une des composantes de la force perturbatrice sous la forme

nous avons
/ =: M — e sin w,

= M -t- e sin ;< .

D'autre part, dans la fonction perturbatrice dont tous les termes

contiennent en facteur la masse perturbatrice, nous pouvons, en

négligeant le carré de cette masse, appliquer les formules du mou-
vement képlérien. Alors / et /' sont des fonctions linéaires du

temps et sont par conséquent liées par une relation linéaire. J'écris

/' = Af ^ £,

A étant le rapport des moyens mouvements et s une constante.
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J'ai alors
/' = ku -r- î — Ice sin a,

011 en posanl
U\ = ku -T- î,

/' := t( \ — ke sin u^

et enfin

«, = II'— e' sin ?i'-+- ke sin «/.

Proposons-nous de développer F sous la forme

— / ^

T III III '- ' •

Il viendra

-II47r2A,„„j'= / / FE-''^""'+'"'«i' rfwrfM ïi

ou en intégrant pai' parties par rapport à m, et à m', c'est-à-dire

comme si u était une constante,

Mais

du'

d (jù

^^
= ty/>'B^//E''/'"+/''«).

Mais le produit des deux exponentielles sous le signe / peut

s'écrire

On tr(ju\e donc finalement

(16') A,„,„ = > A ^>ppii,i /.» — km'e)i,„-,,(m'e').

±\1. Gyldén cherche à développer hi fonction perturbatrice

non plus en fonction des anomalies moyennes, ni en fonction

des anomalies excentriques, mais en fonction des anomalies vraies.

Si V et v' sont les deux anomalies vraies et qu'on veuille développer

la fonction F sous la forme

f=2g,„„,'E' U«f-t-/«'c')



48 CHAI». XVI. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE LA FONCTION PERTURBATRICE.

les coefficients de la série seront donnés par la formule

Si l'on pose E'*'^=x, £'"'= y, celle intégrale double se transforme

en une autre où la fonction sous le signe j est une fonction ration-

nelle de .r, de r et de A, et où A lui-même est la racine carrée

d'une fonction rationnelle de x et de y. C'est ce qui arrivait déjà

dans le développement suivant les anomalies excentriques. Les

deux développements présentent donc à peu près le même degré de

difficulté.

On pourrait chercher d'ailleurs des formules analogues à la for-

tnule (12) et qui permettraient de passer de l'un à l'autre.

Jl faut ensuite tout exprimer en fonction de la variable indépen-

dante choisie qui est l'anomalie vraie de l'une des planètes. Pour

cela, il faut se livrer à un calcul analogue à celui du numéro pré-

cédent, mais pour lequel il n'existe malheureusement pas de for-

mule aussi simple.

Nous avons une relation entre / et ç que je puis écrire

/ ^-
i; -f- çp(i-', e ).

1

cp(^', e) étant une fonction périodique de v, et de même

et enfin
/'=A7 + £,

d'où, en posant

(17) vi= i^'-h^ii'', e' ) — k'fiy, e).

Il s'agit ensuite, à l'aide de l'équation (17), de développer l'expo-

nentielle

en série procédant suivant les exponentielles

L'analogie avec le calcul du nviméro précédent est évidente.

'O'
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LES COKI'FICIENTS DE LAI'LVCE

218. Nous commencerons par le cas où les excentricités sont
toutes deux nulles, ainsi (|ue l'inclinaison mutuelle des orbites.
L'expression A- prend alors la forme

•^-= «2-i-a'2— iaa' cos(/— /'),

comme nous l'avons vu au n" i2i3. Il s'agit de développer

Â'

mais nous ne nous bornerons pas là, pour les raisons exposées au
n" 2io, et nous nous efforcerons de calculer le développement de
A--% 2 5 étant un entier impair quelconque.
Nous observerons d'abord que A^ est homogène du deuxième

degré par rapport à a et à a!, et d'autre p.irt que A-' ne dépend des
angles / et /' que par l'intermédiaire de

cos(/ ^ V) = cos(zi - u)= i- /i" _|_ ZV

Je rappelle que, quand les excentricités sont nulles, les anoma-
lies moyennes ne se distinguent pas des anomalies excentriques.
Nous sommes ainsi conduits à poser

a X
3! = -, , - = -

;a y
d'où

Nous pouvons toujours >npposer a<i; il suflit pour cela de

P- - 11.
4
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supposer ([ue l'on a désigné par a le plus petit des deux grands

axes.

Nous sommes donc conduits à développer

suivant les puissances entières positives et négatives de z sous la

forme

Les coefficients 6'/' ont reçu le nom de coefficients de Laplace.

24-9. Si nous posons

nous voyons que F ne change pas, ni par conséquent F"^ quand

on chanee - en -• Or cela revienl à changer k en — A
;
on a donc

° z

D'autre pari changer /. en — /. cela revient à changer / en — c;

l'égalité précédente montre que les coefficients ne changent pas

quand on change i en— i, nos coefficients sont donc réels, et nous

pouNons écrire

( 2 )
F---- •= b'J -4- '2 "V b/> eus A ( / — /' j

•

Tl V a entre les coefficients de Laplace certaines relations de ré-

currence (]ui en facilitent le calcul et qu'il est aisé de déduire de

l'identité

(3) F =^H-.^.

Nous avons identiquement

dF ^ .
f/F-.^-

(4) ^^^^-^-^-TZT^^"

ou

.a (^ -i) Vèi'- ./.+2/'-^4' ^•''' ['-«•^-^(^^ + ^
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(l'on en égalant à zéro le eoellicicnL de c^ ' :

croti la relation de récurrence

(5) a6i/'+'i(s — A — i) -^ a6i^-i>(— s _ /c -;- i) + (i -i- a^) /c 6/> = o.

Nous avons ensuite

F--' =
1

I _ a /':; + i
)
+ aî] F-*-»

ou

OU en égalant à zéro le coefficient de z^ :

(6) 61/-' = (i + a2) 6i.i>,
- ct(6.iit'' + éiil")-

relation de récurrence qui permettrait de passer des ^^^.i aux bs',

mais il serait préférable de chercher une relation de récurrence

|iermeltant de passer des bs aux bg+t- Nous pouvons prendre deux

relations (6) consécutives qui nous donneront deux équations

entre bf', ^f+" et les quatre inconnues b^^l , 6J, , 6^^",' ' ^si\'^-

D'autre part les relations (5) nous fournissent deux antres rela-

tions entre ces quatre inconnues. Nous pouvons donc déterminer

ces quatre inconnues en fonction de 6,^', bl''~^^\

Pour arriver directement au même résultat, nous partirons de

l'identité

rlF
(7) ^FP + c^^Q = .,

où P et Q sont des polynômes du premier degré; il est facile d'éta-

blir cette identité et de déterminer les polynômes P et Q. Cela

|)osé, nous pouvons observer que les coefficients de la série (3)

peuvent être établis par la formule de Fourier :

(8) iir.b'/"=
I

¥-^z'':^dz.

l/inU'gralion doit être prise, par ra|q)orl à / — /', depuis o

jusqu'à •:>.- cl p;ir conséquent par rapporta ; le long d un cercle de

rayon (i).
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En vertu de l'idcnliU' (7), nous pouvons miilliplier la fonction

sous le signe / par le premier membre de cette identité, ce qui

donne

Nous pouvons transformer la seconde intégrale par une inté-

gration par parties, en observant que, l'intégration se faisant le

long d'une ligne fermée, nous pou\ ons laisser de côté la partie qui

sort du signe / et (pii prend la même \aleur aux deux limites.

INfotre intégrale devient ainsi :

-^ r F'-^ [( A- -t- I ) z'^ Q + ^^+' ^ 1 dz.

Mais il est clair que

est un polynôme du premier degré en z\ soit

P^^ + Y

ce jjoljnome, notre équation devient

2 tTiô/'^» = f F"-^-)
(
^^/••+i + Y z'^ , dz,

d'où

(8') ^>i/-'-pè^î-\^'+Y^i--V'-

C'est la relation de récurrence cherchée.

Grâce aux relations de récurrence (5), ((>) et (8), le calcul des

coeffîcienls de J.aplace peut être ramené à celui de deux quel-

conques d'entre eux, par exemple

bl b

250. Considérons maintenant la dérivée

dbf''

do:
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En (lincrenliaul la forniule (8) sous le siync / , il \ieiil :

(I on

{[} ) .
77^ — '^.s+i ^^ "i + 1 ^^f^s+i-

ce qui pcniicl (rcxpriiiier les dérivées des bs en fonclion des Ijs^\

cl |)ai- conséquenl en fonclion des bs-

Nous poiiri-ons doue finalement, par ce moyeu, exj)rlmer la dé-

fZ/j'.'''

rivée —r^ en IoucîUou de ^',', ù\, sous la forme

I^ et Q élant des fonctions rationnelles en a.

En ditléreutiant la relation (lo), nons trou\ons :

c^a- T fi^a i doL di dct.

de sorte que la dérivée seconde est exprimée en fonction de />,, b\

cl de leurs dérivées premières, et peut par conséquent, par une

nouvelle application de la formide (lo), être exprimée en fonction

de b'I et A[ seulement.

On opérerait de mèuie pour les dérivées d'ordre supérieur.

2ol . Nous avons

F--^- = ( 1 — a c )-•-( I
—

Or la formule du hinome nous donne

(i — a j )--" = I -H sa j H ^^ a-^--
I .vt

ou plus généralement

X7 r(s-h/>)
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OÙ r représente la fonction eulérienne. De même

x? r ( s -4- « )

OU, par multiplication,

X:' ^(s-h p)T{s + g)^ s— y ^ ni—1 Ll— olp+'/zp-i,

ce qui nous donne pour le coefficient de z^ :

(,,) ^></o-V ris + g)T(s + g^k)
a" -,

formule (jui donne le développement des coefficients de Laplace

suivant les puissances croissantes de a. Nous remarquerons tout

d'abord que b'J''' est divisible par a*, et que c'est une fonction paire

ou impaire de a suivant que k est pair ou impair.

Rapprochons la série (i i) de la série hypergéométrique de Gauss.

Cette série s'écrit :

V
, , 1 / ^r(q-i-l)Y{C-^q)r{X)V{B)

La comparaison nous donne immédiatement

r{s)r{k-hï) ^ '
' '

-^

2312. On sait que la série hypergéométrique de Gauss satisfait à

une équation linéaire du second ordre, il doit en être de même

de b\''\ C'est en elTet ce qu'il est aisé de vérifier. Nous voyons en

eifet que dans la série (i i) le rapport du terme général au précé-

dent est

{S^q —l)(s^q-hk — l)
^^

qiq^k)

Si donc j'appelle C^ le coefficient de a^+-'/, nous aurons

q {q + k) C^ = { s -^ q — i) {s ^ q -\- k — \) C^-i,

d'où
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Or, SI nous observons que

et que de même

^ ==2] '•'''^ "^ '' ~~ '^^ ^'^ "^ ''^ ~ 3)0,/-,

si nous r(Mnai-(|Lioiis (le plus que les coefficieuls du juciiiier et du sc-

eond mend)re de ( i ?.) qui son.\.q{fj + A), (s + '/ — i

)
(•'> -h y -h />" — i

)

sont des polynômes du second degré en ^ et par conséquent peu\ eut

s'exprimer linéairement, le premier à l'aide de

I, 'xq -\- k, (-îq -h k)(-2q -h k — \),

le second à l'aide de

I, i^+A — 2, (2g ->r k — ?.)(?. q -h k — 3)^

les coefHcients ne dépendant que de k et de .v, nous verrons qu il

y a une relation linéaire entre les six quantités

db d^b ,, db .d-^b
b, a--, ct2--—-, y.'ib, x3—-, a*-—-,

«a aa- da dy.-

relation dont les coenieients ne dépendent que de k et s. C'est

l'équation dillerentielle cherchée.

J'ai supprimé pour ahréyer les indices s et /c de l?[.
'.

Cette équation s'écrit

(i3) (a^-aVj^ -l-Ia-(4s-t-i)a3]^ _ [452a2-t- A-2(i - :t2)]6 = o.

Elle peut nous indiquer comment se comporte la série (i i)

pour les \aleurs de a \oisines de i. Les méthodes de Fuchs nous

apprennent en elTet que les intégrales de cette équation ne peuvent

présenter de singularité que quand le coeKicicnt de -5-7 s annule.
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c'est-à-dire pour
a = o, a =± I.

Pour a = o, les racines de l'équation déterminante sont dz /••,

ce qui vent dire que l'équation admet une intégrale particulière

développable suivant les puissances de a et commençant par un

terme en a* (cette intégrale n'est autre chose que la fonction b^*^^

qui nous occupe) et que l'intégrale générale est de la forme

S + /i6!/'loga,

h étant une constante quelconque et S une séine procédant suivant

les puissances entières croissantes positives ou négatives de a et

commençant par un terme en a~^.

llestent les points singuliers a = zhi; je me contenterai d'exa-

miner le point :z = H- I

;
puisque l'équation différentielle ne change

pas quand on change a en — a.

Pour a = +i, les racines de l'équation déterminante sont o

et 1 — 2^; ce qui montre que, outre une intégrale particulière déve-

loppable suivant les puissances de a — i, l'intégrale générale est

de la forme
S + Plog(a-i),

où P et S sont développahles suivant les puissances entières crois-

santes de a

—

I, le développement commençant pour P par un

terme de degré o, pour S par un terme de degré i — 2.ç.

l\jur i' = -j on a i — 25 = o et S ne devient pas infinie, c'est le

second terme qui est prépondérant, de sorte que bf^ devient infini

pour a = I de hi même manière que log(a — i ). Pour 5 ^ - » - , • -,

le terme S devient infini et prépondérant de sorte que 6f ' devient

infini de la même manière que

(a — i)i-25.

On voit par là que la série (11) converge pour

la|<.

et diverge pour I a
|

>> i . Les résultats précédents se déduisent

d'ailleurs immédiatement des propriétés connues de la série hjper-

géomélrique.
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2o3. On a proposé un très grand nombre de procédés Av. calcul

pour les coefficienls de Laplace, mais il y en a un qui esl In-s su-
périeur à lous les autres, c'est celui cpii est fondé sur l'emploi des
fonctions ellipticpies.

Nous savons que la fonction p(u) de Weierstrass est définie par
l'équation

[p'(«)l-=4p-(«)-«°-2P(«)-ft°-3= 4(p-c,)(jj -e,)(p-^3),

où e,, e.2i e:i sont trois constantes liées par la relation

6) -f- 63 -t- ^3 = O
avec la condition

,P(o) = --o.

Nous savons en outre qu'elle satisfait aux conditions

p(u) = p(— u) = p( u^iMi) — p( u ^ioj,) = p(u -hiois);

D'autre part la fonction '^(n), qui est telle que

?'(«) = -p(«)
jouit de la propriété

ou

Reprenons l'intégrale

et plus généralement la suivante :

f^,k) ^ __i_ f
-^^'"' dz _ _i_ r ^fc-i+2.v ^-

2tT J F-* ~ 2/71 J 1^(1 — a;;)(3 — a)J^'

Pour identifier aux formules des fonctions elliptiques, nous de-

vons poser :

* = P(")— ^3, a = 62—63, -=61—63, ^,-+-6,-1-63=0,
a

d'où

z{,-'^z)(z-:t)= =Sp'i(u),
4
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d'où

et, en particuliei^,

(i 5

)

Try/â bf^ = f (p — e^ )/.-i+2.s' <^,/.

2oi. Rappelons nne propriété importante des fonctions douljle-

ment périodiques : c'est la possibilité de décomposer ces fonctions

en éléments simples.

Soit F((i) une fonction doublement périodic[ue, soient «,,

a.2, . ., ((„ ses infinis distincts; bien entendu je ne regarde pas

comme distincts deux iidlnis cpiand ils ne dillrrent que par des

multiples des périodes 2to/.

Suit «y l'un de ces infinis qui sera, je suppose, d'ordre /.'; déve-

loppons F(/^) suivant les puissances croissantes de a — aj, et soient

( t( — aj )^ {u — aj y> -^ '
' ' (u — aj )- ' u — a

j

l'ensemble des termes de ce développement qui ont un exposant

négatif. Posons

*y( «) = k,l{u. - aj) - ^ :;'( » - ay) -h ^^ C'( « -aj)-...

où ^'*^(«) représente la dérivée A"^'"" de ^(«) par rapport à n.

De cette façon la ditîerence

F(h) — *y(«)

reste finie pour u = aj. Nous aurons alors

(i6) F(u)=^<Pj{u)+C,

C étant une constante. C'est cette formule bien connue (i6) cpii

représente la décomposition de F(^/) en éléments simples.

Revenons aux intégrales (i4) 6t (i5); elles doivent être pi'ises

de o à 2w,. Si nous désignons la fonction sous le signe / par
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F(«), nous décomposerons F(u) en éléments simples, et nous

intégrerons séparément cliiicuu de ces éléments. Parmi ces élé-

ments il y en a qui nous donneront zéro, ce sont les éléments

/ l,^'^-\u — aj)du,

où k^'x; l'intégrale indc'finie nous donne

qui est (au signe près) la fonction p{u — cij) si k = 2 et une de

ses dérivées si A" > ^- Dans tous les cas ce sera une fonction dou-

blement périodi(jue qui reprendra la UKniie valeur aux dcfi.v

liuiites o et aw, ; linlc-grale délinie est donc nulle.

Si k=x

f
^' (u — rty) du = ZJ u — Gj),

et l'intéiirale définie estO

Ç(2Wi— ay)— ^(— ay) = 201.

Si /,• = o, on a

/ ^( u — aj) du — log<3'{u — iij ),

et l'intégrale définie est

/ X
los: :f ( -iMi — aj)

(,7)
logo'l-a,)

=^^ + ^^.(^--.-^y)-

jNous n'aurons pas d'ailleurs à faire d'a[)[)lication de la formule

(i'^) dans ce Cliapitre.

Reste enfin la constante C qui nous donne

/C du = •). C M,

Dans le caî qui nous occupe, et qui est celui îles intégrales (^14)

et (i5), la fonction F(«) ne peut devenii- infinie qu'avec J)('^) ou

p'{u), c'est-à-dire pour

U = o, (Oj, tOo ou (O3.
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J'njoule que, pour s=^ [formule (i5)], clic devient infinie

seulement pour u = o.

De plus, l'exposant i — ns est pair, et, comme p'-(//) est une

fonction rationnelle de p{u), il en sera de même de K('/). Donc
F(w) sera une fonction paire de «, ainsi que de u — o)/

Donc le développement de F(^^) suivant les puissances crois-

santes de u ou de ii — to/ ne contiendra que des termes d'ordre

pair; il ne contiendra donc pas de terme de degré — i [qui aurait

pu donner un élément simple en <^{u) ou 'Ç(ii — to/)] ; et c'est pour

cette raison que nous n'aurons pas à faire usage de la formule (l 'j).

Nous n'avons pas à nous inquiéter des termes de degré — 4;

— (), . . ., qui, comme nous l'avons vu, donneraient une intégrale

nulle, mais seulement des termes de degré — 2, ainsi que de la

constante C; nous trouvons ainsi pour notre intégrale

(18) 2î-n:(—^) 6,/'^= aCwi — 2-/),V A,,

7 Ao étant la somme des coefficients des termes de degré — 2

dans les dévek)pj)ements relatifs aux quatre infinis o, (o,, (Oo, w^.

2oo. Ces coefficients C et Ao sont des fonctions rationnelles

de a. En effet le développement de p(u) ou de p'(ii) suivant les

puissances croissantes de n ou de // — to, a pour coefficients des

fonctions rationnelles de e^, e-2-, C3 et, par consc'quent, de a; il en

est donc de même du développement de

Donc tous nos coefficients X-, sont rationnels en a.

Parlons maintenant de G. Nous observerons que F non seule-

ment ne peut devenir infinie que pour u = o, co,, coi^, (03, mais ne

peut non plus s'annuler que pour 1 une de ces quatre valeurs de u.

Il en résulte que F(«) ne peut pas admettre les quatre infinis

mais seidement une partie d'entre eux, ce qu'il est d'ailleurs aisé

de vérifier; pour celles de ces quatre valeurs pour lesquelles elle
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lie dcvieiiL pas iiifiuie elle s'annulera de sorte ([iic Vnn aura

('y) o = C +2(- i/.- . -^^Ç(/.-.)(« - CO,)

pour // :^ o, (0, , (Oo, (•).,: cl |iiiiii' (.),=: o, (i)| , (Oo, ''):( D aillciii--> on

u aura pas // :=(>,, piiixpic u esL une «les xaleurs pour Icsipiellc^ |-

s'annule, el to/ une des valeurs pour les(iuelles F est infinie, houe

a — w,= toi, Mi ou 0)3 (à une période prés).

Mais Aa est rationnelle en a. Il en sera de même de "^'*)((.),),

!^('''^(wo), "C^^^to-.i), qui sont des dérivées de p{u) pour u = co,, o)^

ou tO:,, et nous venons de rappeler que ces dérivées sont des Ibnr-

tious rationnelles de t^,, e-,, e-.^ et, par conséquent, de a. L'équation

(i()) uiontre donc que G est rationnel en a. c. q. f. d.

En particulier nous avons pour

s = -, A- — o, fVft) = !
2

d'où

nour

d'où

7,0 _ 2 W]

I

/r = I , F ( « ) = P ( " ) — e-i =— e:i— 'C ( «),

^1= 7^
2 7i\/a

Pour un coefficient 6f' quelconque nous li(Uiverions de même

où P cl (^ sont des fonctions rationnelles de a. On délermincrail

aisément ces fonctions rationnelles à l'aide des relations de vvvm-

rence du u" '219.

i2o6. Il reste à calculer w.^el r,, d"où bl el A[: pour cela je

reuNciTai aux formules et propositions |..uir l'emploi des lonnioiis
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elliptiques rédi<;ées d'après Weierslrass par M. Sehwarz et tra-

duites de rallemand par M. Padé (Paris, Gautliier-Villars, 1894).

Portons-nous à la page (m. Deux cas sont à distinguer, et d'abord

celui où

, ,. I •

^2— 63 ^^i— 621 cest-a-clire a< a. a<-p-
^ \'

>.

Dans ce cas nous poserons

\l e\ — gj— y/g] — <?2 I
— y \ — a'-

^^^
L ,

"

—

,

— = ,
-^i

v/ci — e^-l- v^ei — ei i-H v^ '
— '^-^

et alors, en supposant

h = E~wr,

ce qui est le q de Jacobi, nous aurons

•2^ -t- 2/*^ + . .

.

/

d'où

On calculera /< [)ar la formule (20) et l'on trouvera ensuite

i/a bl= t/^ v/« = '.i (/'> + /«^ + /i'^"+ . . .),

(•i'j

I
l/6Y= i/-^ iV^ = H-2/i +2A''Hr 2/(9+ ...,

V
( I — a'^ ) 6î = 1 / ^ i / a = I — 2 /i + 2 /i*— 2 /('J -H

Ce sont les formules (()), ('j), (8) de Sehwarz, mais nous ferons

usage j)our le calcul de h\ de la formule
2

2
(22; 4/6'; = ( I -+- 2Ai+ 2/2'"+ . . .),

V 2 t + y/ '
— =^"

([ui est la formule (4) de Sehwarz, et pour le calcul de h\ de la

fojmule

I
2

-r) 1 toi _ I
— 33 /, 2 _)_ 33 /jr,_

qui est la formule (5) de Sehwarz.
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Le secoiifl r;is csl celui où a>>-— • On se ser\ii;i ;il(»r^ des

formules (18) et suivantes de Schwarz et Ion posera

V^^i — es-f- v^c'2 — e.j 1 -t- /a

et 1 on retrouvera la formule

(20 6îj) hi= -—i- 2 (
—

analogue à (20).

Nous aurons ensuite

{21 bis) 4/ —^ = — (1 -i- a/tj -H. . .),

formules (19) de Schwarz. (hiant à rj, et rj;i et par conséquent ù

on les déduira des formules

(20 yf5) 2r(3 0J:j =
(; I — 3 A

î

(24) TjiOJs— (Oir;.3 — -t.

On remarquera que W:i et y,;, sont purement imaginaires.

!2oT. 11 importe de se rendre compte de la rapidité de la con-

vergence; celte rapidité est extrême; en ellét, si a << — j on a

4/-

/<f4—-' ^<E^
v/2

-+- 1

et si a]> -— , on a
/2

Suivant le cas, / ou /, sera < o . n.S : laudis cpic // <ui //, >era

< 0,04. Or les séries (pii procèdent sui\aiil les puissances de /t et
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qui ne sonl aiilres que les séries de Jacobi ou des séries ana-

logues, et qui ne contiennent par exemple que des termes où

l'exposant de h est un carré parfait, convergent très rapidement.

Les séries (20) et (20 bis)^ qui donnent li et //,, convergent

aussi très rapidement, puisque dans le cas le plus défavorable les

termes successifs sont respectivement plus petits que

I I i I

!0 106 10'" 10'^

Et même en négligeant 2 A', c'est-à-dire
., „ ,^\, „

„

, on a pour

'•<7-

et pour a > —zz

n o

1 + V^i — '/^'

^1= -7- 7—7- 7I0S 7-'



CHAPITRE XYUl.

LES POLYNOMES DE TLSSERAND.

258. Nous allons examiner maintenant le cas où, les excentri-

cités étant toujours nulles, l'inclinaison mutuelle des orbites est

quelconque. Dans ce cas, nous pouvons ne pas Taire de distinction

entre les anomalies vraies, moyennes ou excentriques et nous

avons trouvé au n" 213

A- = «2 _|_ ^'2 2 (iq; (.f)5 j^

cos 0- = cos^ - cos(« — Il ) -f- sin- - cos( a -\- u' ).
•2 -i

'

Il s'agit de développer

et nous trouvons d'abord, en appliquante formule (2) du Chapitre

précédent,

( I
j

F-- = ("

^ j
' = è« + 1^ bf cos k 7.

11 reste à développer cosAt; c'est ce qu'a l'ait Tisserand en

employant les artifices suivants :

2o9. Posons

cos- - = a, sin- - = v, ç = «< — «'. r^ = m -i- «',

cosa = [Ji cosf -H V cusTj, jc = E'", y = E'" ,

2 = -J w = xy^ '2 cos; = 5 -H ^-', 2COsrj = i^» -i- iv" ',

Z — F"-'' = ^1 — y-iJ-z — a|ji:;-'— xv w — x'i w^ -r- a* ;-•»'.

P. — IL 5
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La formule du polynôme, généralisation de la formule du

binôme, nous donne

Z =:"^ A(— a[jL2)« (— a[jL --')/'(— av(vK('av(v-i)'?(a-)«

avec

Y il — s)

'^' ^ ""
r[i—n—b—c — d—e~s)r{a-^\)r{p-^l)T(c^\)r{q-^i)T(e+i)'

a, q, c, /), e étant des entiers positifs quelconques et Y étant la

fonction eulérienne, ou bien encore

( 3 ) Z =^ A ( -
I
)a+P+c-t-q y^a-h/>+c-hq-h-2e ^a-\-i> ^c-hq ~a-/> wC-.j^

Nous voulons développer Z, d'une part, suivant les puissances

de a et, d'autre part, suivant les cosinus et les sinus des multiples

des anomalies ou, ce qui revient au même, suivant les puissances

positives et négatives de z et de w. Nous chercherons donc le

coefficient de

on m est entier positif, h et k entiers positifs ou négatifs. Nous

ferons donc

h = a — />, A = c — q

.

L'exposant a -\- p de [j. est plus grand en valeur absolue que h

et en diffère d'un nombre pair; l'exposant c -h q de v est plus

grand en valeur absolue que k et en diffère d'un nombre pair. La

somme de ces deux exposants est plus petite que m et en diffère

d'un nombre pair. Le coefficient cherché est donc un polynôme

entier en pi- et v- de degré

m — \ h \

— [kl

multiplié par le facteur

Nous observerons en effet que
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Sii|)posons (raboitj // cL /, pusilils de iiM_'<jii qin- /i z=\ h \ A=
\
k \

et formons le polynôme P en question de sorte que le ooeKicient

ciierclié soit

fraisons donc

m — /i — k — -ig, m — h — k = if.

doù
tn ^- /i -,- ka-^p-hc — g-^-e=^ p — q,

m — h — /
e = — P - q\

il \iendia, en se reportant aux lormules (2) et (3),

=v Fi I — s)\x-p^-'i

V[\—J' — s—p— q}Y^ h~p^\)Y{k — q ^{)Y{ p-^\)T{q -,-i)V{\^ i: — /' — 7)

Nous observerons que ni et h + k sont de même parité et, par

conséquent, que /, ,;?, % -\- s et j5 sont entiers. Cela va nous per-

mettre de transformer la formule; et, en effet, si / est un entier,

on a

(5) _[li^lL_ = £ii±Zi,._n/^' T(i-s-l) Yis) ^ '

Cette formule résulte de la relation connue

F ( 5 ) r ( 1 — 5 1 = -^—

,

et du fait que, si / est entier, on a

siiK 5 -r- /)/? = (— O'sinsTt.

260. Le polynôme P n'est autre chose, à un facteur constant

près, que Tun des cas particuliers de la série hypergéométrique à

deux variables étudiée par M. Appell. Introduisons, en eflet, la

notation de M. Aj)pell, en posant

r(a-^w) r(i — ai

1(21 1 I I — 7. — m)

La première expression se présente sous une forme indèter-
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minée quand a et a + m sont des entiers négatifs; mais il est aisé

de voir que la vraie valeur est alors le produit

(a-H/?i — i)(a-l-/?i — 2)...(a-f-i)a

et d'ailleurs la deuxième expression est alors déterminée.

JNous aurons alors

(i,/?) = r(/>-f-i), (i, ^; = l^(5r + i),

( A H- I
, /> ) = —„, , , (k ^i,q) = ^

,, ,
—— >

^ ' ' r ( A -H I
j

^
1 1 A- -+- 1

)

V(\ — f—s)
^^ '' -^

^ 1(1—/— s—p — cj)

d'où

et

r(i-s)P,

(7) p^=2

n,—/ - S) r(/i-+- i)r(A--Hi)r(i'--Hi)

( h -+- i . /j ) ( \ . p ) ( /x-^ i , cj
)
{i

, q
Ii.2/'v2'/.

On reconnaît, dans l'expression (n), la série liypergéométrique

à deux variables de M. Appell.

Nous avons supposé dans ce qui précède h et k positifs, mais

nous n'avons pas ainsi restreint la généralité et, en effet, Z ne

change pas quand on change, soit z en ^~', soit w en (v~' ; d'où il

suit que le coefficient de

est le même que celui de

a'" z-'' M'^', a'" z'' »^-^'', a'« z-'^ iv--^.

!261. On sait que la fonction de M. Appell satisfait à deux

équations aux dérivées partielles; on doit s'attendre à ce qu'il en

soit ainsi de notre polynôme P qui n'en ditlere que par un facteur

constant; c'est ce qu'il est aisé de vérifier. Soient, en effet, Z' et

Z" les dérivées premières et secondes de Z par rapport à

F = a2— 2 a ( [ji cos ^ H- v cos Tj ) -h i

,
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il viendra
l'y

{ 8 ) -r- = •>. Z' ( a — p. ces \ — V ces r, ) ;

(9) -T- =— -iZ acos^, -5- =— 2Z a cosT.,

(10)

(n)

(

^=4a-^l-^-^Z"si.i2? -^a.aZ'cos^,

f
-17-^ = 4a2v2 Z" sin^T) -f- viav Z' cosrj,

y-/2 7 ^'2 7
-^ =4a2Z"cos2^, Ji_^ = 4a2Z"cos$cosri,

^2Z

afv2
4a2Z"cos2ïi,

(12) ^ =4Z"('a — cosa)2+-2Z',

^•^Z

<>3)

i
—,—7- = — 4 ^ Z" (' a — ces ;t ) cos \ — 2 Z' ces ?,

-;—r =— 4^Z"( a — cosiT) cosT, — aZ' cosr,,

ce qui nous montre que ces onze dérivées partielles de Z peuvent

s'exprimer linéairement en fonctions des neuf quantités suivantes :

(

Z', Z' cos^, Z' cosr),

<i4) • Z". Z"cos^, Z"cosr,,

' Z"cos-^, Z'cos^cosr), Z"C0S2ï;,

les coefficients étant des polynômes entiers en a, m. v.

D'ailleurs, ces quantités (i4) ne sont pas indépendantes, elles

sont liées par les relations

/ ( I -H a- ) Z" — •2 a \x Z" cos ^

L — 2avZ"cOST) = — (*-Hl)Z',

1 (i + a2)Z"cosî — 2a|jiZ"cos2^

— îavZ" cosÇ coSTj = — (5 -T- I iZ" cos^.

(l -f- a- )Z" COSTj •2 3!;j.Z" COS^ cos 7]

— -2 av Z" cos* r, = — ( s -t- i ) Z' cos r,

.

11 est aisé de comprendre l'origine de ces trois relations.

De
Z = F-^-
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nous déduisons

FZ" = — (s~^ i)Z'.

En remplaçant F par sa valeur, on aura la première relation (i5)

et l'on aura la deuxième ou ta troisième en multipliant la première

par cosç ou par cos/,.

Mais nous pouvons aller [)lus loin; les relations (8) à (i3) nous

montrent cpie les onze dérivées

(•6)
f/2Z
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se réduit respectivement à

mU, -7-. —j-, — /t-U, — /-U,
«ij. «/

^2U r/^U '/-U
, ,, d{] dU

—,— ) -; T-
, ,

> /ni m — I ) U , /n —^ » m —^

•

a\]L- dix ai (il- dix. av

Si donc nous prenons l une des deux relations linéaires dont il

vient d être question et qui lient les dérivées (i6) et que, tians

cette relation, j'égale à zéro le coefficient de

j'obtiendrai une relation linéaire entre les dérivées

^, dV d[] d-^U #U d-^\]

dix d'i d\x- dixd'i r/v-

Doac le coefficient U satisfait à deux équations linéaires aux

dérivées partielles du deuxième ordre, dont les coelficients

sont des polynômes entiers en a et v.

Ce sont les équations de M. Appell.

^62. Je rappelle la forme de ces équations telles que M. Appell

les a établies dans son Mémoire du Journal de Liouville (p. 1S2,

i88'^).

{x — x-)r — K^ ^ — -i ^y s

-t- [
—- ( 7. -!- 3 -f- I ) a:-

J /j
—

( a -(- 3 ^ I j^ </ — a3 s = o,

I
(y — J'-)t — x- r — ixys

\
—[';'—

K'J- -^ 9 -r- l }y \<J
—

( X H- ^ H- I 1 ^/> — x'^z = O.

Dans ces équations x et r sont les variables; ^ est la fonction

inconnue,/) et q sont ses deux dérivées du premier ordre; /, a, t

ses trois dérivées du deuxième ordre.

Pour passer de ces équations à celles auxquelles doit satisfaire U,

il suffit de faire

X = ;JL-, y = v2. z = la-Z'v " L
,

a=/^A-. 3=-:,',

Y = /i H- I
, Y = A H- 1

.

Mais une première observation se présenlr. Lts équalionN li-
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néaires simultanées (19) ne comportent pas une solution unique;

elles comportent quatre solutions linéairement indépendantes,

ainsi que l'a montré M. Appell. Quelle est alors, dans le cas qui

nous occupe, la signification de ces diverses solutions?

Reportons-nous à ce que nous avons dit au n" 24-12, et appli-

quons des principes analogues au problème qui nous occupe; nous

verrons que le coefficient de z^iv^ dans le développement de Z

sera égal à

— I r r Z dz div
(20) 4^J J zJ'^Uv'^^^'

L'intégration doit être prise par rapport à :; le long d'un cercle

ayant pour centre l'origine et pour rayon l'unité et par rapport

à w le long d'un cercle analogue tracé dans le plan des w. La

combinaison de ces deux cercles définit un (^onlour fermé à deux

dimensions le long duquel doit être prise l'intégrale double. En

d'autres termes, le coefficient cherché est une période de l'inté-

grale double (20).

Pour avoir U, il faut développer ce coefficient, qui dépend de a,

suivant les puissances croissantes de a et conserver le coefficient

de a'".

Mais l'intégrale double (20) possède d'autres périodes que celle

que nous considérons; une quelconque de ces périodes est fonc-

tion de a et peut être développée suivant les puissances croissantes

de a. Le coefficient de a'" dans ce développement satisfera aux

mêmes équations différentielles de U. La multiplicité des solu-

tions des équations (19) s'explique donc par la multiplicité

des périodes de l'intégrale (20).

263. La série hypergéométrique de M. Appell

( a. m -H « j ( ^. ni -+- n 1

2 ( -,. m ) (y', n)(i, m}{i, n)
x'"y"

peut être exprimée par le moyen d'une intégrale définie, mais je

me bornerai sur ce point à quelques brèves indications. Considé-

rons l'intégrale

/uP-U\ — a)?-' du
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que nous prendrons le long d'une ligne allant de rinfini a rinlini

en passant entre les deux points o et i

.

On pourra faire, par exemple. « = ;—h /'/' et faire varier //' par

valeurs réelles depuis — x jusqu'à -+- x. Cette inti'gralc sera linie

et déterminée pourvu que

I .

Dans ces conditions, à un facteur près C facile à déterminer

el qui ne change pas quand p ou q augmente d'un nombre

entier, notre intégrale est égale à

Y(p^q)'

D'autre part, notre série hjpergéométrique (à un facteur cons-

tant près, indépendant de x et de jk comme de m et de n) est

égale à

•^ r

(

I — Y — m ) r
(
Y — 'j- — 'il r

(

I — y'— « ) r

(

y'— p — m
)

^à r ( I — a m — n) F ( i — 3 — m — n)

(1+3 — -/ m )x"' ( I -I- a — v. '2 )
y"

X i--

—

{i, m) {\ . n }

On voit que chaque terme sous le signe ^ est décomposé en

quatre facteurs; le premier facteur c'est l'intégrale

/ «-y-"' il — u )y-i-a-« du,

à un facteur près C qui est indépendant de m et de n, puisque m
et n sont entiers (et que le facteur C, ainsi que nous venons de le

remarquer, ne change pas quand l'un des exposants augmente tl un

nombre entier).

De même le second facteur, à un facteur constant près, c'est

l'intégrale

/ r-y'-" ( I
— t^

)y'-i-p-/n dv.

Remarquons que toutes nos intégrales sont finies, au iimins

pour les valeurs de a, [i, y, y', qui satisfont à certaines inégalités.
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Le troisième facteur est un terme du développement de

(i — .r)Y'-P-i= Va,,,.?-'"

et le quatrième est un terme du développement de

(i — r)y-«-'= y ^ny"-

Nous trouvons donc

V / / du dv u-T-'« il — u )T-i-3c-« t,—
Y'-"

('
i — v )Y'-'-P-'" A,„ r'" B„ 7"

,

on bien

^11 (lit (i^ «->'
( I — " )Y-i-« ^'-Y ( [ — i^ jY- '--P A

OU bien

/ / du dv «-Y(i — ««W""' * ''^^
( ' — i'ïï'-^-'^ I

-^
I

-^

OU enfin

/ / du di> u" v'' ( u — Mc — x)^' {V — uv — y )'^(21)

avec
a = I + p - Y - 7' /> = I -+- a — 7 — y',

1 — '<.

L'intégrale doit être prise tant par rapport à a cpie par rapport

à r le long d'une ligne allant de l'infini à l'infini en passant entre

o et I . Les autres solutions des équations (19) pourraient être

représentées par celte même intégrale (21) prise le long d'autres

contours convenablement choisis.

264. Envisageons toutes les séries

^7 ( a, , m -4- /i ) ( 3 1
, /« -I- n )

(yi. '«)( Yn n){\. in)\\. Il)

j^lll yl>

OÙ les constantes a,, [^1, yi, y', sont égales à a, ^, y, augmentés

d'un nombre entier. Je dis que toutes ces séries pourront s'exprimer
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liuéairemenl à liiide de quatre fl entre elles, les <oeffieieiil> de

l'expression linéaire étant des fonctions riilionnelies de ./ et de w
Soient, en eflct, ;, , ;o, C;,. z-, quatre •^(•lutlnns des équations (iq);

la solution générale de ces équations sera une coinMnaison linéaire

de ces quatre solutions; quand ,r et i' reviendront à leurs valeurs

|)iiiiiitives, après a\<tir \arié d une manière continue. \\ jniurra se

faire que ces solutions ne reviennent pas à leur \aleur pi iniiùve,

si les variables r et >^ ont tourné autour dUn point singulier. Mjiis

alors les solutions ;,, ;o, Z;i, z-, auront subi une transformation

linéaire à coefficients constants; cest tout à fait analogue à ce

qui se passe dans le cas des équations difréreulielles linéaires

ordinaires.

Cela posé, considérons quatre systèmes d équations analogues

aux équations {ig), mais où les constantes a, |j, v, v' aient des

valeurs dilférentes, et supposons que la différence des valeurs de a

pour deux de ces équations soit un nombre entier ( el de même

pour |ii, y, y'); soient

-(3)
-

1 '

ri 11

-:3)
-3 1

-3 '

- 1

-^4 5

-{'*)

les qnatre solutions fondamentales de chacune de ces quatre équa-

tions. De ce que les ditlerences entre les a. ... sont supposées

être des nombres entiers, il resuite ceci, ainsi que le montrerait

aisément Tétude des équations (19), c'est que, si x et y décrivent

un contour fermé.

subiront l(t inênie transformation linéaire que

^1? "il ^3-x •> 1 '»' 3 f -» 1

Donc les déterminants contenus dans la matrice

- 1

-1

rl4)^1
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seront multipliés par un même facteur. Les rapports de ces déter-

minants sont donc des fonctions uniformes et l'on verrait aisément

(puisque nous n'aurions pas de point singulier transcendant) que

ces fonctions uniformes sont rationnelles. Nos déterminants sont

donc proportionnels à des fonctions

R, R,. Ro, R3. H4

qui sont des polynômes entiers en x et en r; de sorte que nous

aurons la relation

(•22) R:;i+ R,cV'+ R2^\2;^ 1^3-13) _^ R4z(^) = o,

ce qui montre la possibilité d'exprimer linéairement toutes nos

fonctions à l'aide de quatre d'entre elles.

On arriverait facilement au même résultat en partant des inté-

grales (21), ce qui permettrait de former elï'ectivement ces rela-

tions (22). Je l'cviendrai plus loin sur ce point.

Il semble d'abord que ce résultat, important pour la théorie des

séries hypergéométriques les plus générales, soit sans intérêt dans

le cas particulier qui nous occupe; cas où ces séries se réduisent

à des polynômes entiers. Mais il faut observer que ces polynômes

peuvent être de degré très élevé, car le nombre m du n" 259 d'où

dépend ce degré peut être très grand; tandis que les degrés des

polynômes R de la relation (22) restent limités si les diflerences

entre les a (ou entre les ,3, les v, les y') restent des entiers limités,

surtout si ces diflerences sont toutes égales à o ou à dz i; c'est ce

qui permettrait d'établir entre les polynômes hypergéométriques

de M. Appell un système de relations de récurrence qui en facili-

terait considérablement le calcul.

Ces relations seraient analogues aux relations de récurrence

établies par Gauss entre ses séries hypergéométriques et que l'on

trouvera à la page i3o du Tome III de ses OE livres complètes,

éditées par la Société de Gottingen.

26o. Quels sont les points singuliers de la série de M. Appell,

considérée comme fonction de x et de y. On peut les trouver de

deux manières ditl'érentes, en partant des équations (19). Je sup-

pose que l'on ait dillérentié ces deux équations par rapport aux

deux variables x e\. y\ on obtiendra quatre équations, où figureront
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linéairement les quatre dérivées troisièmes de c. Les •ueificieuts

de ces quatre dérivées dans ces quatre équations seront

X — X- — 'i-xy —y- o.

o x — x-^ —-ixy — jK-,

— ^- —-^^y y— y- o,

o — x- — ixY y— y"--,

(loiil le détemiuiant est éyal à

x'^ y'^ (.r;2 -j_^2 _|_ , — ^ ^^ __ .^.r — ajK ).

Les points singuliers nous sont alors donnés par j:' = o, y ^= o

et

X- -r- y- ^- \ — ixy — IX — -ïy = o,

c'est-à-dire

('i3j \/x ^ \Jy = I.

On pourrait arriver au mèmerésullaten partant de lintégrale {i i );

les points singuliers de la fonction définie par cette intégrale

s'obtiendront en envisagent les quatre facteurs de la fonction sous

le signe/

tt, v^ u — uv ^ x^ V — iiv — y.

Si l'on regarde un instant u et r comme des coordonnées rectan-

gulaires et qu'on égale ces facteurs à zéro, on obtiendra les

équations de deux droites et celles de deux hyperboles. 11 v aura

un point singulier, si les deux hjperboles se touchent ou si trois

de ces facteurs s'annulent à la fois.

Quand la variable x tourne autour de zéro, deux des solutions

particulières des équations (19) ne changent pas et deux autres

sont multipliées par un facteur constant; il en est de même quand

la variable r tourne autour de zéro. Quand o: etj^ tournent autour

d'un point singulier satisfaisant à l'équation (23), il y a trois

solutions qui ne changent pas et une (pii est multipliée par un

facteur constant. On vérifierait aisément ces résultats et l'on déter-

minerait ces facteurs par l'étude des équations ( U)).

Dans le cas particulier qui nous occupe, la série de M. Appill

se réduit à un polynôme, elle n'a donc aucun point singulier et

les points singuliers que nous venons de déterminer appartiennent

seulement aux solutions des équations (ly).
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D'autre part, dans ces cas particuliers, nous avons

.
J

, • -

J

ar r= lJi2 = COS* -
7 K = V- = Slll-» - >

1 "
1

d'où

Nous retombons donc justement sur Tun des points singuliers

définis par l'équation (20). Cela n'a pas d'inconvénient puisque

ces points singuliers, comme je viens de le dire, n'appartiennent

pas à notre polynôme, mais seulement aux autres solutions des

équations (19). Nous verrons même bientiU qu'il résulte de là une

simplification.

26(5. Jusqu'ici nous avons raisonné comme si ;j. et v étaient deux

variables indépendantes. Nous savons qu'elles sont liées par la

relation
[Jt. -I- V = I

de sorte que le polynôme P, qui était entier en jj.- etv-, devient un

polynôme entier en v seulement. JM. Appell a transformé les équa-

tions (19) en V remplaçant y par v- et .r par (1 — v )- ; il montre

ainsi {Journal de LioitK'tlIe, i8H4), par un calcul que je ne repro-

duirai pas, que la solution générale :; de ces équations (19) et par

conséquent P satisfait à une équation du troisième ordre. Il tonne

cette équation (p. 4^^) ^^ l'écrit :

(24) (v - v2)-^^"'-h(v — V-; (a-H^v)^"^ (c -hrtfv -H É'v2)s'-h [ly -^ p)z =0,

5', 5", ... sont les dérivées successives de :; par rapport à v ; les

constantes «, b, . . . ont pour valeurs

a = X — Y -H -2 y' = H- '3 /." -H 2 -H 5,

b = — 2A — Y — y' = ~ ^ '.y* -I- A- -H I )
— -2 i,

c = [?.'(' — 1) (A — Y' = (-^' "•" '.' '
^' '^ *'•''

</ = — 2 (-2 B 4- 2Ay' - y' ) ^ — 4 B + 4 (
/^- -H I)

(
/i ^ A- ^ 5 — -

)

,

<? = 4 B -+- ( 2A — I ) ( Y -H t') 4 b -h 2 (/i -h â- -h i — -
j

(7; -h a- h- 2),

/ = 4 B
i Y + y' — " = 4 B ( /* ^ A ^ I ),

p = 2 B ( I — 2 y'
)
= — 2 B ( 2 A ^ ) ) ;

A = a-i-,3^-i, B = x^ = —gi/^ S).
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Comment se fait-il (jiie nos équations (19), qui admrtlaienl ((iialre

solutions indépendantes, se trouvent transformées en une «'quation

du troisième ordre qui nen admet plus que trois? (Jiela esi aisé à

expliquer. En ellet. la relation ij.-|-v= 1 équivaut à la relation (23)

qui définit 1111 des points singuliers. Quand on tourne autour de

ce point singulier, trois solutions restent holomorplies, tandis que

la quatrième est multipliée par un facteur constant, elle devient

donc nulle ou infinie (^suivant les valeurs de a, etc.) au point sin-

gulier; donc, quand on fait y- = i — v. l'une des quatre solutions

disparaît et il n'en reste pins que trois.

2(37. Dans le cas particulier de 5 = -? il se produit une grande

simplification, comme lavait montré M. Tisserand et conmie Ta

retrouvé depuis M. Appell par un calcul que nous allons résumer.

Désignons toujours, en effet, par les lettres/?, ^, /", i', t les dérivées

premières et secondes de :; par rapport à x et à j-, et faisons

X = [x- = (i — v)2, y = v^

il ^iendra

1 a-z

En éliminant /, s et t entre ces deux équations et les deux équa-

tions (19), et se rappelant que jj. + v = 1 , on trouve

-( 23 bis ) V ('
I — V ) -r^ -i- ( A V -1- B ) -7^ -T- Cz — iD { n \i. -t- (] ^

)

où A, B, C, D sont des constantes, et où

4

en remplaçant a, 3, v, v' par leurs valeurs

/^ X, — ^, /( -T- 1, A — 1,

et nous rappelant que
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nous trouverons

2

Donc, pour s^ -, noire inconnue z satisfait à l'équation diflé-

rentielle linéaire du second ordre que l'on obtient en égalant à

zéro le premier membre de (20 bis). On reconnaît la forme des

équations auxquelles satisfont les séries hypergéométricjues de

Gauss à une variable.

Donc dans le cas de s ^ -, notre polynôme P se réduit à une

série hypergéométricjue de Gauss à une seule variable. Il arrive

alors qu'une seconde solution des équations (19) s'annule iden-

tiquement pour |jL H- V = I. L'élimination de /•, 5, t entre les

équations (19) et (26) présente quelques particularités. Si l'on

ajoute les équations (19) et seconde équation (20) respectivement

multipliées par

4

on verra disparaître à la fois les termes en /, 5 et ^ si l'on suppose

[Ji -t- V = i;

il nous restera donc après l'élimination non pas une, mais deux

équations dont la combinaison fournira (20 bis).

2(38. Supposons maintenant 5 = i . Il semble d'abord que cela

n'ait pas d'intérêt puisque .s doit toujours être la moitié d'un

nombre impair. Mais on verra bientôt que la simplification que

nous allons obtenir aura une application importante.

Dans le cas de 5 = i , le polynôme P devient, pour \}. = 1 — v,

non plus un polynôme hypergéouiétrique de Gauss a une variable,

ainsi que cela arrivait pour s^-, mais le carré d'un pareil poly-

nôme.

En efFel :

La série hypergéométrique de Gauss satisfait à une équation

différentielle du deuxième ordre, son carré satisfait donc à une

équation du troisième ordre qu'il est aisé de former. Si nous cher-
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clions à identifier celle équalion avec ré(jualiun {'j.^), nous verrous

<|ue l'identificaliou est possible dans le cas de 5 = i.

Ce résullat. dû d'abord à Tisserand, a été démontré par Slielljes

dune l'açun i'oil élégante. Reprenons les équations (19) et faisons-y

un changement de variables en posant

. :r = (1 — p)(i — p'), y= pp':

nous verrons que, dans le cas de .s = i . les équations (iq) se

ramènent à deux équations linéaires du deuxième ordre, dont l'une

ne conlienl que p, z, -j-
-, -j—,, tandis quel autre ne contiendra que

riz diz
'^

,'?
p', z-, -r,-) 'TT^i' On passe d'ailleurs d'une de ces équations à l'autre

en accentuant partout la lettre 0.

La première de ces équations est une équation dillerenlielle

linéaire ordinaire entre z et p, et Ton voit facilement que c'est

précisément celle qui définit une série hypergéométrique ordinaire

de Gauss. Si donc c == F(p) est une solution de cette équation, on

satisfera au système des deux équations en faisant

z= F(p) F(p').

On conclura de là que notre polynôme hypergéométrique à deux

variables est à un facteur constant près le produit de deux polv-

nomes hypergéométriques à une variable, l'un en c, l'autre en -J

.

Faisons maintenant
[X -h V = I

,

c'est-à-dire

? = p';

d'où

^ = p2 = vî, a7 = (i — p)2= ;ji2; p = v.

il viendra
.- = [F(v)]2.

On voit que, quand on tiendra conij)te de la relation

,a — V = 1

,

notre polynôme hypergéométrique à deux variables deviendra

à un facteur constant près le carré d'un polynôme hypergéo-

métrique à une variable en v. c. q. v. d.

P. — II. 6
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Je renverrai, pour le détail du calcul, au Traité de Mécanique

céleste de Tisserand, t. I, p. 488 et suivantes.

269. Pour comprendre l'application possible du résultat pré-

cédent, reportons-nous au commencement du Chapitre; soit

a 2 s

F-^ = (
^

) =(1 — aa cosar H- a2)-

Nous avons trouvé

P étant le polynôme hjpergéométrique à deux variables que nous

venons d'étudier. Dans le cas de 5 = i , nous venons de voir que ce

polynôme est à un facteur constant près le carré d'un polynôme

hjpergéométrique à une variable. Mais dans ce cas on a

-s- ^ i r E"^ E-"7 1
' ~

(I — aK''^j (I — aE-'-J )

"
VJ'^—E -'«^

l.
i — x E"^ ~ i — a E-'<ï J

'

11 est aisé de développer le dernier membre suivant les puissances

de a et l'on trouve

^ V^ sin (/« -1- i) T

sina

Donc le polynôme P n'est autre chose que le coefficient de

lans

sin { m -\- \)<^—:
J

Sin <T

en supposant

•2 cos or = ;JL ( j -J- ^-'
) -I- V ( (y -t- w^ ' ).

Ce coefficient s'exprime donc à l'aide des polynômes de Gauss

(polynômes hypergéométriques à une variable).

Supposons maintenante quelconque et revenons à la formule (i),

elle peut s'écrire

^ , n V^ 7,z^ sin (/i -t- i)a v^ , ,., sin (/ — i)t
(26) F--' = 61" + > 6.^' -. > 6/1

:

'- .
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Or nous venons de voir ([lic les expressions de l,i lonne

pin ( k ^- 1)7

sin

pouvaient se développer à l'aide des polynômes de Gauss; il .-ii

est donc de même de F~^.

1270. On peut encore opérer d'une autre manière. Ecrivons

F-* = ([ -t- a'^r-Xi — 2^ cos (!)-•%

où

il reste à développer

(r — aS coscT)--^

Il est évident que nous obtiendrons ce développement en nous
reportant au.v formules (2) et (3), en y remplaçant a par p, et en
n'y conservant que les termes où e := o.

Or, ces termes seront ceux où

m = h -h /{ ^p -i- q^

c'est-à-dire ceux où l'exposant de p (qui remplace a) est la somme
de ceux de u. et de 7; il surtira donc de conserver, dans le polynôme P,

les termes du degré le plus élevé en a et v.

Nous avous trou\é plus haut

( 27 ) F -•^- = y] P a'" ( — ;jL ^ j/' (
_ V W j/^-

et nous trouvons maintenant

(
-..8

)
F-- = u^r^>-sy^ p„ /VT^)

'"
'
~ •' -'''(- "' ''^ ^'''

P,, étant ce que devient P (piand on n'y conserve ciue les termes
(lu degré le |)lus élevé en a et en v; or, nous avons, à un l'idrur

constant près,

^{C,p){c\ </)((, p){l, q)'

a, ù, c, c' étant des constantes et b entier nég ilil'. Il lUut con-rr\rr
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les termes du degré le plus élevé, c'est-à-dire faire

p-^ q =—h\
d'où

(6,/^ + g)=±(-6)!
Le facteur

(rt, /j -+- ^ j = («, — 6 )

est égalemenl constant.

!'(' — c')

rii — c')
( — I )

/'

Td — c' ^ b){\ — c' -\- b, p)

de sorte que (c', ^) est en raison inverse de

(I — c'^ù,p).

De même (i, ^) est en raison inverse de [b^ p); nous avons

donc, à un facteur constant près,

p«='- 2

—

ic,p)i^,p) -u^; '

c'est-à-dire que Po est égal à v~-* multiplié par un poljnome hjper-

1 /^ M-' r
J

e:eometi'ique de uauss en *-- = cot^ -•

Si nous rapprochons les relations (26), (2^) et (28), nous pou-

vons résumer nos résultats comme il suit :

Nous voulons développer A~-^ et nous cherchons le coefficient

d'une exponentielle quelconque

^Hpu + p' «')_

Cette exponentielle peut être toujours mise sous la forme

z'' II'/'- = E'''/'l+ '''"0>;

ce coefficient étant divisible par u.^ v* je l'appellerai

AI.ji/'v^-;

M dépend de a, de [j. et de v. Je puis le développer :

1° Suivant les puissances de a, le coefficient de a"' est alors un
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polynôme livpt'fi;<''omélrifjue dAppell à deux \ ;ii-i;il)les en eos' ->

sin' - ) ([ni se réduit à nn polynôme de Gauss en sin- - pour \ = -•

2" SuiMuiL les coefficienls de Laplace h^ qui sont des ftjnclions

de a; le coeffieient de b[^'^ est alors la ditlerence des carrés de deux

polynômes de Gauss en sin- -;

3" Suivant les quantités

(i -\- 1.- )'«-»-^-'

le coefficient de chacune de ces quantités est alors égal à

,,J
5 i fj

i { /H — /i — A'! _
j.

multiplié par un polynôme de Gauss en cot' -•

Dans les trois cas le calcul des polynômes de Gauss peut être

simplifié |)ar les relations de récurrence dont j'ai parlé plus haut et

que Gauss a démontrées dans le Tome III de ses OEuvres complètes,

,

p. 1 3o et suivantes.



CHAPITRE XIX.

LES OPÉRATEURS DE N1L^VC0MB.

271. Nous allons maintenant supposer que les excentricités ne

sont pas nulles el nous proposer de développer la partie principale

de cette fonction perturJDatrice suivant les puissances de ces excen-

tricités. La meilleure méthode est celle de Newcomh qui repose

sur l'emploi de certains opérateurs [Asli-onofvical Papers, vol. 3).

Pour bien faire comprendre l'esprit de cette méthode, je vais

prendre d'abord un exemple simple. Soit F(.r) une fonction quel-

conque de .r; changeons x en

et cherchons à développer F{x -\- a.^ /i -f- aoA-+ a;, /r') suivant les

puissances croissantes de h
;
je n'aurai pour cela qu'à appliquer la

formule de ïaylor

\n z'"

à remplacer z'" par (a, // + ao//- + aj //')'", à développer cette

expression et à ordonner par lapporl à h. Le coefficient de A^

sera un polynôme de la forme

où les b sont des coefficients constants et les F'^^ les dérivées

successives de F; ceci peut s'écrire

où D* est rindice d'une différentiation répétée k fois. Cette

expression
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sera ce qu'on appelle un opi'-ntti'nr ; ccsl un syuiholr (riijjci-alion.

Si j'apj)eilc Wk cet opérateur, je pourrai écrire

(i) F(a^ + s) = F(^) + /ill, F -^ //2n.,F -^. . ..

Gela nous in<li(|iie déjà Tespril de la niélliode; mais nous allous

voir comineni mi peut lormer ces opérateurs. A cet ellet, je lais

F(a7) = E>-^-:

d'où

F(a7-i-E) = E>^-^E''S

n^- E>'-f = E>.^ ( 6 , À -^ . . . -^ 6/, \k).

En faisant donc F(:c) z= F^-^ dans la formule (i), nous trouvons

E>- =y /i^ri/,

en convenant de remplacer D'" par )/" et de faire no= i

.

En d'autres termes, on obtiendra l'opérateur Wk en dévcloj)-

pant E^~ suivant les puissances de h comme si D était une quantité

ordinaire et en conservant le coefficient de Ji^

.

Nous pourrions donc regarder E"" comme un opérateur et

écrire

Envisageons maintenant une fonction de deux variables F(j:, i)

et cherchons à développer F(:c + s, y -f- s') avec

£ = ai /i -+- ctj /<2 -j- a^ //*-!-...
,

s' = a ', /t -t- 2 2 ^i" -r- 5t3 A^ -i- . • • •

Nous pourrons opérer de la même manière, nous développerons

F(:r + £, y+ s') suivant les puissances de s et de e' par la formule

de Taylor; nous développerons ensuite s'^s'" suivant les puissances

de h et nous o^^donnerons par rapport à A, nous trouverons ainsi

(\bis) F( 07 ^- £, j- + £'
) =y /j/'- H/, F,

oùn^tsera un opérateur qui prendra la forme d'un polvnome entier

en D et en D', avec cette convention que
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est le signe d'une opération qui consiste à différentier p fois par

rapport à x el q lois par rapport à y.

Pour déterminer ce poljnome fl/,, il suffira de prendre pour

¥{x^y) la fonction particulière E'^-^'+l^^^ ce qui, par une analyse

toute pareille à celle qui précède, donnera

EX£+;j.s' =y A/n/,

en remplaçant D et D' par À et a dans le second membre.

Nous pourrons donc écrire symboliquement

{ibis) ¥(x^z,y^z) = Ei»^+ «'^'(F)

en regardant E*^^"^^'^' comme un opérateur.

127!2. On pourrait supposer que s et s' dépendent, non d'une

seule variable li, mais de deux variables h et // ou d'un plus grand

nombre, et qu'on veut développer F(.r + £,)' + ;') suivant les

puissances de II et de h'] il n'y aurait rien à changer à ce qui

précède.

On retrouverait la formule (2 bis) sans aucune modification;

quant à la formule (i bis) il faudrait l'écrire comme il suit :

F ( ^ + 2, j^ + c' ) =y A' h'J n,y F.

Examinons de plus près l'opérateur [I/y, je dis qu'il y aura un

cas où l'on aura

de sorte que notre opérateur à double indice pourra être regardé

comme le produit de deux opérateurs à simple indice. C'est le cas

où £ est égal à une fonction de 1i seulement, jilus une fonction

de II' seulement, et où il en est de même de s'. Supposons, en effet,

£ = E,

e = -' _i -'
2 »

£, et î', dépendant de li seulement, tandis que z-^. et sj, dépendent

de h' seulement. On aura alors
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(le lelle façon que le coenicicul de liUi' (l;iu> le dévelo|j()einenl

dcE^-"^'*'', c'est-à-dire Il/y, sera le prodiiil du cuenicieiil de A' dans

le développement de E"^''^^'', c'est-à-dire de 11/,, par le coeflicienl

de /i'^ dans le développement de E''^'"^'^^-, c'est-à-dire par [1,,/.

Ce résultat s'étendrait évidemment au cas uù le nombre des

variables serait plus grand.

Remarquons que d'après leur définition même nos opérateurs

sont permaLahles, puisque les opérateurs simples D et D' le s<jnt

eux-mêmes.

;273. Appliquons ceci au développement de -•

Nous prendrons pour origine des longitudes dans les plans des

deux orbites la ligne commune des nœuds; la longitude moyenne

est égale à l'anomalie moyenne plus la longitude du périhélie

(qui ici se réduit à la distance du périhélie au nœud). Mais, au lieu

de prendre pour variables la longitude moyenne et la longitude du

périhélie, ou bien encore l'anomalie moyenne et la longitude du

périhélie comme on le fait d'ordinaire, nous pouvons évidemuient

prendre la longitude moyenne et l'anomalie moyenne.

Nous considérerons donc - comme une fonction de 9 variables

qui seront, outre l'inclinaison mutuelle des orbites: i" les loga-

rithmes des grands axes; 4" les excentricités; 3" les longitudes

moyennes; 4" les anomalies moyennes.

Nous aurons donc, après développement,

OÙ //?, /?«', />, />', q, (/ sont des entiers, où / et /' sont les anomalies

moyennes, t et 'C^ les longitudes moyennes, et où A est une fonc-

tion de l'inclinaison et des logarithmes des grands axes.

Si les excentricités étaient nulles, les longitudes moyennes se

confondraient avec les longitudes vraies, les grands axes avec les

rayons vecteurs; et la distance ne dépendrait plus des anomalies

moyennes / et /' (mais seulement des grands axes et de v, J ).

Donc dans notre développement (3) dis|niraUront tous les termes

dépendant de e, «', /, /', c'est-à-dire tous ceux où les entier- ///, ///',

«y, q' ne sont pas nuls.
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Mais, dans le cas des excentricités nulles, le développement (3)

est connu, c'est celui que nous avons obtenu dans le Chapitre pré-

cédent; et il s'agit d'en déduire le développement dans le cas

général.

Or il est clair c[ae A ne peut dépendre que des longitudes vraies

et des rayons vecteurs. On obtiendra donc le développement dans

le cas général, en partant du développement pour les excentricités

nulles et en y remplaçant les logarithmes des grands axes

logrt, lognr'

et les longitudes moyennes

par les logarithmes des rayons vecteurs

r r'
log/- = logrt 4- log- , log/-' = ioga'-f- log —

,

ce a

et les loneitudes vraiesO

Il suffit d'appliquer les principes du numéro précédent, en

faisant jouer à - le rôle de F(^, j'), à

loga, loga', r, r,

le rôle de .r et y, à

log/-, log/-', «', v'

,

celui de j: H- £, jK + -'? et par conséquent à

(4) ^°»â' '*^*^' '' ~ ^'
"'— ^'

celui de s et s'. En effet, ces quatre quantités (4) sont dévelop-

pables suivant les puissances de

eE'/, eE-'', e'E'/', e'E-'/'

<pii vont jouer le rôle de h et A' et ne dépendent d'ailleurs pas

e o, r/ , w, ^'

.

Soit donc F le développement pour les excentricités nulles et
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1'
I

le (léveloppeinciii dans le cas général ; soient

I), D,, D', d;

(les indices de dKîérenlialiun se rapportanl à

iiuiis aurons [)oiir l'expression analogue à De -h D'î'

de sorte qu'on aura symboliquement par la formule (2 bis) :

/ ,. \ I» / ,.' \ U'

(5) Fi=(-j (-) E».("-^) + '»>i"-!:')F.

L'expression

peut se développer suivant les puissances de

en faisant le calcul comme si D, D', D,, D', étaient des quantités

ordinaires; les coefficients du développement sont alors des poly-

nômes entiers par rapport à D, D', D,, D', . Soit alors

y 11 (eE'/)*(eE-'OP(e'E'/')=''(e'E -'•/')?

le développement ainsi obtenu; ce que je puis écrire :

y Ile'" e''"' FJ'-i'-^'i'''^

en écrivant m, /;/, q, q au lieu de a+ [ïi, a'-|- [ii', a — Ti, a— .i .

Le coefficient FI sera un opérateur qui dépend des quatre nombres

m. ni\ q^ q\ ce que nous mettrons en évidence en écrixaiit

l'i'

INous aurons alors

F, = y e"'e'"'E'<'//+'/'"n'^';^"F.
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Maintenant F c'est le développement dans le cas des excentri-

cités nulles, tel qu'il a été obtenu au Cha[)itre précédent. Soit

ce développement. Nous sommes conduits à calculer

pour applifjuer cet opérateur à la fonction A-E'^/'^+i"'^'-' il faut faire

subir à cette fonction diverses dilFérenti uions par rapport à

loga, logrt', ^, V\

mais, pour la ditî'érentier par rapport à ^ ou à î^', il suffit évidem-

ment de la multiplier par ip ou ///. Nous pouvons donc l'écrire

Dans le premier membre II,""" a le même sens que plus haut;

c'est un polynôme entier par rap|)ort à D, D', D,, D, ; dans

le second membre, c'est le même polynôme, mais où les sym-

boles D,, D'i sont remplacés par les quantités ip et ip' . Il ne con-

tient donc plus que deux symboles d'opération D et D' et il est

appliqué à la fonction A qui ne dépend plus que de loya et loga'.

11 reste finalement

i = F, = y e'" e''"' E' l'^^+i'^'^-i'+'j-r^ n"/"' A.
A ^ 'l'I

Le coefficient du terme en

est donc
TT""" \

A désignant le coefficient du terme en

lequel, ne dépendant pas des excentricité», a éré déterminé au

Cliapitre précédent.

^Ti. Nous avons vu au n' !2iO qu'il est aisé de passer du
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dé\el(i|)|)fiii(iil |)rocédaiil sui\;iul les anomalies excentrif|ues an

développement procédant suivant les anomalies moyennes. Nous
pouNon.s donc nous proposer, au lieu de l'ormer directenienl ce

dernier développement, d'j parvenir indirectement et par l'inter-

médiaire du premier. C'est ce qu'a fait M. Newcomh.
A cet ell'et nous prendrons comme \arialjles l'inclinaison mu-

tuelle des orbites el, pour chaque planète, le logaritiime du grand

axe, l'excentricité, l'anomalie excentrique ti et ce qu'on pourrait

appeler la longitude excentrique^ c'est-à-dire l'anomalie excen-

trique, plus la longitude du périhélie, toujours comj)tée à partir

du nœud. Nous cheixherons alors à former le développement

Obis) i=2 \g/« g'//;' j<]/(/^/;-H /^'Tj '+(/«-(-(/'«')

où // et u' désignent les deux anomalies excentriques, r, et y/ les

deux longitudes excentriques.

l27a. M. Newcomb introduit encore une autre simplification en

posant
2 £

,
2 £'

:> e = -•
1 -(- £-

H cherche ensuite à développer, non plus suivant les puissances

de e et e\ mais suivant celles de s et z de façon à obtenir le déve-

loppement

Citer) î""2d^'
m z' m' J7u/J/;-i-///"/-i-'7u-i-7'«')_

11 est clair qu'il est aisé de passer du développement (3 ter) au

développement (3 bis) et de là au développement (3).

bi nous posons
e = siiiç,

il vient
o

e = tan<r - •

Remarquons en passant que les éléments canoniques ;, et r,

,

du n" o8 sont proportionnels à sin f-

:276. Il y a des termes des développements (3), (3 bis) et
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(3 ter) qui sont connus; ce sont ceux où

771 = 7n = ^ = ^' = o,

les seuls qui subsistent quand les excentricités sont nulles; nous

les avons déterminés au Chapitre précédent. Ils sont d'ailleurs les

mêmes pour les trois développements, sauf la substitution de t, etr/

à C et -Q.

De ces termes connus, il s'agit de déduire les autres; et, pour

cela, que nous adoptions les variables du n" 274 ou celles du

n" 275, il nous suffira d'opérer tout à fait de la même manière

qu'au n" 273; on n'aura qu'à faire jouer à

ou à

£, e', Tj, y,', «, a'

le rôle que jouaient au n" 273 les quantités

On trouvera comme au n" 273 que le coefficient de

OU celui de

sera

A désignant le coefficient du terme en

tandis que H'"'" est un opérateur qui n'est autre chose que le coef-

ficient de

OU de

dans le développement de l'expression symbolique

suivant les puissances de eE-'", e'E-'"' ou celles de sE-'", s'E-'"'.

On remarquera que, dans l'expression (7), j'ai remplacé D, et D[
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|);ir //; et ip\ ainsi (|ne nous avons (Jéinonlré ([iiHa devait II- l'aiir

à la lin du n" î273.

Seulement les opérateurs FI sont ljeau(iMi|) |ilii^ •^illl|ll^•^ ini.iiid

on adopte les variables du n" 27 i cl suil<»iil (piaml on adopte

celles du n" !27o.

277. Il j a (rai)()rd une reinanpie cpie nous de\(uis l'aire et ipii

restera vraie que l'on adopte les variables des n'" 271^, !27i ou 27.').

L'expression sjmbolupie (6) est le produit de deux autres

(8) (^-1 i-;.'...-:i, (i.j E»-.-!'..

Il en est de même de l'expression (-), à la condition biru

entendu de changer î^ et X^ en v] et r/; ([uant à D, et D', ils peu\enl

être remplacés par ip et //>', ainsi que nous l'avons dit.

La première des deux expressions (8) ne dépend «pie de eE—-^

ou de eE-'", ou de sE-'", la seconde au contraire ne dépend (pic

de e'E-''' ou de e'E-'«', ou de ô'E-'"'.

Appliquant en conséquence une remarque faite au n" 272, nous

voyons que l'opérateur II à quatre indices peut être considéré

comme le produit de deux opérateurs à deux indices

Le premier facteur dépend seulement de D et de D,, c'est-à-dire

de D et de p ; le second de D' et de D', , cest-à-dire de D' et de //.

Mais de plus nous avons une relation entre D et D'. En eOet,

et de même

DF = —j = «-r~d log a du

D F = a -^,

.

da

Mais la fonction - est homogène et de degré — i en a cl en <i'

.

Celte propriété n'est altérée ni par l'opération D. ni par l'opéra-

tion D', elle appartiendra donc à toutes les fonctions auxquelles

nous aurons à appliquer soit l'opc-rateur D, soit l'optralcui- \)':

de sorte qu'on aura

dV , dV
da da
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c'est-à-dire
D-4-D' = — I.

Gela nous permet d'exjDrimer D' en fonction de D de sorte que

nos opérateurs FI seront des poljnomes entiers par rapport à l'opé-

rateur simple D et par rapport aux entiers p et p'

.

278. On rencontre de plus grandes simplifications encore quand

on adopte les variables du n"27o. On a alors, en eftet,

/• r — as cosu -+- £-
— =: I e COS U = ; i

a I -i- i-

d'où

(-) = (l-i-£2)-^(l — SE'")"(1 — £E-'«/>.

Reste le facteur

On observera que, en vertu de l'équation des aires,

^7Z7 = ^'-^'

d'autre part
dl r
-y- =1 — e COS u = —

,

au a

d\»ù

dv \J \ — e^- I — £2 I £ E-'"

da I — e COS u i — 2 £ cos ii -r- £'-
1 — £ E'" 1 — £ E-'"

-_
j _^ ^ £/« ^mia _|_ % £/« E--/«/;<

du Jmmi Jmmi

et en intégrant

^ > :

On voit que
Ei'iC'-'i)

se décomposera en deux facteurs, le premier dépendant seulement

de sE'" comme le deuxième facteur de ( -
]

, le deuxième dépen-

dant seulement de sE"'" comme le troisième facteur de f -
j

. Mais
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il v;iiil mieux upérer coiiiiiir il Miil. Cuiisidciuus lt'.v|jrc>sion

a

Si la longitude du périhélie est, pour un iii>i,iiu, >up|).>sée nulle

elle est égaie à

. . / •„ li"'( \ — xi — £2E-'" )cos II — e -^ i «in H 1/ 1 — e- =

ou à

E'«
-;l 1 — ïE-'«)-.

On aura donc, quelle que suit la longitude du |)ériliélie,

- E' '"-"')> =
a I — î"

Reprenons l'expression symbolique

elle pourra s'écrire

Or, on a par la formule du binôme

(, + £2 ^h = 2^ _ .JA-^

(i — sE'" )•'-/'= > '-—— (— £)''• E"^-«,

D -t- « A"
'

-r- I . A" )
/ » .^ / .

la notation (D, k) ayant même sens qu'au Cliapitre précédent.

Ces formules nous donnent immédiatement nos opérateurs fl. Si,

en cllc't, nous tenons compte seulement d'abord des deux derniers

fadeurs et que nous posions

P. - II.
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il viendra

m -\- q m -{- q '\ j'

^

m — q m -i- q

i)i ^- q ,
m — q

1 -2

et ensuite

rimn _ Un:
,

' ^' ^) H '"-2 -u ^ '^ ^^ H '"-4
lly„ — n,y -+- ^, n,f -+-

^,
II,/

OU en mettant en évidence le terme général

HD — A--^ I. A-

n;;o" = 2- H " •2 A

On voit que tous nos opérateurs se présentent sous la forme de

polynômes entiers en D.

M. Chessin préfère, au lieu de passer par les intermédiaires des

développements (3 1er) et (3 bis), former directement les opéra-

teurs qui donnent le développement (3). Ces opérateurs sont

encore des polynômes en D, mais dont les coefficients sont beau-

coups plus compliqués; mais M. Chessin a donné dans ['Ast/'ono-

mical Journal àes relations de récurrence qui en facilitent beau-

coup le calcul.

279. Une fois les opérateurs formés, il est aisé d'obtenir les

développements eux-mêmes. Au Chapitre précédent, nous avons

développé - en supposant les excentricités nulles et cela sous plu-

sieurs formes différentes. Nous avons Irouxé d'abord

- = > B — E' l'I^i'l^

B étant égal à un polynôme de Gauss en v =^ sin--> multiplié par

un facteur numérique et par des puissances de [j. ^ cos- - et

v = sin--- C'est la formule (aj) du Chapitre précédent. 11 s'agit

alors de voir ce que c'est que

,1 m fi m

a "'^' a
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OU Irouve

a'" a'"

Il sulliL donc de remplacer D, D', 0, D; ,,;.,• /;/. — , ,/,

ip. ///; notre expression (6) dexient tout sini|)lenîfnl

et le développement (3) est ramené au suivant :

- = > B -; E''/'"-^/''")

formule d'ailleurs évidente sans tant de détours.

Nous avons trouvé aussi une autre forme de développement

7 = y B -i^ 6'/- E'(/^?+/''r',

P±£ l'-p'

OÙ B est égal à u - v '
^ multiplié par la différence des carrés de

deux polynômes de Gauss. C'est la formule (26) du Chapitre pré-
cédent. Cette fois l'emploi des opérateurs se justifie. Il faut appli-
quer nos opérateurs H à

" 1 >a ^

et pour cela il faut savoir appliquer à cette expression l'opérateur
simple D une ou plusieurs fois

; or, ou trouve

a V a
et les expressions

^^'^ = 1'^'

D'«-L6'/>
a~"'

s'exprimeraient de même très simplement a laide des deri\res
supérieures du coefficient de Laplace bj' . Or nous avons appris

au n" "loO à calculer par des relations de récurrence les déri\ées
successives des coefficients de Laplace. Le proLlèiue peut dune
être considéré comme entièrement résolu.



CHAPITRE XX.

CONVERGENCE DES SÉKIES.

"280. Nous avons vu au n" t^iO que la partie principale de la

fonction perturbatrice - pouvait se développer, soit sous la forme

"mm ^
1

soit sous la forme

# et au n"* 242 que les coefficients de ces deux séries pouvaient s'ex-

pi-imer par des intégrales définies

dr dv
(I)
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Chapitres précédents à développer ces fonctions suivant les puis-

sances des excentricités et des inclinaisons et il s'agit maintenant

de savoir quelles sont les conditions de convergence de ces séries.

Nous n'aurons pour cela qu'à ap[)liquer la méthode de Caurhv

et à chercher les points singuliers de ces fonctions.

281. Nous sommes donc ainsi amenés à expliquer comment on

troii\e les points singuliers des fonctions représentées piÉr des

intégrales définies et d'abord par des intégrales définies simples.

Soit

/ R(a', z) dx,

une intégrale définie prise par rapport à x le long d'un certain

contour : cette intégrale sera alors fonction du paramètre z.

Pour que pour cette fonction une valeur de z soit critique, il

faut d'abord que l'un des points singuliers de R(:r, :;), considérée

comme fonction de .r, se trouve sur le contour d'intégration.

Mais, comme on peut déformer ce contour d'une manière con-

tinue, on peut le faire fuir devant le point singulier, et l'on n'est

arrêté que lorsque ce contour se trouve pris entre deux |toints

singuliers et ne peut plus fuir.

On obtiendra donc toutes les valeurs critiques de z, en expri-

mant que deux des points singuliers de R, considérée comme
fonction de .r, se confondent. Mais toutes les valeurs critiques

ainsi trouvées ne conviennent pas; il faut, en efïet, que les deux

points singuliers qui se confondent ainsi soient, avant de s'être

confondus, de part et d'autre du contour; c'est seulement à cette

condition que le contour, pris entre deux feux, ne peut plus fuir.

Soit donc

l'équation qui exprime que la fonction R(^, -) présente une sin-

gularité, et supposons qu'elle se décompose en un certain nombre

d'équations indépendantes, trois par exemple :

!pi(^, s; = o, cp.>(:r, 3) = o, ^3{x. z) = o.

On obtiendra les valeurs critiques de :? de l'une des deux ma-

nières suivantes :

i" En annulant deux des liois fonctions ç,, o-,, 'fa^ et en écri-
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vant, par exemple,

'^,(^, z) = cp2(.r, cO = o.

En éliminant x et résolvant par rapport à ^, on aura une valeur

critique de ;.

2° En annulant l'nne de ces trois fonctions et sa dérivée et écri-

vant, par exemple,

Oi ( .r, 3) = —7^ = o.

On aura encore une valeur critique de ^, en éliminant x et résol-

vant par rapport à z.

282. Considérons maintenant une intégrale double

/ / Ri.T,f,z)(/xdf,
t. t-'

envisagée comme fonction du paramètre ; et étendue à un champ

quelconque.

Le cas particulier le plus simple est celui où 1 on doit intégrer

par rapport à x, le long d'un contour fixe indépendant dey, et

par rapport à i , le long d'un contour fixe indépendant de .r. C'est

précisément ce cas particulier simple que l'on rencontre en ce

qui concerne les intégrales (i ) et (2).

Ici, en effet, les deux contours C.r et C^- indépendants, le premier

de r, le second de x, sont deux circonférences de centre zéro et

de rayon 1 , le premier dans le plan des x, le second dans le plan

des y.

Soient donc Cx et Cy les deux contours fixes d'intégration par

rapport à x el ky. Soit

0(y, z) =
I
R(x,j, z)dx,

l'intégrale étant prise le long de C^.

Notre intégrale double sera alors

7](Z) =
I

ii{V,Z)dj,

l'intégrale étant prise le long de Cy.
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Nous n'avons plus qu'à iipjtlifjuer les inincipcs du numéropré-

céclent aux deux intégrales simples

Ai dx, f'i dy.

Nous devons observer toutefois que nous risquons de n'obtenir

ainsi que des conditions nécessaires et pas suffisantes. En elVet.

nous avons observé plus haut que toutes les valeurs critiques ne

conviennent pas.

On obtiendra d'autres conditions également nécessaires en chan-

geant de coordonnées, et en particulier en permutant .c et j^, cesl-

à-dire en intervertissant l'ordre des intégrations.

Soit

o{x,y,z) = o

l'équation qui exprime que la l'onction R a une singularité.

Décomposons cette équation en équations irréductibles

(3) fi{x,y,z}=^o, '^i{.T,y,z) = o, 03( j;, j^, ;:) = o.

(^n obtiendra les singularités de la fonction B(j/', z) :

i" En annulant deux des fonctions csi, .p^, 'f-i
et écrivant, par

exemple,
'^t(x,y,z) = ^2(x,y,z) = o;

2" En annulant une des trois fonctions et sa dérivée et écrivant

d'fi

dx

Ces singularités peuvent ne pas toutes convenir, car il peut arriver

que les deux points singuliers, qui se confondent, soient d un

même côté du contour d intégration.

Pour avoir les singularités de r,(z), considérons maintenant

celles de ^{y, ^), qui nous seront données par des systèmes d équa-

tions de l'une des deux formes

'fl= '?2=0,

d'o^

et cherchons les conditions pour que deux de ces singularités se

confondent.
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Si nous considérons z comme un paramètre, x el y comme les

coordonnées d'un point dans un plan, les équations (3) repré-

sentent un certain nombre de courbes planes.

Les singularités de B données par un système d'équations de la

forme
'z>i = a>2 = o

correspondront aux points d'intersection de ces courbes; celles

qui seront données par un système de la forme

r/cp,

correspondront aux points de contact d'une de ces courbes avec

une tangente parallèle à l'axe des r-

Pour que deux de ces singularités se confondent, il laiit :

i" Ou bien que trois des fonctions o s'annulent à la fois

cpi = 0-2= cp-i= o;

2° Ou bien que l'on ait à la fois

Oi ^ '— = o. S-, = o ;
' ax

mais, comme la condition ne doit pas dépendre du cboix des coor-

données, et qu'en particulier elle doit subsister quand on pei'-

mute a::elv, on devra avoir aussi

do.
C5, = —j— = O. ?2 =

ax '

et, par conséquent,

_ rfçpi _ d^ __
'' dx dy

ce qui veut dire que l'une des courbes (3) aura un point double:

3" Ou bien que les deux courbes

Oj = o, Cpo = o

soient tangentes l'une à l'autre
;

4" Ou enlîn que les deux courbes

d'Sii

^• = ^' -^="
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soient tangenles rime à liniire. Mais cela entraîne : on hii-n

OU bien -j^ =<•: innis. cinume la cundilion ne doit pa^ cluin^er

quand on permute .r et y. on de\ ra avoir dans tous les cas

CD = ^ ^ f^ =
' clx dy

En résumé, les valeurs criliciurs <lc c sont :

i" Celles pour lesquelles trois des courbes (3) se coupent m
un même point

;

2" Celles pour lesquelles deux de ces courbes sont langentes;

3° Celles pour lesquelles une de ces courbes a un |)oint double.

Seulement toutes ces valeurs peuvent ne pas convenir, car les

deux singularités qui se confondent peu\ent être situées d'un

même côté du contour d'intésration.

Et d'ailleurs nous a\ons vu que nos conditions ne sont (|ue néces-

saires.

283. Appli(|uons ces principes aux intégrales (i) et (2). La

fonction sous le signe / sera bolomorphe tant par rapport à x eX r

que par rapport aux excentricités e et e' et à sin-» J étant l'incli-

naison.

11 J aura exception seulement :

1° Si e :^ I et ^'=1 (condition où .r et r n'interviennent pas

et sur laquelle nous reviendrons);

2" Si X ou K est nul ou infini;

3" Si A s'annule, c est-à-dire si

R= A^2jK-,

qui est un jxdvnonie entier du sixicnic ordi'e en x, y, est égal

à zéro.

Cela est \rai quels que soient les entiers /// et ni': cela est \r,ù
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d'ailleurs aussi bien de l'inlégrale (2) que de l'intégrale (1), car

Q et ES-i

ne cessent d'être holomorphes que si x ouj/- est nul ou infini.

Les courbes qui correspondent aux courbes (3), c'est-à-dire

celles dont les équations expriment que la fonction sous le signe /

cesse d être holomorplie, se réduisent donc, en ce qvii concerne

les intégrales (i) et (aj, aux quatre droites

(4) :r = o, J^ = o, a; = =0, j = ^

et à la courbe du sixième degré

Os bis) R = o.

Cette dernière, dans le cas où 1 inclinaison est nulle, se décom-

pose en deux courbes du troisième degré

{\ter) Ri = o, R, = o.

Pour trouver les valeurs critiques des excentricités ou des incli-

naisons, nous devons donc chercher celles pour lesquelles trois

des courbes (4) ou (4 bis) se coupent, ou pour lesquelles deux

de ces courbes se touchent, ou pour lesquelles une de ces courbes

a un point double.

Mais, comme ces courbes sont les mêmes pour les intégrales (i)

et (2), les valeurs pour lesquelles une de ces trois circonstances

se présentera seront également les mêmes pour les intégrales (i)

et(2).
_

Ainsi les valeurs critiques des excentricités ou des inclinaisons

sont les mêmes pour les deux in^grales (i) et (2).

Mais une question pourrait '^rfcore se poser; nous avons vu que

toutes les valeurs criticjues ne conviennent pas. Ne pourrait-il se

faire qu'une de ces valeurs convînt à (1) sans convenir à (2) ou

inversement.

La réponse doit être négative. Comment se fait-il, en elFet, que

certaines valeurs critiques conviennent et cjue d'autres ne con-

viennent pas? Pour nous en rendre compte, faisons varier d'une

manière continue l'un de nos paramètres, par exemple l'excentri-

cité e, et, en même temps, déformons d'une manière continue les

contours d'intégration. Nous devons diriger cette déformation de
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telle sorte qu'aucune des valeurs singulières définies par les équii-

tions (4) et (4 bis) ne se trouve dans le champ d'intégration.

Si, e variant dune manière continue depuis zéro jusqu'à e^, on
peut s'arranger de façon que celte condition ne cesse jamais d'être

remplie, c'est que <?o n'est pas une véritable valeur critique; e„ ne

convient pas; si, au contraire, il est impossible de s'arranger pour

que la condition soit reuq^lie (parce que, comme je l'exjjliquais

plus haut, le contour d'intégration se trouve pris entre deux points

singuliers), c'est que Co est une véritable valeur critique; e^ con-

vient.

Faisons donc varier e de zéro à ^o et, en même temps, déformons

nos contours d'intégration en partant des contours initiaux

1^1 =^'> Ir I

= '

qui sont les mêmes pour les intégrales (i) et (2); si e^ ne con-

vient |)as à l'intégrale (i ), c'est que nous pouvons déformer nos

contours de telle façon qu'à aucun moment une des valeurs sin-

gulières satisfaisant aux équations (4) et (4 bis) ne se trouve dans

le champ d'intégration. Mais, si cette condition ne cesse jamais

d'être remplie en ce qui concerne l'intégrale (1), elle ne cessera

jamais non plus de l'être en ce qui concerne l'intégrale (2),

puisque les équations (4) et (4 bis) qui définissent les valeurs sin-

gulières sont les mêmes pour (i) et pour (2). Donc e^ ne con-

viendra pas non plus à l'intégrale (2). c. y. f. n.

Voici donc un premier résultat.

Les coefficients B,„^,„/ du développement de la fonction per-

turbatrice suivant les anomalies excentriques, ainsi que les

coefficients A„j^,„' du développement suivant les anomalies

moyennes sont eux-mêmes développa blés suivant les puissances

des excentricités et des inclinaisons.

Les limites de convergence de ces nouveaux développements

sont les mêmes pour les coefficients ^„i ni f^t pour les coeffi-

cients k,n,n\ elles sont les mêmes pour tous ces coefficients

quels que soient les entiers m et m'.

1284. Nous examinerons spécialement le cas où les excentricités

sont nulles et celui où l'inclinaison est nidle.
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Dans le cas où les excentricités sont nulles, il n'y a plus à faire

de distinction entre les anomalies excenlricjues et les anomalies

moyennes, de sorte que

'^mm'

Q = 1 , 12 = o,

Cette dernière intégrale peut encore s'écrire

/./ dy

— I r r d.r dy

f 1 ^l/l-i-l y^/ll'^l \

ou bien en posant comme au n" 259

— , w = xy,
y

nous pou\ons encore l'écrire

1 r r dz dw _ ^ r r '1=^ dw
A.i ./ ./•'" )"'^-A ~

i II Zl>Wl''\'

en posant

m — m — i , m -t- m -+- >.

P = : ' P = ^

Quand x et r décrivent chacun dans leur plan des circonférences

de rayon i , 5 et tv font de même: mais, à chaque couple de valeurs

de z et iv situées sur ces circonférences, corresj)ondent deux

couples de valeurs de x et de r; on obtient donc deux fois l'inté-

grale, de sorte que, finalement, nous pourrons écrire

r r dz dw
(5) — 4Tr2A= / / r-

l'intégration étant étendue, tant pour :: que pour ir, à une circon-

férence de rayon i ayant son centre à l'origine, de telle façon que

H> = f

Il sera plus commode d'opérer sur l'intégrale (5) que sur l'inté-

grale (i). Nous avons alors

A'^ = «2 H- rt'2^ ^xaa'
(
- -t- 7 )

-f- V aa' { w -r- -
II'
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Nos courbes singulières sont alors

z = o, u' = o, s = X. (V = X, A- = o.

Nous (levons alors chercher la condition [loiir (|ue trois de ces

courbes se coupent en un nièmc |»oiii[, oii |i(iiii' (|ue deux d'entre

elles se louchent, ou pour (pie I une ail un poiiil (huible.

Nous n'avons pas à nous inquiétei- de la |)retnirre condition, la

courbe A- = o passe toujours par I origine; or. pour(pi'uiie fouc-

lion définie [)ar une intégrale définie présente un |)oint singulier,

il faut que deux points singuliers de la fonction sous le signe /

piimitùenient séparés weixneïil à se confondre; c'est-à-dire, |)ar

exemple, que trois courbes singulières c[yx\ /n'irnitivemeiil ne pas-

saienl pas par un même point \iennenL à passer par un même
point. Ce n'est pas ici le cas, puisque les trois courbes A- = o,

; = o, (V = o passent toujours par un luéine poiul.

De même la courbe A'-= o passe toujours par les points

5 ^ o, (v» ^ X
; 3 = X, (V ^ o

;
s ^ w = x,

de sorte que nous n avons pas à nous inquiéter de celte condition.

Pour que ; = o ou z ^ -x. touche A-= o, il taul (jue

fjLaa' = o soit \j. = o.

Pour que *v' = o, ou \v = x touche A- = o, il faut que

yjaa = o soit v = o.

Pour que A-= o ait un point double, il faut

(/A 2 r/A2

c'est-à-dire

dw (tz

IV = ± I,

SE o.

et

(6) a--h a"^± -ly-aa'± ivaa' = o.

"280. Examinons de plus près ces résultats. Nous verrous d'abord

que les solutions jjl = o ou v =: o ne pouvaient convenir à la cpics-

tioii. Supposons, en etfet, d'abord que, remplaçant u par i — v,

on développe suivant les puissances de v. Si la valeur v= o était



no CHAPITRE XX.

un véritable point singulier pour la branche de la fonction consi-

dérée, le développement suivant les puissances de v serait toujours

divergent; or nous savons qu'il n'en est pas ainsi.

Si la valeur a = o ou v^i était un point singulier, nous

devrions en conclure que la série diverge dès que lv|>>i, mais

nous n'aurions pas à nous inquiéter de cette conséquence puisque v

est toujours -< i

.

Supposons maintenant que l'on développe suivant les puissances

de u et V regardées comme des variables indé|)endantes; si u. = o,

ou bien v = o était un véritable point singulier pour la branche

de fonction considérée, le développement serait toujours diver-

gent, et nous savons qu'il n'en est pas ainsi et que le développe-

ment converge pourvu que u. et v soient assez |)elits.

Il est aisé d'ailleurs de constater que,, pour les petites valeurs

de [JL et V, les points singuliers qui se confondent pour v =:^ o, |)ar

exemple, sont tous deux intérieurs, ou tous deux extérieurs au

contour d'intégration. On pourrait toutefois se demander s'il en

serait encore de même pour des valeurs plus grandes de [jl. Mais

la réponse est aisée; si les deux points singuliers sont tous deux

intérieurs au contour pour ^ petit, puis que nous fassions varier u.

d'une manière continue, les deux points singuliers A et B et le

contour varieront aussi dune manière continue, mais ces deux

points ne pourront cesser d'être intérieurs au contour que si l'un

d'eux, A par exemple, franchit le contour; mais alors, nous pour-

rons toujours faire /m/7' le contour devant le point A, à moins que

ce point A ne se confonde avec un autre point singulier C primi-

tivement extérieur au contour, diflerent par conséquent du point B.

Mais alors la convergence cesserait déjà par suite de la coïncidence

des points A et G. On n'a donc pas à s'inquiéter de la coïncidence

possible des points A et B puisqu'elle ne pourrait amener une

singularité de notre fonction, qii après que la convergence aurait

déjà cessé pour d'autres causes. '

Ainsi les points singuliers p. == o, v = o ne conviennent pas à la

branche de fonction considérée; nous devons ajouter qu'ils pour-

raient convenir à d autres branches de la fonction qui seraient

définies par l'intégrale (5) étendue à d'autres contours que celui

qui est détini par les deux équations

I.
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tîSf). Pour l;i branche cludiée, nous navons donc à nous pré-

occuper que de la condition ((]).

l^osons V = sin- - el proposons-nous de dcNcloppei" suivant les

puissances croissantes de v. La condition ( 5) devient

a- -H «'- -1- >. aa' [ ± ( r
—

' ) :^'t] =0,

ce qui peut s'écrire de l'une des deux uuiuières suixantes

(5 bis) (a'±a)-=n; a- -r- a'-zt lan' (i ~ i-j ) = o.

Dans la première de ces relations v n'entre pas: la seconde

donne
_ (

a' :— a )-

4 oa'

Le rajon de convergence sera donc la plus petite des deux

valeurs

I

iaa'
'

c'est-à-dire

(a'—ay^

Ainsi la condition de convergence du développement sera

J («'—«)-
sni-

4 Cl a'

La discussion des équations (5 bis) montrerait de même que les

coelficients A,„^,„ sont développables suivant les puissances de nr,

pourvu que
a<a'.

Considérons maintenant u et v comme des variables indé|)en-

dantes et développons suivant les puissances de a el v.

La relation (6), qui définit les limites de convergence, s'écrit

alors

a- -+- a'-± -i aà u ~= >. ««' v = o

ou

u Z!Z V
•2 aa

La condition de convergence du dévelo|)pement est donc

I

.u
I
+

I
V |<

i.aa
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Cette condition est toujours remplie, car on a

I

1^
I

+
1
V

I

= I<

V
I

= V ;

a- -+- a'

ma

N'as coefficients sont donc toujours développât les suivant les

puissances de cos- - et sin- -
-' 2 2

Nous avons donné, au n" 270, un développement qui procède

suivant les puissances de

va

c'est le développement ( 28 ) du Chapitre X^ lll. D'après ce qui pré-

cède, ce développement converge pourvu que

JJLCt
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Les courbes qui correspondent aux courbes (3) sont les

courbes (4) et (4 ter)^ à savoir

x = o, y==o, x = x, y = x, Ri = o, K, = o.

1° Cherchons d'abord la condition pour que R, = o ail un jioini

double. Pour nous en rendre compte, cherchons la signification

de ces équations. Soient C l'orbite de la première planète, C celh;

de la seconde; d'après notre hypothèse ces deux coniques sont

dans un même plan. A chaque valeur de x correspond un point M
de la conique C et à chaque valeur de y un point M' de la

conique C.

L"équation R^ o exprime alors que la distance MM' est nulle,

ce qui peut ne pas vouloir dire que les deux points M et M' coïn-

cident puisque ces deux points peuvent être imaginaires.

L'équation R, := o exprime que le coefficient angulaire de la

droite MM' est égal à /— i et l'équation Ro = o exprime que ce

coefficient est égal à — y— i

.

Les équations ^ = o, a? = oo expriment que le point M est à

l'infini sur l'une des deux branches infinies de la conique C; les

équations y:=o, y =^ yD expriment que le point M' est à l'infini

sur la conique C.

Pour que la courbe R, = o ait un point double, il faut et il

suffit que la droite MM' soit tangente à la fois aux deux coniques C
et G'. Les deux coniques C et C ont un fojer commun, le Soleil.

La droite MM', qui est une tangente isotrope à C, doit passer par

un des foyers de C, et pour la même raison elle doit passer par un

des foyers de C. Soient alors S le foyer commun de C et C, R le

second foyer de C, R' celui de O.

Pour que les deux coniques admettent une tangente isotrope

commune (en dehors de celle qui passe par S qui existe toujours

et qui ne saurait convenir), il faut donc que la droite ^LM' passe

par R et R'; c'est-à-dire que la droite RR' ail jioui- coefficient

angulaire y/— i . Cette condition s'exprime analytiquement comme
il suit :

aeE-'^= a'e'E-'^ .

Je représente par m et rn' les longitudes des périhélies.

C'est là la condition pour que R, := o ait un point double (en

P. — II. 8
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dehors de celui qui, correspondanl à la tangente isotrope passant

par S, existe toujours et ne saurait con\enir).

2° De même la condition pour que Ro = o ait un point double

s'écrit

aeE''^= a' e' E'^'

.

3" Pour que les deux courbes R, = o, Ro=: o soient tangentes,

il faut que les deux coniques C et C se louchent; car les points

d'intersection à distance finie des deux courbes R, = o, R^=o
correspondent aux quatre points d'intersection des deux coniques.

Il faut donc que la distance des deux foyers R et R' soit égale

à la somme ou à la différence des grands axes; ce qui s'écrit

{aeE'^— a' e' E^^ )
{aeE-'^— a' e' E-'^' ) = {a'±af.

4° Il faut voir ensuite si l'un des points d'intersection des

courbes (4 te/') ne peut pas se confondre avec Tun des points

d'intersection de l'une de ces courbes avec l'une des droites (4)

ou de deux de ces droites entre elles.

Ces deux catégories de points correspondent respectivement :

aux quatre intersections de C et de G' (M et M' confondus) et aux

cas où les deux points M et M' sont à l'infini sur les deux coniques G
et G'.

La condition est donc que lune des quatre intersections de G
et de G' s'éloigne indéfiniment, c'est-à-dire qu'une asymptote de G
soit parallèle à une asymptote de G'.

Gela s'écrit dune des quatre manières

2 2

cot"^ ^ E2'CT= tanii2 2- E^'^',
2 "2

tang2 2 E-2'CT= tang2 L E-^'^i',

cot-
° E-2'f3= tang2 2. E-2/ni'^
2 2

en posant

Je puis écrire aussi

e = sincD, e =^ sin;

1 ± /T^T^^ ^,.^ ^ i±^^-e'-^
j^, .^,^

qi/i — e^ i=f/i
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en prenant dans cliaquc Iracliou le si^nt- iiilcriciir <l;ms lf>, deux
termes ou le signe suj)érieur dans les deux ternies.

Voici donc quelles sont les équations qui délinissenl les \;driirs

critiques

( 7 ) ae E-'^ = a e' E-'?^'

,

(8) a<'E'^= a'e'E'cî'.

(9 ) ( aeE'^— rtVE'CJ
) ( aeE'^~ a' e' E-'^ ) = ( a'dra)^.

1
H- v/i — e- I -f- 4^1 p''^

(10.) \ E-^'^= ^^
' ^ E-i'-^',

I =f= V' I — ^''
I =F V^i — e'-

auxquelles il convient d'adjoindre

(il) e = I , e' = 1

.

Mais nous avons vu que toutes les valeurs ainsi trouvées peuvent

ne pas convenir et il est même aisé de voir qu'elles ne peuvent pas

toutes convenir.

En effet, envisageons l'équation (7); elle est satisfaite pour

e = e' = o.

Si donc les valeurs critiques définies par cette équation con\e-

naient, notre fonction présenterait des singularités pour des

valeurs très petites de e ete'. Nos coefficients ne seraient pas déve-

loppables suivant les puissances de e et de e', même pour des

valeurs très petites de ces quantités. Nous savons qu'il n'en est

pas ainsi. Donc les valeurs définies par l'équation (7) ne sauraient

convenir.

Le même raisonnement s'applique aux équations (8) et (10). Il

importe de remarquer que l'équation (10), malgré la présence des

doubles signes, ne représente qu'une seule équation analytique

irréductible qui prendrait sa forme algébrique si lOn chassait les

radicaux. Cette équation irréductible est satisfaite pour e = 6''= «».

Restent les équations (9) et (i i). Pour trouver la limite de con-

vergence définie par l'équation (9), remarquons que a. a', rn et ni

sont des données de la question et sont réelles, mais que e et <?'

qui sont nos variables indépendantes jiourront prendre des v;ib>nrs

imaginaires.

Donnons à e une série de valeurs de niuduk- constant |t'|, mais
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d'argument variable; faisons de même pour e' . Le maximum du

module du premier membre de (9) est

a-\ e2
I

-f. a'"2
|
e'^ | -f- laa'

\
ee' cos(ci — m' )|;

la condition de convergence est donc

a- \e~
\

-\- a'-\ e'-
\
^ laa!

\
ee cos( ro — vs' )\<i{à— a )2.

Nous sommes ainsi conduits à supposer que les seules condi-

tions de convergence de notre développement sont

. ,
\

|e|<i, |e'|<i,
(12) ,11 , ,

\ rt-
1
e"-

I

-I- a 2
I

e -
I

H- 2 aa
\
ee cos( rn ^ tît )

|
< ( a — a )2.

Je ne voudrais pas entrer dans trop de détails : je ne puis cepen-

dant me contenter d'un aperçu : \\ faut donc que j'explique en

quelques mots comment on peut donner à la démonstration toute

sa rigueur.

Considérons le domaine D défini par les inégalités (12). Il ne

contient pas de valeurs singulières satisfaisant aux équations (9)

et(i i). Mais il en contient qui satisfont aux équations (^), (8), (10).

Si l'une de ces valeurs convenait, il en serait de même de toutes

celles qui satisferaient à la mêuie équation et qu'on pourrait ren-

contrer en faisant varier e et e' dune manière continue et sans

cesser de satisfaire à cette équation. Cela serait vrai au moins en

ce qui concerne la détermination de la fonction que l'on attein-

drait par cette variation continue.

Or on verrait quon peut atteindre, par une variation continue,

une quelconque des valeurs singulières qui satisfont aux équa-

tions ('y), (8), (10) et aux inégalités (12) en partant de la valeur

e:=o, e'=o et sans cesser de satisfaire à ces équations et sans

sortir du domaine D. La valeur singulière e = o, e' = o ne con-

venant pas, aucune de ces valeurs ne convient.

Les conditions (12) sont donc les seules conditions de conver-

gence.

La troisième condition (12) sera satisfaite quels que soient nj

et ro', si Ton a

\
ae

\
-h \ a e'

\
<. a — «,
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c'est-à-dire si la ilistance périhélie de Tune des planètes est |.lii<;

grande que la distance aphélie de Tautre.

•288. Le théorème que nous avons appliqué à la fin du numéro

précédent est analogue à celui que nous avons rencontré au n "285

et pourrait s'établir de la même manière. Mais il vaut mieux le

rattacher à un théorème d'Analyse.

Si, dans un domaine D simplement connexe, une fonction de

deux variables F{x,y) est holomorphe. sauÏ peut-être pour les

points qui satisfont à une relation analytique

et si un de ces points

est ordinaire, il en sera de même de tous les autres.

En etïet, d'abord si ce point est ordinaire, il en sera de même

de tous les points voisins.

Décrivons maintenant dans le plan des x un contour très petit,

autour du point douteux ^ = cp(j). Soit x = 6 (y) un des points

du contour. Nous pouvons supposer que le contour se déforme

d'une manière continue quand y varie d'une manière continue, et

que à (y) est une fonction analytique.

Je dis d'abord que F(x,y) est une fonction uniforme.

Supposons, en effet, qu'elle ne le soit pas, que F,(j:,jk) et

F^ix.y) soient deux de ses déterminations, et que l'on passe de

l'une à l'autre quand x décrit le contour. Alors

serait une fonction analytique de y, mais celle fonction serait

nulle pour r= )o et pour les valeurs voisines, puisque la fonc-

tion F{x,y) est uniforme pourj=jKo et pour les valeurs voisines.

La fonction e(y') est donc nulle pour toutes les valeurs de y et,

par conséquent, F{x,y) est uniforme pour toutes les valeurs dv y.

La fonction F étant uniforme, la condition pour que x =
'fu)

soit un point oi'dinaire, c'est que l'inléj^rale

j.r"' l-{x,y)dx,
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prise le long du contour, soit nulle quel que soit l'entier positif /«.

Cette intégrale est une fonclion analytique de y; elle est nulle

pour ) ^ T'o et pour les valeurs voisines puisque x = '-^{yo) est un

point ordinaire ainsi que les points voisins. Elle est donc identi-

quement nulle, et le point x = f (jK) est ordinaire quel que soit )-.

Le théorème s'étendrait aisément au cas où tous les points de D
seraient ordinaires, sauf peut-être ceux qui satisfont à l'une des

n relations analytiques

et où Ton saurait, d'autre part, que les points

y=7i, '=
'fi{ Kl),

sont ordinaires.

Nous nous bornerons aux cas particuliers simples traités plus

haut, bien que les mêmes procédés soient applicables au cas général.

Nous mentionnerons toutefois que M. Féraud a traite d'autres cas

particuliers dans le Tome X des Annules de 1' Observatoire de

Bordeaux.
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289. Reprenons les équations du n ' !2(S0

J •' x"\y"' v'Hi .r,

(1)

y)

— 1 ..-A, -/./
QE^-i dx dv

x"^y"^' \JKi^x , y )

c|ui définissent les coefficients du développement, soit suivant les

anomalies excentriques, soil suivant les anomalies moyennes.

Rappelons que

aQ ^ me \ x — -
j

(
— e ' I Y

me \y —
y

Ces coefficients A et B sont des fonctions des éléaicnts. par

exemple des grands axes, des excentricités et des inclinaisons et

l'on peut se proposer l'étude analytique de ces fonctions. Je me

propose de montrer :

i" Que ces fonctions satisfont à des équations difierenliclles li-

néaires, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des

éléments.

2" Qu'il y a entre ces fonctions, ou du moins entre les B. tl»'s

relations de récurrence linéaires dont les coefficients sont des

fonctions rationnelles des éléments.

!290. A cet efi'et, je vais envisager une expression plii> générale

définie comme les A et les B par une intégrale lirudde.
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Soit

(3) -//
une intégiale double prise le long de contours fermés.

H, et F sont des polynômes entiers en x, — » y, —dont le

degré est respectivemenl A', to et /". Quant à 5, c'est la moitié d'un

entier impair.

Avant d'aller plus loin, il faut que j'explique ce que j'entends

par le degré d'un polynôme en x, - , y, - • Un pareil polynôme
X y

est de la forme

a et b étant des entiei's positifs ou négatifs. Je dirai qu'il est de

degré m si

\a\^m,
\
h\ 1 m.

Un polynôme de degré m contient [ijn ~\- i)- coefficients arbi-

traires, puisque a de même que b peut prendre 2m + i valeurs.

Ceci posé, je suppose que Q et F soient des polynômes donnés,

mais que nous fassions varier H. Il y a (2// 4- i )- jjolynomes H de

degré h linéairement indépendants, mais pour quelques-uns

d'entre eux la fonction II est nulle. Enetl'et, si P est un polynôme,

l'intégrale

//s^Tf^^^^-^

sera nulle. En effet, intégrons d'abord par rapport à x, nous trou-

verons
PEU

Comme nous intégrons le long d'un contour fermé, cette quan-

tité reprend la même valeur aux deux limites et l'intégrale est

nulle.

On verrait de même que, si Q est un polynôme, l'intégrale

est nulle. Il suffirait d'intégrer d'abord par rapport à y. Donc
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n sera nul si

HEQ _ d_ VE'à d_ (^VM

xy'Çs ~ dx jkF"-! dy .rF--'

c'est-à-dire si

H= a- ^-F -1- .r-j- PF -H (i — s)x -r-V
dx dx dx

•^ dy dy^ -^ dy^

Si P et Q sont de degré /'. nous voyons que le deuxième membre

est de degré p +f+ w. Nous devons donc avoir

Il y a donc (a/i — 2/— aco 4- i)- polynômes F* distincts et au-

tant de polynômes Q. Nous pouvons donc former

•2 {Jth — 2/— 2 oj — 1 )-

relations de la forme (4)- Mais ces relations sont-elles distinctes;

ne peut-il pas arriver que le deuxième membre de (4) soit identi-

quement nul ? Cela arrivera si

d PEi-^- d_ QEQ _
dx jkF^-1 dy xF^ -^

c'est-à-dire si

QE^ dx _ PEQ dy
F^-i 'x F*" -1 y

est une différentielle exacte; je représente cette différentielle par

ce qui donne

I ^S dQ d¥ ^

f
-^ dy " dy dy

Je dis que S est un polynôme entier /en x. -, r, - j
et d abord

que c est une fonction uniforme.
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i" L'intéorale / c/U ne présente pas de périodes cycliques.

Supposons que l'on calcule cette intégrale en regardanty comme

une constante et en taisant décrire à x dans son plan une courbe

fermée, à l'intérieur de laquelle il y ail un nombre pair de va-

leurs de j: telles que F = o. Il en résultera que quand on aura décrit

cette courbe fermée ^F et F'"' reviendront à leur \aleur initiale.

L'intégrale prise le long de ce contour serait une période cyclique

de fcIU.

Cette période, si elle existe, sera une fonction dey. Je dis que

cette fonction devra se réduire à une constante. Si en eflet la fonc-

tion L admet deux déterminations U' et U", on aura
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les Cm étant des fonctions de y, alors mms aurons imh' période

polaire qui sera
j. t-("_|.

I*.n vci lu (le 1 cqualion ((3), celle période devra èlrc une con-

stante indépendante dey. Je dis que celle constanle est nulle.

Soit j' =^yn une des racines simples de l'équation

F(o, j) = o.

Bien entendu, avant de faire j: = o, il faut multiplier F par une

puissance convenable de x de façon que F reste fini pour x = tj.

Faisons varier j^ de façon que celte variable revienne à sa valeur

initiale après avoir tourné autour de ^o! alors y F se cbangera

en — y r , -j- en ^ , et, par conséquent, ^_, en — C_| ; mais,

comme C_i est une constante, on a

C— 1 = — C_[,

d'où

C-i = o. c. g. F. I).

Il n'y a donc pas de période polaire pour o: := o et l'on verrait

de même qu'il n'y en a pas pour y = o.

Le raisonnement précédent ne s'appliquerait pas toutefois si F

se réduisait à un carré parfait pour x = o.

.3" Mais S p )urrail encore ne pas être uniforme pour une autre

cause. Supposons que l'on prenne l'intégrale (J le long dun con-

tour enveloppant un nombre irn/iaif de valeurs de x qui annu-

lent F. Alors y'F se cbange en — \/F quand on parcourt ce con-

tour.

Donc Usechange enU'^/i— U, h étant uneconstantequi ne peut

dépendre de ) . Ici léquation (6) ne s'applique pas el la dillérence

L — L' n'est pas indépendante de y; car, ^ F ayant changé de

d\J dU' . . , . / •

signe, -y- et—T^ ne sont pas égaux, mais égaux et de signe contraire,

de sorte que
</L'_.aJ dh_
dy ~ dy

'

dy
~~

Ainsi II e.-«l une constante absolue. De |)liis, >i n<iu> (.oii-^idérons

un autre contour analogue qui change L en L" = 1t — l je dis
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que les deux constantes h et h' sont identiques; sans quoi l'intégrale

admettrait la période h' — h.

La constante h étant la même pour tous les contours, nous pou-

vons choisir la constante arbitraire d'intégration de façon que

h ^ o. Alors notre intégrale ne sera susceptible que de deux

valeurs U et — U. D'ailleurs le signe de U changera en même

temps que celui de y/F, de telle sorte que -— et par conséquent S

est une fonction uniforme.

4" S est un polynôme entier en
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C'est donc un polynôme de de^ré h — 2/'— 2(0, d(''|)(.'nd;(nl de

{2. h — 4/— 4 w -t- 1 )-

coefficients arbitraires.

Donc parmi les

1 ( •>. h — if— 2 tu -(- \)-

relations (4) il y en a seulement

2(2/1 — 2/— 2 OJ -t- I )- ( 2 II '(/— 1(0-!- 1)2^

qui sont distinctes. Donc nous n'avons que

{ih -+- i)- -+ {ih — 4/— 4'" -I- i/' — 2(2/1 — if— 2(0 +- 1 1-

expressions II qui soient linéairement indépendantes. Or ce

8(/+(o)2.

nombre est égal à

Il est donc indépendant de h et s. Donc, quelque grand que soit le

degré de h du polynôme H, nous n'aurons toujours, au plus, que

8(/ -h to)- expressions H distinctes-

Remarquons que les expressions où 5 = 5^ rentrent comme cas

particuliers dans celles où 5= ^0+
1 ,
puisque nous pouvons changer

5 en 5 4- i et H en H F sans changer l'expression II. Donc toutes

les expressions II, quel que soit le nombre 5, le degré du polynôme

H et ce polynôme lui-même, peuvent s'exprimer linéairement à

l'aide de 8(/+ to)- d'entre elles.

Si nous prenons

8 (/H- (0)2 -H.

expressions II quelconques, il y aura enlre elles une relation

linéaire, dont les coefficients seront des fonctions rationnelles

des coefficients des polynômes F, Q qui sont les niâmes pour

toutes ces expressions II ainsi cjue des divers polynômes H qui

ne sont pas les mêmes pour les différentes expressions II. Cela

résulte de la façon dont nos relations (4) ont été formées.

291. Le nombre des expressions II distinctes peut s'abaisser si

les polynômes présentent certaines espèces de symétrie. Supposons

par exemple que F, il et H ne changent pas quand on change x
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en — :r et y en —y. Si alors nous écrivons ces polynômes sous la

forme

1' y.a yb

nous voyons c[iie les deux entiers a el b doivent être de même
parité.

Un polynôme de degré m présentant cette symétrie ne contient

plus que

coefficients arbitraires. Nous n'aurons donc que

2 /r- + 2 /i -H I

pulvnomes H.

Si les polynômes P el () présentent cette même symétrie il en

sera de même du second membre de (4)- D'ailleurs nous obtien-

drons de celte façon tous les polynômes H symétriques qui sont

de la forme [/\). Soit en eOet

le second membre de (4)- Considérons deux polynômes P et Q
non symétriques de telle façon que P{jC, y) ne soit pas égal à

P(— ^, —y)
et supposons que

'P[V(x,y), Q{.r,y)]

soit égal à un polynôme symétrique H de telle sorte que

HCa-, y) = H(^— a-, —y);

nous aurons à la fois

ïi{x,y) = ^[P{x,y}, Q(œ,y)]
et

H(.r, r) = H(-a", -jK) = *[P(— :r, -y), q{—x, -y)],

ou, en additionnant et divisant par 2,

'(a-,jK) -t- P( — .7\—y) Qf.r, 7 ) -i- Q( -a;, — ,r )"|

E{x,y)= *l -

qui est une relation de la forme (4) où les polynômes P et Q sont
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remplacés par les polynômes symétriques

P(x, y) — P( — .y. — Kl Q(.r. K) -+- Q(_ r, — V)
- 1

'

Il suffira donc de considérer les relations [^) formées un»-»- des

polynômes symétriques. Nous aurons donc, non plus

2
( ih — 2 /" — -2(1} -r- I

)-

relations (4), niais

•2 ['if A — _/'— tO )- — -21 A — f — 0) )
-!-

I |.

De même, si nous nous reportons aux relations (5), nous \ errons

que, si P et Q sont symétriques, il en sera de même de S; nous

aurons donc

•1{ h -îf— -2 (O )- -f- -2 (' h if > (.j ) -H I

polynômes S.

En résumé le nombre des expressions H distinctes ne sera plus

( '2 /l -F- I )^ -f- ('2/* — 2/'— 2W -I- lY- — -yAlh —/— OJ -,- 1)^ = iS l
y' -r- OJ )•-,

mais seulement

6(A) H- f\(h — 2/— 2w; — 2 0^ /t —/ — w;,

en posant
6(/0 = ih- -+-2/J -i- I.

Ce nombre sera donc

4(./'^oj)-2.

!29!2. Appliquons ce qui précède aux expressions (i) 61(^2 j, mais

auparavant il est préférable de les transformer en j)Osant

j

Alors, A-, qui était un polynôme contenant des termes en

I, X-, a—2, k2, r--, xv, cry-^, r-i »', .r-» v-'. .r. v, .r-', y-*,

deviendra un polvnome entier du second ordre en

?. ?' ^i' -•
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Ce polynôme ne change pas quand on change ç et Tj en —

^

et — T;. Ce sera lui qui jouera le rôle de F; nous avons donc

Le polynôme Q devient de son côté un polynôme symétrique du

premier degré en

de sorte que
W = !.

Dans la formule (i), hien entendu, où l'exponentielle E^-' ne

figure pas, on prendra (o = o.

Le rôle du polynôme H sera joué dans l'expression (i) par -^—^,>

et dans l'expression (2) par ^^^^^,
, (|iil nous donneront l'une et

l'autre un polynôme symétricjue en

Nos coefficients B,„,„' et A„j,„ seront représent(''S à un facteur

numérique près par l'intégrale

//HE.fi5,

où Q est du de^ré o ou i et où

H = -^ ou -^

I

où enfin A joue le rôle de F'. Ce sont donc des expressions de la

forme H.

Les coefficients de ces polynômes F, Q et H sont d'ailleurs des

fonctions rationnelles des grands axes a et «', des excentricités e,

e' et de y/i — e-, y/i — e'-, ou, si l'on aime mieux, de t et de e', en

posant
2 e

,
2 e

e = -> e
I -1- £2 I -I- e 2

Ce sont également des fonctions rationnelles des lignes trigono-
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métriques dépendant de riiiclinaison et des périhélies, c'est-à-diredj Tïî TïS

e tani;-» tan» -, lanii —
Ce sont en résumé des fonctions rationnelles des sept quanlilé-s

, ,
J TTj m'

rt, a. £, î, tang -^ la"© ' tang —

,

les longitudes des périhélies étant comptées dans les plans des

deux orbites, à partir de l'intersection mutuelle de ces plans. Ce

sont ces sept quantités que nous appellerons les éh'nients.

Envisageons maintenant la dérivée de \,„„i', ou de B,„,„- par rap-

port à l'un de ces éléments, que je désigne pur a; elle sera égale à

IJ^^W
ou

m „dïi\ I „f/A2h'=a-3(^-^h^)-1h

sera un polynouie de même forme que H. Nous retrouvons donc

une expression de la forme El avec cette différence que l exposant

s QUI était e£al a - est maintenant -•

Si nous considérons une dérivée partielle seconde, cet exposant

deviendra -; rien d'ailleurs ne sera changé, et il en serait de

même pour les dérivées d'ordre supérieur.

Ainsi nos coef/iciefits A,„,„, B,„,„ ai/tsi que leurs dériiécs

partielles d'ordre quelconque par rapport aux éléments sent

des expressions de la forme II.

Les conclusions du n" 290 sont vraies quand le polynôme F est

le plus général de son degré. Elles subsisteraient bien entendu

dans les cas particuliers, par passage à la limite : mais ici elles sont

directement applicables.

En effet le théorème de M. Picard s"aj)plique directeimnt t. mies

les fois que le polynôme F est indécomposable.

C'est ce qui arrive pour le polynôme A- dans le cas général du

problème des trois corps. Quand l'inclinaison est nulle, le polynôme

P. - II. 9
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A- se décompose, mais nous restons dans les cas très étendus où le

théorème de M. Picard est applicable.

11 n'y a donc pas de période cyclique.

Pour montrer ensuite qu'il n'y a pas de période polaire, nous

avons supposé que F{x^y) ne devenait pas un carré parfait quand

après l'avoir multiplié par une puissance convenable de x on y
fait .r = o.

Si nous appliquons cette règle au polynôme

cela reviendra à réduire A- aux termes en x-, xy,y-^ ou enx~'-,

x~\y~\ y~-i ou en x-, xy~^
^
y"'^ *^" encore enx^-, x~^y, y-. Ce

polynôme ne se réduit pas ainsi à un carré parfait. La condition

est donc remplie.

293. Appliquons d'abord cela à l'expression (i) et aux coeffi-

cients B,„,„'; nous avons

/=2, w =o.

Le nombre des expressions distinctes est donc

Nous n'avons donc que seize coefficients distincts. Donc :

Si l'on envisage le développement de la fonction perturba-

trice suivant les anomalies excentriques, il y aura entre les

coefficients des relations linéaires de récurrence dont les coeffi-

cients seront des fonctions rationnelles des éléments. Ces rida-

tions permettent d'exprimer tous ces coefficients en fonctions

de seiz(i d'entre eux.

Ces relations de récurrence sont assimilables à celles qui relient

les coefficients de Laplace. Ces relations peuvent s'obtenir de la

façon suivante; écrivons les deux identités

x^^^'-l']"" dx[\)
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Remplaçons dans ces identités A- et '- par Irurs développements

suivant les puissances entières positives et négatives de x et v, et
égalons à zéro dans l'une de ces identités le coefficient de xPy</.

On a retrouvé dans le Naclilass de Jacobi, sans démonstration,
un énoncé d'après lequel le nombre des coefficients distincts

serait non pas 16, mais i5. Cela est possible, car 16 n'est ici qu'un
maximum, il serait intéressant de pousser In vc'rification jusqu'au
bout.

294. Supposons maintenant que l'on envisage un coefficient et

ses dérivées partielles des divers ordres par rapport aux éléments.
Ce sont encore des expressions II, elles sont donc liées à seize

d'entre elles par des relations linéaires.

Ainsi chacun de nos coefficients B, considéré comme fonction
de l'un quelconque des éléments, satisfait à une équation dif-
férentielle linéaire du seizième ordre au plus, dont les coeffi-
cients sont des fonctions rationnelles des éléments.

Si l'on considère deux ou plusieurs éléments comme des variables

indépendantes, on peut former aussi un très grand nombre d'équa-
tions linéaires aux dérivées partielles.

Tous nos coefficients B, et toutes les dérivées partielles peuvent
s'exprimer linéairement en fonctions de seize de ces coefficients,

ou bien encore en fonction de l'un d'eux et de quinze de ses déri-

vées partielles.

295. Passons maintenant au cas de l'expression (2) et des

coefficients A,„,„ , qui sont ceux du développement suivant les

anomalies moyennes. Cette fois

/ = -2, eu == 1,

4(/+(o)-^=36.

Seulement le polynôme Q dépend de m et de ///. Il n'est donc
pas le même pour deux coefficients A,„,„' dilférents.

Les conclusions du n ' 293 ne se généralisent donc pas.

Au contraire, le polynôme Ù est le même pour un coefficient

A,«„j- et pour toutes ses dérivées partielles, de sorte que le théo-

rème du n" 294 se généralise immédiatement.
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Chacun des coefficients A, considéré comme fonction de L'un

quelconque des éléments, satisfait à une équation différentielle

linéaire du trente-sixième ordre au plus. Il satisfait en outre à

de nombreuses équations linéaires aux dérivées partielles, si l'on

regarde les divers éléments comme des variables indépendantes.

296. Passons au cas où les excentricités sont nulles
;

il en résulte

de grandes simplifications. D'abord, en effet, il n'y a pas de dis-

tinction à faire entre les anomalies excentriques et moyennes, de

sorte que l'on a

De plus on a

A- = a- -H a- -+- aa \i.lz^r--\-\- aa'i
(
tv h \,

en posant

y

D'ailleurs les coefficients A,„,„' sont exprimés à un coefficient

numérique près par l'intégrale

dz dw
f /

"
. w A

I I

z wOÙ H esl un polynôme entier en :;, (v, -,

On a donc
/=i, co = o.

Le polynôme qui joue le rôle de F est ici A-, et l'on voit que,

pour :; ^ o, l'expression z^ se réduit à une constante; le raison-

nement par lequel on démontre qu'il ne peut y avoir de périodes

polaires n'est donc pas applicable immédiatement [puisque nous

avons dû supposer plus haut que le premier membre de l'équation

F{x, 9 ) = o ne se réduisait pas à un carré parfait pour jc = o].

Nous pourrions nous tirer d'affaire de plusieurs manières diffé-

rentes :

1° En nous servant des fonction elliptiques, comme je l'ai fait

dans le Bulh'iin astronomique, t. XIV;
2° En revenant aux variables x et y.

Mais je préfère me servir de la symétrie du polynôme A-.
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Ce polynôme ne change pas en etl'et quand on chanj^e :; en ->

ou bien w en — • Un polynôme satisfaisant à celle douhle condi-

tion sera ce que j'ap|>ellerai désormais symétrique.

Dans le développement de - les coefficients de

G"W*, 5-*^tV*, Z'^iV-'', Z-" W-^

sont égaux, et peuvent être représentés à un même cocflicieul

numérique près — v—; P^''
1 une des intégrales doubles

I

4

r/z r/iv

J J -<^^ J J -»'^

OÙ
~a ,j./^ _,_ -—a çi)b _i_ 3rt çi,-lf _i_ 2-" çy-b

H ^= ;
"

-I

Nous pouvons donc toujours supposer que le polynôme H est

symétrique.

Nous devons ensuite rechercher quels sont les polynômes H

symétriques qui nous conduisent à une intégrale double identi-

tiquement nulle. Ce sont ceux qui sont de la forme (4). Dans le

second membre de l'expression (4), il faut, bien entendu, faire

Q = o et remplacer x et r par les variables nouvelles z et w.

Je remarque maintenant que si, dans cette expression (4) ainsi

modifiée, on remplace P(;s, «•), Q(5, (v) par — P(^'"'j'

qfl, uA, l'expression H ( s, (v) se change en h(-^, (vj.Demème,

si l'on remplace P(5, (v), Q(,2, w) par ^{z,^y — Qf:;, -j,

l'expression H (s, «') se change en H (s, — )•

Si l'on a alors

Q(-,-)= Q(j'-)=-Q(--';î;)=-^(ri!;)'

nous dirons que P et Q présentent la symétrie croisée.
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Il est clair que, si P et Q présentent la symétrie croisée, l'expres-

sion H présentera la symétrie directe.

Si H présente la symétrie directe, je dis que l'on pouï'ra tou-

jours, sans restreindre la généralité, supposer cjue P et Q ont la

symétrie croisée. En effet, si H est symétrique, on pourra, sans

changer H, remplacer P et Q par

-P(i,„,). q(1.4
ou par

P(z,-), -q(z.-),

ou par

Z w I z- w

ou enfin par les deux polynômes

P(.,..)-p(l,..)-^P(.,-i)-p(l,^)

4

qui présentent la symétrie croisée.

Si maintenant P et Q présentent la symétrie croisée, l'expression

supposée intégrable, présentera une troisième espèce de symétrie

que j'appellerai la symétrie inverse, c'est-à-dire que S et U chan-

geront de sione quand on changera z en -i ou bien w en — •

- *
^ z w

Dans ces conditions,

d^ _ Q
dz ~ Y^-^z

cha-nge de signe quand on change (v en — • Si nous posons

notre période polaire, si elle existe, sera 2/-C_, ; elle sera indé-

pendante de w (qui joue ici le rôle de jk)- D'autre part, elle devra
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cliaiii^er de signe quand on elianyera iv en —
; elle esl dune nulle.

e. Q. F. n.

Examinons maintenant le degré de ces diflérenls |)olynomes;

mais nous ne définirons pas le degré de la même manière que dans

les numéros précédents.

Soit un polynôme en :;, -, ir, —,

Nous dirons qu'il est de degré m si

I

rt
I

-h
I

6
I

g m.

Soit alors h le degré de H, nous voyons que celui de P et de Q
est h — I et que celui de S est // — 2.

Un polynôme de degré h contient j //'- + :ih -\- i coefficients ar-

bitraires, mais, s'il est symétrique, il n'en contient plus que

(/i-i-i)(/i-l-2)., ,. ,. ^ , a- .. ^ cr .

Si la symétrie est directe et, en ettet, les coetticients

de z-"iv-^ se déduisent d'un seul d'entre eux, de sorte que nous

n'avons plus à envisager que les termes où les deux exposants sont

nuls ou positifs. Si la symétrie est croisée, il arrive (pour P par

exemple) que les termes indépendants de :; sont nuls, de sorte que

nous ne devons plus envisager que les termes où l'un des expo-

sants est nul, et l'autre nul ou positif. Cela fait coefficients

distincts. Si enfin la symétrie est inverse, les termes indépen-

dants soit de (V, soit de z, sont nuls, et les deux exposants donenl

être positifs, de sorte qu'il reste
'"~

coefficients. Nous sommes

donc conduits au Tableau suivant :

Nombre des coefficienls.

( /?. -f- I ) ( /i -H 2 )

2

h(h — y)

1

h(h — i)

•)

( A — -2
) ( A — 3 )

ol ynoine.



l36 CHAPITRE XXI.

Le nombre des expressions II distinctes est donc

( A -M ) ( A -f- '2 ( h — 2) ( h — 3
) , ,

Donc, entre les coefjicienls du développement de la fonction
perturbatrice, ily a des relations linéaires de récurrence dont
les coefficients sont rationnels par rapport aux éléments et qui
permettent d'exprimer tous ces coefjicients à l'aide de quatre
d'entre eux. Chacun d'eux, considéré comme fonction de l'un

des éléments, satisfait à une équation différentielle linéaire

du quatrième ordre. Considéré comme fonction de tous les élé-

ments, il satisfait à un grand nombre d'équatioîis aux dérivées

partielles. Tous les coefficients et toutes leurs dérivées par-
tielles peuvent s'exprimer linéairement à l'aide de quatre des

coefficients, ou bien encore à l'aide de Cun d'eux et de trois

de ses dérivées partielles.

297. On arriverait au même résultat en conservant les variables x
et y, on aurait alors

Ce polynôme serait de degré i au sens du n" 290 et non plus du

n" 296. 11 serait d'ailleurs symétrique au sens du n" 291 et non
plus du n" 296. Enfin Texpression x \- se réduirait, pour ^ := o, à

qui n'est pas un carré parfait; nous pourrions donc appliquer les

conclusions du n" 291, et, puisque

/=!• IV = O,

le nombre des expressions II distinctes serait

4(/-|- (V)2 = 4. c. Q. F. D.

298. Les équations aux dérivées partielles auxquelles conduit

l'analyse précédente ont déjà été rencontrées. Ce sont celles que
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nous avons étudiées au n" ^1)1. Nous avons \ ii (|ue les onze déri-

vées partielles de Z, désignées dans ce numéro par (8), (9), (10),

(11), (12), (i3), s'expriment linéairement en fonctions des

neuf expressions (i4) <!"• sont elles-mêmes liées par les trois rela-

tions (i5). Il y a donc, entre ces onze dérivées, cinq relations.

Soit

Les coefficients de z^w^ dans les onze dérivées partielles seront

cw d[] du ,,,, ,,,. d-^v d-nj fl?'-L'

doi d\x rtv d[x- du. av av*

rf-^U dn^ d^\]

dy.'^ d'x d\i. d% dé

Il y aura donc cinq relations entre L et ses neuf dériv(''es des

deux premiers ordres. D'ailleurs, outre les relations (i5), les neuf

expressions (i4) sont liées entre elles et à Z=^Uc^n* par la

relation

(i + a2)Z'— 2a)JiZ'cos; — -javZ'cosrj = — sZ.

Nous aurons donc six relations entre U et ses neuf dérivées,

c'est-à-dire que U satisfait à six équations aux dérivées partielles

du deuxième ordre. De U et de ses dérivées, en tout dix expres-

sions, il en reste donc quatre qui sont indépendantes.

Parmi ces six équations, nous distinguerons celles qui ont été

étudiées à la fin du n" i201 et dont nous avons vu la parenté avec

les équations de M. Appell. Nous avons \u que ces équations ad-

mettent quatre solutions distinctes, de sorte que U considéré

comme fonction d'un seul élément satisfait à une équatntn dillé-

rentielle du quatrième ordre.

299. Les fonctions que nous avons étudiées dans ce Clinpilic

sont délinies par des intégrales doubles et ces intégrales doubles

sont prises le long des contours fermés. En d .luties termes, ce

sont des périodes de Tintt'grale double indélinie

f /'heû
d.r dy
xy F'
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Supposons que nous fassions varier l'un des éléments, que

j'appellerai a, en lui donnant bien entendu des valeurs imagi-

naires, et que cet élément a décrive dans son plan un contour

fermé. Notre coefficient, représenté par notre intégrale double, est

une fonction analytique de l'élément a; quand cet élément aura

décrit son contour fermé, nous retomberons sur une autre déter-

mination de cette fonction analvtique, et cette détermination ne

pourra être qu'une autre période de notre intégrale définie double.

Supposons que cette intégrale définie ait k périodes fondamen-

tales

P., P2, ..., P/.;

toutes les autres périodes et, par consécpient, toutes les détermi-

nations de notre fonction, seront des combinaisons linéaires à

coefficients entiers de ces périodes fondamentales.

Quand donc la variable décrira un contour fermé, les ditlérentes

déterminations de la fonction subiront une transformation linéaire

à coefficients entiers. Considérons maintenant plusieurs fonctions II

qui pourront différer par les polynômes H et 0, mais pas |)ar le

polynôme F, toutes ces fonctions subiront /<( même transforma-

tion linéaire, puisque celle-ci ne dépend que de la déformation

des contours d'intégration.

Soit donc A le déterminant formé par /, déterminations corres-

pondantes de k fonctions fl; ce déterminant sera multiplié sim-

plement par un facteur numérique quand la varialjle décrira un

contour fermé; le rapport de deux de ces déterminants demeurera

donc constant, ce sera donc une fonction uniforme.

Donc entre A" H- i fonctions II, il y aura une relation linéaire

dont les coefficients seront des fonctions uniformes des éléments.

Donc le nombre des périodes fondamentales est égal, à celui

des fonctions H en fonciion desc/uelles toutes les autres peuvent

s'exprimer par des relations linéaires dont les coefficients sont

des fonctions uniformes des éléments.

Si les fonctions II ne présentent que des singularités algé-

briques, ces fonctions uniformes se comj)orteront comme des fonc-

tions rationnelles. Les coefficients de nos relations seront des

fonctions non seulement uniformes, mais rationnelles. C'est ce

qui arrive quand U ^ o.

Nous pouvons prévoir par là que le nombre des périodes fonda-
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mentales est de i6 clans le cas général et de 4 si les excenlricltés

sont nulles C'est ce que montre le résultat obtenu au sujri iju dé-

veloppement suivant les anomalies excentriques.

Mais alors nous pouvons en tirer une conclusion relative au dé-

veloppement suivant les anomalies moyennes. Il y aura entre les

coellicients de ce développement des relations linéaires de récur-

rence dont les coefficients seront des fonctions non rationnelles

mais uniformes des éléments, et ces relations permettront de les

exprimer tous à l'aide de seize d'entre eux. De |)lus chacun de ces

coefficients satisfera à une équation différentielle linéaire, qui sera

du seizième ordre (et non plus du trente-sixième), mais dont les

coefficients seront non plus rationnels, mais uniformes.

Ces relations de récurrence et ces équations dilférentielles sont

analogues à celles que nous avons rencontrées dans l'étude des

coefficients de Laplace. Nul doute qu'elles ne puissent rendre les

mêmes services dans le cas où les excentricités sont nulles; mais il

n'en est pas de même dans le cas général; leur ordre semble trop

élevé; heureusement il est permis d'espérer que ces équations ne

sont pas irréductibles et que l'étude des périodes de l'intégrale

double permettra d'en abaisser l'ordre.

J'ajouterai que M. Féraud, dans le Tome VIII des Annales de

l'Observatoire de Bordeaux, a montré que, par suite de certaines

symétries, cet ordre pouvait s'abaisser de lui-même dans certains

cas particuliers.



CHAPITRE XXII.

CALCUL NUMÉRIQUE DES COEFFICIENTS.

300. Dans les Chapitres précédents, nous avons cherché à

ohlenir le développement analytique des coefficients à l'aide de

séries procédant suivant les puissances des excentricités et des

inclinaisons. L'emploi de ces développements ne présenterait

aucune difficulté si le nombre des termes n'était pas si grand.

Mais ce nombre a effrayé beaucoup d'astronomes qui se sont

efforcés de calculer la valeur numérique des coefficients sans

passer par l'intermédiaire de ces développements.

Nous avons vu que les coefficients pouvaient se mettre sous la

forme d'intégrales définies. Telles sont les intégrales (i) et (2) des

n- 280 et 289

J J x"^y"^ \/R(ir, y)

rr QE^drdy
(2) —^T.-^X„nn-=

/ /
^^

,

-
•

J J T'"y'"yRix, y)

On pourrait donc calculer les valeurs de ces intégrales doubles

par quadratures mécaniques; nous pouvons écrire en effet l'équa-

tion (2) sous la forme

(3) 47r2A„,,„.= r C9Jtl E-,\mii+m'un dudu',

ou bien encore sous la forme

(4) ^^'^,>un-= f f'-
E-i^ ""+'"' r^d/dl',

d'où l'on tirerait les formules approchées

( 3 bis
)

n^ k„,,n' = y -— E-''"'»+"''«''
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et

(4 bis) nîA,„„,.= V î E-' "«/+'«'''.

Dans la formule (3 bis), il faut donner, sous le signe ^, à u de

même qu'à «', les n valeurs équidistantes

2T. ^TZ ï( n l)7C
O, ) 5 •••> •un n

Cela fera donc, sous le signe 2,y *J6S termes dont le nombre

sera n-, puisqu'il faut combiner les n valeurs de u avec les n va-

leurs de u'.

Pour la formule (4 bis), on opérera de la même manière avec

cette différence que ce n'est phis à w et à w', mais bien à / et à /'

qu'il faut donner les n valeurs équidistantes

2 r 4 Ti i( n — i)-
O, ) } • • • } •

n n n

Le Verrier voulant calculer la grande inégalité Pallas-Jupiter,

c'est-à-dire le coefficient A,8_7, a employé la formule (4 bis). Il

aurait pu se servir avec plus d'avantage de la formule (3 bis).

Mais il fallait la puissance de calcul de Le Verrier pour avoir le

courage d'aborder une tâche aussi écrasante. Heureusement il y a

des moyens d'éviter ces quadratures mécaniques, ou tout au moins

de réserver les quadratures mécaniques pour le calcul, non plus

d'une intégrale double, mais d'une intégrale simple. Les plus

importantes de ces méthodes sont celles de Hansen, de Cauchy et

de Jacobi.

301. Méthode de Hansen. — 11 s'agit d'obtenir les coefficients

H,„,„ du développement procédant suivant les anomalies excen-

triques. Il sera aisé ensuite de passer aux coefficients A,„„j' du

développement suivant les anomalies moyennes en employant la

formule du n*^ ;240, ou bien encore de passer au développement

spécial de Hansen en employant la formule du n" !2i6.

Prenons alors l'expression de A- ; c'est un polynôme du second

degré en E"'", £-'"', de sorte que nous pouvons écrire

(5) A2= A H- BE'"'-i- B'E-'"'^ CE2'«'-+- C'E-^'"',
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les coefficients A, B et C dépendant seulement de u; nous verrons

ensuite que l'on a simplement

4

de sorte que Cet C sont indépendants de u et, de plus, du second

degré par rapport aux excentricités. Nous pouvons en conséquence

négliger ces termes en première approximation et, appelant A^ la

somme des trois premiers termes du second membre de (5) et R la

somme des deux derniers, écrire

I
'_ _ J. _^ 3 R2

;
~

2 If
"^

8 A 5^^^
A An 2 A^ ' 8 A5

La série (6) converge très rapidement à cause de la petitesse

de R, de sorte que le développement de - est ramené à celui de

A3

Or nous pouvons poser

A2 = A+ BE'"'+B'E-'»'= H2[f^a2 — o.acos(i<'— ^)],

H, a et [^ étant des fonctions de u. On en déduit

W 7 \2i- H^v ___, ''^ ^ ^ •

les 6^*' étant les coefficients de Laplace formés en fonctions de a

parles procédés du Chapitre X\ II.

A, B, B' peuvent être regardées comme des fonctions connues

de U] il en est donc de même de H, a et [i et, par conséquent,

des b\f'^ ; on aura alors

si dhk est le coefficient de E'^'" dans le développement de

c'est-à-dire si

(8) iT.C,,i,= f ^6^.^'E-''^^+/'«'.

^" du
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On Ciilciilcia I iiilci;rale [H }
|i;ii- (|ii,i(lr;ilures niccaui(jii»js u laitlL-

de la forniulf

(9) 0/,/. = ^-^ jp^ ,

où n est un i^rand nomlire: la fonction qui fi^jure sous le signe ^
est une loïKiioii de // : un v donnera successivement à // les n va-

leurs équidistantes

' n n n

Telle esl la méthotle de Hansen: je me bornerai à renvoyer pour

plus de détails au Chapitre XXI du Tome W de la Mécanique

céleste de Tisserand et en particulier aux pages 34 1 à 344-

30'2. Méthode de Jacobi. — Jacobi cherche aussi à former le

développement qui procède suivant les anomalies excentriques; il

décompose aussi A- en deux parties Aj; et R, dont la seconde est

du second degré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons;

mais il n"a pas recours aux quadratures mécaniques. Sa manière

de mettre A- sous la forme

n'est d'ailleurs pas la même que celle de Hansen. Pour bien la

faire comprendre, je suppose dabord que l'inclinaison soit nulle.

On trouve alors, en appelant :. y, et :'. r/ les coordonnées des deux

planètes,

A- = I ; — ir, — c — i r' ) ' : — i r, — ^'-1- f r/ ).

D autre part, ^i I on pose

e = -, e = 7T»

u \ient
a E"^

-^ ir, = -( E'" — 2 £ -f- £2 E-'« ).

I

On en déduirait l'expression de c — /t, en changeant / el — /.

et Ton aurait eusuite celles de ç'-H /t/. ;' — /r/ en changeant a. £.

ro, // en a', s', to', //.



i44 CHAPITRE xxn.

Si, dans l'expression précédente, nous négligeons le terme en

£-E~'", nous commeltrons une erreur du second degré et nous

trouverons

Ag = ( 2 // s'— '2 6 £ + 6 E'« — V E+'«'
) ( 2 è'i

e'— '2 6i £ -h b^ E-'« - b\ E-''''
)

en posant, pour abréger,

«E'CT ,, a'E'cr' aE-'^ ,, a'E-'W

Si alors nous désignons par A^ cette valeur approchée de A- et

par R Terreur commise, nous aurons

A2=A2h-R,

et R sera du second degré par rapport aux excentricités.

Si l'inclinaison n'est pas nulle, nous pourrons développer sui-

vant les puissances de l'inclinaison et dans le développement ne

ligLireront que des puissances paires de l'inclinaison.

Si donc nous négligeons l'inclinaison, l'erreur commise sera du

second degré. Nous pourrons donc conserver la même expression

pour Ajî et l'erreur R = A-— Aj^ sera encore du second degré par

rapport aux excentricités et aux inclinaisons.

iNous pouvons écrire ensuite

A'-; ^ \{'-{i y ^iUc~u' —ta) y'E~''*"'~'^'' ) ( I yE"'*"^"'^'**' y' E+i(w'— 11)') )

en posant

-'•2 b

I -t- £ 2 ' a r H- £2 b

y'E'W = 2£ 2£t7.
' b

Il est clair d'ailleurs que nous pourrions modifier les coeffi-

cients H, y, oj, y', oj', qui figurent dans Ajj, pourvu que les modi-

fications soient seulement du second degré par rapport aux excen-

tricités et aux inclinaisons. L'erreur R resterait du second degré.

Jacobi profite de cette latitude pour faire disparaître certains

termes de R., à savoir les termes tout connus, les termes en

cos , , cos
. (m — ?< ), . M.

sin sin
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Je renverrai pour les dclails Je laiialyse à la Mécanit/ue céleste

de Tisserand (t. IV, Chap. XVIII, p. 3oi à 3o6j.

Quoi qu'il en suit, nous avons

Â " % 1 ^l
^ 8 A5

de sorte que (R se réduisant à un nombre fini de ternies) le déve-

loppement de — est ramené à celui de —^ • Si nous posons, pour

abréger,
gj(u—u'— (1)) -_ - |7— i it —w) -—

XS,

il vient

—^ = H-"(i — Y--Y'njr^(i — Y—'-ï'^-'r

et il s'agit d efïectuer le développement suivant les puissances

entières, positives ou négatives de z et de m.

Il est aisé de vérifier que le coefficient de z^xs'' sera, au facteur

près v'^y'^ et à un facteur constant près, une série hypergéomé-

trique de deux variables de M. Appell par rapport à v- et y''^.

Ces séries sont tout à fait analogues à celles que nous avons

étudiées au Chapitre XVIII, seulement elles ne se réduisent pas à

des polynômes.

Jacobi ne se sert pas de ces séries, qui n'étaient pas encore con-

nues de son temps: son analyse est un peu différente; on la trou-

vera dans la Mécanique céleste de Tisserand (t. IV, p. 3o6

à 3i i).

Les coefficients du développement de-— > — > — ? ••• sont liés
-^0 -^0 -*o

par des relations de récurrence, et ces relations permettent de les

exprimer tous à l'aide de quatre d'entre eux (de sorte qu'elles

deviennent pratiquement utilisables). Il suffit, pour s'en con-

vaincre, soit de se reporter à ce que nous avons dit au n° ^6i, soit

d'appliquer les principes du Chapitre XXI, en remarquant qu'ici

w := o, /= I et que le polynôme A^ présente une symétrie parti-

culière, puisqu'il ne change pas quand on change z en - et w

I

en -

303. Méthode de Cauchy. — Cauchy, comme Jacobi et Hansen,

P. - II. 10
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cherche d'abord le développement suivant les anomalies excen-

triques pour en déduire, par le moyen des fonctions de Bessel, le

développement suivant les anomalies moyennes. Je n'ai pas à

revenir sur le passage d'un développement à l'autre; je m'occu-

perai donc simplement de la manière d'obtenir le développement

suivant les anomalies excentriques.

La méthode de Cauchy se rapproche également de celle de

Hansen par un autre point. Cauchy commence par développer -

suivant les anomalies excentriques de la seconde planète sous la

forme

Les B,^ sont des fonctions de u et, si nous posons

il vient finalement

1-24 ""

Cauchy calcule les coefficients B,;' par des procédés analytiques

et il en déduit ensuite les coefficients B,,„ par quadrature méca-

nique à l'aide de l'intégrale

(10) 'nzBnn'= / B„'E-'"" du.

La différence proxient surtout de la manière d'obtenir les coef-

ficients B^-; reprenons la formule (5) :

(5) A' = A -^ BE'«'-+- B'E-'«'-H CE2'«'+ G'E"2'"'.

Si nous égalons A- à o, nous obtiendrons une équation du qua-

trième degré en y = E'"' qui peut s'écrire

R'
(il) A^BrH H G r^ 4- Cj-2 = o.

Discutons cette équation ; nous observerons d'aboi'd que ses coef-

ficients ne sont pas réels, ou du moins A. C, C sont réels, mais B

et B' sont imaginaires conjugués; l'équation ne change pas quand
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on change jK eii - et /en — i. Les racines peuvent donc se répartir

en deux paires :

où a et [3 sont réels et plus petits que i, de telle sorte qu'on per-

mute les deux racines d'une même paire en changeant j)/ en - et i

en — L. De plus,

4

de sorte (|ue le produit des racines est égal à + i , ce qui donne

10 = (O.

11 en résulte que nous pouvons mettre A- sous la forme d'un pro-

duit de deux facteurs :

A2= H2[i — 2a co5(m'— oj) -f- a2] [i — 2 [i cosf a' -4- to )
-4- 3^],

H étant facile à calculer quand on connaît a, |j et to.

Nous remarcjuerons ensuite que, si Ion néglige e'-, le degré de

l'équation s'abaisse, car C et C s'annulent et Téquation (11) de-

vient simplement
R'

A ^ Bkh =0.
y

L'équation du quatrième degré se réduit donc au deuxième, une

des racines étant devenue nulle et l'autre infinie. L'équation se

résout donc aisément pour C = C'=ù. Nous pouvons ensuite

développer les racines suivant les puissances de C, en considérant

A, B, B' et C comme des variables indépendantes et faisant C'= C.

Comme C est du deuxième degré par rapport aux excentricités, la

convergence sera très rapide. Nous voyons en même temps que ,3

est une quantité du deuxième degré par rapport aux excentricités.

Il reste à effectuer le développement de - et pour cela un dé\e-

loppera les deux facteurs

[1 — JtOL cos(«' — CD I
^- a-

J
- = 7 C;,E'i'"

,

1
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On aura ensuite le coefficient B,, en faisant le produit des deux

séries; on trouve ainsi

c„cP'^n-p-

Les quantités

Cp E'7'w, c;, E-'-zw

ne sont pas autre chose que les coefficients de Laplace

f'j
) ^1 )

2 2

calculés respectivement en prenant a ^ a et a = p. On les déter-

minera par les procédés du Cliapitre XVII. Caucliy préfère em-

ployer, pour cette détermination, les séries procédant suivant les

puissances de ( ou de — a^ )
particulièrement commodes

dans le cas où p (ou ry) sont grands, ce qui est le cas où il est

placé.

Quant à la série

elle converge très rapidement à cause de la petitesse de [^; en

effet, le développement de c^._„ suivant les puissances de [3 com-

mence par vin terme en ,S
'"'"/''

, donc 6\,._^, est du degré 2|/2'

—

p\
par rapport aux excentricités et est par conséquent très petit.

Ayant calculé ainsi B,i' par la lornude (12), Cauchy aurait pu

obtenir ensuite B,i/i' par la formule 10) et en déduire ensuite A„,/

par la formule (12) du Chapitre XVI. Mais ce n est pas tout à fait

comme cela qu'il opère, il passe par l'intermédiaire d'un dévelop-

pement mixte procédant suivant l'aiioin die excentrique u' et

l'anomalie moyenne / :

de sorte que

. 2 TT . 2 7r
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Cauchy calculo d„ii' à Taide de cette dernière formule et pour

cela il applique les quadratures mécaniques, c'est-à-dire qu'il

prend ( Iv étant un entier suffisamment grand)

KG„„- = ^n„.E-'«/(r-ecosa),

B„ et E~""' sont des fonctions de n\ on donne à u sous le signe 2,

les K. valeurs écjuidislantes

27r 2( K — Ht:
o, —, ...,

On calcule enfin A„„' à l'aide de la formule

analogue à la formule (12) du Chapitre XYI. Cauchj a appliqué

cette méthode au calcul de la grande inégalité Pallas-Jupiter, en

faisant n =^ — 18, //= -j, il n'avait donc à calculer que les fonc-

tions de Bessel de Targument unique 'je'.

Je renverrai pour plus de détails à la Mécanique céleste de

Tisserand, t. IV, Chap. XVII.

304. On pourrait évidemment fonder d'autres méthodes ana-

logues sur les propriétés des fonctions elli|)tiques et sur l'emploi

de formules, telles que celles dont nous avons fait usage au n"" 236.

Je me bornerai à cet égard à quelques indications sommaires.

Supposons d'abord les excentricités nulles et que nous ayons à

calculer, par exemple, l'intégrale

r r dz dwz-'uv-^
(.5, jj

V
B ( 5 + -

) + C ( il' + -^

où A = a'^ -H a'-, B = r/rt'v, G = aa' <x. Intégrons d'abord par rap-

port à «'; nous avons une intégrale elliptique que nous pouvons

prendre par le procédé de la moyenne arilhmético-géométrique.

Ce procédé est fondé sur l'égalité

/' dw w ' /" div (»—

'

/"**("•* ii
' /"-*( I

H' H
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qui a lieu quand

\Ja H- 9, 6 = a. sia — a 6 = ^& ; ^a! -4-26' = a' — ^5

Si nous prenons l'intégrale qui donne le coefficient de Laplace

lir.bl ^ Ç
^/,-a-2-a(.v+lj

les quantités qui jouent le rôle de y/a -\- 2 b sont

I -H a , I — a ;

en prenant les moyennes arithmétique et o;éométrique, on trouve

1, V' — ^-;

en faisant une seconde fois la même opération,

i-t-v/i — '^t- V ;
, \^ i — x^ :

une troisième fois,

^ / '

d'où

iiT.bl=^
I

I -r- \ I — a-

ou

ce qui est la formule du Chapitre XVII; nous avons vu quelle

approximation donne cette formule quand a est plus petit que "/^^
*

Appliquons la même méthode à l'intégrale (i 3), Nous pouvons

la mettre sous la forme

^a^^a-^^aa(^.v-^L^j
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en posant

en posant

•ia' = i/A»^/a^ b/^+
^J
^2G -4-i/a-B( 3^ -) -2C.

Notre intéj;rale, par rapj)lication de la règle précédente, se

réduira donc à lintégrale simple

/
Si-z-'^ dz

où a' et a sont des fonctions de z définies par les formules précé-

dentes et que Ton pourra calculer par quadratures mécaniques, ou

mieux de la manière suivante :

Comme B est très petit de l'ordre du carré de l'inclinaison, on

pourra développer la fonction sous le signe / suivant les puis-

sances de B ( :; H- - )' ce qui nous donnera en même temps le déve-

loppement de cette fonction suivant les puissances entières posi-

tives et négatives de :;.

305. On pourrait faire quelque chose d'analogue dans le cas

général; il s'agit toujours de calculer l'intégrale

//
dx dv

s/K^x,x"'j-"' yftXix,^)

On commencera par exemple par intégrer par rapport à i' ; l'inté-

grale à calculer est alors une intégrale elliptique que je puis écrire

/
.\y-"^' dv

et il faut calculer l'une des périodes de cette intégrale elliptique.
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Seulement A, a, jj, y, o sont des fonctions de x. Quand e' est nul,

une des quatre racines a, [3, y, 8 est nulle et une autre infinie. On
est donc ramené au calcul de l'intégrale&

(M) /
ym dy

v/j(r — T)(r — 0'

Le calcul des racines y et o est alors immédiat et l'on peut appli-

quer directement les procédés du Chapitre XVII et en particulier

ceux du n" 2o6. Toutes les intégrales peuvent d'ailleurs se déduire

de deux d'entre elles par les relations de récurrence du Cha-

pitre XVII.

Si e' n'est pas nul, le cas est plus compliqué; il faut d'abord

déterminer les racines a, ^, y. S; nous avons expliqué au n° 303

comment cela pouvait se faire, grâce à la petitesse de e'. D'autre

part, nous n'avons plus comme au Chapitre XVII à calculer l'inté-

grale

/'

mais l'intégrale plus compliquée

où a et b sont des constantes et m un entier positif ou négatif. Et

en effet, pour ramener l'intégrale (i4) à la forme canonique, il faut

poser

p — a
y

p

p{u') étant la fonction de Weierstrass.

La période de l'intégrale (i5) dépend de celles des quatre inté-

grales suivantes :

/ du^
I

^'{U±:Ui))du^
I

[^(«-l-Mo) — t,{u -{- Un)] du,

/'

Uo el Uf étant définis par les équations

p( Uo) = a, 'p( Ui) = b.
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On s'en assurerait en (Jécomposant la luntliua (h^iihleinenl pi-rio-

di((ue { ——f.) 6n éléments simples.

Or ces quatre intégrales ont pour périodes

On a \u au n" 2o6 comment on pouvait calculer to, et y,, ; on

trouvera dans l'excellenl ouvrage de M. Schwarz ( Foi-nmies et

propositions pour Vemploi des fonctions elliptiques, d'après les

leçons de Weierstrass, Paris, Gauthier-Villars, 1894) des for-

mules tout aussi convergentes pour le calcul de Mo et de w,

(pages 67 à 73).

On voit qu'ici les formules de récurrence permettent d'exprimer

toutes les intégrales en fonction non plus de 2, mais de 4 d'entre

elles.

D'autre part 20),, 2t,,, ^r^Uo) 4"^i"i ^^ sont plus ici des

constantes, mais des fonctions de x, et il faut maintenant les déve-

lopper suivant les puissances entières, positives et négatives de x.

Ce développement peut se faire, soit par quadrature mécanique,

soit par des procédés analytiques ainsi que je lai expliqué h la fin

du numéro précédent.

Nous remarquerons qu'il est préférable de faire la première inté-

gration en prenant pour variable non pas y comme nous l'avons

fait plus haut, mais — ; il arrive alors que nos quantités w,, T|,, etc.

varient peu quand on fait \arier x^ les variations étant de l'ordre

des excentricités.

306. Seulement ce n'est pas la fonction perturbatrice elle-même

qui figure dans les équations différentielles du mouvement; ce sont

les dérivées partielles de cette fonction si l'on emploie la méthode

de la variation des constantes; ce sont les composantes de la force

perturbatrice avec d'autres méthodes.

Si nous avions les coefficients de développement de la fonction

perturbatrice sous la forme analytique, il serait aisé d'en déduire

les coefficients correspondants dans le développement des dérivées

partielles, ou des composantes de la force. Mais il n'en est plus de

même si nous possédons seulement la ^aleur numéricjue de ces
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coeflîcients, et c'est là tout ce que nous donnent les méthodes

exposées dans le présent Chapitre. Cela nous oblige à examiner la

question à ce point de vue nouveau.

Pas de difficulté en ce c[ui concerne la dérivée partielle suivant

Tune des anomalies moyennes / ou /'. Si l'on a

',=!— / ,

^^ ni rn ^ ^

on trouve immédiatement

Pour les autres dérivées partielles, il s'agit (a étant l'un quelconque

des éléments) de calculer

où

Si l'on veut les composantes de la force suivant trois axes rectan-

gulaires, on aura à développer

Lui -^^-v ^-^'

en désignant par ;, r,, v, q', V^ ^' les coordonnées rectangulaires

des deux planètes.

Dans la méthode de Hansen (voir Tisserand, t. IV, Chap. XXI,

p. 341) on considère les composantes de la force suivant trois axes

particuliers et l'on est amené à envisager les combinaisons

t2 _!_ -,2 r2 i'2 r/-2_^'2 ^_^'
A3 A'

Dans tous les cas, il s'agit de développer une expression de la

P I

forme —, et - est encore de la même forme en faisant P = A-. Ce

qui nous intéresse c'est que, quand on développe P suivant les ano-

malies excentriques, c'est-à-dire suivant les puissances entières,

positives et négatives de .r etdejK, ce développement ne contiendra

qu'un nombre fini de termes.

Cela est vrai des coordonnées ;, -z^, Z, ;', yj', !^' et par conséquent
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de leurs combinaisons

? ? 1 'l "i ) 'î : ' y ,
: ^^ » •

Cela est vrai de A- et par conséquent de —j--

Il faudra donc opérer de la façon suivante :

i" On développera — suivant les anomalies excentriques. Les

méthodes des numéros précédents qui visaient particulièrement -

s'appliquent sans changement à -— et en particulier à — •

2" On multipliera le développement de — par celui de P.

Ce dernier développement se réduisant à un nombre fini de

termes, cette multiplication ne présente aucune difficulté.

P
3" On passera du développement de — suivant les anomalies

excentriques à celui de cette même quantité sui\ant les anomalies

moyennes à l'aide de la formule (12) du Chapitre XVI.

Une dernière observation toutefois. Les dérivées -7- - , — dont

nous venons de parler et que ion rencontre dans la méthode de la

variation des constantes, sont les dérivées prises par rapport à un

système de variables parmi lesquelles figurent les anomalies

moyennes.

Désignons au contraire par —5 avec des d ronds, les dérivées

prises par rapport à un svstèuie de variables parmi lesquelles

figurent les anomalies excentriques. Nous avons immédiatement A^

•I • • 1' I ' 1 • à\- d \ ... c ^ • K

et j1 est aise d en déduire — et ; mais ce qu u nous laut c est

-, Tout d'abord, si l'élément a n'est pas l'une des deux excen-
aa A ^

tricités e ou e', on a simplement

d \ _ d i

^ Â ""
c/a Â

'

Si a = e, l ^ Il — e sin//, il vient

d \ d i (l i toi _ d i . d {

ôël~dëï~dlldë~dë\^^^ M ï'
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Nous connaissons le développement de- et de — --Il reste donc

à trouver celui de sin// -r-, r*
al A

Soit donc

avec

A,„,n'=^CApp'; G= -^-^,i,n-i,ime)ini--p'{m' e'),

) rViiml-v-m'l')

il viendra
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TERMES D'ORDRE ÉLEVÉ.

307. On peut être amené à rechercher une valeur approchée du

coefficient A„i,„ quand m et ni' sont des entiers très grands en

valeur absolue et cela pour deux raisons :

1° On peut se rendre compte ainsi de la rapidité de la conver-

gence des séries
;

2° Un terme d'ordre élevé A,„„j' peut donner lieu à une pertur-

bation notable si, le rapport des moyens mouvements n et n! étant

sensiblement commensurable, le diviseur nin -\- ni' n' devient très

petit. Le coefficient de la perturbation de la longitude est alors de

l'ordre de
^mm

{niti -+- m' n' y^

et il convient alors de calculer le coefficient A,„„j' sans avoir besoin

des coefficients précédents. Le plus souvent, une fois ce calcul

terminé, on reconnaîtra qu'il était inutile, parce que la valeur

trouvée pour A„j,„' est trop petite. Il y a donc intérêt à se faire

à^avance une idée de l'ordre de grandeur de ces coefficients, et

même ^à pouvoir en trouver rapidement une valeur approchée.

C'est ce but qu'on peut espérer atteindre par l'emploi de la mé-

thode de M. Darboux pour le calcul des fonctions de très grands

nombres. Cette méthode repose sur les principes suivants :

1° Si une série

est convergente dans un cercle de rayon p', et que sur la circonfé-

rence de ce cercle elle possède un point singulier ^o^ tel que dans

le voisinage de ce point la fonction ^{z) soit développable suivant
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les puissances entières, réelles croissantes et d'ailleurs fraction-

naires ou même incommensurables, positives ou négatives, de

I 5 de telle façon que le premier terme du développement

dont l'exposant ne soit pas entier soit

A(i-r
\ —s

on aura approximativement pour n très grand

A w^-i

2" Si le point singulier est logarithmique, c'est-à-dire si o[z)

est de la forme

cp(3)= Oi^Sj^lo- 1— — Cp2(3),
^0

C2) (:;) et '^^{z) étant développables suivant les puissances réelles et

croissantes de i — -^i il faudra opérer de la façon suivante. Soient

5, et 50 les exposants du premier terme du développement de 'i,

et de 'Jo dont l'exposant n'est pas entier. Soit s^ l'exposant du

premier terme de cso, les exposants entiers n'étant pas exclus. Si

5) <iSQ^ on pourra appliquer la formule précédente en changeant s

en 5). Si 5) ^5(1, il faudra envisager le premier terme de Oo

Si Sq n'est pas entier négatif, on a approximativement

_ Ao «^'o^' los«

et, si 5o est entier négatif ou nul,

a„ = ^ (— I )*-o+i r ( 1 — 5o )
n*-o-i

;

^0

3° Si la fonction a (:;) présente plusieurs points singuliers sur la

circonférence du cercle de convergence, la valeur approximative

de a,i sera la somme des valeurs approximatives partielles que Ion

obtiendrait en considérant isolément les divers points singuliers;
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4" Supposons que '-p(^) soil de la forme

<i(z) = ^a„z'' -t- N />„^-'',

et (|iie cette série (l(iiil)le converge dans une couronne comprise

entre les deux cercles |^|^p,, j^j^Oo. o,^z^. Alors la série

^^a„z" convergera pour |s|«<p, et ne présentera aucun point

singulier sur le cercle J5|=p(, ni ;i linlérieur. Au contraire la

série 7 0„z~" convergera pour |:;j>»Co et ne présentera aucun

point singulier sur le cercle J^|=g, ui à l'extérieur. La valeur

asymptolicpic de a„ s'obtiendra d'après les règles précédentes en

envisageant les points singuliers de 'j'(z) sur le cercle |5|=c,;

celle de b,i s'obtiendra d'après les mêmes règles en envisageant les

points singuliers de '•p(^), ou plutôt de ^(- ) sur le cercle |^|= o,,.

30S. Comment ces principes peuvent-ils s'appliquer au pro-

blème qui nous occupe? Il semble d'abord qu'ils sont faits unique-

ment pour les fonctions d'une seule variable. Aussi M. Flamme

a-t-il commencé par décomposer le terme à évaluer en une somme
dont chaque élément était le produit de deux facteurs dépendant

chacun d'une seule variable, qui était l'anomalie moyenne de la

première planète pour le premier facteur et celle de la seconde

pour le second facteur.

Mais on peut opérer d'une autre manière. Soil

(i) m = an -+- b^ m = en — cl.

«, 6, c, d sont des entiers finis et donnés une fois j)our toutes;

n est un entier très grand; a et c sont premiers entre eux. Il faut

calculer

•^ /Il rn' = '^an-i-b, cn^d-

Nous avons

_ V.^qdxdv
lu m '-1 \ ,

—
*• -^iniii •

—
/:

avec



l6o CHAPITRE XXIII.

Soit

ae I I \ ce' I i

he l I \ de l i \

Notre intégrale deviendra

EU„ \n E-^->Qdrdr
(a)

Considérons la fonction auxiliaire

* (s) = -4^-^2^"-

Sous le sisne ^ nous ne donnons pas à m et m' toutes les

valeurs, mais seulement celles qui sont de la forme (i); mais nous

pouvons encore opérer de deux manières :

i" Nous pouvons donner à n toutes les valeurs entières posi-

tives, outre la valeur zéro; nous obtenons ainsi V intégrale de

Féraud

E-^^Qdxdj
(3) <P(z) =JJ

I — -^^^

] x'' y<i v/R
X'- y'i

2° Nous pouvons donner à n toutes les valeurs entières positives,

négatives ou nulles; la (onctiou ^(3) peut alors se mettre sous la

forme d'une intégrale simple. Nous pouvons trouver deux entiers

a et Y tels cpie

a a + c Y = I
,

puisque a et c sont [)remiers entre eux. Posons alors

Nous avons le développement

A
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Consiflérnns alors l'intéoralo siniph'

(4 ) I
- lbc-ad-\ --(aô+y,/) dt

prise le lon^ de la circonférence ]f|=i. Celle iiili'-j^raic j)t'uL

s'écrire

OÙ
X = a ( m — b ) -^ ^im'— d),

[jL = a ( m'— d) — ci m — b)— \.

L'inlégrale / t^dt esl nulle à moins que ui =— i el alors elle

est égale à li-: pour que (jl :=— i, il faul que m el m' soient de

la forme (i); mais alors un a A = /i ; de sorte que l'intégrale (4) se

réduil à

Ainsi, pour résoudre le problème qui nous occupe, nous n'avons

qu'à rechercher la position et la nature des points singuliers de la

fonction 4>(5), et pour éviler toute confusion nous distinguerons

la fonction <ï>((s) de M. Féraud définie par l'intégrale double (3)

et la fonction ^-xiz) définie par l'intégrale simple (4)-

309. \p[VHqnons ces principes au calcul des coefficients de

Laplace (pii sont donnés par la formule

lÏT.b's''^^ f F--^zk-^dz,

avec

F =(i_a^)( I- -

Considérons d'abord s comme fixe et faisons croître /.-, il s'agit de

trouver le coefficient de c* tiaus le développement de F

F'^ = {\ — 'j.z)-^{i-~^

Cette fonction présente deux points singuliers, l'un sur le cercle

extérieur à la couronne de convergence. r=-, j'iiilr-e <iir le

p. - II.
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cercle intérieur, z =^ rj.\ si nous supposons k positif et très grand,

c'est le premier qu'il faut considérer.

Dans le voisinage de ce point, on a sensiblement

F-^ = ( I — a c )-' ( I — a2 )-*,

ce qui nous donne asymptotiqucineiit

^^^' ^ f(T)
'^''

'^ ~ a- r-^' /""*"•

Supposons maintenant k fixe et s très grand ; soit

I

s = n -\

•1

Alors 7A'Tzb\^' sera le coefficient de [i" dans le développement de

l'intégrale

f .-|)/F
F

Les points singuliers de la fonction sous le signe / nous soiil

donnés par
F = o, F = p.

Il faut ou ([ue ces deux équations aient une racine commune, ce

qui donnerait ^= o, solution à rejeter, ou que l'une d'elles ait une

racine double. Nous pouvons exclure la première qui ne dépend

pas de P; il reste la seconde, (jui a une racine double si

La racine qui convient c'est (i — a)-.

Quelle est la nature de ce point singulier? Pour [3 très voisin

de (i — a)-, les parties les plus importantes de l'intégrale seront

celles qui correspondent aux valeurs de z voisines de i. On a

alors sensiblemeiit g^i, ^/F = i

—

^a, de sorte que l'intégrale

s'écrira sensiblement

/
(I — a) dz

i -H a2— P

La fonction sous le signe / est une lonction rationnelle dont il
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faut ohlciiii' le rt^sidu; or ce rcsidii t;sL

[ — a

; ('laiil (lonnr par liMjiialion

I -H 2"^— a = a

Mais celle é(jiialiun fJoniic sensibleineul

Le résidu est donc

(I — a) y/a

( 1
-
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est la condition pour qu'une singularité de la fonction <&(^) con-

vienne. Cette singularité se présente quand denx points singuliers

de la fonction sous le signe / se confondent et, pour que la singu-

larité convienne, il faut que ces deux points singuliers soient,

avant de se confondre, de part et d'autre du contour d'intégration.

Les points singuliers qui conviennent sont dits admissibles et

il nous faut choisir, si nous adoptons l'intégrale (3), celui des

points singuliers admissibles dont le module est le plus petit, et, si

nous adoptons l'intégrale (4), celui des points singuliers admissibles

dont le module est le plus voisin de i

.

La discussion pour reconnaître l'admissibilité des points sin-

guliers est assez délicate et a été jusqu'ici le principal obstacle à

l'emploi de cette méthode. J'ai indiqué dans les Méthodes noa-

veUes de la Mécanique céleste les principes généraux qui per-

mettent de faire cette discussion. Mais je n'ai appliqué ces prin-

cipes qu'au cas où rinclinaison est nulle, l'une des excentricités

nulle et l'autre très petite. M. Hamy, dans le Journal de Liouvilie

(1894 et ^^9^0' '* traité le même problème sans s'astreindre à la

troisième condition. M. Coculesco, dans sa thèse, 1895, s'est occupé

du cas où rinclinaison est nulle, les deux excentricités petites et

diflerentes de zéro et où la longitude du périhélie est la même.

Enfin M. Féraud, dans sa thèse, 189^, a traité le cas où l'inclinaison

est finie et les deux excentricités nulles; il a d'ailleurs retrouvé les

résultats de M. Hamj.

Il semble d'abord que la discussion doive être plus facile avec

rintégrale simple (4) c^u'avec l'intégrale double (3); il n'en est

rien, à moins que l'une des deux excentricités ne soit nulle, parce

que la fonction sous le signe / n'est pas une fonction uniforme

de ^, mais possède une infinité de déterminations, de sorte que la

discussion ne pourrait se faire c[ue par la considération d'une

surface de Riemann à une infinité de feuillets. Aussi, M. Féraud,

en introduisant l'intégrale (3), a-t-il réalisé un sérieux progrès.

Mais il faudrait faciliter la discussion des intégrales doubles et

pour cela étudier les propriétés de leurs périodes. Nous avons déjà

vu aux Chapitres XX et XXI l'importance que pourrait avoir cette

étude.

Si, au lieu d envisager le développement sui\ant les anomalies
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moyennes, on cn\ isa^eail le (l(j\ ('l<)j)[)einenl siii\aiiL l(;s anomalies

excentriques, le problème serait considérablement siinj)li(i(;. On
reconnaîtrait, |)ar exemple, tpie la fonction '^{z) satisfait à une

é(piation clilférenlielle linéaire à second membre dont les coeffi-

cicnls et le second lucmbre sont des fonctions rationnelles de t..

Je n'insisterai pas davantage sur cette question, hk; bornant à

ren\oyer aux Mémoires cités et en [)articulier au Cliapilie \ I

des Méthodes nouvelles de lu Mécanique céleste.

KIN l)K KA 1'IU:\III;HK l'AIlTlK UL TOMIi \\.
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