
I85 

LES FONCTIONS ANALYTIQUES DE DEUX VARIABLES 
ET LA REPRt~SENTATION CONFORME. 

M~moire de M. I-i e n r i P o i n o a r o (Paris). 

Adunanza del 2 7 gennajo x9o 7. 

I. ~.nonc6 du probl~me. 

On sak que la th~orie des fonctions analytiques d'une seule variable est intimement 
like ~ celle de la representation conforme, et quelle clartb cette considbration de la repre- 
sentation conforme a jet~e sur les propri&~s s des s Dans ces 
conditions, j'ai ~t6 tent~ de rechercher s'il n'y aurait pas quelque chose d'analogue en 
ce qui concerne les s de deux variables. Je n'ai obtenu, bien entendu, que des 
r~sultats partiels et fragmentaires, mais avant de les exposer, je voudrais rappeler en 
quelques roots les propositions s bien connues relatives aux fonctions d'une 
variable. 

On peut se proposer deux probl~mes distincts: 
Soit Z = X -a t- i Y une fonction analytique de z, = x + iy. Soit dans le plan 

des ( un arc de courbe I e t  sur cet arc un point m; soit dans le plan des Z un autre 
arc de courbe L et sur cet arc un point M. Est-il possible de dbterminer la s 
analytique Z, de telle faqon qu'eUe soit rfigulibre dans le voisinage du point m; que 
Z soit au point M quand ~ est au point m e t  que Z d~crive la r L quand 
dbcrit la courbe l? Cela c'est le probl~me local, et l'on salt qu'il comporte une infinit~ 
de solutions. 

Soit maintenant dans le plan des Zi une courbe fermge 1 limitant un certain do- 
maine d; soit dans le plan des Z une courbe ferm~e L limitant un domaine D. Est-il 
possible de d&erminer la fonction analytique Z, de telle s qu'elle soit rbguli6re 
dans le domaine d, que Z parcoure la ligne L (ou le domaine D) quand ~ parcourt 
la ligne l (ou le domaine d)? Cela c'est le probl~me dtendu; et le principe de DIRICHLET 
nous apprend qu'il comporte une solution et une seule. 

On peut se poser deux probl~mes analogues en ce qui concerne les fonctions de 
deux variables. Soient Z = X -J- i Y et Z' = X' -J7 i Y' deux fonctions analytiques des 
deux variables complexes ~ = x + i y et (' ----- x' + i y'. Nous pouvons envisager l'e- 
space A 4 dimensions des ~ '  et celui des Z Z ' .  
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Soit alors dans l'espace *2Z' une portion de surface ,h 3 dimensions s e t  sur cette 
surface un point m. Soit dans l'espace des ZZ'  une portion de surface it 3 dimensions 
S e t  sur cette surface un point M. Est-il possible de d&erminer les fonctions Z et Z' 
de telle fa~on qu'elles soient r6guli&res dans le voisinage du point in, que le point ZZ' 
soit en M quand le point ZZ' est en m e t  qu'il d4crive S quand le point ZZ' d&rit s ? 
C'est le probl~me local. 

Soit maintenant dans l'espace des ZZ' une surface fermde h 3 dimensions s limitant 
un domaine h 4 dimensions d. Soit dans l'espace ZZ'  une surface ferm6e h 3 dimen- 
sions S limitant un domaine D. Est-il possible de d&erminer les fonctions Z et Z' de 
telle fagon qu'elles soient r~guli6res dans le domaine d, que le point ZZ'  parcoure S 
ou D quand le point ZZ' parcourt s o u  d? C'est le problhne dtendu. 

Dans le cas off ce problbme &endu est susceptible d'une solution, on ne saurait 
dire, sans un abus de langage, que cette solution nous fournit la reprgsentation conforme 
de d sur D. Ce mot  de repr&entation conforme suppose en effet la conservation des 
angles. Nous dirons donc simplement que nous obtenons ainsi la repr&entation rggu- 
li&e de d sur D. 

Une premi&re remarque, presque &idente, c'est que le probl6me local ne comporte 
pas toujours une solution. En effer les fonctions X, I7, X', Y' doivent satisfaire aux 
~quations diff6rentielles : 

dX d Y  dX d Y  
( I )  dx - -  dy ' dy - -  dx 

et ~ trois autres syst~mes analogues que l 'on d6duit de ( I )  en accentuant, soit les lettres 
X et Y, soit les lettres x et y, soit les quatre lettres ~t la lois. Ces quatre syst~mes 
r+unis forment un syst~me (Ibis). Soient alors: 

x - -  q~(y, x', y'),  X - -  * ( Y ,  X', Y') 

les +quations des surfaces s e t  S. Supposons alors que le point ZZ' reste sur la surface 
s e t  exprimons tout en fonction de y~ x'~ y'. 

D6signons par des 3 ronds les d&iv~es partielles prises par rapport ~t ces trois 
variables, x &ant li6e ~t ces trois variables par l'6quation de la surface x = ?. Conti- 
nuons k d&igner par des d ordinaires les d&iv&s par rapport aux 4 variables suppo- 
Ses  ind6pendantes. Nous aurons alors: 

3 X  dX d X d ~  
(2 )  3y - - T y  + dx dy 

plus onze autres 6quations que l'on d6duira de (2) en changeant y e n  x'  ou en y ' ;  
on bien X, en I1, X' ou Y'. L'ensemble de ces I2 ~quations formera le systbme (2b~'). 

Si alors entre les 8 6quations (I  bi~) et les i2 6quations (2 bi~) on 61imine les ~6 
dX dX 

d6riv6es partielles dx ~ d y '  etc., il restera 4 6quations lin&ires entre les 12 d6riv6es 

~ X  
partielles ~ - ,  etc.; c'est ce que nous appellerons le syst~me (3). 
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D'autre part, si le point ZZ'  reste sur la surface S dont l'6quation est X - - ~ ,  
on aura : 

OX dea O Y d~ OX' d~  O Y' 
(4) 3 ) , - - -  d Y O y nt- d X' c3~ -Jr- d Y' O y 

avec deux autres 6quations d~duites de (4) en changeant y e n  x' ou y' et qui avec 
(4) formeront le syst6me (4his). On remplacera dans le syst6me (3) les trois d&iv6es 

3 X  3X  3X 
Oy ~ Ox'~ Oy' 

par leurs valeurs donn&s par le syst~me (4 his) et il restera 4 ~quations entre les trois 
fonctions inconnues IT, X', Y' et leurs d&iv&s partielles par rapport aux variables in- 
d@endantes y, x'~ y'. On aurait done h trouver trois fonctions inconnues satisfaisant 

quatre ~quations diff&entielles, ce qui en gbn~ral est impossible. 

2. Principes de la classification des surfaces. 

A c e  point de vue les surfaces s peuvent se r6partir en plusieurs classes. 
I1 peut arriver qu'aucune transformation ne transforme s en  elle-m4me. Je m'explique; 

les transformations que je vais envisager sont celles qui changent le point x, y, x', y' 
dans le point X, Y, X', Y' de telle faqon que X -~- i Y et X' + i Y' soient fonctions 
analytiques de x --{- iy et x' -]- iy'. 

Ce sont les transformations que j'ai envisag6es dans le w pr&~dent, ce sont les 
seules que, sauf avis contraire, j'envisagerai d6sormais. 

Qu'arrive-t-il alors si aucune transformation de cette forme ne transforme s e n  
elle-m~me ? I1 en r~sulte 6videmment que si le probl~rne local comporte une solution, 
il n'en comporte certainement qu'une. Car si deux transformations T et T changeaient 

s en S, la transformation inverse /'7 ~ changerait S e n  s, de sorte que la combinaison 
T/'71 changerait la surface s e n  elle-m4me. 

Nous verrons plus loin comment on peut dans ce cas reconnaitre si le problhaae 
local comporte une solution par des calculs qui peuvent 4tre longs mais qui restent 
616mentaires. 

Si au contraire il existe des transformations qui changent s en elle-m~me, le pro- 
bl6me local ne saurait comporter une solution sans en comporter plusieurs. Nous som- 
rues ainsi conduits k &udier les transformations des surfaces s en elles-m4mes et ~ fon- 
der sur ces transformations et les groupes qu'elles forment une classification de ces 
surfaces. 

Nous nous attacherons surtout aux groupes continus form6s de semblables trans- 
formations. Sok s une surface qudconque; soit G le groupe de s, c'est-s le groupe 
des transformations qui n'alt~rent pas s; soit s' une autre surface, soit G' le groupe 

de s'. 
Soient 

r , ,  T ,  . . .  
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les diverses substitutions de G. Si le groupe G' est le transform~ de G par une trans- 

formation U quelconque, c'est-fi-dire si les diverses transformations de O' sont 

U - ' T  U, U -~T~U, . . .  

nous dirons que G et G', ou bien encore que s e t  s' appartiennent ~t la m~me classe. 

Pour que le probl~me local soit possible, il est +videmment n&essaire que s et S 

appartiennent fi la m~me classe et par consequent que leurs groupes soient isomorphes. 

w 3. Classification des groupes. 

Je ne ferai pour le moment intervenir darts la classification des surfaces s que les 

transformations infinit6simales de ces surfaces en elles-m~mes; de sorte que nous avons 

rechercher les groupes continus G qui n'alt~rent pasces surfaces, et parmi ces groupes 

continus nous sommes d'abord amends fi distinguer les groupes continus finis et les 

groupes continus infinis. 
Envisageons d'abord les groupes continus finis. Leurs substitutions doivent, comme 

nous l'avons dit, ~tre de la forme suivante : 

[Z, Z', Zo, ~o; f ( z ,  ~'), f'(z~ Z'), fo(Zo ~) ,  A ( ~ ,  Z~)], 

off a[ et Z' sont les variables complexes x n t- iy  et x' o r- iy', off Zo et ~ sont leurs 

imaginaires conjugu+es x ~ iy et x ' - - i y ' ,  ofl f ( z ,  Z'), f ' ( z ,  Z') sont des fonctions 

analytiques de :( et de Z', et off fo(Zo, z~), fo(Zo, ~ )  sont imaginaires conjugu6es de 

f ( z ,  Z'), f ' ( z ,  ~('). Si nous considOrons le groupe form6 par les substitutions 

[;6 a['; f ( z ,  Z'), f '  (Z, Z')] 

en nous abstenant momentan+ment de consid~rer Zo et ~ ,  ce groupe est un groupe 
continu fini /t 2 variables. 

Or  on sait former tous les  groupes continus finis ~ 2 variables; les re&bodes de 
LIE permettent de le faire. Je me bornerai ~i renvoyer ~t LIF. lui-m~me *) ou bien ~t 
CAMPBELL **). 

On verra que ces groupes se ram~nent ~l 27 types dont les principaux sont le 

groupe lin6aire g6n6ral ~t deux variables et ses sous-groupes, le groupe des substitutions 
lin+aires 2t une variable portant s@ar6ment sur 7, et sur a/', le groupe 

(q, xq, . . . ,  x ~ q, y q, p, xp, x~p + r xy  q) 

et leurs sous-groupes. 

Toutefois ces groupes ne sont pas ainsi mis encore sous la forme qui nous con- 

vient. En effet dans la th6orie g~n&ale des groupes, on consid6re un groupe d'ordre 

*) SOPHUS LIE, Theorie der Transformationsgruppen, III. Abschnitt, Abtheilung I et 2 (Leipzig, 
Teubner, 1893 ). 

**) CAMPBELL, Introductory Treatise on LIE'S Theorie of Finite Continuous Transformation Groups 
(Oxford, Clarendon Press, 19o3). 
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r comme d~riv~ de r substitutions infinit6simales 

"~x ' "r ' " " " ' T r  

et alors toutes les transformations infinit6simales du groupe sont de la forme 

~i'~ + ~'~ + "" + ~r'~,' 
off les coefficients ~ ,  %, . . .  ~ sont rgels ou imaginaires. 

Au contraire, dans des recherches comme celle-ci, il convient de d~finir un groupe 

d+riv+ de r substitutions infinit~simales 

%'x' %'z~ " ""  ' Tr  

celui dont toutes les transformations infinit+simales sont de la forme 

~ , ~  + ~ 2  + "" + ~r~,' 
les coejficients ~ grant tous rgels. 

Soit, pour prendre un exemple simple, [e groupe dont toutes les transformations 

infinit~simales sont 
df df (~ + i~)-~ + (~, + ~ , ) ~ ,  

~, [3, ~', ~' &ant 4 constantes r6elles. 

Au point de vue ordinaire, ce groupe est d'ordre 2 et d~rive des 2 substitutions 

fondamentales 
df df 
d~'  dz~'" 

Au point de vue nouveau, il est d'ordre 4 et d+rive des 4 substitutions fonda- 

mentales 
df i dr af ~ df 
d z' d~' d~" d~'" 

Pour bien faire comprendre ce qu'il y a ~t faire, j'op~rerai sur le groupe lin~aire 

g+n6ral. Ce groupe d~rive des 8 substitutions fondamentales suivantes (j'+cris partout 
% dj 

p et p' au lieu de d~i' d~ ] :  

A = p ,  A ' = p ' ;  B=z~p,  B'=~('p';  C'--~('p, C '=: (p '  

D = z(zP + z'P'), D' = Z'(zp + z'p'), 

avec les 6quations de structure 

(.4, B ) =  .4, (A', 

(A, D) - -  2 B -Jr- B' , (A', 
(B, C) 

Au point de vue nouveau, nous devons regarder le groupe comme d'ordre 

et comme d+riv+ des i6 substitutions 

A, A', B, B', C, C', D, D' 

i A, i A', i B~ i B'~ i C, i C'~ i D, i D'. 

B')=A' ,  (.4, C ' ) = &  (.r C)=.4  
D') = 2 B ' +  B, (.4, D') - -  C, (.4', D)  - -  C' 

- - - - -  C, (B, C ' ) - -  C', etc. 

16 
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Quant aux nouveiies dquation:; de structure, elles se d6duiront ais6ment des an- 
ciennes; ainsi l'6quation 

(A, B ) = A  
nous donnera : 

( A , / 3 )  = A, ( i .4 ,  /3) = i A, (A,  i B)  = i .4 ,  (i  A, i B) = - -  .4. 

Le groupe lin~aire &ant ainsi envisag~ comme d'ordre 16 et ses ~quations de struc- 
ture &ant fortunes, on aura ~i rechercher tous ses sous-groupes; on salt qu'il y a des 
mfithodes g~n~rales pour les former. 

Je citerai seulement quelques exemples; nous pouvons prendre le groupe d~riv~ 
des huit substitutions 

( I )  ei~ eiO'A ', B, B', e~r176 eiIO'-~ ', e-i~ e-i~ ', 

off 0 et 0' sont des angles r~els quelconques, ou bien encore: 

(2) ,,'C--~C', i(~'C+~C'), iB, iB', A+~D, i(A--~D), A'+~'D', i(A'--~'D'), 
off e e t ~ '  sont des constantes quelconques, r~eUes ou complexes. 

Quand on suppose en particulier 0 = 0', le groupe ( I )  se r6duit au groupe rdel 

(3) A, A',  B, B', C, C', D, D'; 

quand on suppose ~ - -  ~' - -  - -  I, le groupe (2) se r6duit au groupe 

(4) C--C ' ,  i ( C + C ' ) ,  iB, iB', A - - D ,  i ( A + D ) ,  A ' - -D ' ,  i ( A ' + D ' )  

qui est celui des transformations qui n'alt~rent pas l'hypersph~re : 

~ o  + ~'Z'o = ~. 
On peut se demander s i ces  groupes peuvent toujours se ramener aux groupes 

rdels &udi6s par LIE (1. c., III. Abschnitt, pages 360 et suiv.). Nous remarquerons d'a- 
bord que tous l e s  groupes ( I )  sont isomorphes et se ram~nent au groupe r6el ( 3 ) p a r  
un changement de variables, en posant:  

- -  ~, r ~' = ~' el0 '. 

De m~me, tous l e s  groupes (2) sont isomorphes et se ram~nent au groupe (4) 
par un changement de variables, en posant:  

Mais il n 'y  a pas moyen de ramener par un changernent de variables analogues 
le groupe (4) au groupe (3). Le probl~me que nous nous proposons iciest donc plus 
g6n&al que celui qui a &6 r~solu par LIE dans le chapitre cit& Mais il pr6sente avec 
lui une grande parent6 et il peut 
nous n'insisterons pas ici. 

Supposons donc que l'on ait 
toutes les transformations sont de 

[Z, ~.'; f ( z ,  Z'), f'(a3 Z')], 

f et f '  6rant analytiques, et dont d'autre part chaque transformation 

puissance rgelle d'une transformation infinit~simate, tandis que chaque 

~tre r~solu par des proc~d~s analogues sur lesquels 

fo r r~  par ces moyens un groupe g d'ordre r, dont 
la forme : 

finie est une 

transformation 
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infinitbsimale est une combinaison liu6aire dl coefficients rdels de r transformations fon- 

damentales. 
Les considbrations qui pr&4dent permettent de former tous les groupes g qui sa- 

tisfont ~i ces conditions; quand on connaitra l'un de ces groupes g on formera im- 

m6diatement le groupe O correspondant qui a pour transformations: 

[Z, Z', ~ ,  Z;; f (z ,  Z ' ) , f ' (z ,  Z'), fo(Zo, ~o),f'o(Zo, Z')]. 

Mais il n'est pas encore certain qu'A ce groupe G corresponde une classe de 

surfaces s e t  c'est ce qu'i[ nous reste A examiner. 

Si le groupe G est d'ordre i, il existe un syst~me de lignes A une dimension qui 

sont inah&6es par le groupe, et qui sont d6finies par des &quations diff~rentielles. 

Toute surface ~ 3 dimensions engendr6e par ces lignes est inalt6r6e par le groupe; de 

sorte qu'~t ce groupe G correspondront une infinit6 de surfaces s d@endant d'une 

fonction arbitraire de deux variables. 
Si le groupe G est d'ordre 2, il existe un syst~me de surfaces ~i 2 dimensions 

qui sont inalt&~es par le groupe et qui sont d~finies par des 6quations diff6rentieUes. 

Toute surface ~ 3 dimensions engendr6e par ces surfaces A 2 dimensions est inalt6r6e 

par le groupe; de sorte qu'g ce groupe G correspondront une infinit~ de surfaces s 

d@endant d'une fonction arbitraire d'une seule variable. 

Si le groupe G est d'ordre 3, il existe un syst~me de surfaces ~t 3 dimensions 

qui sont inalt6r~es par le groupe et qui sont d6finies par des 6quafions diff&entielles. 

A c e  groupe G correspondent donc une infinit6 de surfaces s d@endant d'une constante 

arbitraire. 
Si donc le groupe est d'ordre 3 au plus, il y a toujours une classe correspon- 

dante de surfaces s. Qu'arrive-t-il maintenant si le groupe est d'ordre plus ~lev6 ? Soient 

A , , A ~ ,  . . . , A  r 

les transformations infinit6simales du groupe; on aura: 

= + x; + x .  + x'o  
z, o ~ '  

off X k et X' k sont des fonctions de ~ et ~(', tandis que Xok et X'o~ sont les fonctions 
imaginaires conjugu~es de ~ et r~. 

Si f e s t  le I ~r membre de l'~quation de la surface s, la foncfion f dolt sadsfaire ~i 

l'~quation aux d~riv~es partielles 
. t /k - - -  O~ 

sinon identiquement, du moins pour f - - o .  

Formons done un d~terminant de 4 lignes 

x; Xo, X; l, 
k prenant 4 des r valeurs ~, 2, . . . ,  r. Plusieurs r peuvent se presenter : 

~o Ou bien tous les d~terminants ainsi form,s s'annulent identiquement; alors le 

groupe G n'est pas transitff, il existe une infinit~ de surfaces s, d~finies par des ~qua- 
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tions diff~rentielles et d~pendant d'une constante arbitraire, et qui ne sont pas alt~r&s 
par le groupe. 

C'est ce qui arrive par exemple pour le groupe d&iv~ de 

iB  = ZP - -  ZoPo~ 

i B '  = Z ' p '  - -  Z'oP'o, 

c - c '  = ~'p - -  ~p' + ~Po - ~oP'o, 

i ( C  + C') - -  Z'P + zP' - -  Z'oPo - -  ZoP'o. 

J'ai &rit p, Po etc., au lieu de d f  d f  etc. Le groupe &ant d'ordre 4, on n'a qu'un 
' d z  ' d ~  ~ 

seul d&erminant, 

a[ o --Tvo 
o :(t o 

a:' a: - - ~  

o 

qui est identiquement nul, et on voit en effet que les surfaces 

U(o + r,'Z'o = K, 

off K est une constante arbitraire, ne sont pas altSr&s par le groupe. 
2 ~ Ou bien t ous l e s  d&erminants ne s'annulent pas identiquement; mais ils s'an- 

nulent tous ~t la fois quand on a:  

(5) F(Z,  Z', Zo, < ) =  o. 

L%quation (5) d~finit alors une surface ~i 3 dimensions. Cela n~cessite quelques 
explications. Le I r membre de l%quation (5) est complexe, de sorte qu'it semblerait 
que cette ~quation ~quivaut ~t deux ~quations r&lles entre x, y, x', y' qui d&finiraient 
une surface ~i deux dimensions. Les ~quafions de cette surface ',t deux dimensions de- 
vraient alors s '&rire:  

(5b") I F(Z, ~', Zo, < ) =  o, 
Fo(zo, < ,  z, z ' ) =  o, 

F o &ant ce que devient F quand on chage i en - - i  dans ses coefficients. 
Mais on doit observer que Xok et X'ok sont imaginaires conjugu~s de X~ et X[. 

Donc quand on changera i, Z, <', to, ~ en - - i ,  Zo, <~, Z, Z', il arrivera que X k et Xok 
s '&hangeront  de m~me que X' k et X'ok et les d~terminants ne changeront pas. On  aura 
done : 

F(z, z', zo, Zo)= Fo(~o, z~, z, ~'), 
de sorte que les deux ~quations (5 his) ne sont pas distinctes et d~finissent par conse- 
quent une surface ~t 3 dimensions. 

S'il existe une surface s inalt&~e par le groupe, ce ne pourra &re que la surface 
(5);  je dis maintenant que cette surface (5) n'est effectivement pas alt~r& par le groupe. 
Soit en effet T une transformation quelconque du groupe;  alors les substitutions infini- 
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tLsimales 
T- 'AkT  

seront les transform~es par T des substitutions fondamentales A, du groupe. 

Si on forme un d&erminant ~ avec 4 substitutions A k comme on vient de l'expli- 

quer, puis qu'on forme de la m~me mani6re un d&erminant A' avec les 4 substitutions 

T- '  A k T, ce d~terminant -~' sera le transformb de _~ par la transformation T. 

F est par d~finition le plus grand commun diviseur des d&erminants .x; de m~me 

le plus grand commun diviseur des d&erminants ,V sera le transform+ de F par T. 

Mais comme T fait partie du groupe, les substitutions T -~ A~ T sont des combi- 
naisons linbaires ,~ coefficients constants des Ak; les d6terminants A' seront donc aussi 

des combinaisons lin~aires des ~;  le plus grand commun diviseur des • sera donc 

+gal ~t celui des ,i ~t un facteur constant pr~s. Donc F se reproduit :i un facteur constant 

pros quand on lui applique la transformation T. Donc la surface (5) n'est pas alt~r~e 

par cette transformation, c. (l. F. D. 

C'est ce qui arrive par exemple pour le groupe (4) off les fonctions qui jouent 

le r61e de Xk, etc. sont: 

i B  t o - -  to  o 

i B '  o t '  o - -  ~'o 

C - -  c' z~' - - ~  t'o - - t o  

i ( c  + c')  t' ~ - ( o  - t o  

A - - D  I - - t  ~ - - t ~ '  I - - ~  --Zot'o 

i(.4 + D) ~ + t' t t '  - -  I - -  t; - -  tot'o 

A'--D' --<t' I--t '2 -- ~ot'o I--~ 

~(A' + D') ~<' I + <,2 -- tot'o -- I -- t~" 

En formant les d&erminants .~ on voit qu'ils ont pour plus grand commun di- 
viseur 

t~o + ~ ' t "  - -  i.  

Le groupe n'alt~re donc pas l'hypersph6re 

t~o + t ' t "  = i. 

3 ~ Ou bien les d6terminants a sont premiers entre eux. Dans ce cas il n 'y a pas 
de surface s inak~r~e par le groupe G. 

C'est ce qui arrive pour le groupe (3);  nous voyons en effet que deux de nos 

d&erminants ~ (obtenus respectivement avec les substitutions .4, A', B, C' ou A, A', 
B', C) s'6crivent: 

I O 

O I 

o 
o z 

I 

o 

~o 
o 

0 

I 

= ( t  - t 3 ' ,  o 

~o 

I 0 I 0 

0 I 0 I 

t ' o  t ' o O  
r 

o z '  o ~o 
Resd. Circ. Mauva. Palermo, t. XXIU (x9o7) . -  Stampato il x6 febbrajo 19o 7. 

= ( t ' -  t ' )  2 

~5 
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et n'ont aucun commun diviseur; les d6terminants ne peuvent s'annuler .~ la lois que 

si l'on a:  
Z = ~o, ~' - -  ~o, 

ce qui d6finit une surface A 2 et non pas ~ 3 dimensions. 

Je terminerai en citant un exemple d'une classe de surfaces s off ]e groupe G est 

continu d'ordre infini. Soit en effet la surface 

:( z (o. 

Cette surface est 6videmment inalt6r~e par le groupe 

[Z, <', Zo, a:'o; q~(Z), f ( z ,  Z'), q~(Zo), fo(Zo, a:')], 

off ~? est une foncfion r6elle arbitraire, f et fo deux fonctions complexes arbitraires, ima- 

ginaires conjugu6es l'une de l'autre. 

4. Ddfinition des invariants.  

Proposons-nous le problbme suivant, analogue au probl6me local. Soit s une sur- 

face quelconque et m un point sur cette surface; soit S une autre surface et M un 

point sur cette surface. Peut-on trouver une transformation qui change s e n  S', S' ayant 
avec S au point M un contact du n e ordre? 

Nous pourrons, sans restreindre la g~n~ralit~, supposer que m e t  M sont ~t l'ori- 

gine des coordonn6es. Nous mettrons alors l'~quation de la surface S sous la forme: 

(i) F(X, Y, x', r ' ) =  o 
et nous supposerons F d~velopp~ suivant les puissances de X, Y, X', Y'; nous avons 

besoin, pour notre objet, de connaitre ce d~veloppement jusqu'aux termes d u n  e ordre 
inclusivement, ce qui suppose: 

N •  (n + I ) ( n  + 2)(n  + 3)(n + 4) - - I  
24 

coefficients arbitraires, que nous appellerons les coefficients .4; mais nous pouvons aussi, 
sans restreindre la g~n&alit6, supposer que F est de la forme 

F = X - -  +(Y,  X', Y') 
et il ne reste plus alors que 

2v'= (n + ~)(. + 2)(n + 3)__ I 
6 

coefficients arbitraires r~els que nous appellerons les coefficients A'. 

L'~quation de la surface s pourra se mettre sous la forme 

(2) x=~,(u ,  v, w), y=~2(u, v, w), x ' = ~ ( u ,  ~, ~,), y , = ~ ( u ,  ~, ~), 
9,,  %, q~3, % ~tant 4 fonctions r&lles d&,eloppables suivant les puissances de 3 para- 
m6tres u, v, w;  nous avons besoin de ce d~veloppement jusqu'aux termes d u n  e ordre 

inclusivement, ce qui suppose 4 N '  coefficients arbitraires r&ls que nous appellerons les 

coefficients B. 
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Ici encore ce hombre peut &re r4duit; car nous pouvons, sans restreindre la g6- 
n4ralit4, supposer 

y = u ,  x ' = v ,  y ' = w  

et il ne reste plus alors que N'  coefficients arbitraires r~els que j'appellerai les coeffi- 
cients 23'. 

Enfin, les ~quations de la transformation peuvent s'~crire: 

(3) Z = ~e (~, ~'), Z'  = ~, (~, ~'), 

d d et 4i ~tant deux fonctions analytiques complexes d6veloppables suivant les puissances 
de ;( et de ~': nous avons besoin des termes jusqu'au n e ordre, ce qui fait 

coefficients arbitraires complexes, ou, ce qui revient au m~me, 

N" = 2n~ -[- 6n 

coefficients arbitraires r~els que nous appellerons les coefficients C. 

Cela pos~, nous pouvons dans les ~quations (3) s~parer les parties rfielles et ima- 
ginaires, ce qui nous donne:  

les q~ ~tant des fonctions dfivelopp~es suivant les puissances de x, y, x', y'. 
Si dans les ~quations (4) on remplace x, y, x', y' par leurs valeurs (2), on aura 

X, Y, X', I z' en fonctions de u, v, w, sous la forme:  

(s) x = 0 ( . ,  I. = 0=(.7 w), x ' =  %(,,, v, t " =  0 ( . ,  , , ,  

et ce seront les ~quations de la surface S'. 

Pour exprimer que S e t  S' ont un contact du n ~ ordre, substituons dans F,  /t 
la place de X, Y, X', Y' leurs valeurs (5);  nous aurons F dfivelopp6 suivant les puis- 
sances de u, v, w:  c'est ce que nous appellerons le dfiveloppement (6). La condition ~t 
exprimer c'est que tous les terrnes de ce d~veloppement, jusqu'au n e ordre inclusive- 
ment, sont nuls. Comme les termes de degrfi z~ro sont nuls d'eux m~mes, cela fait 
N '  coefficients qui doivent s'annuler. Et ces coefficients sont ~gaux /t des polyn6mes 
entiers par rapport aux A, aux B e t  aux C et d'ailleurs lin~aires et homog6nes par 
rapport aux A. 

Nous avons donc N'  ~quations ~t satisfaire. Si nous consid~rons les d et les B 
(c'est-~.-dire les deux surfaces s et S) comme donn~s et les C (c'est-~t-dire la transfor- 
mation) comme inconnus, nous avons N "  inconnues. Pour n ~ 9 ,  nous avons: 

N " >  N', 

c'est-k-dire plus d'inconnues que d'~quations. Pour n ~ 9 nous avons 

N "  < N ' ,  

c'est-/t-dire plus d'~quations que d'inconnues. 

Le probl~me serait donc toujours possible pour n < 9 et g~n~ralement impossible 
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pour n ~ 9;  mais iI convient d'examiner la chose de plus prhs. Supposons que i'on 

41imine les C entre les N'  relations, combien restera-t-il de relations distinctes entre 

les d et les B? Pour nous en rendre compte nous aUons procb.der par diff6rentiation. 

Supposons que l'on ait &rit les d, quations ( I )  et (2) sous la forme particulihre o~ 

les d et les B se r4duisent aux d '  et aux B'; ce qui, comme nous l'avons vu, ne re- 

streint pas la g6n6ralit& Nos relations seront satisfaites quand les deux surfaces s et 

S seront identiques et que la transformation se r~duira ,~ ia transformation identique; 

c'est-~.-dire quand chaque A'  sera 6gal au B' correspondant, quand chaque C se r~- 

duira ~. la valeur C o (C o 4tant 4gal suivant les cas ',i o ou ~t i )  qui correspond ~. la 

substitution identique. Donnons ensuite aux d '  et aux C des accroissements infiniment 

petits, de teUe sorte que l'on ait: 

A ' = B '  d' C Co + 8C. 

En diff~rentiant nos N '  6quations nous obtiendrons N '  relations lin+aires entre les 

N '  diff~rentielles 8A'  et les N "  diff~rentielles C. Ces relations sont routes distinctes, 
et en effet chacune d'elles ne contiendra que l'une des diff~rentielles ,~A', et cela avec 

le coefficient I. Par exemp!e, celle d'entre elles que l'on obtiendra en ~galant A o le coef- 

ficient de u ' v w  du d~veloppement (6) ne contiendra que le 8A'  du coefficient de 

Y~ X' Y' dans le d+veloppement ( i ) .  

l~liminons maintenant Fun des 8 C, que nous appellerons 8 C,.  Cette diff~rentielle 

figurera dans l'une au moins de nos relations, sans quoi on pourrait satisfaire ~ nos 

relations en annulant tous les  8A'  et sans annuler tous les  ,~ C; supposons donc que 

C figure dans la relation qui contient 8 A ' ;  alors en retranchant cette relation de 

chacune des autres apr+s l'avoir multipli~e par un coefficient convenabie, on ~liminera 
,~ C, et il restera N ' - -  I ~quations lin~aires; elles seront toutes distinctes~ car chacun 
des 8 A' autres qlle ~A'. figurera darts une de ces ~quations et dans une seule. 

En y faisant 8 d '  = o, nous aurons des ~quations de m~me forrne sur lesquelles 
nous pourrons op6rer comme sur les pr6c+dentes, en ~liminant 8 C~ et rkduisant d'une 

unit+ le nombre des relations, ~t moins que l'on ne puisse y satisfaire en annulant tous 

les 8A'~ sans annulet tous les  8 C, et ainsi de suite. 

On volt ainsi que le nombre cherch~ des relations distinctes est +gal ~i 

N '  - -  N "  -~- P, 

P &ant le nombre de mani~res de satisfaire aux @quations donn~es en annulant tous 

les 8A'  sans annuler tous les ~ C. 
Or toute solution de ces ~quations, off 3 A ' - - o ,  et off par consequent la surface 

S n e  change pas, correspond ~i une transformation infinit~simale qui change S e n  elle- 

m~me, ou tout au moins en une surface pr~sentant avec S un contact d'ordre n au 

point M. 
Donc P n'est autre chose que l'ordre de ce groupe. II ne faudrait pas croire que 

P e s t  l 'ordre du groupe G d~fini plus haut. En effet nous ne devons prendre parmi 

les substitutions du groupe que celles qui conservent le point M, ce qui r~duit d~j~t 
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l'ordre de 3 unk&. D'autre part, supposons par exemple que le point M soit l'origine, 
et que nous consid~rions un polyndme d u n  e ordre en x, y, x', y', s'annulant ~t l'o- 
rigine (c'est-zl-dire en M);  ce polyndme sera transform~ en une s&ie ordonn& sui- 
rant les puissances de x, y, x', y', et s'annulant ~ l'origine; si dam cette sdrie les 
termes d'ordre n e t  d'ordre plus petit sont identiques au polyn6me primitif, la transfor- 
mation correspondante sera une de celles que Lm appelle dans son Chapitre 28 une 
transformation d'ordre n + ~. Au point de rue qui nous occupe, elle correspondra /t 
des 8 C nuls et devra &re regard& comme une transformation identique. De ce fair 
encore l'ordre se trouve deduit. Ainsi P n'est pas ~gal :i l'ordre r de G, mais c'est 
l'ordre du groupe form6 par cdles des transformations de 6; qui conservent l'origine 
M e t  qui sont au plus de l'ordre n au sens de LI~. On voit que pour n tr6s grand, 
P se r~duit ~. r ~ 3. 

Quoi qu'il en soit, le nombre de nos relations distinctes eutre les A' et les B' est 

N ' - - N " + P .  

Ces relations expriment que les deux surfaces S e t  s peuvent &re transform&s 
de fa~on h &re amen&s ~i avoir un contact d'ordre n. S i s  est donn&, il faut que 
les coefficients de S satisfassent ~t N ' ~ N " + P  conditions, c'est-~-dire que N' - - .N"+P 
fonctions de ces coefficients, que nous appeUerons les invariants d u n  ~ ordre de notre 
surface S, aient des valeurs convenables; je n'insiste pas sur les d&ails de la d+mons- 
tration qui devrait &re conduite comme dans tousles  cas analogues. 

Nous arrivons donc h la r~gle suivante qui nous fait voir l'importance de ces 
invariants: pour que deux surfaces se t  S puissent gtre transformges l'une de l'autre, il 
faut qu'aux points correspondants tous les invariants de tousles ordres des deux surfaces 
aient mgme valeur. 

w 5. Etude de quelques cas s imples.  

Supposons d'abord que le groupe G se rbduise ~t la substitution identique, c'est-~- 
dire que s et S n e  soient inalt&&s par aucune transformation; nous savons que si le 
probl6me local admet une solution, il n'en admet qu'une. Consid~rons un syst6me quel- 
conque d'invariants, 3 au moins; soit m, un point de s. Pour savoir quel est le point 
M de S qui peut correspondre A m ,  il faut chercher quel est le point de S qui a 
m6mes invariants que m .  Le point M x est d&ermin6 par cette condition; de sorte que 
nous savons quel est le point de S qui peut correspondre k chacun des points de s; il 
reste ~ v&ifier si la correspondance ainsi d~finie entre les points des deux surfaces, d& 
finit une transformation de la forme cherch&. 

Supposons maintenant que le groupe G soit d'ordre I ;  les points de S qui ont 
m~mes invariants que m sont alors en nombre infini, ils forment une ligne sur S; si 
d'ailleurs la transformation de s e n  S est possible, elle l'est d'une infinit6 de mani~res, 
de sorte que n'importe quel point M~ de la ligne L peut correspondre A % .  Consi- 
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derant donc un point m: quelconque de s, et la ligne L correspondante de S, nous 
choisirons arbitrairement sur cette ligne le point M qui dolt correspondre ~i m ; la 
transformation, si elle existe, sera alors enti~rement d4termin~e; comment verrons-nous 
alors quel est le point M~ qui dolt correspondre ~. un autre point m de s ? Supposons 
d'abord que les points m et m= soient infiniment voisins ; il dolt en ~tre de m4me pour 

M e t  M .  Si les points m e t  M sont donn~s, la transformation, si elle existe, est 
enti6rement d6termin~e, on peut d~velopper Z -  Z et Z ' - - Z '  suivant les puissances 
de Z--Z.. et ~i'~;(f (en supposant que l'on a Z = Z ,  Z ' = Z [  au point M et Z--a[,, 
a[' = ~'. au point m )  et il est facile de calculer les premiers coefficients du d~veloppe- 
ment en fonctions des coordonn~es des points m et M .  Connaissant ces premiers coef- 
ficients nous saurons comment la grandeur et la direction du vecteur infiniment petit 
M, M= d6pend de celles du vecteur m~ rn ;  le point m= 6tant donn6, nous en d4duirons 
donc le point M=. 

Si maintenant m et m= ne sont pas infiniment voisins, joignons m~ ~i m par une 
ligne quelconque situ6e sur s; il s'agit de d6terminer la ligne correspondante sur S. 
Pour cela consid6rons un segment mm'  de la ligne m m et le segment correspondant 
MM' de la ligne M M .  Soient x, y, x', y' les coordonn4es de m; X, Y, X', Y' celles 

de M;  soient x + d x, y + d y, x' + d x', y' + d y celles de m'; X + d X, Y - t i dY ,  
X'+dX',  Y '+dY'  celles de M'. D'apr6s ce qui pr&hde, nous avons une relation entre 

x , y ,  x ' , y ' ,  X, Y, X', Y' 

dx, dy, dx', dy', dX, dY, dX', dY' 

et si la ligne m m est donn6e de faqon que x, y~ x', y', dx, dy, dx', dy' puissent 
~tre regard6es comme des foncfions connues d'un param6tre unique t et de sa diff6ren- 
tielle d t~ cette relation nous fournira une ~quation differentielle entre 

dX dY dX' dY' 
t, X, Y~ X', Y', d-i-' d-i' dt ' dt ' 

qui d~terminera les fonctions inconnues X, Y, X', Y' en fonctions de t et par con- 
s6quent la ligne M M 2 . 

On op&erait d'aprhs les m4mes principes si 
que i. Nous examinerons plus loin avec plus de 

Quelques mots encore au sujet de l'exemple 
est d'ordre infini. Supposons que la surface S se 

X = o .  

le groupe G ~tait d'ordre plus grand 
d~tails le cas du groupe (4) du ~ 3. 
cit~ plus haut, et off le groupe 6; 
r~duise au plan 

A quelles conditions doit satisfaire la surface s pour que le probl~me local puisse 
~tre r~solu ? En tousles  points de s, on a X - - o .  

Soit F(x, y, x', y') - -  o l'~quation de la surface s; on aura, en diff~rentiant, 
cette ~quation : 

d x d F d 'c d F ~d F d x' d F ( i )  . n t- -d-~y d y q- -Jr- ~yy d y' --- o. 

Mais comme cette 4quation de la surface s peut 6galement s'ecrire X = o, nous 



LES FONCTIONS ANALYTIQUES DE DEUX VARIABLES ET LA REPRt~SENTATION CONFORME. 199 

aurons : 
d X  d X  dx  , d X  d , d X d x + -d~- d y -}- --[- - -  o. 

d ~  dx '  d)'~ y 

Les quatre d6ri%es de X sont donc proportionnelles aux quatre d&i%es de F, 

non pour tous les  points de l'espace, mais pour tous l e s  points de s. 

Cela pos6, consid6rons les 6quations 

X - -  o, Y ~ Yo Yo &ant une constante. 

Elles d6finiront une surface ~t deux dimensions que j'appellerai *(Yo) et qui sera 

tout enti6re sur s; je me propose de former l'6quation diff&entielle de ces surfaces 

* (I1o)" Nous aurons: 

d Y  d Y  d Y  d , d Y  dx  +__27, dy_[ - x' - -  g?,d + y o, 

o u  b i en  : 
d X  d X  . , d X  d ' d X d x -7t- ~ ,  ci x - -  

-d y -~x d y __ ,  d x  r y ---- 0~ 

OH s u r  S :  

d F  dx  d F d ,  d F  d F  
(2) dy - -  d x  " + ~ f ,  dx '  - -  dx~,dy' = o. 

Nous avons ainsi trois ~quations entre x, y, x', y '  et leurs diff&entielles. Ce sont 

les deux ~quations diff6rentielles ( i )  et (2) et l'~quation F = o. Entre ces trois 6qua- 

tions 61iminons y'  et dy',  il restera une 6quation diff6rentielle : 

(3) ~dx  + ~dy  --1- ~ 'dx '  = o, 

off ~, ~, ~' sont des fonctions connues de x, y, x'. 

L'~quation (3) dolt satisfaire ~t une condition d'int6grabilit6, facile ~ former. Si 

cette condition n'est pas satisfaite, le probl6me local ne peut pas &re r&olu. Si au 

contraire elle est satisfaite, je dis qu'on aura une solution de ce probl6me. En effet, d~s 

que l'6quation (3) sera int~gr6e, on aura la valeur de X et celle de Y en tous les points 

de la surface s. Donnons "t x' et f i y '  des valeurs quelconques x' o et Y'o; nous aurons 

alors la valeur de la fonction 
z = x + i Y  

en tous les  points de la ligne I, intersection de la surface s avec le plan ~t 2 dimensions 
r ? P 

x ' = X o ,  Y = Y o "  

Or quand on connait une fonction analytique d'une variable le long d'une ligne, 

on la connait dans tout le plan. Nous connaitrons donc la fonction Z pour toutes les 

' " ' v' et Vo ont des valeurs valeurs de ~, quand on aura ~' - -  Xo -}- *Yo, mais comme . o ~' 
arbitraires quelconques, nous connaltrons Z pour toutes les valeurs de ~ et de ~'. Nous 

savons que Z est fonction analytique de t, c'est-~.-dire que l'on a 

d Z  
O~ 

dz,.o 

en supposant Z exprim6 en fonction de ~ = x + iy,  de G = x - -  iy, de (' et de ~ .  
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Cette 4quation a lieu en tousles  points de l'espace, et nous en dfduisons : 

d*Z 
d ~ - -  o~ dZo Zo 

d Z  
ce qui nous apprend que - ~  est fonction analvtique de Z. I1 reste ',t montrer que Z 

dZo 
est fonction analyfique de Z', ce qui s'exprimerait par la relation 

d Z  
- - ~ 0 .  
d z' o 

La fonction X -}- i Y &ant d~finie par l'~quation (3), nous aurons, non pas dam 
tout l'espace, mais en tous les points de s: 

d X  d F  d Y  B d F  d F  
dx  = A  d--7; dx  = dx  + C  dy ' 

d X  __ A d F  
dy dy ; 

d X  __ A d F  . 
dx'  ~ x "  

d X  d F  
dy' - -  A dy' 

A, B, C &ant des fonctions ind&ermin&s. 
d Z  

Mais l'equation d ~  = o ~quivaut ~l 

d X  d Y  d X  
dx  - -  dy ' dy 

OI1 

d'ofl 

a r  s F  _ 

s-7 = B-q-y d x '  

d Y  _ B d F  c d F  
dx'  - -  -d~x ' + dy' ' 

d Y  = B d F  d F  
-dr d y' - -  Calyx" 

d Y  
- -  d x '  

d F  _ _ B d F  
(.4 + C)-d7 = o, 

B d F  d F  
dx + (.4 + C)~-y  = o ;  

(A or- C) * + B" = o, 

ou, puisque A, B e t  C sont essentiellement r6els: 

d'ofi 

ce qui 6quivaut ~t 

A + C = B - - o ,  

d X  d Y  d X  d Y  
dx'  - -  dy' ' dy' - -  d x "  

d Z  
d;( = o, 

d Z  
~quation qui est ainsi satisfaite en tousles  points de s. Or nous avons vu que y~-es t  

une fonction analytique de Z, et r fonction &ant nulle en t o u s l e s  points de s 
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devra 4tre identiquement nulle. De sorte que l'~quation d Z - - o  devra 4tre satisfaite 
dK' 

dans tout l'espace, c . q .  ~. D. 
On peut remarquer que l'+quation (3) admet une infinit~ de solutions et que Y 

peut ~tre remphc+ par une fonction arbitraire r/elle quelconque de Y. Dans ces con- 
dictions Z se trouve remplac~ par une fonction arbitraire r~elle quelconque de Z. Quant 
�9 ,t la seconde fonction Z' --- X' -J-- i Y', elle peut ~videmment, darts le cas qui nous 
occupe, ~tre tout ~. fair quelconque. 

6. Le probl~me mixte.  

Nous allons introduire un probl~me nouveau que nous appellerons le probl~me 
mixte parce qu'il tient pour ainsi dire le milieu entre le probl~me local et le probl6me 

+tendu. 
Supposons que les surfaces s e t  S ne pr~sentent pas de point singulier. 
Supposons que le probl6me local puisse ~tre r~solu dans le voisinage de chacun 

des points m de la surface s. Si alors 

( ) =  o 

est l'~quation de la surface s e t  

* ( Z ,  Z', Zo, Z 'o )=  o 

celle de la surface S, on peut trouver des fonctions 

( I )  Z ' - ' / ( ~ ,  ~'), Z' = f ' ( ~ ,  z'), 

analytiques dans le voisinage du point m, et telle que l'on air identiquement dans le 
voisinage de ce point m: 

(2) * [ / ( < ,  ~'), f ' (~,  ( ) ,  fo(Zo, <o), f:(~o, z')] = ?(~, ~', ~o, ~)+(~ ,  ~', %, ~),  
+ ~tant une fonction analytique de ~, ( ,  z o, z' o darts le voisinage du point m. 

Nous devrons supposer de plus que le d&erminant fonctionnel 

dZdZ'  dZ' dZ 
d~ d~' d~ d~' 

ne s'annule pas au point m, sans quoi: en r~solvant les +quations ( I ) o n  ne trouverait 
pas pour ~ et ~' des fonctions analytiques de Z et de Z'. I1 s'ensuit que la fonction 
•, qui est finie et analytique au point m: ne s'annule pas au point m. 

Les fonctions f~ f ' ,  + d6pendant du point m, nous mettrons ce fair en ~vidence 
en posant : 

f(z, ~') = Z(m);  f ' (z,  ( ') = Z ' (m) ;  fo((o, (:) = Zo(m); f~(%, z~) = Z'(m) 

et en +crivant '~(m ; (, .~', %: :(~), ou simplement + (m), au lieu de + (~, (', %, z~). 
Nous retenons donc que la fonction qJ (m) est finie, analytique et diff+rente de z+ro 
dans le voisinage de m. 

D'autre part il peut se faire que le probleme local admette plusieurs solutions ou 
R~d. Circ. Mater~. Palermo, t. XXIII (x~ / ) . - -S t smpato  il x6 febbrajo 19o 7. =6 
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une infinit4 de soIutions. C'est m4me seulement dans ce casque la question dont nous 
allons nous occuper peut prbsenter de l'int4r&. S'il en est ainsi, nous d6signerons par 
Z(m), Z'(m),  l'une des solutions du probl~,ne local au point m et nous choisirons 

cette solution arbitrairement, mais une lois pour toutes. 
Nous devons nous demander maintenant s'il existe des fonctions 

f(~(, Z'), f ' (z ,  ~') 
qui restent analytiques en tous les points de s e t  telles que l'on air une identit6 de la 
forme ( i )  off la fonction ~ reste analytique, finie, et diff&ente de z4ro en t o u s l e s  

points de s. C'est kt ce que nous appellerons le problbne mixte. 
Nous supposerons que les deux surfaces s e t  S sont continues au point de rue 

analytique, de telle sorte que les fonctions ? et ~I, soient analytiques pour toutes les 

valeurs des variables que nous avons 5 envisager. 
Si le probl6me local n'admettait qu'une seule solution, c'est-~t-dire si la surface s 

n'admettait aucune transformation en elle-m4me, le problhme mixte dolt 6videmment 
~tre r6solu par l'affirmative. Soient en effet Z(m) et Z'(m) les fonctions relatives ~ un 
point m de s; soient Z(m'), Z'(m') celles qui sont relatives ~ un autre point m' 
de s, et qui existent d'apr6s nos hypoth6ses. Ces fonctions substitu4es ~t la place de 
f (z ,  ~('), if(K, ~') satisfont & la condition ( I ) ;  il dolt en 4tre de m~me, par continuit4 
analytique, des fonctions qui sont la continuation analytique de Z(m), Z'(m). Or si le 
probl6me local n'admet qu'une solution, ces deux solutions doivent 4tre identiques, d'ofl 
il suit que Z(m') ,  Z ' 0 n '  ) ne peuvent ~tre autre chose que la continuation analytique 

de Z(m), Z'(m). 
Comme nous supposons que le probl~me local admet une solution en t ous l e s  

points de s, nous savons que les fonctions Z(m'), Z'(m') sont analytiques et ne pr~- 
sentent aucune singularit~ dans le voisinage du point m'. Donc on peut poursuivre la 
continuation analytique de Z(m), Z'(m) sur toute la surface s sans rencontrer aucune 
singularitY. Ces fonctions avec leur continuation analytique nous donnent donc la so- 

lution du probl~me mixte. 
Mais iI n'en es t  plus de m~me si la surface s admet des transforlnations en elle- 

m~me , la solution du probl~me n'&ant plus unique; nous savons bien que Z(m'), 
Z'(m') n'ont pas de singularit~ pros de m', nous savons bien que l'on peut poursuivre 
par continuation analytique les fonctions Z(m),  Z ' (m) ;  mais nous ne savons plus si 
Z(m') ,  Z'(m') sont les continuations analytiques de Z(m), Z'(m).  La question est 
donc de savoir si ces continuations analytiques de Z(m), Z' (m) (nous dirons simple- 
rnent dfisormais si c, les fonctions Z(m)  et Z ' (m) , , )  peuvent presenter des singularitbs 

sur la surface s. 
I1 s'agit de savoir quelles peuvent ~tre ces singularit~s. A cet effet, nous remar- 

querons que si nous posons: 

Z(m) = F[Z(m'), Z'(m')], Z'(m)= F[Z(,,,'), Z,(m,)], 
la substitution : 

[Z, Z', Zo, Zo; F[Z,  Z'], F [ Z ,  Z'], ~o[Z'o, Z'o] , ~;[Zo,  -70'] ] 
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sera une substitution du groupe fondamental G relatif ~ la surface S. D'ailleurs, si 
Z(m),  Z'(m),  consid&4es comme fonctions de Z et de Z', pr4sentent une singularit6 
dans le voisinage du point m'; comme d'autre part dans le voisinage de ce point Z(m'), 
Z' (m') sont des fonctions analytiques r~guli6res de ~( et de Z' et que r4ciproquement 

et ~' sont des fonctions analytiques r4gulihres de Z(m'), Z'(m'), il faudra bien que 

les fonctions 
F(Z ,  Z'), H ( Z ,  Z')  

[c'est-~-dire Z(m), Z' (m) consid rOes comme fonctions de Z(m') ,  Z' (m')] pr&sentent 
une singularit& Nous sommes donc encore ramenbs & l'~tude du groupe fondamental 
G de la surface S. 

Nous pouvons d&j& tirer de l& la conclusion suivante. Supposons que pour aucune 
des substitutions du groupe G, les fonctions 

F(Z, Z'), F' (Z, Z') 

ne prtsentent aucune singularit6 en aucun point de la surface S. C'est ce qui arrivera 
dans un tr~s grand hombre de cas et qui sont pr6cis~ment les plus importants. Nous 
verrons en particulier que c'est ce qui arrive si la surface S est une hypersph~re. C'est 

1A ce que nous appellerons la condition A. 
I1 arrivera alors que les fonctions Z(m), Z'(m) peuvent ~tre prolongLes analyti- 

quement sur toute la surface s sans presenter aucune singularit6 en aucun point de 
cette surface. I1 reste A montrer que ces fonctions sont uniformes. C'est ce qui arrivera 
si nous supposons de plus que la surface s est simplement connexe ; dans ce cas en effet 
si la fonction Z(m) n'+tait pas uniforme, deux de ses d+terminations ne pourraient s'+- 
changer qu'en tournant autour d'un point singufier et nous avons vu qu'il n'y en 

avait pas. 
Donc, pour les surfaces simplement connexes qui satisferont ~ la condition A, routes 

les lois que le probl~me local pourra &re r~solu en chaque point de la surface, le pro- 
blame mixte admettra une solution. 

Je n'ai pas l'intention de pousser jusqu'au bout la discussion de la condition A. Je 
me bornerai ~ quelques remarques: 

I ~ Je suppose que les fonctions Z(m), Z'(m) puissent ~tre d~finies de fa~on ~t 
&re des fonctions continues du point m. En d'autres termes nous savons que le pro- 
blame local admet une solution autour de chaque point de s; et je suppose de plus que 
les deux solutions de ce probl~me qui correspondent ~t deux points infiniment voisins 
soient infiniment peu diff~rentes i'une de Pautre. Soit encore: 

Z ( m ) - -  F[Z(m'), Z'(m')] ,  Z ' (m) - -  F'[Z(m'), Z'(m')] .  

Nous avons vu que la substitution dLfinie par les deux fonctions F et F '  appar- 

tient au groupe G de S; mais nous devons distinguer dans ce groupe les transforma- 
tions infinit~simales et leurs combinaisons qui forment un groupe continu G o faisant 
partie de G. 

Je dis qu'avec notre nouvelte hypoth~se, la substitution F, F'  fait pattie non-seu- 
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lement de G, mais de G o. Et en effet cette substitution peut &re dtsignte par (m, m') 
puisqu'elle d+pend, d'apr+s sa dtfinition, des deux points m et m'. 

Joignons m e t  m' par un arc de courbe quelconque situ/: sur s et d&omposons 
cet arc en une infinit6 d'arcs infiniment petits 

mmx, mxm2~ . . . ,  mn_xmn~ mn'm'. 
Alors la substitution (m, m') pourra dtre regardte comme la combinaison des 

substitutions : 
(m, ms) , (m, m), . . . ,  (m_~, m), (m, m'), 

qui sont infinittsimales. Elle appartient donc ?t G o. I1 suffit donc alors que la condition 
..4 soit remplie par toutes les transformations de G o. 

2 ~ Je suppose que la condition A soit remplie par toutes les transformations infi- 
nitgsimales de G, je dis qu'elle le sera encore pour toutes les transformations finies de 
G o. Et en effet si die l'est pour deux transibrmations, elle le sera bgalement par leurs 

produits. Le th~ortme de CAtJCrtY sur l'inttgrabilitd des 4quations difftrentielles permet 
de compl&er aistment la dtmonstrafion. 

3 ~ I1 est ais6 de voir que les substitutions de G ne peuvent jamais prtsenter cer- 
tains genres de singularitY; par exemple elles n'auront jamais de p61e si la surface S 
est tout entitre ',i distance finie; car, le point 

Z(m),  Z'(m),  Zo(m), Z ' (m)  

devant se trouver sur la surface S, ses coordonn&s ne pourront devenir infinies. 
4 ~ Elles ne pourront pas non plus, au moins dans des cas trbs &endus, prtsenter 

de points de ramification alg+brique, mais ceci exige plus d'attention. Pour pouvoir l'ex- 

poser plus facilement, je vais changer pour un instant de notation et &rire: x, et y, 
au lieu de Z(m') ,  Z' (m ' ) ;  et x et y au lieu de Z(m),  Z' im).  alors on aura: 

x - -  F ( x . ,  y . ) ,  

d'ofi l'on tirera 
x = 0(x,  y), 

et pour l'tquation de la surface S: 

Je poserai ensuite: 

y - -  F'(xz ,  yz), 

y, = O' (x, y); 

~I, (x, y, Xo, Yo) = o. 

x, - -  O(x ,  y~), y~ - -  O'(xx, y~) 

x3---O(x2, y,), y3 - -O ' (x2 ,  y~) 
�9 . �9 �9 �9 �9 �9 ~ ~ �9 �9 . * . . . . . .  

X ~ ,t,. = O(x . ,  r . , . ,  yO), 

x. ~ et y.O &ant les imaginaires conjugu~es de x. et y .  On aura alors l'identit6 

. = ,I, + (x, y, Xo, yo), 

+ &ant une fonction r+guli~re et diff&ente de z~ro au point consider& 
Soient a, b les valeurs de 

s; soient a~, b~ les valeurs de 

Z(m),  Z' (m) qui correspondent au point m' de la surface 
Z(m') ,  Z' (m') qui correspondent ~l ce m~me point m'. 
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Ce que nous appelons le ((point consid&~')) c'est le point x = a ~  y = b ,  x ~ - -a  

y = b , .  
Dans des cas trbs &endus, le groupe G relatif ~i la surface S comprendra une 

substitution : 
T =  (Z, Z', Zo, Z~; Z ,  Z: ,  Z, ~ Z',~ 

qui, changeant la surface S e n  elle-mdme, changera le point Z=a,  Z'--b, en Z = a x , 
Z', - -  b ; et de telle fa~on que dans le voisinage de Z = a, Z' - -  b, les fonctions Z, ,  
Z', soient analytiques en Z et Z' et, r&iproquement, que dans le voisinage de Z - - a ,  
Z: = b ,  les fonctions Z, Z' soient analytiques en Z et Z:.  Si cette condition est 

remplie nous pourrons toujours supposer que 

a - -  a ~ b = b .  

Si en effet ii n'en &ait pas ainsi, nous pourrions appliquer 2t Z(m'), Z'(m') la 
substitution inverse de T et nous obtiendrons de nouvdles fonctions Y(m') Y'(m'), 
telles que l'on ait: 

Y(m') - -  a, Y' (m') --- b 
pour 

Z (m') = a ,  Z' (m') = b ,  
c'est-s pour 

z ( m )  = a, Z '  ( m )  = b, 

tandis que Z(m), Z' (m), consid&&s comme fonctions de Y(m'), Y' (m'), pr~senteraient 
un point de ramification. 

Nous pourrons alors, sans restreindre la #n&alit~, supposer: 

a - - b = a  ---b =o .  

S'il en est ainsi, les fonctions F ( x ,  y,), F ' (x ,  y,) s'annulent et pr&entent un 
point de ramification pour x - - y ,  = o. Si nous envisageons les fonctions inverses: 

x - -  O(x, y), y , - - -  O'(x, y), 

ces fonctions seront d~veloppables suivant les puissances de x et de y. Pour x = y  = o 
dies s'annuleront ainsi que le ddterminant fonctionnel: 

a --- dx, dy, dx, dy~ O(x,, y~) 
dx dy - -dy  dx --c)(x ,  y) " 

Cela pos~, nous aurons successivement: 

off l'on a pos6 pour abr6ger: 

Cela nous permet d'&rire: 

off 
g = +, 

%=O +,, ..., %+ =%+., 

+. = hb(x , y., <, yO). 

H2=++x, . . . ,  H =++, . . .  q , _  . 

La fonction + ne s 'annuhnt pas ~1 l'origine par hypoth~se, il en est de m~me de +. et 
par cons6quent d e / / . .  
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Soit: 
O ( x ,  v ) _  O ( x ,  v" . , , 

a = _ . .  y 3   Cx, y )  

I1 est clair que A, pr6sente un z&o d'ordre n pour x = 3 , =  o. 

Nous pouvons toujours supposer 

x , = ~ x -{- ~, = , y - -  ",~ ; , 

"G et "t,; &ant des s&ies d&'elopp~es suivant les puissances de x et de 3' et commengant 

par des termes du 2 a degr& Car on peut toujours ramener les fonctions 0 et 0 ' a  cette 

forme par un changement lin&ire de variables. Mais nous allons faire d'abord une 

hypothbse de plus; nous allons supposer que x et par consequent x,, est fonction seu- 

lement de x. On a alors: 
d x .  d y . .  

a _  d x  d y '  

dx,, __ ~'~ dy,, 
et comme pour x - -  y = o on a d x , on volt que - ~ y  doit presenter un z&o 

d'ordre n. II vient alors en diff&entiant q ,  = d , H  : 

d ~l, d y .  _ H d r d H,, 
d y .  d ), " -~y  + ,t, d~-  

Le I ~r membre pr&ente un z&o d'ordre n, et /-1 ne s'annule pas. I1 faut donc 

- -  - -  o aux quantit& pr6s d'ordre n e n  x, y, Xo, Yo; que l'6quation ~I~ - -  o, entraine d v 

c'est-'a-dire que les deux surfaces 
d q, 

r = o~ d y - - ~  

pr6sentent un contact d'ordre n. Comme on peut prendre l'entier n ainsi grand que 

l 'on veut, on dolt conclure que l'~quation 4~ ~--- o entraine ~ -  ~--- o. Pour la m~me 

d ~  
raison~ die doit entrainer dy--- 7 - - o .  

Mais cela n'est possible que si l 'on a: 

~ I , - - f ( x ,  .xo)f= (x,  y, Xo, yo), 

f ,  ne s'annulant pas pour x - - - y  = x o - - Y o - - o ;  c'cst-s si l'6quation de la sur- 

face S se r6duit 
f ( x ,  Xo) -= o. 

C'est 1A une forme d'6quation tr~s particuli6re et admettant un groupe G continu d'ordre 

infini. 

Seulement nous avons fair an d&ut une hypoth~se tr6s particuli6re, ~. savoir que 

G est fonction de x seulement et il reste ~t faire voir que l'on peut toujours~ par un 

changement de variables convenable, ramener au cas off cette hypoth6se est v&ifibe. 

Je veux montrer qu'il existe une fonction ~ (x~ 3') d6veloppable suivant les puis- 

sances de x et y, et teile que l'on ait identiquement 

(x ,  , y , )  = F g  (x,  y)], 
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F &ant d&eloppable suivant les puissances de ~. Posons: 

~(x, y)= ,"  + ~  + ~  + . . . ,  "~'x "2 : 3  

F =  f~  + L~ ~+ ~.~ + . . - ,  
~,.; &ant homog6ne de degr6 n e n  x et y. Nous aurons d'abord: 

= x ,  ~ =~.  
I I 

~ puis ~ et ~3, etc. Nous d&erminerons ensuite par approximations successives % et ~ ,  "s 
Pour d&erminer ~. et {~ nous aurons une identit~ de la forme: 

~.,(~x, o) = ~ . ( x ,  y) + ~.x" + termes connus 

et on pourra d~terminer ~. et }. sans difficult& On pourrait meme supposer [-~ = o 
:i moins que l'on n'ait: 

n - - t  ~ I .  

Qnant ~ la convergence des sales, on l'&ablirait par la m~thode des fonctions 
majorantes. 

On pourrait alors prendre pour variables nouvdles ~ et y au lieu de x et y et 
recommencer le raisonnement pr&6dent. On verrait ainsi que l'+quation de S doit etre 
de la forme: 

X " - -  f[~(.x, y), %( o, Yo)] o. 

5 ~ Comme les deux surfaces s et S jouent un r61e identique, il est clair qu'au 
lieu d'envisager le groupe G de la surface S, on aurait pu tout aussi bien envisager le 
groupe g de la surface s. 

7. T r a n s f o r m a t i o n s  de l ' hype r sph~re .  

Je suppose que la surface s soit ~ l'hypersph~re ~: 

(i) ~o + ~'~'o = 
et je me propose de d6terminer le groupe G correspondant. J'observe d'abord que cette 
hypersph6re se change en elle-m~me par les substitutions lin~aires: 

[Z, Z,. az  + bz' -[-c a 'z  + b'z' + c' (2) 
' a " z + b " z ' + c " '  a " z . + b " ~ ' + c " , ~ '  

pourvu que les coefficients a, b, . . .  satisfassent aux conditions: 

t " b'b" - -  b"b'~ - -  - -  cc~ - -  c'c' ~ + c"c" C t a o - - J . -  cl t  a'o ~ a  ' '  

bb~ b . . . .  Cao-- [- ' ' c " a ' ~ - - o ,  
a o  ~ o '  

o ~ - -  ~ C a o - -  (3) abo + a' b' - -  ~"b; boo + b' b"c c~ 
a o b + a ' o b ' - - a ' o b " - - b o c  + o c ' -  o = C o a + C ' o a ' - - C o " a " = o .  

Les substitutions (2) forment +videmment un groupe que j'appellerai F. C'est un 
groupe continu d'ordre 8 qui est pr&is~ment le groupe (4) du w 3. Les groupes di- 
scontinus contenus dans ce groupe P sont pr&isbment les groupes hyperfuchsiens d& 
couverts par M. PICARD. 

I1 reste A savoir si F est identique A G, ou si I" est un sous-groupe de G. J'& 
tablirai d'abord que G ne contient pas d'autre substitution infinitdsimale que celles de F. 
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d'oda: 

A cet effet, j'aurai avantage /t transformer l'dquation de l'hypersph~re en posant : 

I -~- x I + x o ~, Y 1 '/~- , Yo 1/2 
7 ( - -  i _ _  X.~ 7vo'~--- i _ _  X.o ~ % i _ _ X ~  5(o I - -  Xo ~ 

zzo + ( Z ' o -  i = 
2 6 ,  + Xo + ),yo) 
(~ - x ) 0  - ,co)" 

L'~quation de l 'hyperspMre devient ainsi: 

(4) x -l- Xo + YYo - -  o. 

Appliquons ~t nos variables une transformation infinit~simale en changeant x et y en 
x + ~ et y + ~. Pour que cette transformation n'alt~re pas l'hypersph~re, il faut que 
l 'on ait l'identit~: 

(5) t + to + "~Yo + ~oY = (x + x o + YYo)+, 

+ &ant une fonction analytique de x, Xo, y, Yo- 
D&eloppons ~., r,, to, no, + suivant les puissances de y e t  de Yo et &rivons: 

~.~,, . . . ,  +~ repr&entant l'ensemble des termes en Y~fo" 
L'identit~ (5) nous donnera en ~galant les termes en Y~Y~o: 

(6) E~.~ _it_ Go + ~.,-,) 'o + o_,.~y = (x -}- Xo)+~.~ --{- YYo+, .... ,-, �9 p , V  " 

On voit que l'on peut avoir une s&ie d'identit+s de la forme (6) off figureront 
seulement des fonctions 

0 0 (7) ~ , ,  ~ ,  ~,_x, ~_ , , ,  +~.~, 
pour lesquelles la diffgrence ~ . -  v sera constante. Nous pourrons donc consid&er s& 
par~ment les fonctions de la forme (7) correspondant ~t une diff&ence donn~e u . -  v. 

Nous devons observer de plus que dans ~.~., l'indice v dolt ~tre nul, car la fonc- 
tion { ne d6pend que de x et de y. Inversement, dans %~'~ l'indice ~,. dolt &re nul. 
De m~me dans -%.~_, on dolt avoir v - -  I; dans "~_,.~ on dolt avoir b~ ----- I. Donc 
on aura x = o pal  exemple si v n'est pas nul. 

Faisons d'abord ~* - -  v = o, nous aurons la s~rie d'identit& : 

too + {~ = (x + Xo)'.~,oo, "~ ,o%+~~ 

o - -  (x + :%)+= + yyo+,,  = (x + Xo)+. + Y)'o +,~ . . . .  = (x --t-- Xo)+~, + Yo +~,.,~-,- 

On  voit que les rapports +' '  +=~ +~-"~-'  ,~-=;, + , . . . ,  + ~ . ~  sont divisibles par x +  x o. 

Donc ~ sera divisible par (x + xo)g-' et cela quelque grand que soit ~., c'est-s 
dire que l'on devra avoir 

+i~  ~ O~ 
d'ofl : 

~oo+ "o = %0 = (x + Xo)+oo, ~,oYo + ~o,Y YYo+oo 

ou, en posant ~,o = "(Y, ~~ = ~oYo: 

~ + , t o =  +oo. 
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Nous aurons d'ailleurs 
OO ' ~O --- '-  OO 

puisque G ne contient pas d'autre terme, et il restera: 

(8) ~. + Go = (x + Xo) G -  ~o), 

o6 G et r d+pendent seulelnent de x; Go et ~-o seulement de Xo. 
Cela n'est possible que si 

d [ d ~o = const. 
dx -- dx o 

(9) 

Ce qui nous donne les 4 solutions suivantes: 

I ~ ~ : i x ,  [ o : - - i X o ,  G : i x  ~, Go:--iX~o, ~ : i x . y ,  
2 ~ ~ . : ~ . o ' - i ,  ~ = 2 x ,  ~o=2Xo ,  ~ = y ,  G - - Y o  
3 ~ ~ - - i ,  ~ o - - - - i ,  ~ - - ~ o : O ,  "~: iy ,  ~ o - - - ~ i y o  
4 ~ ~ : ~ o = O ,  ~ : i ,  -o - -  - -  i, ~ - - ~ o : o .  

no : ~ Xoyo 

Supposons maintenant: 

nous aurons la suite d'identit6s: 
~ - - v + ~ ;  

~.,o + ~:oy = (x + Xo)+,o, ~oyo = (~ + x3+, ,  + yyo*,o 

o = (x + xo)+. + L,  = C~ + Xo)% + +,. = - "  

On verrait comme plus haut que +~, = o, et 'on en d4duirait 

D , " 
~,o = ly ,  noo--Bo,  n~o - -  f V ,  +,o - -  YY, 

i et y d~pen~tant seulement ~le x, et ~6o de x o. il reste alors: 

i + ~o - -  (x + Xo)~; 
ce qui comporte les 4 solutions suivantes: 

V----I, ~ - - x ,  ~o----Xo, ~ - - x y ,  ~o--O,  ~ = y %  ~ o = X o  
0o) ~ = o ,  ~-----i, ~ o = - - i ,  G=iy ,  G,,=o, "~=o, ~ o = - - i  

- r  i = i ,  P o - - = - - I ,  ~ = y ,  ~o----o, n-----o, n o = - - 1  
�9 r = i ,  i - - i x ,  ~o- - iXo ,  G=ixy ,  ~o--o, n = i / ,  ~o'--iXo. 

Ges solutions ne cOnviennent pas, car elles ~ donfient pas pour ~ et ~o d'~tle p~aiat, 
pour n e t  "% d'autre part, des 'fonctions ,imaginaires conjugu+es. Mais .eh i~ 

= v -  :i on trouve 4 noweeltes solutions: 

~ = o, ~o "-- Xo 3'0, n --- x, "% - -  y~ 

- -  ~ Y o ,  - - " i ~  - -  o (iobiS) G = o ,  ~ o =  " ~, ~o 
~ - - o ,  Go--Yo, ' ~ ' - - - - I ,  ~ o - - ~  
~ = o , .  ;~o~------iXoYo, ~--=-ix . ,  ~o=-=-q/o 

qui sont imaginaires conjugu6es des pr6c+derltes. En ajoutant les solutions ( io)  et 

R ~ .  Cir~. M~um. Palermo, t .  X X I I I  ( t 9 r  S t a m p a t o  il  *6 f ebbra jo  xgo 7. :t 7 
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(IO bi~) on trouve 4 nouvelles solutions: 

5 ~ ~ - - - xy ,  go-~XoYo, "t~= -{-x, V~o----yo-}-x o 
6 ~ ~ = i y ,  ~o ----- ~ iyo, "~ -~ I ,  ~o - ~  - -  i 

( I I )  70 ~ _ _ y ,  ~o- -Yo,  "~ ---- - -  I ,  "flo = -  I 
8 ~ ~ - - - i x y ,  ~o----- iXoYo,  " ~ = - - i x + i y  ~, "~o--iXo--iy~o 

qui convieni~ent au probl6me. 

Si nous raisons maintenant ~. ~ v + h, il vient, en supposant b ~ o, 

~o = (x + Xo)+bo, "~+,.oYo = (x + Xo)+~ .. . .  + YYo+hho" 

On verrait comme plus haut que +t, . . . .  est nul et on en d~duirait: 

= (x + o. 

Le I *r membre ne d6pendant pas de Xo, il dolt en &re de tndme du second; ce 

qui entraine 
~b+~.o ~ ~t,o z 0 : 

il n 'y  a pas de solution. Si on supposait h ~ o, on arriverait au m~me r~sultat, car 

on obtiendrait des relations qui seraient imaginaires conjugubes des pr&~dentes. Le 

probl~me ne comporte donc pas d'autres solutions que les solutions (9) et ( Iz) .  Ces 

solutions sont au nombre de huit, elles ne peuvent donc &re autres que les huit trans- 

formations infinit~simales du groupe F qui est d'ordre 8. c. o_. F. D. 

Je mets maintenant de nouveau l'~quation de l'hypersph&e sous la forme O )  et 

je me propose de d~montrer que le groupe G ne contient pas d'autres transformations 

finies que celles de F. Soit en effet 

T = ( Z ,  ~'; Z, Z ' )  

une pareille transformation. Je ne restreindrai pas la g6n+ralit6 en supposant que pour 
Z ~  ~ '---  o, on a Z z Z ' z o .  

Supposons en effet que cette transformation T transforme le point z - -  % ~[' ---- x' 

dans le point Z - -  ~, Z' ----- ~'; je supposerai de plus qu'aucun de ces deux points 
n'est sur l'hypersph6re. Je supposerai encore que le d&erminant fonctionnel de la trans- 
formation T, c'est-A-dire le d&erminant fonctionnel de Z et Z' par rapport ~i ~ ec 

g[', ne s'annule pas pour ~ - -  , ,  ~' ---- ~'. Cela est permis puisque ce d&erminant n'est 

pas identiquement nul et que le point ~, x' est arbitraire. 

Parmi les substitutions du groupe F, il y e n  a u n e  qui change l'origine en un 

point quelconque ~[ - -  c, Z' = c', pourvu que ce point ne soit pas sur l'hypersphbre; 

ce qui vent dire que l'on peut choisir les coefficients a, b, . . .  de la substitution (2) 

de telle faqon que les relations (3) soient satisfaites, que c" = i e t  que c et c' aient 

des valeurs quelconques, pourvu que ces valeurs ne satisfassent pas ~t l'~galit~ 

= 

Soient alors 2/ et B celles des substitutions du groupe F qui changent l'origine 

en le point ~, , '  pour 2/, ou en le point ~, ~' pour B. Alors la substitution 

A TB--' 
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transformera le point ~ _  ~'__ - - - 4  - - o  en iui-m&ne. Elle fera d'ailleurs partie du groupe O 

puisque A, T et B e n  font partie; elle pourra done etre substitu& ~t T. D'aiUeurs son 

d&erminant fonctionnel ne s'annule pas ,~ l'origine, c. o_. F. D. 

Soient G e t  I" tes sous-groupes form& des substitutions de G e t  de I" qui changent 

l'origine en elle-m~me. I1 est clair que I" I sera un sous-groupe de G, et, d'apr~s l'hy- 

poth~se que nous venons de justifier, T fair partie de G,. Quant au g r o u p e r ,  il est 

form& de toutes les substitutions (2) qui sont telles que 

C z C t - - -  0 7 

d'ofi 
a" = b" = o, c" = i. 

Nous ne restreindrons pas non plus la g~n6ralit~ en supposant que T est tel que 

l'on ait (pour Z = a [ ' - -o ,  c'est-~-dire fi l'origine) 

d Z  
- - - - - ' 0 .  
d~' 

Supposons en effet que l'on ait ~t l'origine: 

d Z  clZ d Z '  d Z '  
d--~ - -  A,  - -  - -  B, - -  A ' ,  - -  -= B'.  

- -  d ~' d Z d ~' 

Nous pourrons combiner la substitution T avec une substitution du g r o u p e r ,  et 

nous obtiendrons ainsi une substitution T appartenant comme T au groupe G, et qui 

changera Z et Z' en 
Z = a Z  + bZ ' ,  

= a ' Z +  b'Z'. 

b' assujettis conditions : Les coefficients a, b, a', sont aux 

( I2)  { aao + a' a'o = bbo + b' b'o = I, 

ab o o r- a'b" - -  aob o r- a'ob' - -  o, 

qui ne sont autre chose que les conditions (3);  il faut choisir a, b de fagon que ces 
conditions (3) soient remplies et que l'on ait: 

a A - - [ - b A ' - - o .  

Cela est toujours possible. La substitution T satisfait d'ailleurs ~ la condition im- 

pos+e d Z ,  dz  , = o .  c.Q.. F. D. 

Ajoutons que le d+terminant fonctionnel de Z et Z'  par rapport ~ Z et ~t ;(' ne 

s'annule pas ~t l'origine, puisque celui de T ne s'annule pas. 

Soient G, et I" les sous-groupes form,s des substitutions de G~ et F qui satisfont 

l'origine ~i la condition 
d Z  
- - ~ - 0 .  
dz '  

I1 est clair que I '  sera un sous-groupe de G= et, d'apr~s l'hypoth~se que nous 
venons de justifier, T f a i t  partie de G~. Quant ~i F~, il est form6 de routes les substi- 
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tutions de I '  pour lesquelles on a: 
b = b o = o, 

d'ofi, d'apr~s les conditions 0 2 ) ,  
a' - -  a' - - o .  

o 

It se compose donc des substitutions qui changent < et Z' en 
a <, b' Z', 

o6, 
a a o = b ' b ' o - -  i. 

Ainsi T fait partie de G, de G, et de G~. D'ailleurs : 1" est le plus grand groupe 
continu contenu dans G; F est le plus grand groupe continu contenu dans G 1; F= est 
le plus grand groupe conthm contenu dans G=. Comme T fair partie de G, il change 
tout grot~pe continu contenu dans G en un groupe continu contenu dans G; donc t o u t  

sous-groupe de I" en un sous-groupe de 1"; donc F en M-meme. De m&ne T change 
r en lui-mfime et 1" en lui-meme. 

Si donc on a 
Z = f(<, <'), Z" --- f '  (<, Z'), 

on devra avoir idenfiquement 

f ( a ~  b ' z ' ) = - A f ( < . ,  <'), f ' ( a z  o b'<' ) --= B' f ' (zo <'), 

A et B' &ant des constantes de module I, si a e t  b' sont des constantes quelconques 
de module I. Cela n'est possible que si l'on a: 

Z : l<", Z' : X'Z't 

II est ais~ de v&ifier que l'~quation de l'hypersph[re ne pourra rester inalt&& que 
si les constantes n et p se rdduisent, i l'unit~,, c'est-l-dire si T fair partie de r .  

Donc il n'existe pas d'autre substitution qui n'alt[re pas l'hypersph6re que celles 
du groupe 1". Les deux groupes G et F sont identiques, c. q. F. D. 

Nous allons maintenant v&ifier que les fonctions 

Z :  a z - } - b < ' - { - c  Z ' =  a ' < - - ~ b ' < ' + c '  
a"<+ b"<' + c"' a"z+a"<'+c" 

ne pr&entent aucune singularit~ en dehors de l'hypersph~re. 
La seule singularit+ possible serait obtenue pour 

( I4)  a"<--]-- b"<' -~- c" -~- o. 

Mais en vertu des relations (3) l'~quation de l'hypersphbre peut s'&rire: 

b ?. t p ( ~ 5 ) )  (a~. n t- b<', n t- c)(ao~ n t- o<o n t- co) + (a '< -{-- b'<' -}- c')(a'<o n t- bo~ nt- Co) 
: c" a" b" c"). t <,+ 

Si F~qu.ation 0 4 )  ~.tait s,atiffaite, le second membre de (I5)devrai t  s'annuler, ce qui est 
impossible, car le I 'r membre est essentiellement positif. 

Comme d'ailleurs l'hypersph~re est simplement connexe, les conditions du w pr& 
c~dent sont remplies; c'est-s que si l'une des deux surfaces s et S est une hy- 
persph~re et si  l e. p robl6me local peut &re r&olu dar~s le voisinage de chaque point, 
le prgbl6me mixte comportera une solution. 
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8. Le p r o b l ~ m e  ~tendu.  

Reprenons notre surface s limitant un domaine d et notre surface S limitant u n  

domaine D. Nous supposons le probl6me mixte r6solu; nous connaissons done des fonc- 
tions Z et Z', analytiques en tous les  points Z., 7' de la surface s et transformant s 

en S. Pouvons-nous en d6duire la solution du problhme 4tendu, c'est-s pouvons. 

nous trouver des fonctions, analytiques, non-seulement en tousles  points de la surface 

s, mais en  tous les  points du donmine d limit6 par cette surface et transformant s en 

S: et d e n  D ? Les fonctions Z et Z',  qui nous fournissent la solution du probl6me mixte 

et qui sont r6gulihres sur la surface s, pr6sentent-eLles des singularit+s 4̀ l'int6rieur de d ? 

La r6ponse nous est fournie par un th4or6me de M. HARTOGS *). 

D'aprhs ce th4orhme, une fonction de deux variables K et ~' sera analytique 4̀ l'in- 

t+rieur d'un domaine d 4̀ 4 dimensions, pourvu qu'elle le soit sur la surface s `4 3 di- 

mensions qui lirnite ce domaine. 

La d4monstration pourrait se rattacher 4̀ des considerations que j'.ai d6velopp4es 4̀ 

propos d'une question entihrement diff6rente dans le Bulletin Astronomique, tome XVI. 

Voir aussi rues Lefons de Micanique cdeste, tome II. Soit F(;6 ~i') la fonction en question. 

Par hypothhse, elle est r4gulihre dans un domaine ~ comprenant tous les  points de s 
et les points suffisamment voisins; je dis qu'elie est r4gulihre dans tout le domaine d. 

Consid6rons un contour "( dans le plan des ;4 et l'aire ~ limit4e par ce contour. Je 

dirai qu'un point ;4 - -  a satisfait ,4 la condition A, s'il existe une valeur a' de K' telle 

que le point a, a' appartienne 4̀ d; je dirai que l'aire t~ satisfait 4̀ la condition d si 

tous ses points satisfont 4̀ la condition d .  Je dirai qu'un point Z - - a  satisfait 4̀ la con- 

dition B, s'il existe des valeurs a' de ;4' telles que le point a, a' fasse pattie de ~. Je 

dirai que l'aire [~ satisfait 4̀ la condition B, s'il existe des valeurs de Z' qui assod6es 4̀ 

un point quelconque de I~ donnent un point appartenant au domaine ~. 
L'ensemble de ces valeur de ;~' forment alors dans le plan des ;~' une certaine aire 

~', et en associant un point quelconque de ~ avec un point quelconque de ~', on 
obtjendra un domaine 4̀ 4 dimensions ~ [~' faisant pattie de ~. I1 est clair qu'un point 

;( = a quelconque satisfait k la condition B s'il satisfait 4̀ la condition d ,  Soit en effet 

o 

l'6quation de s; le domaine d pourra 4tre d6fini par l'in6galtt6 

, I , ~ o  
et le domaine ~ par les in6galit6s 

*) HARTOGS, Einige Folgerungen aus der CAUeHYSChen Integralformd bei Funktionen naehrerer Ve- 
rgmderlichen [Sitzungsb. der math.-physik. Klasse der K. B. Akademie tier Wissenschaften zu Mt~nchen, 
t. XXXVI (I9o6), pp. 223-242 ]. 



2r 4 H E N R I  P O I N C A R t ~ .  

Soit z~-a; nous aurons par bypothbse des valeurs de Z' pour lesquelles q , ~ o ;  

d'autre part pour Z' trhs grand on aura q~ % o, puisque la surface s est ferm4e, d'ofl 

it r&ulte que le domakte d ne s'&ezld pas dl l'infini. Doric par continuitY: a, pourra prendre 

des valeurs comprises entre - - ~  et ~. c . q . F . D .  
On d4duira de la que duns le voisinage de tout point Z = a satisfaisant "~ la con- 

dition d il y a une aire ~ satisfaisant ~i la condition B, et par cons4quent que toute 

aire ~ satisfaisant ~t la condition A peut &re d&onlpos& en aires plus petites satisfaisant 

�9 ~ la condition B. 

Je dis maintenant que la fonction F est uniforme duns d. Consid&ons en effet 

un contour ferret ~ 3' dans le plan des K, soit F o la valeur initiale de F quand on part 

d'un certain point de ce contour, et F la valeur finale quand on en a fait tout le tour. 

II faut d6montrer que 
F,=Fo.  

D'abord la diff&ence F, ~ Fo est nne fonction de ;4', susceptible d'etre poursuivie 

par continuation analytique. Supposons d'abord que l'aire ~ limit4e par le contour 3' 
satisfasse a la condition B, alors pour Ies valeurs de K' appurtenant ~ l'aire ~', on aura: 

F , - - F o = o  , 

puisque la fonction F est uniforme dans le domaine ~ et par cons4quent dans Ie do- 

maine ~ }'. 

Cette diff&ence sera donc encore nulle pour toutes les valeurs de K'. 

Si l'aire ~ ne satisfait pas a la condition B, on la d&omposera en aires plus petites 

satisfaisant ~t cette condition. 
La fonction F est donc uniforme, il reste ,5 montrer qu'elle ne pr~sente pas de 

singularit4, c'estd-dire que l'int6grale 

f (~ -  a)eFdz~, 

off a est un point quelconque satisfaisant 5̀ la condition A, off p e s t  un entier posifif 

quelconque, int4grale prise te long d'un contour ferm6 quelconque entourant le point 

a;  que cette int~grale, dis-je, est toujours nulle. Or c'est ce que l'on verrait en raison- 

nant sur cette int~grale comme nous avons raisonn4 sur la diff&ence F, - -  Fo. 

I I n e  sera pas inutile de donner une d4monstration sp&iale pour le cas off la sur- 

face s est une hypersph6re. Soit 

Z=F(~, <')-=Xq-iY. 
Sa partie r4elle X satisfera aux 6quations: 

d'x d'X d'X 
O) dzd G -  d~'d G -  d~d~o-- d~'d~-- o 

et par consequent ~t l'~quation 

d'X d~X 
(2) d~d~o "J- dz~' d ~  -'- o. 
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Si alors nous raisons 
~ - -  x + iy, 

~' = x' + iy', 

l'6quation (2) pourra s'&rire 

(3)  a x  _ 

C'est  l'+quation de LAPLACE; 
maine ~, c'estd-dire pour les 

r,o = x --  i y, 

(o = x' ~ iy', 

d*X d 'X d* X d*--ff-X + ~x,~ - j-  - o .  
dx ~ -]- dy~ dy '~ 

la fonction X &ant par hypoth~se r~guli&e dans le do- 
points voisins de l'hypersph~re 

pourra s'exprimer ~t l'aide des fonctions sph&iques, ou plut6t de leur g&&alisation 
pour 4 dimensions; nous pourrons donc &fire: 

(4) X - -  Z P  q- Z Q . ( ~  + ~'z~) -~-", 

P e t  Q. &ant des polyn6mes homog~nes d'ordre n en x, y, x', y' satisfaisant ~t l'& 
quation (3); ou ce qui revient au m~me en ~, ~ ,  ~', z~ satisfaisant ~ l'bquation (2). 
La fonction X ne peut d'ailleurs &re d&elopp& sous cette s que d'une seule mani6re. 

Soient alors D X, D X, D~ X, D X les 4 deriv&s partidles de X qui s'annulent 
en vertu des bquations (i) ,  il viendra: 

~ D P  -J- Z D [ Q . ( ~ [ o  -+- ~'~'o) . . . .  ] = o .  

Nous remarquerons que D P et D Q. sont des polyn6mes sph&iques d'ordre 
n - -  2; c'est-gdire que l'on a: 

A (D P.) --- a (D Q.) - -  o. 
Posons pour abrbger 

- - I - - n = k ,  R = ~:~o + ~'~' ~ 

et supprimons l'indice n de Q quand il ne sera pas indispensable. I1 viendra: 

dO_ D~(Q_R k) = RkDQ + kR ~-~ ~ 

D~(Q.Rk) : RkDQ -~- kR ~-' Z ~I~ 

D (Q_Rk) __ R~ D Q. + k Rk_ , [ ,d O_ 

,d o_~ 

+ 

-~- k Q_R k-' -{- k(k - -  ~)~o Q.R ~-~, 

+ k(k - -  i ) ~ '  ~ Q R  ~--', 

+ k(k - -  ~)~'Zo 0 R  ~-~, 

~ - + ~ o ) + k  +k(k--OZ'~:, 
En combinant la i/~re et la 4 ~me de ces relations et appliquant ~t Q le th6or~me des 

fonctions homog6nes, on trouve: 

a ( Q R  k) = R kA (2 + kR~-'(n Q) + 2kQ R ~-~ -f- k ( k - -  ~ ) ( ~  + r Q_R k-~, 

ou, en remarquant que a Q = o, ~ -31- ~'7~ - -  R : 

A(Q.R k) = nkR ~-' Q. -J- k(k + i) ~2R k-', 
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d'oh 
( Q R  k ) = o  puisque k -3v I  = - - n .  

II est clair que l'on aura: 
. i [D(QR~)]  = o 

et que D ( Q R  k) est homog6ne d ' o r d r e -  n -  4; on a doric: 

Di(Q, R ~) = H~, U -2, 

H i. ~tant un polyn6me sph~rique d'ordre n -+ -2 ,  dont 1.'expression est donn+e par les 

formules pr+c+dentes. Dans ces conditions, les ~quations ( I )  peuvent s'~crire: 

o = Y D ,  P,,+ZH'R~ k-2 

et comme tlne fonction ne peut se dbvelopper que d'une seule manibre en s~rie de 'la 

forme (4), on devra avoir sbpar~ment: 

D,P z o, / - / ~ = o ,  D~(O. Rk) - -  o. 
On aura donc: 

(5) Q. R~ = Y + r 

Y &ant fonction de ~ et ~[' seulement, Yo fonction de ~o et ~['o seulement. On en tire : 

o,, = ( r +  Yo)(~o + ~'~)"+'. 
Q. R ~ est une fonction rationnelle. Donc il en est de m~me de Y; il suffit pour s'en 

" des valeurs constantes dans l'identit6 (5). II en est de assurer de donner fi ~, et r 
mame de Yo. Posons donc: 

v u Uo = - V '  L = ~  ' 

U~ V, Uo, V o &ant des polyn6mes premiers entre eux; il viendra: 

(6) 0. VVo = (UVo + Uo v)(~o + ~'fo) TM" 

V divise le i e' membre, il est premier avec U et avec Vo, donc avec U V o et avec 

U V o +  U o V; done il divisera le facteur (Z~o-~-~'(~) TM. Or ce facteur n'admet aucun 

diviseur d6pendant seulement de Z et Z'; ii faut donc ,que l'on ait 

V-~ Vo= I, 

ce qui est impossible, puisque Q, est de degr6 n, et que le second membre contient un 

facteur de degr+ 2 n + 2. On a donc: 

et par cons+quent 
x = Z P . ,  

ce qui montre que X reste r~gulier dans tout le domaine d int+rieur a l'hypersph~re. 
C. Q. F. D. 

On voit la diff6rence avec le cas des fonctions d'une seule variable. Dans ce cas 

l '6qu~On (4) deviendrait: 
x = .Z P + Y Q.(~)-" 

et r+quation (6) :  
~2. fro = , ( u  r + .Uo �9 
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g serait un diviseur de -" < , V o un diviseur de ( et il n'y aurait pas de raison 
que Q~ soit nul; on trouverait au contraire: 

r=~ " ,  t o = < ,  U = U o = ~ ,  0 , , =~+~ : ; ,  
ou bien 

~ ' = ~ ,  r  U = i ,  V o = - - i  , ~2 = i ( ~ - - ~ o ) .  

pour 

9. Le probl~me sur  l 'hypersph~re .  

Supposons que la surface s soit une hypersph~re et la surface S une surface in- 
finiment voisine de l'hypersph~re. Soit 

l'6quation de s; soit 
ZZo + z'z" = ~ ++ 

celle de S, + ~tant tr&s petit. Nous poserons 

z = ~ + ~ ,  z' = z' + ~', 

& =  zo+ ~o, Z'o = ~:; + ~' -0[1 

etc. &ant tr~s petits. I1 s'agit de savoir si l'on peut ttouver des fonctions 

0, ~, ~', ~o, " ~o 
satisfaisant ~t l'identit~ 

0 )  ZL, + ~o ~. + ~'['o + ~'o~.' = + + (~Zo + ~'~d - -  O 0 = +. 
Nous avons, pour ~crire cette identitY', nbglig~ les carr~s de [. J'ajoute que [ e t  [ '  

-~ r, de et ( .  doivent ~tre fonctions seulement de Z et de Z', et ~ et *.o Zo 
En diff&entiant cette identitb, on trouve: 

d~ dr' d+ d~ 
~-o + ~oH + ~o~ -- d~ + ~o~ = d~' 

~" + ~o H, + ~o~. = H +  ~;0= d~" 
(2) d~o .d('o d+ d~ 

+ ~ +~  ~ o -  a~0 + ~0= " ~ d ~ '  

d~o-- dZ'o + 0 = d r  ~" a ~  

(3) 

En diff&entiant une fois de plus on trouve: 

d~ 

d~ 

d~' 
D,~ = d~ 

d~' 
D ~  = dZZ' 

+ d~o, 
d~o 
d~io 
d('o + aZ' 

D ,  D~, D3, D 4 ayant (ainsi que a) la m4me signification que dans le ~ pr&6dent. 
Rend. Clrr Me*urn. Palermo, t. XXlll ( t 9 o ' / ) . -  Stampato il i8 febbrajo ~9o7. 28 
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On en conclut qu'on a pour des indices i e t  k quelconques: 

DiDk ~ --= o 

(6) 

d Y  d Y  
D ( YR) = ;( - d~  -qt- Z o - ~  nr - Y, 

dY  dY  
D, (YR)  = ~ ~ + ~ d~o , 

, d Y  d Y  
D3(YR ) = z~ - - ~  -[- ~o dz" ' 

D,(rR) , d r  a r  
=~: 7 7 +  ~:'o~7(+ Y. 

Les 6quations D ~ ( Y ) =  o nous apprennent que Y est la somme d'une fonction 
de Z et de Z' et d'une fonction de Zo et Z[. I1 en r&ulte imm6diatement qu'il en est 
de m~me des seconds membres des 6quations (6) et par cons4quent que l'on a 

D~D~(YR) "-- o. 

et par cons6quent 

(4) a a ~  = o, 
ou bien encore 
( 4  his) D i a q~ - -  a D i ? - -  o.  

La solution g6n&ale de l'6quation (4) est 

~ = Y x + Y r R +  Y V R - " + Y s R  .... , 
X ,  ~ ,  U ,  V d4signant des polyn6mes sph&iques d'ordre n e t  d'ailleurs 

R = ~ o  + ~'z~. 

Comme la fonction ffa doit rester r6guli6re pour R - - o ,  il restera: 

~ = Y & + Y L ~ ,  
OU 

(s) ~ = x + YR, 
a v e c  

X = Z X ~ ,  Y - - Z L ,  , , . i X . = o , , i Y - - o .  

Les 6quations (4 his) nous donnent: 

D, a (YR)  --  o. 
Nous avons d'ailleurs: 

a~ = 5- ~ ( L  l~) = 5- (5 + n) L, 
de sorte que les 6quations (4 bi~) deviennent 

Y (2 -11- n)Di(Y,)  - -  o, 

ce qui exige que l'on ait s6par6ment 

D , ( Y )  ~-- o, D , ( Y ) - ~ o .  

Calculons maintenant D~ Dk(Y R); nous trouvons, en nous reportant aux formules 
qui donnent D~(QR k) et y faisant k ~ I, Q - -  IT, Di Y - - o :  
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Comme D~Dk9---o, on aura de meme: 

(7) D~ D~ X --- D i D k Y = o. 

Pour R = I, 9 se r6duit ~i + qui est une [onction connue, et on a d'aiUeurs 

~ = x + Y .  
Si donc nous posons: 

Q . = X +  Y, 
la fonction Q r~guii~re ~i l'int~rieur de l'hypersph~re et satisfaisant ~ A Q = o se r& 

duira A + sur la surface de l'hypersph&e. La fonction Q. est donc entikrement ddter- 
minde et peut dtre regardde comme une donnde de la question. 

A cause des 6quations (7) on devra avoir : 

(8) D, D k Q - -  o. 

C'est ld une premikre condition pour que le probl~me gtendu comporte une solution. 
Nos 6quations prouvent que Y, Dx X, D~ X, D 3 X, D, X sont ~gaux ~ une fonction 

de < et de Z', plus une fonction de Zo et de Z'o; &rivons donc: 

Y =  U + Uo, D , ( X ) :  V, + V~ ~ 

off U et V~ sont fonctions de < et <', Uo et V~ ~ fonctions de % et Z~. 

Nous pourrons &rire: 
D , 9 =  W~-{- W ~ i ,  

off ~ d+pend de < et <', et W ~ de ~ et Z'o. On a alors: 

(9) 
dU dU 

W=gx+V+Z~d~, W2=V2+Z~dz : ,  
,dU w , = v  +~ ~-/ ~ =  v , + v + <  ' d r  

' d ~ '  " 

Quant ~ W ~ W ~ W ~ W ~ il sont naturellement imaginaires conjugu~s de 
I '  3~ 4 '  

W ,  W2, W ,  It7 4 et nous ne les &rirons pas explicitement. 

On a 
D , X = D ~ Q =  V i + V  ~ 

et comme Q est une fonction connue, les fonctions V~ doivent &re regard~es comme 

connues. 
La comparaison des 6quations (3) et (9) nous donne alors: 

d ~ = g + U +  dU 

d~' V3 + , d U d-y-  ~ - ~  + c, , 

_ _  dU d~ = V2 + z_a2_ + C, 
d:( 

, d U  d~'= V, + U + ~ - ~  + C, 

les C &ant des constantes; on fire de 1~ par int6gration: 

(io) 
= U< -}- C,<-]- C~<' + f ( V d z - { -  V2d~'), 



9-20 H E N R I  P O I N C A R ~ .  

I1 s donc que 
tqd~ + V~dz', v d~ + Vd~' 

soient des diff&entielles exactes, et c'est Id la seconde condition pour 
soit possible. 

Posons ensuite : 

que le problbne 

/ - .  

c,z + Gz' + J ( V d z  + V=dz') = 

q~ + q~' + . f ( G d <  + V, dO -- t~', 

Les fonctions -~ et ~' d6pendent seulement de ~ et ~' et elles sont entibrement 
d6terrnin6es, d trois constantes prhs pour cbacune d'elles (~ savoir pour "a, C,, C 2 et 
la constante d'int6gration). 

Cela pos4, tes 6quations (IO) nous donnent: 

~ = ( u  + vo)R + ~o + ~o~ + ~'fo + ~'o~' 
et comme Y--- U + Uo, on aura, d'aprhs (5) :  

I x=~zo+~,o~+ ' ' +%~,  ~ o  ' ' 

(~) Y =  (2 - ~ z ~  - -  ~ o ~ - -  ~ ' ( o  - "~'o z' .  

Les fonctions X et Y seront donc d&ermint, s A un certain hombre de constantes 
pr&s. Pour que le probRme se trouve r&olu, il faut et il suffit que la valeur de Y 
d6duite des 6quations ( I I )  satisfasse aux conditions 

D i Y : o .  

Car alors on pourra poser Y - - U - { - U  o et les 6quations (IO) nous donneront la 
solution du probl~me. Mais il est ais6 de voir que i'on trouve: 

d~ d~o = g + Vo_ g _  V o _  C , -  C7, 
D Y = D Q dz dzo 

avec trois autres 6quations analogues, et par consequent que l'on peut choisir les 
constantes de fa~on que 

D I Y =  o. 

Les deux conditions dnoncdes plus haut sont donc su~santes. 
Quelque incomplets qu'ils soient, les r&ultats pr&6dents suffiront, je pense, pour 

montrer ~ qud point le probl6me qui nous occupe se pr&ente sous un jour diff&ent 
pour les fonctions d'une variable et pour celles de deux variables. J'esp6re pourtant 

que, quand on aura mis la chose au point, les consid&ations de ce genre rendront pour 
les fonctions de deux variables des services analogues 2t ceux qu'elles ont d6j~t remus 
pour les fonctions d'une variable. 

Paris, janvier 19o 7. 

H. POINCAR~. 


