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NOUVELLES REMARQUES SUR LES GROUPES CONTINUS. 

Par M. H. P 0 i n e a r 0  (Paris). 

Adunanza del xo novembre x9o 7. 

I .  

INTRODUCTION. 

J'ai d~j5. eu deux lois l'occasion de presenter quelques remarques sur les groupes 
continus, une premi&re s 5. l'occasion du jubilfi de Sir G. G. STOKES (Cambridge, Uni- 
versity Press, I9oo),  une seconde fois dans les Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo [tome XV (19oi),  pp. 321-368] ce sent ces deux M~moires que je citerai plus 
loin simplement en disant c~ Cambridge ~ ou c~ PaIerme ~>. Je crois devoir completer ici 
ces remarques et en particutier ~tudier les propri&& des ~quations difffirentietles qui d~fi- 
nissent ces groupes au point de rue de la th~orie des fonctions. 

Cette &ude, 5. vrai dire, pourrait se faire par des proc~d& purement 616mentaires, 
puisque ces ~:quations diff~rentielles sent susceptibles d'fitre int~gr~es compl~etement; 
mais i! n'est pa~ inutile de l'aborder en partant des ~quations elles-m~mes; car la com- 
paraison des r6sultats obtenus de ia sorte avec ceux auxquels on arrive en partant des 
int4grales de ces &quations, est instructive par eile-m~me; quelquefois m~me, cette com- 
paraison conduit 5. certaines apparences paradoxales, qui jettent quelques lumi~res sur 
les propri~t~s g~n~rales des groupes et qu'il faut parfois qudque attention pour bien 
expEquer. 

Rappdons d'abord les notations employees et les r&ultats obtenus. Le groupe 
consid~r~ d~rive d'un certain nombre de transformations infinit~simale; et l'une d'elles, 
la i ~m~ par exemple, transforme les variables 

X I ' X 2 ) " �9 . , X n 

en 
x, + x= + . . . ,  x,, + 

&ant une constante tr& petite et les X~k des fonctions donnles des x. Elle trans- 
forme donc la fonction 

f(x,, x_,, . . . ,  x )  
en 

af 
f + ~  Z 7~xk (X,k) = f  -t" ~X,(f). 

Rend. Circ. Ma~cm. Palermo, t .  X X g  ( I  ~ sere.  19o8 ).  - - S t a m p a t o  il  z2 n o v e m b r e  19o 7. I t  
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Ainsi se trouve d6fini l'op&ateur 

que je d6signerai le plus souvent simplement par X i . 
Nous avons donc r op6rateurs X ,  X2, . . . ,  X correspondant aux r transforma- 

tions infinit4simales du groupe et nous devons en &udier les combinaisons. 
Nous poserons 

x, x~ = x, x~ ( f )  = x, [x~ (f)] 
et X m X" ou ~ ( f )  se d6finit de la m4me manihre. I1 faut remarquer que cette op6ration 
n'est pas commutative et que l'on n'a pas X;X~ = X kX;. Nous poserons : 

- -  7 X �9 (X~ X~) = X~ X~ X~ , 

Nous envisagerons aussi d'autres combinaisons de ces op&ateurs, tels que 

,,x = f +  ~ x ( f )  + t2 x~u)  + . . .  
1 .2  

Alors la transformation infinit4simale correspondant k X~ sera 

j + ~x , ( f )  = [, + ~x,y, 
ce que je puis &rire aussi 

e~Xi(f) 

ou simplement d x~ en n6gligeant le carr6 de ~. 
La transformation [a plus g6n6rale du groupe pourra alors &re repr6sent& par e r, 

en posant 
T - -  t,X~ + . . .  + trX~, 

t e s t  &ant des constantes quelconques. J'introduirai d'ailleurs d'autres combinaisons li- 
n&ires des X~ que je d6signerai par 

U - -  Z u, Xi, V---- Z v i X i ,  [.U--- Z % X , ,  etc. 

On dolt avoir, comme on sait, les relations de structure: 

(x, x o  = Y,~,~,x,, 
les c &ant des constantes; mais ces constantes ne peuvent pas &re quelconques, eUes 
doivent &re choisies de fagon k satisfaire aux relations de JacoBl: 

[ ( &  X~) Z0] + [(X,, Z0) Z,,] + [(Z,  X )  X,,] = o. 

Nous aurons alorg en vertu des relations de structure~ 

(Z  ~ = Y b,~ t,X~, 
off 

blk - -  Z s  Cs;k Vs" 
Nous envisagerons [e d&erminant 

b - - ~  b . . .  b,r 
F ( ~ ) =  b,, b , - - ~ . . ,  b,, 

�9 �9 �9 , �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 , �9 �9 �9 �9 �9 

b,, b,, . . . b  - -~  
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contenant l 'ind&ermin& ~; l'6quation 

= o 

dire dquation de KILLIS~ a une extr6me importance. Nous d6signerons les mineurs de 
ce d&erminant par 

P,k 0 F (~)  
: O b~ " 

On sait que, lorsque deux groupes sont isomorphes, l'&ude de Fun peut se rame- 
ner ~ celle de l'autre; il suffira donc, parmi tous les  groupes qui ont m6me structure, 
d'en &udier un seul et nous choisirons ce que nous appellerons le groupe paramdtrique 
et que nous d6finirons de la fa~on suivante. 

Soit e ~" la substitution g6n6rale du groupe, off V----- ~-v~ X~; nous choisirons pour 
variables v ,  %,  . . . ,  v~. Posons ensuite 

e V 8 T : 8 W 

(off nous supposerons toujours T - -  ~- t~ Xi, W --- ~-- w i Xi, ce qu'il sera inutile de 
r@&er d6sormais); les w seront des fonctions des v e t  des t, ou, en d'autres termes~ la 
transformation e r transforme e V en e W, c'est-l-dire les v e n  w; c'est le groupe ainsi 
d6fini que nous appelons le groupe param&rique. 

Nous avons donn4 le moyen de former les 4quations diff&entielles de ce groupe 
quand on connait les relations de structure; soit en effet 

gg gT ~ gg-~dg 

les t~ &ant tr6s petits; notls aurons en faisant varier seulement tk, par exemple: 

dtk 24 ~ I - - e  -e F(~) ' 

l'int~grale &ant prise le long d'un contour ferm~ enveloppant routes les racines de l'& 

quation de KILLIiqG. Si par exemple toutes ces racines sont simples et qu'elles s'&rivent 
~, ,  % ,  . . . ,  % ,  il viendra: 

d t~  I - -  e - ~  F ( o  0 ' 

la sommation s'&endant au:~ diverses racines. Une de ces racines est toujours nuUe; 
si elle est multiple, les autres racines &ant simples, on a: 

d tt - - . 4 - - ~  ~- I  - - e  -~ F(o~) ' 

la sommation &ant &endue cette lois aux racines diff6rentes de z~ro et 2t repr6sentant 

I dans le d6veloppement de la fonction sous le signe f suivant le coefficient d e ~ -  
d 

les puissances croissantes de ~. 

Our_re le groupe param&rique, nous consid6rerons le groupe adjoint. A la transfor- 
mation 

eV eT __ gW 
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du groupe param~trique qui change V en W, nous ferons correspondre une substitu- 

tion que nous appeilerons son adjointe, et qui sera dfifinie par l'~quation : 

e - T  e g e T = e U 

et qui change V en U, c'est-k-dire v, ,  v~, . . .  , v r e n  u ,  u ,  . . . ,  u .  Ces substi- 
tutions adjointes forment le groupe adjoint. 

On salt que les substitutions du groupe adjoint sont lin~aires, c'est-k-dire que les 

u sont des s 1in,aires des v, et nous avons donn~ (Palerme, pages 324 et 326) 
le moyen de former les coefficients l~k de ces substitutions 1in,aires. 

I1 y a isomorphisme du groupe adjoint et du groupe param6trique, mats cet iso- 

morphisme n'est pas toujours holo~drique et on dolt distinguer deux categories de 

groupes. Ceux de la i ~ cat~gorie ne contiennent pas de transformations distinguges, 
c'est-~-dire de transformations infinit~simales permutables ',i toutes les transformations du 

grouper l'isomorphisme est alors holo~drique: Ceux de la 2 d~ cat~gorie contiennent des 
transformations distingu~es; l'isomorphisme est alors m~ri~drique~ car chacune d e  ces 

transformations distingu6es a pour adjointe la substitution identique. 

Si 1'on a 
V = ~ ' -  V i X i , (les X i 6tant les opera teurs  s imples)  

V sera ce que nous appellerons un opr composg du groupe. Mats ,~ chaque op~- 

rateur correspondront ce que nous appellerons des opdrateurs conjugur de V. Si ~o est 

une racine simple, il y aura un op~rateur T tel que: 

(2) (V T) = co T;  

ce sera un opgrateur conjugug du z ~ ordre appartenant ~i la racine co ; si cette racine est 

simple, cet op~rateur est enti~rement d~termin~ ~ un facteur constant pr~s. 

Si la racine est double, par exemple, il existe toujours au moins un op~rateur con- 
jugu~ du I ~, ordre, mats il pourra exister ~galement un opgrateur conjugud du z d 
ordre T, appartenant k la racine co et tel que 

(2 b~s) ( r  T~) = co T, -J- T. 

A1ors cet op~rateur n'est pas enfi~rement d~termin~, puisqu'une combinaison lin~aire 
quelconque de T, et de T satisferait ~galement ~ l'~quation (2hi"); mats nous ne re- 

garderions pas une pareiile coml~inaison comme un op~rateur conjugu~ du 2 d ordre 

distinct de T,.  Nous dirons que T est le dirivi de T,.  
C'est i~ le cas g~n~ral; il peut arriver ~galement, si ~o est racine double, qu'il n 'y  

ait pas d'op~rateur conjugu~ du 2 ~ ordre, mats deux op~rateurs conjugu~s du x ~ 

ordre distincts T et T'; il est clair alors que toute combinaison lin~aire de T et de 

T' satisfait ~i l'~quafion (2). 

Si ~o est racine triple, il peut y avoir un op~rateur conjugu~ du ~~ ordre T, un 

du 2 aordre T et un du 3 ~ ordre T 3 tel que 

( V T ) = c o T ~ +  T. 
I1 peut y avoir aussi deux op~rateurs conjugu~s du ~ ordre et un du 2 a ordre, 

ou bien encore trois du ~ '  ordre. Et ainsi de suite. 
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Si les op6rateurs conjuguhs appartenant ~t une racine sont tons du I ~r ordre, nous 

dirons que cette racine, quoique multiple, se comporte comme une racine simple. 
Remarquons que Ves t  un de ses propres op6rateurs conjugu6s du i ~ ordre, ap- 

partenant ~i la racine z&o. 

Tout  cela peut s'exprimer dans un langage g4om&rique. Consid6rons v ,  v 2, . . . ,  v 

comme les coordonn&s d'un point dans i'espace a r dimensions; i'4quation 

f ( 0 =  o, 
off ~ a &~ remplacfi par I, repr6sentera une surface alg&rique que j'appellerai la sur- 
face de KILLING. Cette surface est susceptible d'&re engendr& de plusieurs mani&es 

par des droites, ou par des vari&~s planes k plus d'une dimension. 

L'&ude d&ailI& de cette g~n&ation ne serait pas sans int&&. 
Quoi qu'il en soit, k tout point M de cette surface correspond un op&ateur V 

pour lequd l'une des racines de i'~quation de KILLING est ~gale k I. Si nous envisa- 
geons un op&ateur T conjugu6 du I ~' ordre de V, :i cet op&ateur correspondra un 

point; si nous le joignons ~t l'origine, nous aurons une droite D ,  qui sera l'une des 

droites conjugu&s du i ~ ordre du point M. Soit T 2 un op&ateur conjugu~ du 2 a 

ordre et T I son d&iv~; le plan k 2 dimensions qui passe par l'origine et par les 

points correspondants ~t T et T' sera un plan conjugu~ du 2 a ordre du point M;  

et ainsi de suite. 

Si I est racine simple, la droite conjugu& correspondant i la racine I sera la 
droite conjuguge principale de M et le plan k r -  I dimensions qui passe par "toutes 

les autres droites ou plans conjugu6s sera le plan conjugM principal de M. 

Nous appellerons sgrie rdguI.i~re d'opgrateurs conjugu&, une suite d'op6rateurs con- 

jugu6s : 
T, ,  T=, . . . ,  T , ,  

le I ~ du ff~ or&e, le 2 a du 2 a, . . . ~  le n' du n' or&e; et tels que l'on air: 

( V T ) = o ~ T ,  (VT=)---~oT=q-) ,  T ,  ( V T 3 ) - - c o T  + ) ,  T=-+-) ,=T, . . .  
. . . ,  ( V T ) _~__ ,o T -J- t T _ - { - k  T _  2r - . . . - J - t _  T ;  

les constantes % 7,,  ),~, . . . ,  3, .... doivent &re les m~mes dans toutes les ~quations 

de la stifle; mais sont d'ailleurs quelconques; nous n'exduons pas le cas de 3, ~ - o ;  

seulement dans ce cas particulier tous Ies opfirateurs sont du I ~ ordre. 
Deux transformations e r e t e  r auront alors une s&ie r&guli&re commune 

T ,  T=, . . . ,  T, 
si l 'on a:  

( V T ) - - ~ - o ~ T ,  ( V T = ) - - o ~ T = + ) , T , . . . , ( V T ) - - o ~ T  + ) , T _ , + . . . - J - ) , _ , T ;  
(V 'T , ) - - -o , 'T ,  (V 'T=)---o , 'T .+X:T , . . . ,  ( V ' T , ) = o , ' T  +) , ;T ,_-J -  . . . -+-) , '_ ,  T,; 

les constantes % ;v, et co', k' peuvent d'ailleurs &re diff&entes pour V et pour V'; 

mais les op6rateurs T, ,  T, ,  . . . ,  T sont les m~mes pour V e t  pour V'. 
Cela pos~, Ia condition ngcessaire et su~sante pour que Ies adjointes de e v e t  e r 

soient permutables, c'est que V e t  V' admettent un certain nombre de sgries rggulibres 
communes, comprenant ensemble r opgrateurs indgpendants, si res t  l'ordre du groupe. 
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Ainsi, si le groupe est par exemple du 6 ~ ordre et si V et V' admettent une s~rie 

r~guli~re commune de 3 op~rateurs, une seconde s~rie r~guli~re commune de 2 op~- 

rateurs et une troisi~me s~rie r~guli6re commune fortune d'un seul op~rateur du z ~ 

ordre, e r et e r' seront permutables. 
Plus g~n~ralemen b je dirai qu'une substitution [in~aire quelconque admet une sgrie 

rgguli~re s'il existe n combinaisons lin~aires des variables ind~pendantes, combinaisons 

que j'appelle 
Y, ,  Y~, . . .  ~ y . ,  

qu'elle change respectivement en 

0 y,, o y +Ly,, 

Alors la condition n6cessaire et suffisante pour que deux substitutions lin6aires 

soient permutable% c'est qu'elles admettent des s~ries r+guli6res communes comprenant 

ensemble autant de combinaisons lin~aires y "ind6pendantes qu'il y a de variables. 

2 .  

Non-un i fo rmi t4  des  F o n c t i o n s .  

Soit 
( 0  eu gr = er 
les v seront des fonctions des u et des w e t  notre but principal est d'&udier ces fonctions 

au point de vue de la th~orie g~n~rale des fonctions. La premiere remarque que nous 
devons faire, c'est que ces fonctions ne sont pas en g~nfiral uniformes. Si partant de 

certaines valeurs initiales des u et des w, et des valeurs correspondantes des v, on fait 

d~crire aux u et aux w des contours ferm~s, il est possible que les valeurs finales des 
v ne soient pas identiques ~t leurs valeurs initiales. 

Si j'envisage au contraire l'~quation 

qui d~finit le groupe adjoint, je vois que les v sont des fonctions uniformes des u et 

des w. Si donc on pose 
gAgUeB _-- gV; 

si l'on fair d&rire ~ A,  U et B des contours ferm~s; si on a au d~but et k la fin 
de ce contour 

- - A = B = W ,  

on sera certain que V reviendra ~ sa valeur primitive, si on a eu constamment 

A - - - - B .  

Mais on n'en sera plus certain, si cette relation n'a lieu qu'au d~but et 'i la fin du 

contour, et ne s'est pas maintenue constamment sur tout le contour. 

De ce d~s d'unis peuvent r~sulter certaines particularit~s d~concertantes 

au premier abord; on est tent~ d'~crixe 
gV g--V _ _  I 
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et en effet on est souvent en droit de le fake, mais pas toujours. Supposons que l'on 
envisage gU gW 

que U et W, partant par exemple de la valeur initiale z4ro, suivent un chemin quel- 
conque, i la fin duqud on ait 

u = g ,  

on ne sera pas certain que eUe w tendra vers I. (Cfr. Palerme, page 357). 
La fonction eve w n'&ant pas uniforme, I est l'une des valeurs qu'elle prend 

pour U ' - -  V, W ' - - - -  V, mais ce n'est pas la seule. 
Autre exemple. Supposons que la substitution V o soit permutable i Uo, c'est&-dire 

que l'on ait: 
(3) e-V~176176 "-- eU~ 
A-t-on le droit d'en d4duire 
(4) e-U~176 = eV~ 

c'est-~-dire que U o est permutable i V o ? 
Ecrivons 

(3 his) e - V ' d  ev = e 

d'ofi nous d6duirons 
(4 b's) e - u  e V' erS' __ e V. 

Si nous raisons varier U, V, U' et V' d'une mani~re continue, en partant de 
z~ro, et suivant un chemin quelconque, mais de telle faqon que la relation (3 his) soit 
toujours remplie, la relation (4 his) sera aussi toujours remplie. 

Que signifie maintenant la relation (3 )?  die signifie que si l'on a sur le chemin 

constamment V = V', et que les valeurs finales de U, V, et V' soient Uo, V o et Vo, 
la valeur finale de U' (qui est enti&rement d&ermin6e puisque le groupe adjoint est 
d~finie par des fonctions unis sera U o . 

Que signifierait maintenant la relation (4)?  Ce serait que, si l'on a sur le chemin 
constamment U = U', les valeurs finales de U, V', U' &ant Uo, Vo, Uo, la valeur 
finale de V sera V o. Ce n'est pas tout i fair la m4me chose, puisque dans un cas le 
chemin dolt ~tre choisi de telle fagon que l 'on air constamment V - -  V', et dans l'autre 
cas de telle facon que l'on ait constamment U = U'. On ne pourra donc sans un 

examen sp6cial d4duire (4) de (3). 
Si toutefois l'on avait, quelles que soient les ind6termin~es ~ et ~: 

(3 '~ e-~VodUoe~;'o = d G ,  

on aurait le droit d'en d6duire: 

(4 ~ )  e~Cro e~Vo e~Uo ___ e~Vo, 

car on pourrait fake varier ~ et } depuis o jusqu'-4 I e t  on aurait alors, tout le long 
du chemin, d'une part 

v=v'= G 
et d'autre part 

U=U'= Uo. 



88 H. P OINCARI~. 

C'est ce qui arrive lorsque deux transformations infinit~simales sont permutables. 

Nous avons vu dans le M~moire de Palerme que si dans l'tquation ( I ) l e s  incon- 

nues v (ou ce qui revient au m~me i'op~rateur V, ou la transformation e v) sont sus- 

ceptibles de plusieurs d&erminations, les diff~rentes d&erminations de la transformation 

e v ont mgme adjointe. En d'autres termes, si V' et V" sont deux d&erminations de 
l'optrateur V, les op~rateurs conjuguts des divers ordres de V' et /1'.' sont les'm~mes; 

et les racines correspondantes de l'~quation de KILT.I~G sont les m~mes i des multiples 
V p 'EV u pros de 2 x l / - -  i. D'ofi cette constquence fort importante, que s i e  et sont deux 

d&erminations de e v, les deux transformations e ~v' et e ~v'' sont permutables quelles que 

soient les constantes ~ et ~, pourvu toutefois que le groupe soit de la ? "  catggorie, c'est- 

~-dire ne contienne pas de transformations distinguges. 

Dans ce cas, en effet, il suffit (puisque l'isomorphisme des deux groupes, adjoint 

et param~trique, est holo+drique) de montrer que les deux adjointes de e ~v' et e ~v'' 

sont permutables. 

Or V e t  V' ont m~mes racines de Kmul~G et m~mes op~rateurs conjugu~s; elles 
different seulement parce qu'une racine de KILLI~% qui correspond dans V i une 

certaine s~rie r~guli~re d'op~rateurs conjugu~s s'&ant ~chang~e avec une autre racine, 

correspondra dans V' i une autre s~rie r+guli~re d'op~rateurs conjugu~s. 

Donc V et V' auront toutes leurs s+ries r~guli~res communes. Donc les adjointes 

e ~v e t e  l~u' et ces transformations elles-m~mes sont permutables. 

Transformations  spdciales. 

Cela pos~, faisons varier dans l'~quation ( I )  U et W d'une mani~re continue, de 

fa~on que V varie aussi d'une mani~re continue; soient Uo, Wo, V o les valeurs inkiaies 
de U, W, V; supposons que U et W d~crivent un contour ferm~ C de fa~on i re- 

venir i leurs valeurs initiales U o et Wo, mais que V ait pour valeur finale une autre 

d&ermination V o . 
Consid~rons un chemin L suivi par U et W e t  allant de U --" W ~ o .i U - -  U o, 

W ~ Wo; parcourons ce chemin de fa~on que la valeur de V qui corresponde i 

U ~ Uo, W ~ W o soit V---- V o et supposons que la valeur de V qui corresponde 
U - -  W - - o  soit V ~ o .  

Supposons maintenant que l'on suive le m~me chemin L en partant de U ~- Uo, 
W ---- W o. Avec la valeur V - -  V'o, on n'arrivera pas i U ~ W - -  o avec la valeur 
V z o ;  sans quoi, en revenant i U ~  Uo, W - -  W o par le m~me chemin, on y 
arriverait avec.la valeur V - -  V o et non avec la valeur V--" V~. Done, gil y a plu- 
sieurs valeurs distinctes pour V quand elle est dtfinie par l'tquation (I) ,  il y e n  aura 

plusieurs ~galement quand on fera U - -  W - - o ;  l'une de ces valeurs sera V----o, 
mais il y en aura d'autres et g~n~ralement une infinit& 
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Les transformations e r qui sont ainsi les diverses solutions de l'6quation 

e ~ g ~ - - -  e V 

s'appellent les transformations spdciales (Palerme, page 353); elles sont caract4ris&s par 
ce fait que leur adjointe est la substitution identique. 

Nous pouvons tout de suite en donner un exemple simple. Envisageons le groupe 

des rotations; on a (Palerme, page 332):  

v ,  ~ ~ O, v2. -~ 13 O, v 3 - -  y O, 

~, ~, "f &ant les cosinus directeurs de l'axe de rotation et 20 l'angle de  rotation. 
Les transformations sp6ciales correspondent aux rotations dont l'angle est multiple 

de 2 ~, et sont caract6ris&s par 

;2 2. ]~2 ,~2.  �9 + + v, = 

D'apr~s ce qui pr6c6de, ou bien il y a des transformations sp&iales, ou bien les 
v sont fonctions uniformes des u et des w (re qui arrive par exemple dans le cas des 
groupes de rang z4ro). 

Ii peut se faire 6galement qu'ii existe des transformations qui, sans &re sp&iales 
au sens propre du mot (c'esM-dire susceptibles de s'&hanger avec e ~ quand U e t  W 
d&rivent des contofirs ferm6s) ont n4anmoins pour adjohate la substitution identique. 
Je les appellerai quasi-spgciales. 

I1 importe de remarquer que ces transformations quasi-sp&iales jouissent de quel- 
ques-unes des plus importantes propri&& des transformations sp&iales. Si, par exemple, 
e A est sp6ciale ou quasi sp&iale et qu'on pose 

e U e A ----  e V  

e U et e v auront m4me adjointe; les racines de l'6quation de KILUNG seront les m~mes i 

des multiples pros de 2 v. l / ' ~  i ; ces multiples devarit demeurer constants quand U varie 
d'une mani~re continue, ne pourrorit &re autre chose que les racines de e s (Palerme, 
page 358)- Doric, chaque racine de e V sera +gale ~t la racine correspondante de e u, plus 

la racine correspondante de e A, laquelle sera un multiple de 2 ~ : l / Z  i. 
Ce n'est pas tout. Les deux transformations e u et e V ayant m4me adjointe, on 

verrait comme plus 'haut  que~ quels que soient les constantes , et ~, e ~u et e ~V (ou 
au moins leurs adjointes si le groupe est de 2 a~ cat4gorie, cas sur lequel je me r~serve 

de revenir plus loin) sont permutables. 
Soit alors 

gA~ ~ eA2 ~ . . . ~ 3An 

une suite de transformations sp&iales ou quasi-sp&iales et posons:  

eU eAi ---- eVi;  

on verrait toujours pour les m~mes raisons que les diverses transformations 

gc~U e~ig i 

sont permutables entre eUes, quelles que soient les constantes ~ et l~; l'ensemble des 

Rend. Circ. Matera. Palerm G t. XXV (* ~ sere. z 9 o 8 ) . - - S t a m p i t o  il 2a novembre tgo 7. I:~ 
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transformations : 
eaU+~iYi 

forme un sous-groupe continu dont tontes les transformations sont permutables. Si la 

k * racine de l'~quation de KILLING est OJ k pool" 8 U, et ~2ik pour e "h, elle sera, pour [a 

transformation pr~c~dente : 

(Cfr. Palerme, page 3 5 6  in fine), 
Comparons le rGsultat pr4cGdent k d'autres qui ont 6t6 obtenus par d'autres voles 

et pour cela reportons-nous & la th~se de CARTAN (Paris, Nony, I894 ). Nous voyons 
qu'il y d4finit un certain sous-groupe y, et que, dans les groupes simples en particulier, 

toutes les transformations de ce sous-groupe sont permutables. Soient maintenant deux 
opGrateurs X~, et X~,, appartenant respectivement par rapport au sous-groupe y ~t deux 

racines 6gales et de signe contraire ~% et - - c % .  Formons le crochet 

= 

CARTAN dGmontre (page 42) que pour Y~ les racines de l'Gquation de KILLING ont 

leurs rapports commensurables. I I e n  r~suite que l'on peut choisir le coefficient ),~, de 

fa~on que pour e zJ~  toutes les racines de KILLING soient des multiples de 2 ~ 1/-- I, 

et comme d'aiileurs elles se comportent comme des racines simples, iI en r~sulte que 
e ~'J~ sera sp4ciale on quasi-sp4ciale. 

Le sous-groupe y contient donc des transformations spGciales e '~,, e ~*, . . . ,  e "~l, 

et la transformation la plus gGnGrale de "I" peut s'~crire: 

e ~ iA i  . 

Comme d'ailleurs CARTAN montre encore que les racines de i'6quation de KILLING 
dans ce sous-groupe sont des fonctions lin6aires des ~, on apergoit l'identit6 fonci~re 

du r4sultat de KILLmG-CARTAN avec Celui que je viens d'obtenir par une vole route dif- 
f6rente. 

Si e "~ est une transformation sp6ciale, eve "4 sera une autre d~termination de eU; 
on aura d'ailleurs: 

e u e d  - . -  erie U 

et 
e--d eU gA ___. ~U, 

c'est-~-dire que e u sera permutable ~ e~; cela r~sulte de ce que l'adjointe de e ~ est la 

substitution identique, mais on n'aurait pas le droit d'en conclure, ainsi que nous l'avons 

remarqu~ plus haut, 
8--U gA 8 U ~ 8 A. 

Prenons pour exemple le groupe des rotations, et repr~sentons chaque rotation par 
un vecteur ayant pour composantes v ,  vz, v;.  Le v e c t e u r  g-AgUgA s'obtiendra en 

faisant subir au vecteur e u la rotation e "~, et comme I'angle de cette rotation est un 
multiple de 2 =, ce vecteur ne changera pas. Au contraire, ]e vecteur e - u  e a e u s'obtiendra 

en faisant subir au vecteur e A la rotation e u qui altGre la direction de ce vecteur. Donc 
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e-Ye're U et e a sont deux rotations d'un m~me angle, multiple de 2," 5 mais autour 

d'axes diffSrents. 

Terminons par une remarque sur le sens du mot isomorphisme. Nous avons dit 

que les.groupes param&rique et adjoint sont holotdriquement isomorphes, dans le cas 

des groupes de la I ~~ cattgorie. Cela n'est pas exact en un sens, puisque le groupe pa- 

ram&rique contient des transformations sp&iales auxquelles correspond dans le groupe 

adjoint la substitution identique. Cela est exact seulement si Fon se borne i envisager 

les transformations infinitisimales et c'est dans ce sens que nous emploierons ce mot 

d'ordinaire. 

~J4. 

T r a n s f o r m a t i o n s  s ingul i~res .  

Reprenons l'~quadon eUe rl ---_ e v, raisons d&rire ~ U et ~ //Y un contour ferm&, 

de telle facon que V ne revienne pas ~ sa valeur initiale. Comme les u et les w sont 

2 r variables ind@endantes, Ie contour ferm~ d&rit par U et H/pourra  se d&composer 

en contours ferm~s infiniment petits (ce qui n'aurait pas lieu, par exemple, si l'on avait 

deux variables x et y non ind6pendantes, li~es par une relation alg~brique, de teile 

fagon que le point 'analytique x, y soit assujetti ~t rester sur une surface de RIE.~ANN 
non simplement connexe). Pour Fun au moins de ces contours infiniment petits, P" ne 
reviendra pas ~ sa valeur initiale, la transformation correspondante e v s'appeUera une 

transformation singuli~re, de sorte que les diverses d&erminations de e v s'&hangent 

entre elles quand on tourne autour d'une transformation singuli~re. 

On peut voir (Palerme, pages 327 ~ 330, 338 ~ 34@ qu'il y a trois esp&es de 
transformations singuli&res (cette classification est la mime en prindpe que dans le 
M~moire de Pal.erme, mais les d6nominations sont modifi~es): 

I ~ Les transformations singuli~res de la I ~r~ esp&e sont celles dont l'adjointe a son 
d&erminant nul. Pour que e v soit singuli&re de W ~ esp&e, il faut que l'une des trans- 
formations e v ,  e w soit singuli~re de I ~~ esp&e. Comme nous supposerons en g&n&al 

que e v ,  e W sont r~guli~res, les transformations singuli~res de I ~ esp&e n'auront pas 
intervenir. 

2 ~ Les transformations singuli&res de la 2 ~ esp&e sont celles pour lesquelles deux 

racines de l'&quation de KILLISG diff&rent d'un multiple de 2 r~ 1 / - -  I ;  il en r~sulte 

que, dans l'~quation d&erminante de l'adjointe, les deux racines correspondantes devien- 

nent ~gales, mais elles se comportent comme deux radnes distinaes. Dans ces conditions, 

ies valeurs des v sont des fonctions indgtermindes des coeflidents I de l'adjointe. Ce sont 

~galement des fonctions ind&erminfies des u et des w. Si nous prenons pour exemple 
le groupe des rotations, une rotation d'un angle 2 r~ autour d'un axe quelconque (qui 

est en m~me temps une transformation sp&ciale) sera une transformation singuli&re de 

2 ~ esp&e. On voit en effet que l'adjointe se rfiduit ~t la substitution idenfique, de sorte 
que l'on trouve: 
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% ~, y &ant trois cosinus directeurs assujettis seulement ~ la condition: 

mais d'ailleurs ind&ermin&. 

3 ~ Les transformations singuli~res de la 3 ~ esp&e sont, comme celles de la 2 ~ 

telles que deux racines de l'~quation de KILLinG different d'un multiple de 2x  l / - -  I, 

et par consequent que deux racines de l'~quation d&emfinante de l'adjointe soient ~gales. 
r Seulement ces deux racines %ales ne se comportent pas comme deux racines distinctes, 

et l'adjointe devient une substitution lin~are Parabolique. Dans ces conditions, si nous 

regardon$ les v comme des fonctions des u et des w, ces fonctions deviennent infinies 
et non pas ind&ermin&s. 

Nous emprunterons encore notre exemple au groupe des rotations. 

Supposons que e ~ soit une rotation imaginaire d'un angle 

arc t g -  
3 

autour de l'axe des, ~, de telle faqon que 

g r  8 
- -  arc t - - ;  /'~z "--" tI'2 - - -  O,  U3 ~ 2 3 

l'adjointe sera 

3 1 /Z8 o I 
_ / / z  8 3 o �9 

0 0 I 

Supposons maintenant que e ~" soit une rotation d'un angle 2 k ~  ~- ~v autour 
2 

de l'axe des x, ayant pour adjointe: 

I 0 0 

0 0 I 

0 - -  I 0 

La r~sultante e r aura pour adjointe 

3 t'~--~8 o 
0 0 I 

1 'Z- -8  - - 3  o 

L'~quation d&erminante en S s'&rit: 

3 - - S  f - - 8  o 
o --S I = - - ( S - - I ) ~ = o .  

r - 3  - s  
Elle a donc une racine triple, mais cette racine triple ne se comporte pas comme 

trois racines simples, ou comme une racine simple et une racine double. I1 faudrait 
pour cela que ies mineurs de l%quation en S s'annulassent tous ~t la lois pour S ~  i ,  

ce qui n'a pas Lieu. 
L'adjointe de e r est donc une substitution parabolique. Quant aux racines de l'& 
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quation de KILLING, eIles doivent ~tre l'une nuUe, les deux autres ~gales et de signe 

contraire, ainsi qu'il advient toujours tans le groupe des rotations. Les deux racines 

qui ne sont pas nuUes doivent ~tre multiples de 2 = 1 / Z  I ;  le raisonnement du w pr~- 

ctdent montrent qu'eUes d~pendent de k; on peut choisiz la dttermination de 1'arc tg, 

de telle fa~on qu'elles soient ~gales ~t + 2 k = l / ~  I. Etles ne sont done pas ~gales 
entre elles en gtn~raL 

Or si une substitution parabolique peut ~tre une puissance d'une substitution lin~aire 

infinit~simale, c'est A ia condition que cette substitution infinit~sirnale- soit erie m~me 
paraboIique. Si donc e r a pour adiointe une substitution paraboUque de la forme pr~- 
ctdente, il faut que e ~r, o6 ~, est trfis petit, air ~galement son adjointe parabolique , 

et par consequent que l'~quation de KILLING ait ses trois racines ~gales. 
Cela est en contradiction avec ce que nous venons de dire et la contradiction ne 

peut s'expliquer que parce que les v cessent d'etre finis. 
II reste A 6tudier de queue faGon les transformations s'tchangent entre elles quand 

on tourne autour d'une transformation singulifire, cette 6tude peut se faire, soit en 
partant des ~quations finies du groupe, soit en partant des 6quations difftrentielles et 

c'est pr~cistment la comparaison de ces deux mtthodes qui  est int/~ressante. 

Groupes de la 2" cat~gorie. 

Plusieurs des r~sukats precedents ne s'appliquent qu'aux groupes de la I ~r" cat~- 
gorie; et nous avons /t voir maintenant comment ils doivent ~tre modifies en ce qui 
concerne les groupes de la 2 dc cat~gorie, c'est-/t-dire ceux qui  renferment des transfor- 

mations distingu~es. 
Parmi les op~rateurs X~ qui correspondent aux diverses transformations infinit~si- 

males du groupe, nous distinguerons ceux qui correspondent aux transformations di- 
stingu~es et que nous appeUerons les XI' , et ceux qui correspondent aux autres trans- 
formations et que nous appellerons les X~ (Palerme, page 337) et nous poserons: 

v = X = Y + Y x',', 
distinguant ainsi les v' et les C' .  

Nous  voyons alors que les b~k , et par consequent les P~k et F (~ )  d~pendent seu- 
lement des v' et pas des v",  et que 

Pq 

I 
se r~duit ~ o ou ~ -~- si le u d indice j correspond :~ un des X", ~ savoir: ;l o si les 

deux indices sont cliff, rents et k ! s'ils sont ~gaux. (Dam le m~moire de Palerme 

il y a eu une permutation d'indices). 
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Si nous avons alors 
gV gT = s 

T &ant tr~s petit, ii viendra (Palerme, page 33r) :  

x f ~ tiPi i 
( 0  a v , _  ~r a~ ~ - c - - - - ~ Z  F ~ ) '  
d'ofl : 

d v~ d v': 
dt" : ~  sauf dt'. j' : ~" 

l I 

Cherchons alors /t former les ~quations diff&entielles d'oO d~pendent les relations 
de U, W et V; nous avons 

gU gW -.--. ~V 
ou ( T  &ant trfis petit): 

eU e[,IVgT ___ eV ~ T. 

Or, en posant: 
CI'V eT __. s gV gT ~V~dl," 

il vient : 
~U s _ _  gV+dV - -  ) 

ce qui d~finit la relation diff&entielle entre les v e t  les w, les u restant constants. 
Mais, l'~quation 

gV+dV ~ gV gT 

peut s'&rire (Palerme, page 33 t )  : 

- -  ~ _ ; d ~ r  ~ e  -~ d v  iPq t; 
~ ~ r  ~ - - - - -C-  Z~ F ( ~ ) ' 

de sorte que nos relations diff&entielles peuvent s'~crire explicitement: 

j ~  - -  f - -  dvlPq ( i :  ,, 2 . . . . .  r), (2) d ~ I e -~ d w i Pii I e -~ 

off P:., et F ( ~ )  d~signent ee que deviennent Pq et F(~.) quand on y remplace les v 
par les w. Je puis les ~crire aussi sous la forme: 

les Vii &ant des fonctions enti~res des v, et les Wq les mdmes fonetions enti~res 
d e s  I.o. 

Par je ne sais queUe inadvertanee, j'ai ~crit simplement (Palerme, page 339): 

r = Z i  V, idvi 
et je voudrais d'abord faire voir que la conclusion s n'est pas alt&&. 

Dans le cas des groupes de la 2 d' cattgorie, les ~ j  ne d~pendent que des v' et 
le coefficient de dr" se r6duit ~ z&o si j e s t  diff&ent de i, et ~ r si j - - i .  / 

Je puis done tcrire, si l'indice i correspond ~t un des v ' :  

(3 '~') Yi ~je,o;  = 5-; z';dv;; 
et si l'indice i correspond it un des v": 

"d  w' d v" 0"9 a,o"+ )-jw,; j + )-jw,'je,,'. i - - -  i I "  
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Dans Fun et l'autre cas on ne donne k l'indice j que  les valeurs qui correspon- 

dent aux v'. 
Cela pos+, s i e  v n'est pas une transformation singulikre (c'est-h-dire si son adjointe 

ne satisfait pas aux conditions +noncfies dans le ~ pr4c+dent pour d4finir ces substitutions 

singuii~res), les v' sont des foncdons holomorphes des w' (les u &ant regard4s comme 

constants). Si dans l'~quation (3 t~ nous remplacons les v' par leurs valeurs en fonc- 
tions des w', les V'.'. qui sont des fonctions enti~res des v' deviendront des fonctions 

U 

d v'~ de sorte que je puis ecnre: " il en sera de m~me des ~w2w" holomorphes des w , ' " 
1 

dv ' i '=  dw"i q-  ~-Hidw':l ~ J' 

les H~i &ant des fonctions holomorphes des w ' ;  on en conclut que les v" sont des 

fonctions holomorphes des w"  et des w' ;  et on verrait de m~me, si on faisait varier 

la lois les u et les w, que les v"  sont des fonctions holomorphes des w",  des w', 

des u"  et des u'. 

En r~sum6, s i e  v n'est pas singuli~re, les v sont fonctions holomorphes des u et 

des w. C'&ait ki notre conclusion fondamentale et elle subsiste; en revanche la formule 

(7) (Palerme, page 340) o~ figurent les fonctions enti~res 0~ est inexacte. 

]~change des  d 6 t e r m i n a t i o n s .  

Examinons maintenant de quelle mani~re se fait l '&hange des diverses d&ermi- 

nations des fonctions v quand on tourne autour d'une transformation singuli6re de la 
2 ae esp&e. Ce qui caract~rise ces transformations c'est, comme nous l'avons vu, que 

les v sont des fonctions ind&ermin6es des u et des w, ou bien encore des fonctions 
ind&ermin6es des coefficients t de l'adjointe. 

Supposons, par exemple, que pour une transformation singuli~re quelconque, il y 
air trois racines de i%quation de KILLING difffirant entre elles de multiples de 2i,% et 
deux autres racines diff~rant entre elles de multiples de 2 i=. L%quation d&erminante 

de Fadjointe aura donc une racine triple et une racine double (se comportant comme 

des racines simples, puisque la transformation est singuli~re de 2 ae esp&e). Par un choix 

convenable des variables, cette adjointe peut donc &re mise sous la forme: 

(i) 

0 0 0 0 . . . 

0 a 0 0 0 . . . 

0 0 ~ 0 0 . . . 

o o o b o . . .  

o o o o b . . .  

. . . . . . .  , . . . .  o 

t ous l e s  coefficients &ant nuls saul ceux de la diagonale principale, trois de ces derniers 
&ant 6gaux ~ a et deux k b. 
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Soit e u la transformation qui correspond ~t cette adjointe. 
Reprenons la terminologie de la fin du w I. Pour d~finir V il faut se donner 

d'abord les racines de l'~quation de KILLING; ici, trois de ces racines sont ~gales ~ trois 
d&erminations diff~rentes de log a; et deux, ~t deux d&erminations diff&entes de log b. 

I1 faut se donner ensuite les opgrateurs conjugugs du z,r ordre correspondant ,~ ces di- 
verses racines. Mais ici ces op&ateurs ne sont pas entitrement d&ermin~s; nous savons 
seulement que les trois premiers (correspondant ~ log a) sont de la forme: 

LX, + t X +  t X 3 

et les deux suivants (correspondant a log b) de la forme 

t X + t X .  
Les op~rateurs conjugufi s n'&ant pas enti~rement d&ermin~s, les v ne le sont pas 

davantage, ce sont des fonctions ind&ermin&s des coefficients de l'adjointe, et c'est pour 
cette raison (Palerme, page 338) que ce sont ~gatement des fonctions ind&ermin&s des 
u et des w. 

Une remarque avant d'aller plus loin; l'analyse pr&~dente suppose que les racines 
de l'fiquation de KILU~G sont simples ou se comportent comme des racines simples. 

On verra plus loin comment l'analyse devrait &re modifi& s'il n"en &air pas ainsi. 
Envisageons maintenant, fion plus la transformation singuli~re elle-rn~me, mais une 

transformation tr6s pen diff~rente. Dans ce cas l'ind&ermination disparait. Si d o n c e  go 

est une transformation singuli~re et A o son adjointe, A one  suffira pas pour d~terminer 
/1o; mais s i e  v e s t  Une transformation non singuli6re ayant pour adjointe A, et nous 

raisons varier V e t  A en les faisant tendre vers les 1/mites V o e t  Ao, V o sera d&er- 
mink quand on connaitra la suite des vaieurs de A et la fa~on dont A a tendu vers A o . 

Par exemple, dans le groupe des rotations route rotation d'un angle 2 ~: a pour 
adjointe la substitution identique; la connaissance de cette adjointe ne d&ermine donc 
pas la rotation, puisque nous ignorons la direction de l'axe de rotation; mais si nous 
savons de plus que cette rotation est la limite pour 
2 r~-~-e, la rotation sera d&ermin& puis qu'elle aura 
tend l'axe de la rotation 2 x - [ - ~ .  

Supposons que l'adjointe A o soit repr&ent& par 
infiniment peu difftrente s'obtiendra en combinant A o 

= o d'une rotation d 'un  angle 
pour axe la limite vers [aquelle 

le tableau (I) ,  une adjointe A 
avec une substitution infinit~si- 

male du groupe adjoint. Cette substitution infinit~simale correspondra k la transforma- 
tion infinit~simale r du groupe param&rique et s '&rira: 

I - + - b ~ x  b,2 b~ 3 �9 . . 

(2) b, I+b~2 b~3 . . .  , 
�9 . . . . . .  , . . . �9 , . ~ , . 

les lettres bik ayant m~me signification qu'au ~ I ;  mais les v doivent y &re remplac&s 
par les u (puisque notre transformation est d&ign~e par eU); on aura donc: 

bll  - -  Z c, ik u 

et [es u seront des quantit~s tr~s petites. 
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Alors A, qui correspond ~ la transformation ~r  v du groupe param&rique, 

s'&rira : 

(3) 

a ~ - a b ,  ab,= ab 
I3 

ab a @  ab ab 

ab3, ab3~ a --}- ab33 
b b4~ b b b b 43 
b b ~ b b5= b b 

�9 o . 

D o 

�9 ~ . 

(4) 

. . . . . . . . . . .  , �9 ~ . . . . . . . . .  

I1 s'agit maintenant de former les op6rateurs conjugufs relatifs ~ cette nouvelle 

transformation. Formons pour cela l'dquation d&erminante en S, en ajoutant S 'a tous 
les termes de la diagonale principale du tableau ( j )  et 4gatant ~ z6ro te d&erminant 
ainsi obtenu. A chaque racine de cette 4quation en S, correspondra un opdrateur conjugu4 

T = ~--t iX i d6fini par les 6quations suivantes: 

(~+~b + s ) t , + ~ b  t ~ + ~ , t  + . . . = o ,  
ab= t, + (a + aG + S)t= + ab= t + . . - = o ,  
a.b3 t , q -  ab t -{- (a -~- ab33 + S) t  3-Jr- " " �9 = ~  

b b4, ti -J7 b b4, t ~ 2 7 b b43 t 3 -+- (b 2 7 b b4, 2 r- S ) t  4 - - 1 -  �9 �9 �9 = O, 

Envisageons en particulier celtes des racines de l'dquation en S qui sont voisines 
de a et qui sont au nombre de 3; posons donc 

6tant tr6s petit. Consid4rons la 4 ~ 6quation (4) ;  les b a &ant trhs petits ainsi que % 
tous les  coefficients de cette 4quation sont tr~s petits~ sauf celui de t 4 qui s'4crit: 

b -I- b b** - -  a - -  

et qui est tr6s voisin de b -  a; cette 

et on trouverait de m~me: 

4quation donne donc sensiblement: 

t ~ - O  
4 

0 ~ -  t 5 ~ i~ 6 - - "  �9 �9 �9 . 

Dans ces conditions les trois premieres 6quations (4) peuvent s'&rire (en divisant 
par a) :  

I@,, 
- q t  + G t ~ + ~  t = o ,  

(s) b=, t + ( G -  o)t  + G t3 = o, 
Gt,  + Gt~ + (G - -  ,,)t = o, 

ce qui d&ermine ~ la fois ~ et T. Ainsi les op&ateurs conjugu6s de V o et par cons6quent 
V o lui-mdme se trouveront enti~rement d&ermin~s quand nous saurons que e G est la 
limite de d" = eG e v et que nous donnons la transformation infinit6simale U. Si nous 
ne connaissions pas U, nous saurions seutement que les trois premiers de ces op&ateurs 
conjugu6s sont de la forme 

t x, + t ~ x ~ + t x ~ .  
R~'nd. Circ. Mo~,~. Pakrmo, t .  x x g  ( I  ~ sera .  I9o8  ) ,  -- S t a r a p a t o  i l  z 2  n o v e m b r e  xgo 7. i I 
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Les ind&ermin~es t ,  t ,  t ,  d@endent de U et nous voyons qu'ils d@endent 

seulement des blk , off les indices i et k prennent les valeurs I, 2 et 3. 
Si j'filimine l e s t  entre les ~quations (5), j'obtiendrai une ~quation du 3 ~ degr~ en 

, ,  pr~sentant quelque analogie avec l'~quation de KILLIXG. Si alors l'~quation en S re- 
lative fi A o admet b racines distinctes, a, b, etc., il y aura h ~quations e n ~  et le degr~ 
de chacune d'elles sera l'ordre de multiplicit~ de la racine correspondante; par exernple 

pour celle que nous venons de former, elle est du 3 ~ degrfi parce qu'elle correspond 
.4 la racine a qui est triple. D'autre part, les b a &ant des fonctions lin~aires des u, le 
i ~ membre de l'&quation en ~ sera un polyn6me entier homog~ne par rapport .4 G 

et aux U. 

Nous pouvons maintenant r~pondre .4 la question: comment s'~changent entre elles 
les difffirentes d~terminations quand on tourne autour d'une transformation singuli~re ? 

Soit 
gZ eW ~-- gg 

et regardons les v comme foncdons des ~ et des w;  je suppose que pour ~ K - - ~ F , ,  
on ait V---  }To et que e V~ soit une transformation singuli~re ayant pour adjointe Ao. 

Donnons .4 #F des valeurs voisines de ~Fo, et pour cela raisons 
eW ---- gW o gU e V ---- ~P'o gU, 

U ~tant infinit6simale. Nous nous demandons si les diverses d&erminations de V s'6- 
changent quand V/ tou rne  autour de Wo, c'est-.4-dire quand U tourne autour de O. 
Ces d4terminations s '4cbangeront si les op4rateurs conjugu4s s'4changent. 

Les seuls op6rateurs conjugu4s qui puissent s'4changer entre eux sont ceux qui 
correspondent .4 des racines Lgales de t'6quation en S de do ,  c'est-.4-dire ceux qui 
correspondent .4 une m~me 4quation e n ~ .  Tout  revient donc .4 savoir si deux racines 
d'une des 6quations en r s'4changent quand on fait varier [es u; c'est ce qui arrivera 
certainement "si cette 4quation est irr4ductible. 

Reprenons le g o u p e  des rotations et envisageons une rotation d'un angle 7:; les 
racines de l'4quation de KILLING sont i ~, o et - - i ~ .  Deux d'entre elles different de 
2 i ~ ;  on pourrait donc croire que la transformation est singuli4re. Ici l'4quation en S 
de do a deux racines 4gales .4 - -  I e t  une .4 -Jr- I. Le tableau des bll s'6crit: 

0 

~3 
"/s 

l'adjointe .4 0 s'~crit: 

0 

0 

celui des coefficients des ~quafions (4 ) :  

--i+S 
U 3 

U 2 

- -  U 

0 

U~ 

0 

0 

U 
3 

- - i + S  
U I 

0 

0 

o ; 

+i 

m U2 

U 

--I+S 
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On obtient deux 4quations en % l'une en faisant S = Jr- I - - %  correspondant 

i la racine double - -  I, l'autre en faisant S = - -  I - - %  correspondant i la racine 
simple Jr- I j la seconde de ces 4quations est tout implement  - -  r --- o; et la pre- 

mihre est 

- - ~  u I = (~2 + u~) = o. 
- - U  3 - -  

Comme le I er membre se d6compose en deux facteurs linfaires c ! i u3, il ne 

peut pas y avoir d'fchange entre les racines, et la transformation n'est pas effectivement 
singuii~re. Si nous prenons au contraire une rotation d'un angle 2x ,  il y a une racine 

triple ~gale i I, et une seule iquation en ~ qui s'~crit: 

Les deux racines ___+ i l/u: 2 t- u, ~ -1- *~ pouvant s'6changer, ta transformation est 
effecdvement singuli~re. 

Supposons que l'6quadon d&erminante en S air une racine double 6gale i I, cor- 
respondant i deux racines de l'6quation de KILLIN6, l'une nulle, et l'autre diff6rente de 

z6ro, 6gale par exemple i 2 i ~ ;  il ne peut y avoir d'fichange entre ces deux racines, 
de sorte que la transformation ne sera pas effect_ivement singuli~re. Pour qu'une trans- 
formation soit singuli~re, il faut donc non-seulement que deux des racines de KILLI~a 

different d'un multiple de 2 ix ,  mais que ces deux racines soient toutes deux diff~rentes 
de z6ro; il ne suffit donc pas qu'une racine de KILUNG devienne 6gale i un multiple 

de 2 i ~:, auque[ cas, comme il y a toujours au moins une racine nulle, on pourrait dire 
que la diff6rence de deux racines est multiple de 2i=.  

Soit A ~ une adjointe, correspondant A une transformation singuli~re, ceiie du 
tableau ( I )  par exemple 

v ,Ftr 
g g o  g g o  e o ~ . . . 

diff6rentes transformations admettant cette m6me adjointe; on peut en trouver une in- 
finit6 puisque les v sont des fonctions ind&ermin6es. Je dis que les puissances de ces 
diverses transformations appartiennent toutes i un m6me sous-groupe que nous allons 

4tudier. Soient 
B, B', B" ,  . . .  

les adjointes de 

O~ vv o6 ~, ~', son_t des hombres quelconques. 
I1 est clair que toutes ces adjointes jouiront d'une propri6t4 commune; ceile de 

transformer tout op4rateur de la forme: 

t~ X~ + t~X, + t X~, ou t, X, + t~Xs, 

par exemple, en un op6rateur de la m6me forme, et que cette propri6t6 commune d6- 

rink un sous-groupe dans le groupe adjoint, et un sous groupe correspondant (que 
j'appeIlerai F) dans le groupe param6trique. 

Reprenons la transformation infinit6simale e rr , dont nous avons parl6 plus haut, 
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que j'appellerai X 

o n  a 

et son adjointe; supposons qu'elle appartienne au sous-groupe F. Dans ce cas tousles 

b~k sont nuls, ~t moins que les indices i et k ne soient ~gaux tous deux k I, 2, ou 

3, ou bien tous deux k 4 ou ~t 5, . . .  , ou plus g~n~ralement ne correspondent ",t deux 
racines ~gales de l'~quation d&erminante en S, c'est-~-dire ~t deux termes 8gaux de la 

diagonale principale du tableau ( 0 .  
Si nous formons ensuite l'Squation de KII.L.,lVG relative ~t cette transformation e ~, 

je vois qu'elle se d&ompose en autant de facteurs qu'il y a de racines distinctes dans 

l'Sqtlation d&erminante en S; quelle relation y a-t-il entre ces cliff, rents facteurs et les 

diff&entes ~quations en r que nous venons de former ? C'est ce que nous expliquerons 

plus loin, dans un eas plus g~n&al, au ~ 8. 

Si nous revenons encore au groupe des rotations: pour une rotation d'un angle 
2 % toutes les racines de l'~quation en S sont ~gales k z, et le sous groupe F ne dif- 

fSre pas du groupe total; pour une rotation d'un angle % deux racines seulement sont 

8gales entre dies et 8gales ~. - -  z; le sous groupe P comprend toutes les rotations 

possibles autour d'un axe d&ermin~, l'axe des a[ par exemple; dans le z ~ cas, l'~qua- 

tion de K~LLnW du sous-groupe F est la mSme que pour le groupe total: 

(~ + ~: + ~: + v~) = o 
et rile n'est 9as "d&omposable en facteurs lin~aires: la transformation est effectivement 
singuli&re; dans le 2 a cas, cette ~quation se r~duit ~i 

(~  + v~) = o 
et die est d&omposable en facteurs lin~aires: la transformation n'est pas effectivement 

singuli~re. 
Remarquons maintenant qu'il peut tr~s bien se faire qu'une transformation ne 

soit pas effectivement singuli~re, c'est-~-dire qu'il n 'y  ait pas &hange entre les vate~trs 
des v quand on fait d&rire aux u et aux w des contours ferm~s infiniment petits, et 

que cependant elle soit quasi-singuli~re, je veux dire que les v soient des fonctions in- 
dgtermin~es des u et des w; ou, ce qui revient au m~me, soient des fonctions ind&ermi- 

n~es des coefficients de l'adjointe. On peut en alter un exemple simple; consid~rons le 

groupe des transformations 
(x, a~ + ~); 

il d&ive des deux transformations infinit~simales 

Ix, (~ + ~ ) 4  (x, . + ~.) 
et X=. Alors, si on pose 

(x, ax + b) = / ,  U'= vxX ̀  + v & ,  

d'ofi: 

a ~ ~ vx,  b = ( e  ~ , -  ~)v2 
- V r  ~' 

"U V ' v, ~.~ + ( e ' ~ -  I) %_% . 

Cette formule r~ous montre que les v sont des fonctions unfformes des u et des 
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w, mais en m~me temps que ces fonctions peuvent devenir indrterminres; c'est ce qui 
arrive quand v et w sont multiples de .2i ~:. 

Nous avons dit plus haut que si une racine de KILLISG trait nulle et une autre 
multiple de 2 i ,-:, sans que la difference de deux racines distinetes l'une et l'autre de z~ro 
devint ~gale ~t un mukiple de 2 i,:, cela ne suftisait pas pour que la transformation 
p~t ~tre effects singuls mais en revanche die peut &re quasi-singuli~re, 
l'exemple precedent le prouve suffasamment. 

Enfin, il peut arriver que la difference de deux racines de KtLI.tNG soit multiple 

de 2ir~, sans que la transformation soit singuli~re, ni quasi-singulitre; e'est ee que 
prouve l'exemple ci-dessus des rotations de 180 ~ 

Reprenons le groupe param~trique donn~ G; son groupe adjoint G~; le sous groupe 
F d~fini plus haut et contenu dans G; et le sous groupe F~ qui lui correspond clans 
G=. Les substitutions de F= sont lin~aires; de plus, si le groupe G est d'ordre r, il y 
a r variables, mais ces variables se rrpartissent en autant de syst~mes qu'il y a de 
racines distinctes dans .l'rquation d~terminante en S. Chaque substitution lin~aire de F,, 
r~sulre de la combinaison de substitutions lin~aires pardeUes, chaeune de ces substitu- 
tions lintaires partielles portant sur les variables d'un seul systtme. C'est kt, on s'en 
souvient, la drfinition m~me de F. Ainsi, si Yon se report.e au tableau (x), ehaque 
substitution de r~ se drcompose: I ~ en une substitution lin~aire portant seulement sur 

v, ,  v~, v3; 2 ~ en une substitution lin~aire portant seulement sur v , ,  v~, etc. Alors les 
substitutions lin~aires partielles portant seulement sur v , ,  v , ,  v 3 , par exemple, formeront 
un groupe que j'appenerai H~; ce groupe sera isomorphe tt I'~, mais l'isomorphisme 
pourra dans certains eas &re m~ri~drique. Si nous formons le groupe adjoint de H~, 
de faqon ~t calculer les racines de l'~quadon de KIut.I~G relative au groupe H..,  nous 

arriverons au r~sultat suivant: Consid~rons le dtterminant des coefficients d'une substi- 
tution lintaire irifinit~simale de H., ;  ~galons ce d~terminant ~t z~ro apr~s avoir ajoutt 

- -  (I  + ~) aux termes de la diagonale principale, nous obtiendrons une certaine ~qua- 
tion en ,. Nous distinguerons ainsi 3 ~quations, .~ savoir: l 'tquation (a), c'est-.~-dire 
l ' tquadon de KILL:I~G relative au groupe G; l'~quation (b), c'est-~t-dire l'~quadon de 
KILL~I~G relative au groupe H=; et enfin l'~quation en ,,  que nous appeUerons (c). 
Nous formerons ces ~quadons pour une transformation quelconque de G e t  pour la 
substitution correspondante de H~. 

Nons rrouverons a10rs que les raeines de (c) sont quelques-unes des raeines de (a)  
(~t savoir eeUes qui deviennent tgales entre dies et ~t a pour la transformation singu- 
li~re qui nous a servi de point de d~part); chaque racine de (b) est tgale t la diffe- 
rence de deux racines de (c) [deux racines de (c)n '&ant  pas n~cessairement distinctes, 
une des racines de (b) est toujours nulle]. Or pour notre transformation singulitre, 
les raeines de (c) deviennent ~gales entre enes ~t des multiples pros de ~ i ~; doneroutes 

les raeines de (b) sont ~gales ~t des multiples de 2 i =, de sorte que la transformation 
correspondante de H~, est sp~eiale. 

Les transformations singuli~res de G correspondent done aux transformations spi- 
ciales de H~. 
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Reprenons : notre transformation singuli6re e Vo, son adjointe Ao, les autres trans- 

formations singuli6res eVo, qui ont m4me adjointe et qui appartiennent comme e Vo au 

sous-groupe P, la transformation infinit4simale e u, la transformation finie e v ~ - e  Vo e u, 

qui a pour adjointe d et qui tend ve r se  r quand U tend vers z4ro. Nous avons vu 

plus haut comment on forme les op6rateurs conjugu6s de V o en formant les tableaux 

(2) et (3) et let 4quations (4) et (5). Dans le cas o6 e ~: appartient au sous-groupe 

F (c'est-i-dire off b ; k - - o ,  i moins que les deux indices i e t  k ne se rapportent ~ des 
variables d'un m~me syst~me), le r&ultat peut s'4noncer comme il suit: Ies opdrateurs 

conjugu& de V o sont les mgmes que ceux de U. It en r4sulte que V o' et U sont per- 

mutables. 
Donc, parmi les transformations singulihres qui ont pour adjointe Ao, il en existe 

toujours une qui est permutable ~ une substitution donn4e e u (d'ailleurs quelconque) du 

sous-groupe F. 

Si, en particulier, toutes les racines de l'4quation d&erminante en S sont 4gales : 

l'adjointe -Ao se r~duit ~ la substitution identique; la transformation singuiihre e ~'o devient 
une transformation sp&iale; te sous-groupe P n'est autre chose que le groupe G lui 

m~me. Donc, si un groupe G contient des transformations spdciates, it en contient une 

qui est permutable ~ l'une quelconque de ses transformations. 

Ou bien consid&ons un groupe G; prenons dans ce groupe deux transformations 
e r,  e t e  G , la seconde tout ft fail quelconque, la premiere assujettie ~t la condition unique 

que ses racines de. KILLISG se comportent comme des racines simples et que le rapport 
de deux quelconques d'entre elles soit commensurable; alors il y aura toujours dans le 

groupe une transformation permutable ~. e G e t  ayant m~mes racines de KILLING que 

e r ' ;  et en effet une des puissances de e G est une transformation sp6ciale ou quasi 

sp~ciale. 

$7. 
Discuss ion  des  d q u a t i o n s  diffdrent ie l les .  

Dans le w pr6c6dent, nous avons &udi6 la fa~on dont se comportent les foncfions 

v dans le voisinage d'une transformation singulihre~ au moins dans le cas off routes les 

racines de KILLING se comportent comme des radnes simples; pour cela nous nous 

sommes servis des 4quations finies du groupe; il conviendrait de reprendre cette 6rude 

en se servant des 6quations diff~renfietles. Nous nous rappelons quelle est la forme 

de ces 4quations; si T &ant infinit4simal on a: 

e V e T ~ ev+dv 

d% 
on peut exprimer ~ en fonction des v et on trouve: 

d r ,  i 
(0 = .4, + y 8 , ( ,  _ 

Les A et les B sont des fonctions alg&riques des v; de plus % e.st l'une des 
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racines de KILLISrG et m est un entier positif qui sera ~gal Jt I, si, comme nous le sup- 
posons, routes les racines de KrLLnqO se comportent comme des racines simpies. 

Les seconds membres ne peuvent devenir infinis que s i %  est un multiple de 2i t , .  

Donc, une transformation ne peut devenir singulikre que si une des racines de KILLING 

est multiple de 2iw.  Ainsi, pour une rotation de 18o ~ les trois racines de KILLING sont 

- -  ir: ,  O, i ~ ;  

la diff6rence de deux entre elles est 2i,-v (ce qui est la condition que nous avions 

envisag6e jusqu'ici), mais aucune d'elles n'est multiple de 2 i % et c'est pour cette raison 

qu'elle n'est pas effectivement singu[i~re. 
Soit ~ une fonction alg6brique quelconque des v; on aura 6videmment 

d~ A' B' i ( 2 )  6--7 - + 5 -  _ 

off 

~ d~ d~ 

sont des fonctiens alg~briques des v. De plus, s i p  et ses d&ivfies restent finies, les 

seconds membres ne pourront devenir infinis que pour e -~h = I. 
Si cette condition est remplie, ou pros de i'~tre, on se trouve dans le voisinage 

d'une transformation singuli~re ou quasi-singuli~re. Supposons doric que 1 - - e  -~' soit 

une quantit~ tr~s petite de l'ordre de ~ et qu'iI en soit de m~me de t~; on aura alors 

sensibtement (m ~tant ~gal ~t 1): 

d 9 = B' tk 
I -- 8 -~% ' 

de sorte que d<p'sera fini, ~t moins que B' ne soit nul. 
Les deux transformations ?" et e ~'+ev diff~reront donc d'une quantitfi finie. 
Cela tient k ce qu'elles sont infiniment voisines de deux transformations singuli~res 

e uo et eU'; mais ces deux transformations doivent avoir mgme adjointe. 

Si donc q~ est un des coefficients de l'adjointe, ou une fonction bien d~termin~e 

des coefficients de l'adjointe, d 9 devra ~tre infiniment petit, c'est-s que B' devra 

~tre nul. 
Supposons par exemple que co soit une des racines de l'~quation de KILUXG. 

Si l'adjointe subit une variation infiniment petite, les racines de son &quation en 

S, qui sont e ~', subiront des variations infiniment petites et ii sera donc de m~me de 

co. Si donc on prend 9 ~--- % on devra avoir B' = o. On a donc: 

d~o B d ~  dto 
(3) a 'Tg~__+ " d r =  + " ' "  + B r d v  = ~  

Cette relation n'est ainsi fitablie que pour % - - 2 k i w ;  mais comme les B e t  o~ 

sont des fonctions homog6nes des v, die devra subsister pour toutes les valeurs de %.  

Pour &udier cette relation cherchons ~t nous rendre compte de ce que c'est que les 
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B, .  On a, par la formule (2) (Palerme, page 33~; voir aussi plus haut) :  

I 1 "  ~ t iP q 

2 "lr; ~/'--~I I S (~)  " 

Si nous envisageons une racine simple % de l'6quation de K*LLISG F ( ~ ) = o ,  cette 
racine nous donnera dans le second membre un terme: 

t i Pq ( % )  
~h Z 

S i c e  terme &ait le seul qui devienne infini quand e - ~  I s'annule, les quantit& 
B~ seraient simplement proportionnelles ~ P q ( % )  et nous pourrions &fire:  

. . da~ p ~ d m  

(4) P , i ( % ) 7 - v  @ " '"  -1- , i (  b)-)-v% =- o. 

Mais il pent arriver que d'autres racines de KILLISG deviennent multiples de 2 i ~  
toutes les lois que % est lui-m&me mukiple de 2 i% par exemple s'il y a une racine 
qui est toujours multiple de %,  et par exemple 6gale ~ - - % .  

Si nous avons deux racines 6gales et de signe contraire % e t -  % ,  nous avons 
envisager les deux termes: 

t iP, i ( % )  % tiP, i ( - -  % )  
Y F' Y I - -  e -~b ~i - -  e ~ - -  F'  ( - -  % )  ' 

d'o6 : 
FPq(%) Pq(-- %)] 

B, = L u-T2j) + F' ( -  Tj,,)_j" 
On pourrait alors se demander si la relation (4) va subsister; pour s'en rendre 

compte, il faut examiner ce que repr6sentent les quantit& Pc/(%);  si les racines de 
KU.LING se comportent comme des racines simples, il existe r op&ateurs (dits conjugu& 
du t ~' ordre) 

U(~I = Z u } x ,  (b = I, z, . . .  , r), 
teIs qne 

(V  UIh0 - -  % U Ihl 
o u  

Si nous formons le d&erminant ~ des r = coefficients u~, ce d&erminant ne sera 
pas nul et nous envisagerons les mineurs 

Nous pourrons m4me, sans restreindre la g6n4ralit6, supposer • --- I, puisque les 
coefficients u ne sont d&ermin6s que par leurs rapports. 

Cela pos6, cherchons ~t d&erminer deux op6rateurs Y et Z satisfaisant ~ l'identit4 

(6) (VY) = ~ Y +  Z, 
ce qui peut encore s'&rire: 

(7) y , F ( ~ )  - -  Z P,i~(i . 



N O U V E L L E S  REMARQ.UEg SUR LES G R O U P E S  C O N T I N U S .  zo5 

Supposons que l'on ait 

g = ~ U C~' + ~ w,  ~ = % + ~, Z = ~Z', 

&ant un coefficient constant tr~s petit; nous aurons sensiblement, en supposant % 

racine simple : 

On voit ainsi que ), doit ~tre une s linG'fire des ~:i: 

~=Y~;~ 
et il vient (en faisant tendre.~ vers z6ro): 

P, i (%)  = F' (%)X i u~,. 

I1 reste A d&erminer ),; pour cela nous avons la relation 

(,u,.) ( v ~ )  = % w + x u (~, + z', 

qui se diduit de l'identit6 (6) en n6gligeant les puissances sup&ieures de ~. 
Supposons que mus les ;(: soient nuls sauf a~}, et que Z'j = I ;  de sorte que 

Z ' = X j ,  X - - ' X . .  
Soit ensuite : 

Remarquons que la r6solution des 6quations lin~aires 

U I~) = ,3- .~ X,  
v a n o u s  donner: 

X, = Y . ~  U% 
de sorte que 

z'  = x .  = Z q u 'k'. 

Si donc nous remplaqons dans (6 bls) PF et Z '  par leurs valeurs, ii vient: 

Y__ ~.~ a'~' = ~,~ Y ~ w ,  + ~ a ~' + Z s u% 

ou, en 6galant le coefficient de U(h~ 

o = ~.] + "r ~ 
d'ofl : 1 ' 

et 
B~ = - -  % (~-~ u h - -  ~:h'u~'5 

' i  j i ./) 

l'indice b' &ant ceiui qui correspond ~ la racine - - % .  Notre rel'ation (3) (qui doit 
avoir Iieu quelque soit j )  devient alors: 

__ ~.,,,.~j Z ,~ do, d ~ 
, - d T  + ~' ~ j L_ ~:,/X-.~', dv,  = o , .  

Mais les coefficients ~:~: ne sont pas proportionnels aux coefficients ~)'; sans quoi 
le d6mrminant. • serait nul. On aura donc s@ar6ment 

y u~ do, d~o 
- -  dvi = y u~' dr,  = o, 

R~d.  Cite, .~rat*~. ,l)a~,mo, t. XXV ( I  ~ sere. 19o8 ), - - S t a m p a t o  il 2J n o w m b r e  I9o 7. 14 
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c'est-s que la relation (4) sera vraie sfpar6ment pour la racine % et pour la racine 
- - % ,  puisque les P ; . (%)  sont entre eux comme les u h i e t  que les P i i ( - - % )  sont entre 

eux comme les u}'. 
I1 est ais4 de d6montrer la relation (4) dans des cas plus compliqu6s. Si par 

exemple on avait ~ la fois les racines -+- ~ et +____ 2 =, on commencerait par donner 

aux v des valeurs telles que 2 ~ soit multiple impair de 2 i x ;  alors les racines -4-0c 

n'interviendraient pas et l'on d6montrerait comme plus haut les relations ( 4 ) p o u r  

% = 2 ~ et pour % = - -  2 ~. Cela fait, on donnerait aux v des valeurs telles que 
soit multiple de 2 ir~ et on d6montrerait ensuite ais6ment ies 4quations (4) pour % = + ~ .  

On pourrait aussi faire directement la d4monstration, par un proc6d6 tout semblable 

celui qui pr6chde (B i 4tant une combinaison de quatre termes de la forme C u~ au l 

lieu de deux seulement). 
La relation (4) est donc g4n4rale; rite a lieu quelles que scent  Ies racines ra et 

% ,  que ces racines soient identiques ou distinctes (le cas de % = o  devant ~tre exdus). 

Revenons maintenant aux 4quations ( i ) ,  off nous supposons toujours m - -  I. 

Donnons aux b des valeurs qui rendent une racine multiple de 2 i x ;  g4n&alement 

d'autres racines devien&ont en m~me temps multiples de 2 ix .  Soit: 

Oa h = m h o~ 

ces racines, off m~ est un entier positif ou n~gatif et ~ la commune mesure de toutes 
ces racines, laquelle dolt ~tre elle-m~me un multiple de 2 i x ;  nous continuerons ~i d~signer 

ces racines par % , e t  nous d~signerons par % les racines qui ne deviennent pas mul- 

tiples de 2 i ~. 

Si ~ est tr~s voisin d'un multiple de 2 ix ,  les termes qui contiennent au d~nomi- 
nateur une expression de la forme I - -e  -~h seront seuls sensibles; si l'on a e~=i-lt-~, 

on aura tr~s sensiblement 
I - -  ~ -t~ = m h ~  

et les ~quations ( I )  se r~duiront sensiblement k 
h f~h 

d v i _ _  ~k  i 

d t k ~- % --'mb~ 
ou, en posant dt k = r d s  k: 

d v~ huh 
( 8 )  = - Z 

Les ~ et les u peuvent ~tre regard~s comme des fonctions aig~briques des v, de 

sorte que ces ~quations (8) nous repr&entent des ~quations diff&entielles auxquelles 

doivent satisfaire les v. QueUe est la signification de ces ~quations diff~rentielles ? 

On volt que, si ds k est un infiniment petit de l'ordre de ~, et par consequent 

dt~ un infiniment petit de Fordre de r d v sera un infiniment petit de l'ordre de ~; 

de sorte que les deux transformations e z et e z+az diff~reront d'infiniment petits de l'ordre 

de ~, tandis que leurs ad]ointes diff&eront d'infiniment petits de l'ordre de ~ [, dest-~-dire 
d'ordre supdrieur. 

Done, quand les v varieront de fa~on k satisfaire aux ~quations diff&entielles (8), 
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l'adjointe de e r ne variera pas. Si donc nous consid6rons les diff4rentes transformations 

singuiihres qui "ont m4me adjointe, les 4quations diff6rentielles (8 5 nous feront passer 
des unes aux autres d'une fagon continue. 

Prenons encore un instant pour exemple le groupe des rotations, et soit 

v - - ~ 0 ,  v = = ~ O ,  v 3 = Y O ,  

~, ~, ,( &ant les cosinus directeurs de l'axe de rotation et 2 0 l'angle de rotation; on 
aura pour les 6quations (8):  

dv i  _ ~2 y2 d %  d v  3 

ds ,  - -  ds~ - -  + Y~' ds~ - -  f~Y' 

d v  d %  d %  __ == ~= 
ds'  - -  ~Y' ds3 - -  }g '  ds3 + 

et on verra que 
v d v  + %d% + v3d % - -  o, 

d'ofl 0 ~ const. Le point repr~sentatif restera constamment sur une sph&e (dont le 
rayon devra &re multiple de i re) et aux diff&ents points de cette sphSre correspondront 
diverses transformations qui auront m~me adjointe et qui seront d'aiUeurs sp&iales. 

Appelons V~k le second membre de (8);  l'~quation (8) d~finit une transformation 
infinitSsimale S k qui change v~ en v i + d s k V~k; et d~pendant de i 'op&ateur 

I1 importe de remarquer que les op~rateurs S k ne forment pas un groupe de LIF., 
comme on pourrait le croire, mais les op&ateurs 

OSk,  

off q' est une foncfion arbitraire des v forment un groupe continu d'ordre infini. 

La condition pour qu'i! en soit ainsi, c'est que l'on ait 

(9) (S; Sk) = >-- % ,  S~, 

les Op, &ant des fonctions des v. Pour le montrer, consid~rons un op6rateur T k du 
groupe G; on obtiendra l 'op&ateur correspondant S k e n  multipliant T k par 

8 ~ g  ~ I 

et faisant tenclre ensuite les v vers des [imites telles que ~ tende vers z&o. On a alors: 

0o) ! (Tj TO = Z % L, 
t ( s s 0  = (-. T,., ~L)  = e ( ~  :~0 + ,  T,.(~ L ) - -  ~ r~(~ T,.). 

Or le crochet @ T~) est une fonction des v et si, par exemple, 

T -.- 75-), d f  
d v  i ' 

on aura 
d~ 

(~ TO = Z x, av,; 
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le crochet (e Tk) se pt4sente comme une simple fonction des v, off ne figurent pas les 
df d~riv~es ~-~. La relation ( io )  est donc bien de la forme (9) en prenant~ 

%, (s j, s k), 

Ce r~sultat ~tabli, voyons quelles en sont les consequences. Dans l'espace ~t r di- 
mensions, consid~rons un point v ,  %, . . . ,  %, tel que ~ soit multiple de 2 i x ;  je 

- 

t'appelle M o . Prenons ensuite l'~quation (8) pour chaque valeur de k, el[e d~finita une 
famille de courbes, teUes qu'il en passe une par chaque point de l'espace A r dimensions. 
Nous aurons doric r famflles de courbes 

Fz, F~, . . . ,  F, 
correspoadant aux valeurs 

k- - -  I, k = 2 ,  . . . ,  k - - - r .  

Par M o je fais passer une courbe C i de la famille F ; par chacun des points de 
C je fais passer une courbe de la famille F~; l'ensemble de ces courbes engendrera 
une surface C,,  par les divers points de cette surface C a je fais passer des courbes de 
ia/'amille F~ qui vont engendrer une vari~t~ C 3 A 2 ou 3 dimensions; et ainsi de suite, 
iusqu'~ ce qu'enfin par les divers points de la vari6t~ C~_, je fasse passer des courbes 
de ia familie F qui engendreront la vari6t~ C~ qui aura toujours moins de r dimensions. 

Comme les op~rateurs �9 S k forment un groupe, cette vari~t6 C, sera inalt~r6e par 
les transformations Sk, ce sera un invariant pour les ~quations (8);  elle repr6sente 
donc le lieu des points v ,  v, ,  . . . ,  v~ qui correspondent aux diverses transformations 
singuli~res admettant une m~me adjolnte. 

Or le d~terminant des "7~ k n'~tant pas nul, nous pouvons d6duire des ~quations (8) 
certaines relations lin6aixes entre les d v~ relations qui peuvent s'~crire: 

d v  d r ,  . . . dv~ 

U2 U2 2 ( I I )  , 2 " " " U r  = O ;  

. . ~ . �9 . . . . .  

u p uP u p [ 
I 2 " ~ " r I 

les quanfit~s 
fs U 2 

i ,  i ~  . . i , UPl 

correspondent aux l0 racines % 

0"1i,  r ~ " " " , ~ p ,  

qui deviennent simultan6ment multiples de 2 i~ .  
Le tableau ( i i )  a plus de co[onnes que de lignes, et il faut entendre que tous 

les d6terminants obtenus en supprimant un hombre convenable de colonnes dans le 
tableau ( i i )  doivent ~tre nuls ~t la lois. Cette 6quation ( I I )  d6finit le plan tangent A 
la varlet6 C~, et ce ~ plan tangent ~ est une vari6t6 plane ayant autant de dimensions 
que C,; or il en a p. 

Donc le nombre des dimensions de C est 6gal au hombre p des racines qui de- 
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viennent simultan~ment multiples de 2 i~:; et les transformations singuli&es qui admettent 
cette rhyme adjointe sont au nombre de o J .  Si une seule racine devient multiple de 
2 iT, la vari&~ C se r~duit / t une  simple courbe. 

Au sous-groupe I" du ~ pr&~dent correspond dam l'espace ~t r dimensions une 
vari&~ plane passant par i'origine et qui dolt contenir ia vari&~ C,. 

jusqu'ici nous avons suppos~ que ies v n'&aient assujettis qu'~t une seule condition; 
de telle i'a~on que, seules deviennent multiples de 2 i t ,  diverses racines dont ie rapport 
est constant et commensurable, /t savoir cel]es qui sont +gaies ~. une certaine fonction 

des v, que nous avons appel& ~, mulfipli& par l'entier m h . 
Consid~rons maintenant les racines qui sont de la forme: 

= + ,4 

a et ~ sont deux foncfions d&ermin&s des v;  m~, et n~ ind~pendantes l'une de l'autre 
sont des entiers; nous appellerons ta x les racines qui ne sont pas de cette forme. Si 
nous donnons aux v des valeurs telles que ~ et ~ soient multiples de 2 i~ ,  il en sera 
de m~me de toutes les racines ~as et nous obtiendrons une nouvelle cat~gorie de trans- 
formations singuli~res. Soit 

e ~ =  z + ~, e ~ =  ~ + ~; 

r et ~ &ant trbs pefits, les ~quations O )  se r~duiront sensiblement ~: 

_ _  

ou bien 
d v l X-" c~ b "~s~ d v l 

d t ,  - -  ~ / - ' m ~  -~- nh[  dsh 
avec 

ds b 

On aurait ainsi d6fini l'op~rateur 

S~ = ~-u ~, d f  
dv~ 

qui correspondrait .~ une transformation infinit~sima/e changeant v~ en v~ + u~ds~. 
Ici encore les op~rateurs S b ne forment pas un groupe, mais les op&ateurs ~ S ~ , o f l  
q, est une fonction arbitraire des v, forment un groupe continu d'ordre infini; nous 

trouvons en effet, en r~solvant les ~quations ( I )  par rapport aux u s~ et aux u~: 

dv~ 
---- 0 - -  Y__ d r , '  

les A ~  &ant des fonctions des v d~pendant des indices k et h, mais ind~pendantes de 
l'indice i, ou bien encore: 

S, = (z - -  e - '~)  )-- v/,., T h . 

En se servant de cette formule [par un raisonnement analogue ~ celui qui pr&~de 
et off interveriaient les ~quafions (9) et (xo)], on &ablirait que les O S~ forment un 
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groupe et on en conclurait que les ~quations analogues aux 6quafions (I I) :  

(i,bl,) I dr, dr2 . . .  dvr I 
h ~ ~h  ~ O1 

Id, U 2 r 

oCl h prend p valeurs distinctes s'il y a p racines qui deviennent multiples de 2 i o, o2 
par consequent le premier membre est un tableau ~ r colonnes et p + I lignes, on 
en conclurait, dis-je, que ces ~quations d~finissent une vari~t~ qui n'est autre que C, et 
qui a pr~cis~ment p dimensions. Ce seraient donc les m~mes r~suitats que dans le cas 
simple examin~ d'abord. 

Consid6rons par exemple le groupe lin~aire s ~ deux variables: 

[ ax--~by--~c a'x-+-b'y-{-c' ] 
x , y ;  a " x + b " y + c " '  a " x - J - b " y + c "  " 

I1 est d'ordre 8. Si % ~, y sont les trois racines de l'+quation: 

l 
a - - S  b c 

a' b" - -  S c' ~ o~ 
a" b" c" --  S 

les 8 racines de KIt.LING sont: 

o, o, ~ - - ~ ,  ~ - - ~ ' ,  t~ - -~ ,  {~--u  " r  T--{~- 

Si l'on a: 

(je veux dire par lk que 0c est ~gal ~l {~ plus un multiple de 2 i~) ,  on aura: 

et on aura une premiere s de transformations singuliares, la vari&~ C, &ant 
2 dimensions. Si l'on a 

routes les racines non nulles sont multiples de 2 i ~  et on a une 2 a~ s de trans- 
formations singuli~res, d'ailleurs sp~ciales, pour lesquelles la vari~t+ C~ est k 6 dimen- 

sions. 

Cas  des  r a c i n e s  mul t ip les .  

Dans les deux ~ pr&~dents, nous avons toujours suppos~ que les racines de KILLING 
se comportaient comme des racines simples; qu'y aurait-il i changer s'il n'en ~tait pas 
ainsi ? L'adjoime Ao ne pourrait plus en g~n~ral 6tre ramen6e par un choix convenable 
des variables ~ la s du tableau ( I )  du w 6. Elle peut toutefois ~tre ramen~e 
une autre forme canonique. 

Consid~rons le groupe des substitutions lin~aires permutables ~ Ao. 
Le groupe commun i c e  groupe et au groupe adjoint, s'appellera r~; de sorte 

que les substitutions de r~, s partie du groupe adjoint et seront permutables i Ao 
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(qui est par d4finition l'adjointe de e r176 e V" . . . ) ,  mais pourront ne pas l'&re aux 
t 

adjointes de e ~v~ e ~V~ . . .  Le groupe param&rique G &ant isomorphe '4 son groupe 
adjoint, au sous-groupe r~ du groupe adjoint correspondra dans le groupe G u n  sous- 

groupe que j'appelle r. 
p 

I1 est clair alors que e ~r'o, e ~u" , . . .  feront partie de F, de sorte que ce sous-groupe 

joue bien le  m~me r61e que le groupe du m~me nom dans le ~ 6. 

Soit alors e ~T une transformation infinit~simale quelconque du groupe G; posons 

8V ~ ego gU ; 

e r aura une adjointe A tr~s peu diff~rente de Ao; quand U tendra vers z~ro, V tendra 

vers un certain op~rateur V'o, et A vers Ao, de sorte que la transformation limite e g" 
aura pour adjointe A o. 

Quand on connalt la fa~on dont U tend vers z~ro, les op~rateurs conjugu~s de 

Y'o se trouvent enti6rement d&ermin~s, et il en est de m6me de V" lui-m~me: Cela se 
verrait par une analyse toute pareille '4 ce!le du ~ 6. Si en particulier e U fait partie de 

F, le r~sultat s'6nonce:tr~s simplement; les op~rateurs conjugu~s de V, et ~i la limite 

ceux de V'o, sont les m~mes que ceux de U. En effet, sie U fait pattie de F, son adjointe 

B est permutable '4 Ao; je dis .4 Ao et non '4 l'adiointe de e ~V~ 
Cela veut (tire que les deux substitutions [in,aires Ao et B (.4 r variables) admettent 

des s~ries rgguli~res communes comprenant ensemble r combinaisons lin~aires (ind@en- 

dantes entre elles) des variables. Et cela au moins d'une manihre (Cfr. ~ I in fine). 
Ces s~ries apparfiendront ~galement ~t teur r~sultante 

A =- A o B .  

Elles nous donneront donc les op~rateurs conjugu~s de e ~ qui seront les m~mes 
que ceux de eCr. 

Nous ne restreignons pas la g~nfiralit+ en supposant que e v fair pattie de F; je 
V p veux dire que s i e  o est la limite de 

gV o gaU 

pour a - -  o, e u ne faisant pas pattie de F, nous pourrons trouver une substitution e U' 

faisant parfie de r et telle que ego soit bgalement la limite de 

e V~ e au' (~ ~ o). 

I1 suffit en effet de prendre U ' =  F"o; car 

eVo eavo ~ e(a+OYo 

puisque ces deux transformations ont m~me adiointe et ne sont pas singuli~res; et 
pour ~ ~_ o il reste: 

lira e~'oe~'o __ v' g o .  

Supposons maintenant 
ev; - -  lim eVoe~U; 

e u ne faisant pas forc~ment partie de r ,  raisons varier U d'une mani~re continue et 
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de fa~on .4 le fake revenir finalement k sa valeur initiale; dans quelles conditions [es 
t ~ o" diff~rentes d&erminations de V' o pourront-elles s &han~,er ? Les coefficients de l'adjointe 

de e~'oe ~u sont des fonctions uniformes des u, ils devront donc revenir 4̀ leurs va[eurs 

initiales; il en est donc de m6me de l'ensemble des op~rateurs conjuguLs de Vo; ces 

op~rateurs conjugu~s peuvent seulement s '&hanger entre eux; les racines de KILLING 
d'autre part n 'ont  pas vari6, car riles sont rest&s ~gales aux logarithmes des racines de 

l'fiquation en S de l'adjointe A o . 

Soient alors e ~o et e B, les valeurs initiaie et finale de e / ;  les racines de KILLING 

de B o seront alors % ,  % ,  ..., cor correspondant aux op&ateurs conjugufis ) , ,  ;%, ..., ),r 

les racines de KILLING de B seront encore co,  % ,  . . . ,  % ,  correspondant aux op& 

rateurs conjugu& ~,., ~,.=, . . . ,  8-, qui ne seront autre chose que les op&ateurs 3, ,  

),=, . . . ,  ;%, dans un autre ordre. 

L'ensembie des op~rateurs conjugu& &ant les m~mes pour e so et pour e & , ces 

deux transformations sont permutables et si nous consid6rons la transformation 

ehBo+(~- -h )B t  , 

oth b est un nombre arbitraire, cette transformation qui fair d'ailleurs partie de r a 

m~mes opfirateurs conjugu+s que e Boet que eB'; quand nous ferons croltre h depuis o 

jusqu'`4 I, !es 6p~rateurs conjugu~s ne changeront pas, et les racines de KILLING varie- 

font  d'une mani~re continue; la transformation se r~duit pour b = o, 4̀ e B' et die 

admet par cons&tuent les racines % ,  % ,  . . .  , % correspondant aux op~rateurs ~. ,  

~,., ..., ~,.; pour h = I ~  elle se r~duit ke  R~ les op&ateurs sont rest~s bq, ~-~, -.., ~-,, 
r t et les racines sont &venues co, % ,  . . . ,  ~,;. Comme nous sommes revenus 4̀ [a 

transformation initiale, les racines ~o' ne sont autre chose que les racines o~ dans un 

autre or&e,  de m~me que les ~. ne sont autre chose que les ~. dans un autre ordre;  

la correspon~tance entre les racines et les op&ateurs doit &re r~tablie, de sorte que 

c'est la m~me permutation qui fait passer des o~ aux co', et des ;~ aux ~. 

Ainsi donc, nous sommes partis de e Bo et nous sommes alt& k e B, en faisant 

V' eVo e~u e o---- 

et fais .ant varlet U d'une mani~re continue comme nous l 'avons dit; puis nous som- 

mes revenus de e B, 4̀ e Bo en prenant 

ehBo+( , - -h )B~  . 

Notre transformation n'a jamais cessg de faire partie de r etnos racines de KILLING 

se sont permut&s. 
A tout &hange entre deux d&erminations de F'o, correspond donc un &hange 

entre deux racines de l'~quation de. KILmN~ relative au sous-groupe r .  Je veux dire 

t'~quation obtenue en ~galant :i z&o le d&erminant caract&istique relatis ~ ce sous- 

groupe;  cette 6quadon est de de~6 r et 1"1 ne faut pas Ia confondre avec F6quation de 

KILLIlVO du sous-group% obtenue en 6galant i z6ro le d&erminant caract&istique du 

sous-groupe, et dont le degr6 est ~gal 4̀ Fordre du sous-groupe. Pour ces distinctions 

vo~ CAa~TAS, Th&se inaugurale~ page 28. 
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R&iproquement, si deux racines de cette ~quation s'4changent, deux des d&ermi- 

nations de V'o s'&hangeront, sauf une restriction sur laquelle nous reviendrons. 
Reprenons l'~quation 

eYo ~ -  ego  e a U  

et supposons maintenant que e c" fasse partie de r ;  alors les op6rateurs conjugufis de 

U sont les m~mes que ceux de V~. Si deux racines de U s'&hangent, les op~rateurs 
conjugu~s correspondants de U s'&hangent ~galement, de sorte que deux op~rateurs 

de V' o s'echangent. 

Si les deux op~rateurs de V o qui s'&hangent ainsi correspondent ,~ deux racines 
de KILLINO de V' o (ou ce qui revient au m6me de /1o) qui n e  sont pas ~gales, deux 

d&erminations diff&entes de V~ se seront &bangles. I1 est clair d'ailleurs que s ices  

deux racines ne sont pas  ~gales, leur difference dolt &re multiple de 2i ~, puisque ces 
V r 

deux d&erminations diff~rentes de e o doivent avoir m~me adjointe. 

Soit F(~., v ,  v , ,  . . . ,  v )  le I ~' membre de l'~quation de KrLU~G. Le sous 

groupe P e s t  caract~ris~'par un certain nombre de relations lin~aires entre les v;  ~. 

l'aide de ces relations, on peut exprimer les v en fonctions de m d'entre eux, par. 
exemple de v, ,  v ,  . . . ,  % ,  m &ant l'ordre du sous-groupe P. 

On aura par exemple: 

les ~ &ant des fonctions lin~aires de v ,  v ,  . . . ,  v .  Nous obtiendrons ainsi l'~quation 

v , v , . . . ,  v , % + , ,  . . . ,  

qui est I'gquation de KILLING relative au sous-groupe C et dont le i ~' membre est 

homog~ne de degr~ r par rapport k 

~1 V l , V l  ~ �9 " �9 ~ Vm " 

Si le I ~ membre se d&ompose en facteurs lin~aires, il est impossible que deux de 

ses racines s'~changent entre elles; et par consequent que deux d&erminations de e / 
s'~changent. La transformation e go est seulement quasi-singulikre. 

Supposons au contraire que le I ~ membre ne se d&ompose pas en facteurs lin~aires 

et soit 
v ,  v , , . . . ,  v )  

un facteur irr~ductible non lin~aire, homog~ne d'ordre q par rapport k ~ et aux v. 

I1 est certain alors que les racines de q ~ - - o  sont susceptibles de s'&hanger entre 
elles. 

Alors plusieurs d&erminations de V' o s'&hangeront entre elles et e go sera effective- 
ment singuli~re ~ moins que les racines qui s'&hangent ainsi entre elles ne correspon- 

dent ,~ des racines ~gales de V" (ou "ce qui revient au m~me de Vo). Soient alors 

V t  _ _ .  V o o 
r :~ Vz ~" V z  ~ :~ V m  - ' - "  v ~  " ~ " ~1 

les valeurs des v qui correspondent k Vo; alors e vo sera effectivement singuli6re :t 

R ~ d .  Cite. Malem. Palermo, t .  X X V  (~o  s ~m.  ~ 9 o 8 ) . -  S t a m p a t o  il ~ n o v e m b r e  t9o7.  H 
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moins que 
o v o  . . . v o  r v,, 2, , ~) 

ne soit une puissance p' parfaite. 

Si O@, v ~ ne se r~duit pas ~t une puissance pe parfaite, eVo admet piusieurs d6- 

terminations susceptibies de S'~changer, d'ofi il suit que le groupe G contient certaine- 

ment des transformations sp6ciales. Ces considerations s'appliquent ~galement au cas du 

6 et nous font comprendre les relations entre les 6quations en ~ de ce paragraphe 

et les facteurs de l'6quation de KILLING rdative au groupe F. 

Reprenons F~quation 
e / - -  lira e yo e ~: ; 

nous voyons que e = u  et e ~v~ sont permutables. Donc, parmi les transformations singu- 

li~res qui ont pour adjointe Ao, il en existe toujours une qui est permutable ~ une 

substitution donn~e e u (d'ailleurs quelc0nque) du sous-groupe F; et si un groupe G 

contient des transformations sp&iales, il en contient une qui est permutable .~ l'une 
quelconque de ses transformations. 

l~tudions maintenant ies transformations singuli&es en partant des ~quations diff~- 
rentielles 

O)  ~v, _ A , +  X d t~ - -  B,(I - -  e ~ )  " 

du ~ 7- Dans le cas du ~ 7, toutes les racines se comportant comme des racines 
simples, t'exposant m ~tait toujours +gal ~ I. Ici nous examinons le cas off toutes les 
racines ne se comportent pas comme des racines simples. 

Supposons par exemple que % se comporte comme une racine triple, alors l'expo- 

sant m pourra prendre les valeurs I, 2 et 3, et [es termes du 2 a membre de (I) ,  qui 

contiennen~ au d~nominateur une puissance de I - - e  -~b, pourront s%crire: 

, B ~ B 3. B, + (I ' 
I - -  .-'~ - ~-~)" + (~ - ~-~9~" 

I1 s'agit d'~tudier la forme de B~, B~ et B~. Supposons, pour fixer davantage les 

idles, que la racine % ,  tout en se comportant comme une racine triple, soit quintuple 

et que les op&ateurs conjugn~s correspondants soient au hombre de 5, ~ savoir: 2 du 
I 'r  ordre : 

u = Y , , i x , ,  ~ ,  = 7- ~o',x,; 
2 du 2 ~ ordre:  

u, = Y ~ : x , ,  w 2 =  7- ~:x , ,  

ayant respectivement pour d~rivls U et W ;  et un du 3 ~ ordre: 

u , =  Y ~ x , ,  
ayant pour d~rlv~ U~ ; il es t  ais~ de voir a[ors que les B sont de la forme suivante: 

B1 - -  ~t  u', , 

B x f6 t  t 2 t,, . . 3  , t  2 , = w , + w u, + + [~'~ w; y~ ,~,~ + ,~ w~ , 
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les %, les }~ et les gk &ant des fonctions alg4briques des v, d6pendant de l'indice k 
mais ind6pendantes de i'indice i. 

Cela pos6, reprenons l'4quation (2) du ~ 7:  

d?  _ d '  i 
27-  + ya'(  

Si ? est un des coefficients de l'adjointe et si, en particulier, c'est une des racines 

d ?  dolt rester fini quand de l%quation de KILLIX% on verrait comme au ~ 7 que d 7  

e ~h devient tr[s voisin de I e t  par cons6quent que B' dolt &tre nul. On en condut, si 

to est une racine quelconque de l%quafion de KILLINa: 

dto, Za .= vs to ,  vatow, sto , 
~ a v  i i ~ d v  i , /__ d v l  i d r ,  

Ce sont 1-4 des ~quations tout ~i fait analogues .4 l'~quation (4) du ~ 7. 
Si donc to est une racine quelconque de Kietma,  et si 

T = Z t ,  x, 
est un op6rateur conjugu~ quelconque de V (cet op&ateur peut 4tre d'ordre quelconque, 
et se rapporter -4 une racine de KiceiNa quelconque, la racine ZgrO seule except&, disfincte 
ou non de to), on aura alors: 

d~  dto dto 
(s)  t , - d g  + "" +t, =o  
et cette ~quation subsiste quand on y remplace to par un coefficient quelconque de 
l'adjointe. 

Soit alors C la vari&6 form&e par les divers points v ,  v=, . . . ,  % qui correspon- 
dent aux diverses transformations e v admettant une m4me adjointe singuli~re A o . Cette 

vari&~ satisfera, 'd'apr6s ce qui pr&~de, .4 une &quation diff&entielle 

d v  d %  . . . d %  

( 4 )  u" u ~ u 2 - -  0 i 2 " " �9 r 

�9 . . . . . . . . .  

/ ' l i p  u P 2  " " " U P r  

tout -4 fait analogue -4 l'4quation ( i i )  du S 7- Soit C, l'une des vari6t6s d6finies par 
cette 4quation diff&entielle; die peut ne pas &re idenfique k C; il peut se faire que 
le hombre des dimensions soit plus petit pour les vari6t6s C, que pour la vari&6 C; 

que par chaque point de C passe une vari&6 C r~ de telle facon que C soit engendr4e 
par une infinit6 de vari&6s C, de la m4me fa~on qu'une surface l'est par u'ne courbe 

mobile. Les p op6rateurs 

Z<x, ,  Z<x, ,  . . , ,  y < x ,  
sont les divers op6rateurs conjugu6s du I ~' ordre de V" correspondant .4 celles des racines 
de KILLINa qui deviennent simultan4ment multiples de 2 i r~. Le nombre p e s t  donc 

6ga[ au hombre de ces racines sans tenir compte de leur degr6 de multiplicit6. 
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I1 resterait ~. montrer que cette vari&fi C r a pr&is&ment p dimensions; et pour 

cela il faut d~montrer que si l'on forme les p op~rateurs: 

S, - -  u k, ~ 27 u k df  d f  
2 dv r 

les diff6rentes transformations infinit~simales 

r S k , 

off ,I~ est une fonction arbitraire des v, engendreront un groupe continu d'ordre infini. 

C'est ce que l'on verrait par un raisonnement analogue ~ celui du ~ 7. 

$ 9 ~  

Le groupe des W~. 

Nous avons trouv+ (Palerme, page 33I)quelle est la forme des opfirateurs fonda- 
mentaux du groupe param&rique. Cette forme est la suivante: 

I j ~  ~ d~ Y Pit df 
(~) x ,  ( f )  _ 2 ~ ~ - Y ~  _ (~ - e -~) i~(~) - -  d r ;  

L'int4grale dolt &re prise le long d'un contour queiconque enveloppant routes les 
racines de l'6quati0n F ( ~ . ) =  o. Ce contour peut &re d4compos6 en contours partiels, 
enveloppant chacun une des racines, ce qui me permet d'6crire: 

x , g )  = Yx , (~ ,  f) ,  
Xi (% f )  &ant la m~me int6grale prise le long d'un contour enveloppant seulement la 

racine ~ - -  o~. 
Examinons s6par6ment chacun de ces termes, et d'abord Xi(o, f ) .  Si ~ = o est 

racine d'ordre g., on peut poser F ( ~ ) - - ~ F  (~,) et d6velopper ensuite suivant les 

puissances de ~: 

~ _ _ e _ a  - -  Ao + i / ,~  + . . - ,  

P,i _Bo+B~+.... 
F, (~) 

P,i 
Nous remarquerons que .4 o, ~ / ,  . . .  sont des nombres; que ~ &ant une fonction 

rationnelle homog~ne d'ordre V - ~  i par rapport aux v e t  ~ ~, B i sera homog~ne 
d'ordre ~. - -  i -  I. On trouve d'ailleurs : 

(2) X, (o, f )  - -  ~-dd--~fv. (A o B~_, 2 7 A, B~_, 27 . . .  27 A~,  Bo). 
1 

On volt que Xi(o  , f )  est une fonction rationneUe des v. 
Un cas particulier intfressant est celui off les ? racines qui sont 6gales ~ z6ro se 
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comportent comme des racines simples. On a alors: 

B o = B  = . . .  = B ~ _ = = o ,  

X, (a, f )  - -  X ~ B~_,. 

Passons maintenant .h X i (to, f ) .  Si ~ est racine simple, on a simplement: 

to Pj,(to) d f  
(s) x , (~ ,  f )  = Y ~ _ e_~ F ' (~ )  dr" 

Si co est racine multiple, d'ordre if, nous pouvons 6crire: 
qp--~ 

(3 u~s) X, (% f )  = 5-  D 0o)Rq,  
c / ~ o  

off Rq est une fonction rationnelle des v e t  de o~ (alg~brique par cons4quent par rapport 
aux v) et off l 'on a pos6 

I d D _ ,  (,~) 
D ~ 1 7 6  - -  i - -  e - ~ '  D, 0~ - -  dto 

On remarquera que Do0o), D ( t o )  et enfin X,(% f )  tendent vers z&o pour 
r ~ - -  O O  , 

On volt en outre que X~(f) est le quotient de deux fonctions enti~res par rapport 
aux v; au contraire chacun des termes X~ (to, f )  n'est plus une fonction uniforme des 
v;  c'est une fonction rationnelle des v, de to et de la transcendante e -~. 

Maintenant X~(f) dolt satisfaire aux relations de structure 

(4) (X, X~) - -  5 -  qk, X 

et nous devons rechercher quelle est la forme du premier membre; on aura 4videmment: 

(X, Xk) - -  5-  [X, (toe' f ) '  Xk ( % '  f ) ] '  

ce que j'&rirai pour abr6ger: 

(X, Z~) = Z (X~ X~), 
la sommation devant ~tre 6tendue ~ tous l e s  couples de racines o~p, ~oq. Quelle est la 

forme de (X~X~)? On aura: 
_dx,, 

Or si l'on se reporte ~ ia formule (3 bi~) on voit que l'on aura encore: 

d.dd_~fv i ~=o Dq(oJ,)R',, 

d X ~. q=~ t r  ' =  5- G (o,,)R,, d vj q=o 
t Rq et R'q' &ant comme Rq rationnels en v e t  c%. 

Dans le cas off (o e = o, les d6riv~es de X~ sont rationndles par rapport aux v. 
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On conclut de 1.4: 
(5) cX~ X~'~ ,. , ,., - -  5-  R ~  D~, (o~e) D~ (co,), 

les R~,~ &ant rafionneis par rapport aux v, ~ ~o e et % ;  quant ~i ~ et [~ [Is varient de 
o .4 ~ et de o .4 t~', ~. ~tant l'ordre de multiplicit~ de ~o et ~' celui de % ;  la combi- 
naison ~ = ~, ~, = ~.' &ant d'ailleurs exclue. 

J'ajoute que Rq est homog~ne de degr~ q + I par rapport aux v e t  aux o,; que 
p 

par cons&quent Rq est de degr~ q-O r- I, R;' de degr~ q et R=a de degr~ ~-~-[~ + I. 
J'observe encore que les ~quations (3 bis) et (5) peuvent se mettre sous la forme suivante: 

I 
0 ' ~  = Z s, _ 

les S 6tant des fonctions rationnelles, non homogbnes cette fois, des v e t  des o~. 

L'6quation (4) peut encore s'6crire: 

(4 b') Z (Xf XI) = Z c,k, Xr 

les sommations portant sur les indices p, q, s. Elle doit devenir une identit6 quand on 
y rempiace X, p et v(XeX r  ~j par leurs vaieurs ( /~*)e t  (5 b''). Parmi les termes des seconds 
membres de (f~r) et (5 hi') nous distinguerons trois categories: 

I ~ Ceux qui ne dtpendent d'aucune transcendante; ce sont ceux que l'on obtient 
dans (3 '~') si % = o, ou dans (5 b'') si ~ o p - - %  ~--o. 

2 ~ Ceux qui ne d~pendent que d'une seule transcendante exponentielle; ce sont: 
I ~ les termes de ( / " ' )  off % ~ o ;  2 ~ les termes de (5 b~) o~1 i 'une des racines % ,  

% est nulle et l'autre diff~rente de z~ro; 3 ~ les termes de (5 b~) off le rapport des 

deux racines ~p et ~oq est one constante commensurable. 
3 0 Ceux qui d~pendent de deux transcendantes exponentieUes. On les rencontre 

top 
dans (5 ~i') quand le rapport - -  n'est pas une constante commensurable. 

to q 
Comme quelques-uns de ces termes ne sont pas susceptibles de se r~duire avec 

ceux des autres cat6gories, on est conduit ~t certaines relations que nous allons examiner. 

Pour cela, nous rtpartirons les racines ~o en groupes en r~unissant les racines dont 
le rapport est constant et commensurable. 

Soient 
k t o ,  k~'-o~, . . . ~  k~o~ 

les diverses racines d'un m~me groupe, les k 6tant des constantes commensurables et 
o~ une foncfion des v. En g6n~ral, nous supposerons que k, = I e t  que ca est e[ie- 
m~me une racine. Soit: 

r~, = Y, (%, f )  = X, (k, % ,  f )  + . . . .  + X, (k, %, f). 
Nous devons encore faire une autre distinction: les rapports k , ,  k , ,  . . . ,  k~ 

sont par hypothbse tous rdels et commensurables, mais quelques-uns d'entre eux peuvent 
~tre n6gatifs. Supposons par exemple k ( o .  Nous avons vu que, quand ~o tend vers 
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o% les expressions Dq (co) tendent vers z6ro. Consid6rons maintenant:  

D (k %), k < o, 
et raisons tendre o~ vers ~ o o .  Alors D tendra encore vers z6ro si q ~ o, mais D o 
tendra vers I. Soit alors, d'apr~s la formuie (3hi0, 

X, (k oJp, f )  - -  Y__. Dq (k o,~) Rq ; 
nous poserons : 
(6) X s (k o~p, f )  = X~ (k %,  f )  q- X',' (k c%, f )  
a v e c  

X;' (k ~%, f )  = R o . 

Si k est positif, je conserverai la formule (6), mais je poserai 

x;'(k%, j )  = o. 

On voit que dans tous l e s  cas X'[ est alg~brique, et que X'~ tend vers z6ro pour 
o~p = -  r Je poseral ensuite: 

zp, = z,(o,~, f )  = Y < ( k % ,  f),  
T~e = T~ (o~,, f )  - -  ~ X',' (k ~e' f ) '  
<, = z ,  + T,, 

(les sommadons portant sur les diverses valeurs attribuab[es au hombre k), de sorte 
que Zf tende vers z6ro pour co~ - -  - -  ~o et que T{ soit alg6brique. On  observera que 
cette d4composition peut se faire de deux mani[res. Et en effet, nous pouvons faire 
jouer le r61e de ~% i la quandt6 ~ ~ ,  ce qui revient i changer les signes de toutes 
les constantes k. On trouve alors: 

X; (k o~p, f )  - -  X~ [ ( - -  k) ( - -  %), f ]  - -  X I [ ( - -  k) ( - -  ~%), f ]  q-  X;' [ ( - -  k) ( - -  o~p), f ] ,  
X'/(k o~p, f )  + X'[ [ ( - -  k) ( - -  ~%), f ]  : Ro, 

Z, ( - -  c%, f )  = ~- X I [ ( - -  k) ( - -  ~op), f ] ,  

T, ( - -  c%, f )  = y X;' [ ( - - k ) ( - -  ~ ) ,  f ] ;  
Y~ --- Z, ( - -  o~, f )  + T, ( - -  o~p, f ) .  

Adopton.s une lois pour routes l 'une ou Fautre de ces deux d6compositions; et 
posons encore : 

Z ~ --= X, (o, f )  + ~- T~, 
d'ofl : 
(7) X , ( f )  - -  Z ~ -F ~-Z~, 

les sommations s'&endant aux divers groupes de racines, caract4ris6s par la quantit4 
o~p (qui ne diff6re des racines du groupe envisag6 que par un facteur constant) ou 
plus simplement par l'indice p. 

Envisageons le second membre de (7);  nous voyons que Z ~ est une fonction al- 
g6brique des v, et que chaque terme Z{ d6pend d'une transcendante unique e-~'p et 
tend vers z6ro pour o~ = -  ~ .  I1 est clair que X~ ne peut 6tre d6compos6 que d'une 
seule mani~re en une somme de termes safisfaisant ~i ces conditions. I1 vient ensuite: 

(8) (x, x 3  = Y ( ~  z~), 
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les indices p et q pouvant prendre sous le signe Y" toutes les valeurs possibles, y 
compris la valeur z6ro. Les divers termes du second membre de (8) peuvent ~tre ab 
g6briques (si-p ~-- q ~ o), ou d@endre d'une transcendante unique (si p = o, ou 

q - -  o, ou p - -  q), ou d@endre de deux transcendantes e - ~ ,  e-O~. Ceux qui d@en- 
dent d'une ou de deux transcendantes tendent vers z~ro, quand l'une ou l'autre de ces 
transcendantes tend vers Jr-r  Ici encore cette d6composition n'est possible que d'une 
seule mani~re. 

Si alors dans l'6quation (4) nous remplaqons (X;X~) et X par leurs valeurs (8) 
et (7), les deux membres de cette 6quation se trouvent d~compos~s en termes satisfai- 
sant aux conditions que nous venons d'6noncer. 

En faisant dans cette fiquation (9) routes les transcendantes e-o~ infinies, il vient: 

(9) (z,  ~ z~) = 5 ~,~, zT. 

La (9) nous apprend que les op~rateurs 

Z~ 
d~finissent un groupe isomorphe au groupe donn& 

/~tudions le groupe des Z ~  nous avons: 

Z~ ~  X,(o,  f )  -F  ~- T~ e. 

Xi (o  , f )  nous est donn~ par la formule (2), et nous en concluons que c'est une som- 
me de termes rationnels et homog4nes de degr6 

O, I ,  2, . . . ,  I x -  I 

par rapport aux v (~ est le degr~ de multiplicitfi de la racine o) ;  le terme de degr~ 
o subsiste seul si les diverses racines nuIles se comportent comme des racines simples. 

Quant aux T~, ce sont des sommes de termes de h forme Ro; ils sont donc alg~bri- 
ques et homog~nes de degr~ z par rapport aux v. 

Je puis ~crire ators: 
z~o= uo + u: + . . .  + u~, 

U~ ~tant homog~ne de degr~ k. 
De hi les identit~s: 

l 
(u~ u~) = o, 

0o) (u:' uD + (u', uF ' )  + . .  + (u~ '  u'o + (u,~ u~) = Y~,~, uF' (~- ,  _zx), 
( u? uD + (u', u F ' )  + + ( u,~-' u;) + (u,~ uD = o (~ - ,  > x). 

En particulier, si les racines nulles se comportent comme des racines simples (ou 
tout au plus comme des racines doubles), on a ) . - -  I, d'ofl: 

(u~ uD = o, 

0o~'9 ( u  ~ u;) + (u:  u~) = X ~ u ~ , 
(u', uD = X ~  u:;  

ce qui montre que les op~rateurs U~ d~finissent un groupe isomorphe au groupe donn~. 
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Pour aller plus loin, reprenons les relations de structure, off figurent, comme nous 
l'avons vu, ~ cdt~ de fonctions alg~briques des v, un certain nombre de transcen- 
dantes ind6pendantes e-U:. Dans ces. relations, rempla~ons chacune des transcendantes 
e-ue par ?,/e-U:; 3,~ &ant une constante quelconque, ces relations ne cesseront pas 

d'4tre satisfaites. 
Soient donc 

(4) (X, X~) ~--- Z %, X 

ces relations. Soit W~ ce que devient X~ quand on y change e-u: par ~.?e-U:. J 'observe: 
i ~ Que le crochet (/:Vi/ff~) n'est autre chose que ce que ~tevient le crochet Xi Xi 

quand on y rempiace e-O: par X:e-u:.  En effet, on a par d~finition: 

d'ofl : 

(x,x,) = _y\~< ap~ 

[OW, dW~ ( ~  w,,)= Z \ - ~  @,, 

dX; dX~ 
(XiX~) = Y~ dv~ dp~ 

dv~. dp~ 

dX~ dX~ 
dpb dv~ ' 
d W~ d W~ 
dp~ dv~ ' 

df en &rivant pour abr6ger Ph au lieu de = - - .  
d v  h 

Cela pos6, observons que X~ d@end des v de deux mani~res; d'abord alg6bri- 
quement, ensuite par l'interm6diaire des exponentielles e-U:; c'est ce que j'exprimerai 

en &rivant: 
X, = F, @,,, v~, e~O, 

F i devant &re une fonction alg~brique des p~,, des v~ et des ./:---~ e-up. On a alors: 

w: = F, (Ph, vh, ~p e-u:). 
II vient alors: 

dx, E W 6 s v ,  dv h --  3v~ 

en repr~sentant'par des c) les d~:riv6es prises en regardant les v het les J~ somme des va- 
riables ind~pendantes. On a de m4me: 

d W~ c) W~ ~ c9 W~ d % = 

ax 4 
ap, -#-,:, 

v r  do , :ow, dw, o  ,,d_wq 
c~v~ alp, --Y--':dv,,\Sl: d p ~ - - d i p  clp,,]" 

On volt que la seule diff6rence entre les deux crochets (X~ X~) et (W~ W~), c'est 
que clans le I ~ on dolt fake: J :  = e-U: et dans le 2d: f ~ -  3,~ e-u~. 

2 ~ La relation (4) a ses deux membres alg6briques par rapport aux Ph, aux v h 
et aux transcendantes J : - - e - U : .  EUe dolt dons &re une identit6 quand on y regarde 

les Ph, les v h et les f :  comme des variables ind6pendantes. 
Elle dolt dons subsister quand on y fait yp = ),:e-u~, s'est-k-dire que l'on a: 

(w ,  w~) = Y ~,,, w, .  
Rend. C&r Malcm. Palermo, t. KXV (I  o sere. I9o8 ). - - S t a m p a t o  il ~ novcmbrc tgo 7. 16 
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En d'autres termes: les opgrateurs W i engendreront un groupe isomorphe au groupe 

des Z i . 
Pour bien pr&iser le r~sultat obtenu, supposons par exemple qu'une racine o~ 3 

soil ~gale ~i la somme de deux autres o~ -~- o~. Alors les trois transcendantes 

I , = c %  
ne sont plus ind~pendantes. Si on veut les remplacer par 

les constantes )̀ ~ et )'2 peuvent &re choisies d'une mani~re quelconque; mais il n'en est 

pas de m~me de )'3, qui est assujettie k la condition: 

~'3 ~ )`,)`2" 

Le groupe des f4/'~ contient des cas particuliers remarquables. Si, par exemple, on 
suppose que toutes les constantes )` sont nulles 1 on tombe sur le groupe engendr~ par 

les Z ~ si on les suppose toutes nulles, saul )`? que ['on fail ~gal ~t :1 on tombe sur 

le groupe engendr4"par les op~rateurs Z ~ -~-Z~. 
On a vu aussi que la d~finition de Z ~ peut &re modifi6e si l 'on fait jouer le r61e 

de ca? ~t - -cop .  Si Z'z ~ est ce que devient Z ~ par suite de cette modification, le groupe 
des Z'~ ~ est encore isomorphe au groupe donn~. Mais il rentre encore comme cas 
particulier dans le groupe des W~; il suffit de faire tous l e s  )` = o, ,~ l'exception de 

)`~ que l'on suppose = oo. 
Le groupe des H/'~ contient donc comme cas particulier, non seulement le groupe 

donn~, celui des Xi, mais encore [es autres groupes que nous avons envisages suc- 
cessivement dans ce w Remarquons que l'isomorphisme du groupe des W~ ~t celui des 
X~ est en gdngral holo&trique; en effet les W~ d~pendent de certaines constantes )` que 
l'on peut faire varlet d'une mani~re continue. 

Pour ce~taines valeurs des )`, ~i savoir pour )` - -  :, l'isomorphisme est certaine- 
ment holo~drique, puisque les deux groupes sont identiques. L'isomorphisme ne pour- 
rail donc cesser d'&re holo~drique que pour certaines valeurs particuli~res des L 

On verrait de m~me que les deux groupes sont en g~n~ral semblables, au sens de 
LIE, de sorte qu'on peut passer de Fun ~t l'autre par un simple changement de variables. 

Quel est ce changement de variables ? C'est ce que nous allons voir plus loin. 
Quelques explications sont ici n&essaires; le groupe des X~, c'est-k-dire le groupe 

param&rique, est simplement transitif, de telle sorte qu'&ant donn~ deux syst~mes quel- 
conques de valeurs des variables v ~ v ~ . .  . , v ~ et v ~,, v:21 " " " 1 Vtrl il y a une 
transformation du groupe et une seule qui transforme le :~  systSme dans le second. 
Le groupe des W~, dont celui des X~ n'est qu'uu cas particulier, correspondant ~t cer- 
taines valeurs particuii~res des ;~1 devra &re encore aussi en gr simplement transitif 
et par consequent semblable k celui des :~. Appelons v'~ les variables ind~pendantes rela- 
tives au groupe des W~, pour ne pas Ies confondre avec les variables v~ relatives au 
groupe des X~ Soil v '~ �9 ~ un syst~me quelconque de valeurs des v~, que j'appellerai le 

syst~me initial. I1 y aura une transformation e r (o~l V - -  ~ .  v~ X~), et une seule, qui 
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changera ce syst~me initial v'~ ~ en un syst6me quelconque v'~. Les v'~ sont alors des 
fonctions des vaieurs initiales v'; ~ et des param~tres v~ qui d~finissent cette transformation 
e v, et c'est l~i ls relation entre les v~ et tes vl, le changement de variables qui fair passer 
du groupe des Z~ ~t celui des /g7. Pour certaines valeurs particuli}res des 3~, le groupe 
des }F; peut cesser d'etre simplement transitif et semblable .4 celui des X~; nous verrons 
plus loin que cda peut arriver en particulier pour le groupe des Z ~ . 

IO. 

A p p l i c a t i o n  a u  g r o u p e  des  r o t a t i ons .  

Prenons d'abord pour exemple le groupe des rotations et renvoyons pour les no- 
tations ~i Palerme, pages 332 et 333. Nous avons d&ign4 par 20 l'angle de rotation et 
par ~, (I, y les cosinus directeurs de l'axe de rotation; et nous avons pos4: 

g ( i )  ~ ,  = ~ 0, v2 = ~ 0, v~ = "c 0 (0 2 = ~,~ + v~ + v~), 

de telle faqon que le vecteur %, %, v 3 a pour direction celle de l'axe de rotation et 
pour longueur la moitifi de l'ang[e de rotation. Dans ces conditions nous avons formfi 
les op~rateurs Z , Z , ,  Z 3 et trou% par exemple: 

(2) z =  ,4'[0cotg0(~-~%~%~[v+~0-0cotg0)]+~[_v,+~,c(~_0cotg0)] 
/ I V  3 

Pour former les H: d'apr& le ~ precedent, il suffit de changer cotg 0 en cotg (0 nt-b), 
b fitant une constante quelconque. Je puis donc &fire l'expression de /;F ,reals il sera 
preferable de ne pas confondre [es variables qui figurent dans Z avec celles qui figu- 
rent dans /;I "r,; et pour ~viter cette confusion, j'accentuerai [es [ettres. Je poserai donc: 

p t t2 t2 v = ~ ' 0 ' ,  % - ~ ' 0 ' ,  v ' - -~"0 '3  ( ~  + % )  
et j'aurai : 

,~ d f  w =  ~f[0,v~ cotg(0, + ~ ) ( ~ - : ) +  ~ ] + ~ < E  +~'~,[i-0,cotg(0,+h)]l 
0) 

, 4 #  

-J- % l - - v ; - ~ -  ~' 7' [i - - 0 '  cotg (0'-J- b)]}. 
3 

D'apr& le ~ pr6c6dent, le groupe des Z et celui des H/" doivent &re isomorphes 
et m~me semblables, de sorte que l'on peut passer de Fun ~ l'autre par un change- 
ment de variables. II s'agit de d6terminer ce changement de variables, c'estd-dire de voir 
queiles relations il dolt y avoir entre [es v' et les v. 

Pour cela reprenons le calcul de la fin de la page 332 et du commencement de 
la page 333 (Paierme), mais en posant: 

(4) ~' = ~ (0 - -  h),  < = ~ (0 - -  b), ~' = , ~ ( 0  - h).  

Nous trouverons par exemple: 

dv  I = O'd~ + ~dO' O'd~* O' - -  sin0 or- mcos0d),  ,td), 
sin20 sin 0 



12 4 ' I t .  P O I N C A R # - - ,  

et finalement nous arriverons /t la, m~me formule d~finitive, saul que 0 sera remplac~ 
par O' quand it est en dehors des signes trigonom&riques, ou, ce qui revient au m~me, 
que les lettres y seront accentutes et cotg 0 remplac~ par cotg ( 0 ' +  b). 

Le vecteur v' v '  ' ,, ~, vj a donc m~me direction que le vecteur v ,  %,  % (ceUe de 
l'axe de rotation), mais la longueur du vecteur n'est pas la marne; la diff&ence des 
longueurs est tgale /t Ia constante b. A i n s i  se trouve difinie la relation cbercble.entre les 

7) et le$ v ' .  

Mais cette solution n'est pas unique. Soil. en effet 

,olo po ,Oto 
t '  V 2 '  ] 

un syst~me quelconque de valeurs des v' que nous appeIlerons le syst~me initial. 
Appliquons: ~t ce syst~me, une  rotation quelconque du groupe e z,  caract~ris~e par les 

valeurs 
v,  - -  ~0, % - -  ~0, v~ --- y0 

des variables v. Apr~s cette rotation, les variables v'  auront pris les valeurs 
p r ,~.jt 

Vj  ~ V ~ ,  J 
e t  n o u s  a u r o n s  : 

( ~ )  v '  v '~ v '~ v '~ v C ! = ~ ,  ~, 3). ,~---f,( , ,  , ,  , ,  , % ,  v)  
Si Yon-se donne les valeurs initiales v', ~ les relations (5) d~finissent le changement 

de variables qui, en p~sant  des variables v aux variables v', nous fait passer du groupe 
des Z~ ~ celui des W~. On voit que ce changement de variables n'est pas unique, 
puisqu'il d~pend des trois paramfitres arbkraires v~.  

La solution que nous venons d'~tudier correspond ~t un choix particulier de ces 
param&res; une rotation nulle y correspondra. ~. un vecteur de longueur b de direction 
d'ailleurs quelconque; or cette rotation nulle dolt d'ailleurs correspondre au systtme 
initial v'~~ no~re solution particulitre suppose donc: 

( < 7  + + = h'. 
La solution la plus g6n&ale s'obtiendrait de la faqon suivante. Elle dependrait de 

la constante b e t  de la rotation constante e a,  off A = a X -s r- a X, + a 3X 3. 
Construisons avec. les variables v ,  v , ,  v 3 la rotation e r ; combinons les deux rota- 

tions l'une constante e ~, l~autre variable e z et soit 

e u ~ e  ae  z ,  U ~  ~-u~X~. 
Construisons. le vecteur u ,  ua, u3, prolongeons-le d 'une longueur ~gale ~l. b, er 

nous aurons le vecteur v'  v' v "  ce qui nous. donne les v' en fonctions, des v. z '  a '  ]~ 

Voyons. maintenant ce qui se passe en ce qui concerne le groupe des Z~; pour 

le former il faut prendre ~p-- iO,  ou bien , . , p - - - - i  0; cela revient ~ remplacer cotgO 
par q - i ,  ou par ~ i. E n  effet, nous passons des groupe des Z~ ~t celui des /;V~ en 
changeant cotg~ en cotg (O --1- b) ou e. ~ en e"~"~) = "he.. ~', o~ 2, = e ' .  

Mais le groupe des Z ~ s'obtient comme nous l'avons vu qnand on fail ) . - - o  ou 
X = e~. II faut done faire b - -0% la partie imaginaire de b &ant ~gale soit ~ + 0% 
soit ~t - -  0% ce qui donne cotg (0 -at- b) = -+- i. 
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I1 y a donc deux groupes des Z ~ . Nous consid&erons l'un d'eux,, par exemple celui 

06 cotg (0 _qt_ h ) - -  n t- i. 

Prenons done les formules de la page 333 de Palerme et rempla~ons,y cotg0 par i. 

IL viendra : 

(6) av, = t.F0(~ - -  ,.2) + ,,_] + t I -  v + ~ ( ~  - - i0 ) ]  + t;[~ + ~ ( ~  - i0)]; 

les valeurs de d% et d v s'en d6dui/aient par permutation circulaire. 

On en d4duit ais6ment (en tenant compte de ~ oO - -  I ) :  

(7) dO _= ~t, + } t  n t- y t  
et 

l d= = i t ( ~  -q- y=) - -  t (y -3 r- i ~ i3) 2 r- t (i3 - -  i ~ y), 
(8) d } =  t ( y - -  i ~ )  + it ( .  ~ + , ( ~ ) - -  t (= + if~V) , 

dv = - -  t (~ + i~V) + t ; ( ~ - -  i~V) + it (~" + ~2); 

et on remarquera que les accroissements des cosinus directeurs ~, ~, y, produits par 

une transformation infinit~simale queLconque d@endent  uniquement de ces cosinus di- 

recteurs eux m6mes et: sont ind@endants de 0. 
De plus on a comme il convient: 

puisque ~" Jr" ~ + ~'~ dolt rester constant et 6gal A I.. O n  a d'ailLeurs: 

a,~= + ~ =  + ~,~ = o .  
Ce n'est pas tout., Si l'on regarde a, {~i "1" comme Les coordonn6es rectangulaires 

d'un point, on a: 

c'est&-dire que Le point ~, [~, .( est sur une sphere. Cette sphere, comine toutes les 

surfaces du 2 a degr6, poss~de deux syst~mes de g6n&atrices rectilignes. Je dis que les 
gdndratrices de l'~n des syst~mes ne sont pas altdrdes par Ies transformations du groupe. I1 
suffira de faire la v&ification pour Pune de ces g6n&atrices 

~ = I ,  ~ = i'(. 

Je vais v6rifier que si l'on a ~ - -  ~, } = i y, on aura 6galement 

d~ = o, d~ - -  id T. 
I1. vient err effet:: 

t, d :o~ ---" O~ 
(9) d~ = 2,It ' + i t  ( i .+ .C  2 ) -  t;(~ - -  y2), 

dy - -  - -  2:i~, t, + t~(.i -t- T ~) + ' i t 3 ( I - - -  72) 

et la v6rification est imm6diate. 

On volt ainsi que le groupe des Z ~ n'est pas. transitif, puisqu'il ne permet pas de 

passer d'un syst~me de vaLeurs des variables ~i un autre syst~me quelconque i mais seule- 

ment. ~t un syst6me correspondant A une m~me g6n&atrice rectiligne de La spMre. Le 

groupe des~ Z~ n'est done pas- sembLable- ~i- cdui des Zi,  et iL n 'est  pas possible de 

passer d 'un groupe A' L'autre par un simple changement de variables. 

Nous avons vu qu'il y a deux groupes ~ des Z ~ que" I'on obt ient-en prenant 
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cop---i0 ou co - - - - - i 0 ,  ou bien en prenant ;~-----o ou k = o o .  Ces deux groupes 
C Y  t �9 correspondent aux deux syst~mes de ~,~neratrtces rectilignes de la sphere. 

La derni[re des ~quations (9) montre que les transformations du groupe s e r &  

duisent i des transformations homograph iques  sur chacune des g~nlratrices rectilignes 

de la sph[re du I e' syst[me. Quels sont les points doubles de ces tran'sformations ? 

Si nous consid~rons par exemple une rotation autour de l'axe des x, c'est-l-dire 

si nous raisons t - - t  3 - - o ,  nous voyons que l'on a: 

d ~  = d ~  - - -  d y  --~ o 

pour 

c'est-A-dire que le lieu des points doubles se compose des deux g6n6ratrices rectiiignes 

du 2 a syst~me qui rencontrent l'axe de rotation. 

Remarquons qu'A v - - %  = v 3 = o ,  c'est-k-dire k une rotation nulle, correspondent 
des valeurs ind&ermin~es des v ' ,  puisque la longueur du vecteur v '  ' ' , ,  v~, v 3 est ~gale 

A h, mais sa direction ind&ermin&. Le point v'  ' ' , ,, %, v 3 est donc un point ind&er- 
min6 d'une sphere. Une transformation infinit6simale pourra alors transformer un point 
tr~s voisin d'un point de cette sph&e en un point tr~s voisin d'un autre  point de cette 

sphere et pguvant &re tr~s distant du I e~ point. Donc les d v~ deviennent infinies. 

C'est en effet ce qui arrive: Avec te groupe des Z~, nous rencontrions 0 cotg 0; 
cotg 0 devenait infini pour 0 - -  o, mais 0 cotg 0 restait fini. Avec le groupe des H/'~, 

0 cotg 0 est remplac6 par 0 cotg (0 + h),  qui devient infini pour 0 = - -  b. 

E x t e n s i o n  a u  c a s  gdn4ral .  

Je me propose maintenant d'&endre au cas g+n&al les r~sultats obtenus dans le 
w pr&+dent relativement au groupe des rotations. Consid~rons donc un groupe para- 
m&rique G quelconque, d~riv+ des r op~rateurs 

X ,  X,, . . . ,  X, 

et la substitution la plus g6n6rale e V de ce groupe. Consid6rons ~galement son groupe 

adjoint G~, et dans ce groupe l'adjointe de e r . Nous savons que cette adjointe est une 
substitution lintaire qui transforme l e s r  coefficients u de 

+ u x ,  + . . .  

dans l e s r  coefficients u' de 

u' = Y r  
off l 'on pose: 

U '  "-- e - r  U e r . 

Nous savons ~galement comment les coefficients de cette substitution lin~aire d& 

pendent des v. Ce sont des fonctions alg~briques des v e t  d'un certain nomhre de 

transcendantes ind~pendantes de la forme e-~ 
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Le nombre des coefficients de l'adjointe est r 2, et ils se trouvent exprim~s en 

fonctions de r variables ind6pendantes. I1 y a donc entre eux au moins r 2 -  r rela- 

tions. II y e n  a exactement r 2 -  r si le groupe G est de la I ~r~ cat6gorie. 

It y e n  a davantage, s'il est de la 2 d* cat~gorie, parce qu'alors le groupe adjoint 

est d'ordre inf6rieur ~. r. 

Dans le cas particulier du groupe des rotations, ces r 2 -  r relations ne sont autre 

chose que les relations bien connues qui lient les 9 cosinus directeurs de 3 directions 

rectangulaires. 

Quelle est la nature de ces r ~ - -  r relations (je me suppose ici plac6 dans le cas 

des groupes de z ~re cat~gorie mais si l 'on voulait passer ,~ celui des groupes de 2 ~ 

cat~gorie il n 'y  aurait rien k changer que le nombre des relations)? et d'abord sont- 
elles toujours alg~briques ? 

Ne voulant pas aborder la question dans route sa g~n~ralit~, je me bornerai k 

faire observer qu'il en est ainsi dans un tr~s grand nombre de cas, comme le montre 

un th~or~me de CARTON (Ioc. cit., p. Z33 ). Ce th~or~me nous apprend que pour tout 

groupe lin~aire semi-sii'nple, on peut choisir les param~tres de facon que les coefficients 

des ~quations finies du groupe soient des fonctions rationnelies de ces param~tres. Les 

relations entre ces coefficients sont donc alg~briques. 

Si ces r 2 ~  r relations sont alg~briques, elles ne cesseront pas d'etre satisfaites si 

dans l'expression des coefficients de l'adjointe en fonctions des v, expression off figurent 

d'une part des fonctions alg~briques des v et d'autre part des exponentielles r on 

consid~re ces exponentieiles comme des variables ind~pendantes. Elles ne cesseront donc 

pas de l'~tre si on y remplace e -~ par ),e -~', les ), 6rant des constantes arbitraires. 

Soient alors 
C~z ~ ~2 1 " " " ~ ~r  2 

les coefficients d~ l'adjointe, et ~crivons 

q~ ~tant une fonction alg~brique des v e t  des exponentielles r 

Si nous regardons les a~ comme donn~s, ces ~quations (z )  nous donneront les v, 

et elles seront compatibles, pourvu que les valeurs des a~ satisfassent aux r 2 - - r  rela- 

tions alg~briques pr~cit~es. 

Posons maintenant 

Les )~ sont des constantes quelconques, choisies une lois pour routes; les v' sont 

des variables nouvelles, les 0~' sont form,s avec les v' comme les co l'~taient avec les v. 

Ces gquations (2) sont compat@les, car les relations alg~briques entre les a~ obtenues 

en ~liminant les v' entre les ~quations (2) sont les m~mes que ceiles que l'on avail 

obtenues en ~liminant les v entre les ~quations ( I ) ,  ou bien encore en regardant les 

v e t  les e -~ comme des variables ind~pendantes et ~liminant ~. la lois routes ces va- 

riables ind~pendantes entre les ~quations (T). 

Nous pouvons donc ~crire: 

(3) ~, (v, ~ -D = ~ (v',  X ~-~'), 
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r qui d~Knit les relations entre les anciennes variables v e t  les nouvelles variables v'. 
Consid~rons maintenant une autre transformation du groupe param&rique: 

e1~e ~xk - -  e r (~ ~tant tr~s pel~it), 

Nous aurons, comme nous le savons: 

(4) dr,  = zOi(v , e-~), 

les 0~ ~tant des fonctions algfibriques des v et des exponentielles e -~ Ce sont 1,-t les 
~quations diff&entielles du groupe param&rique engendr~ par les X~. 

Pour  obtenir ces ~quations (4) nous aurions pu op&er de la fa~on suivante: 
Les deux transformations 

gV, gV+dV 

ont respectivement pour adjointes les substitutions lin6aires A' et A "  qui changent U en 

U' "-- e -r  UeV~ U" ~- e -~'xk e -v  UeV g xl "-- e -~xk U' gx~. 

Soient: a= l'un des coefficients de l'adjointe A';  a~, _qt_ dao, le coefficient correspon 
dant de l'adjointe ~/ ' t  On aura: 

a~ = ,%(v, e -~)  
et 

d %  _~,d~0 . 

puisque % d~pend des diverses variables %, d'une part directement et d'autre part par 
l'intermfidiaire des diverses exponentielles e -~'. 

D'autre part, on passe de U' ~t U" par une substitution lin~aire infinit~simale, celle 
qui change U' en 

g--~Xk U v geXk. 

Cela veut dire que d a~, est une fonction lin6aire ft. coe~cients constants -des %,  
ce que j'~crirai: 

.45= y 
g 

C d a  nous conduit aux relations: 

d %  d %  _~ d o  , (s) Za-gv, a v ' -  

De ces relations, on pourrait tirer les d vl et on devrait retrouver les ~quations (4). 

Changeons de variables en passant aux variables v'. Observons pour cela que la 

d&riv~e totale de %(v ,  e - r )  par rapport ~ v~ est:  

d %  ~- d ~  e_ ~ d~  
d% d% 

et de m~me que la d6riv6e totale de %(v ' ,  ~.e -~'') par rapport k v'~ est: 

d% ~_. d%..,~.e-~,'doa' 
dv  I dXe -~  dye" 
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En diff6rentiant les 6quations (3) nous trouverons donc: 

~ d g ~ d v i _ _  Z dga _~ do~ ~ , ~ ~ dg~ , -~'doJ' , -~-av,=Z__~v,-2_2_a-7-2c~,~,~ -d g< a v , (6) k a g ,  X ~  ~ ~ ,  

Et alors, en tenant compte des 6quations (3) et (6), les 8quations (5) deviennent : 

- 

(7) , y c ~ ( ~ ' ,  xe -~') = Z a< - y ~e ~<. a<.  

Si nous comparons les &quations (5) et (7), nous voyons que les 2 membres de 
(5) sont alg~briques par rapport aux v e t  aux exponenfielles e -~ . Pour passer de (5) 

(7) il suffit de changer d v; en d v'~, v, en dehors des signes exponentiels en v'i, et 

g-o en  ),e - ~ ' '  

La r~solution des ~quations (5) nous ayant donn6: 

(4) d v, = ,  O, 0',  e-~), 

celle des 6quations (7) nous donnera donc: 

(s) a < = ~ o, 0/ ,  x ~-~'). 
On reconnait les ~quations diff&entielles du groupe des /g]7 dfifini au ~ 9- 
Ainsi, au .moins dans ies cas tr~s g6n{raux o~ le th~or&me cit~ de CART.aS s'ap- 

plique, on obt{endra ce groupe des Hz~ par le changement de variabIes (3)- 
C'est I~t la g~n&alisation du r6sultat obtenu au ~ pr&~dent. 

Paris, 3 octobre x9o 7. 

H. POINCAR~. 

Rend. Cir~. Matem. PMermo, t. X X V  (x ~ sere .  xpoS). ~ St~mp~tto il 2 5 nCverabre 19o 7, x7 


