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SUR LA REDUCTION DES INTEGRALES ABELIENNES
ET LES FONCTIONS FUCHSIENNES.

Par M. H. Poincaré (Paris).

Adunanza del 13 dicembre 1go8.

§ 1.
Généralités sur la réduction.

Il est & peine nécessaire de rappeler ici les principes de la théorie de la réduction
des intégrales abéliennes. Considérons une courbe algébrique C de genre p admettant
p intégrales de 1% espéce 2p fois périodiques. Dans certains cas, il arrive que les pé-
riodes de ¢ de ces intégrales (g <C p) ne sont que des combinaisons linéaires 4 coefh-
cients entiers de 2¢ périodes seulement. On dit alors que les intégrales abéliennes re-
latives 3 cette courbe sont susceptibles de réduction.

Soient
Uy Uy ooy U

b
¢, C,...,C

2
2p cycles distincts tracés sur la surface de RiemaNN correspondant i notre courbe.
Quand on décrira le cycle C,, lintégrale u, augmentera d’une constante «,, de sorte

que chacune de nos p intégrales admettra 2 p périodes

ces p intégrales. Soient

iy gy meey %

Il y a réduction si on a
(1) “ik:ijijij G=1,2,..., ¢ k=1,2,...,2p;]=1, 2, ..., 29),
les m,; &tant 4pq nombres entiers et les P;; étant 44" constantes quelconques. L'un
des cas les plus intéressants est celui oti ¢ = 1, C’est-d-dire ol I'une des intégrales u,
u, , par exemple, est réductible aux intégrales elliptiques. Les relations (1) se réduisent
alors 4

bis —
(I l) %y = My, Bn + My, sz'
Soient alors x et y les coordonnées d’un point quelconque M de la courbe C. Soient
x" et y' deux fonctions doublement périodiques de », admettant pour périodes §,, et £, .
Si nous regardons x’ et y’ comme les coordonnées d’un point M’, ce point M’ va
décrire une courbe algébrique C’ de genre.1. A chaque point de la courbe C’ corres-

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXVII (1© sem. 1909). — Stampato il 7 gennajo 1909. 36



282 H. POINCARE.

pond une valeur de u,_ intérieure au parallélogramme des périodes et une seule, et in-
versement. Or 4 chaque point M de C correspond une valeur de #, déterminée & une
période prés et une seule, et par conséquent un seul point M’, d’ot il suit que x' et
9’ sont des fonctions rationnelles de x et y; au contraire x et y ne sont pas des fonctions
rationnelles de x’ et y" sans quoi les deux courbes C et C’ seraient de méme genre.
Les deux courbes C et C' sont donc liées par une transformation unirationnelle.

Réciproquement, envisageons deux courbes C et C’ de genre p et 1 et telle que
Pon passe de la 1% 4 la 2% par une transformation unirationnelle. Je dis qu’une des
intégrales de C est réductible aux intégrales elliptiques; en effet, la courbe C' étant de
genre 1 admet une intégrale elliptique de 1w espéce

U, =/.R(x'a ydax',
R ¢étant rationnel en x* et y'. Or x’ et y’ sont eux-mémes, par hypothese, des fonctions
rationnelles de x et y, de sorte que

u, :fR‘(x, y)dx,
R, ttant rationnelle en x et y. Donc #, est I'une des intégrales abéliennes de 1% espéce
de C; et u, n’a que deux périodes distinctes. C. Q. F. D.
Cette derniére proposition peut s’étendre au cas de 4 > 1. Supposons deux courbes
C et C' de genre p et ¢ (g <p) et telles que I'on puisse passer de C 4 C’ par une
transformation unirationnelle. La courbe C’ étant de genre g admettra ¢ intégrales abé-
liennes de 1% espéce

u, = /R(x’, y')dx' (=1,2,...,9

qui auront 2¢ périodes distinctes. Comme x' et y’ sont rationnels en x et y, nous
pourrons écrire

ui:fR,(x, y)d x,

de sorte que les ¢ intégrales #_qui ont 24 périodes distinctes seront des intégrales abé-
liennes de 1%° espece de C. Les intégrales de C sont donc susceptibles de réduction.

La réciproque n’est pas vraie. D’abord s’il y a réduction, il peut se faire que les
constantes { ne soient pas les périodes des intégrales abéliennes relatives 4 une courbe
C’. On verrait assez aisément que ces constantes § doivent satisfaire aux conditions
nécessaires pour étre les périodes d’une fonction abélienne. Mais il peut trés bien arriver
que les périodes d’une fonction abélienne ne soient pas les périodes d’un systéme d’in-
tégrales abéliennes relatives 4 une courbe algébrique. Un systéme de fonctions abéliennes

de genre p dépend de p—(‘b—;_—l) constantes; une courbe algébrique de genre p dépend

de 3p — 3 constantes seulement. Les deux nombres ne sont égaux que pour p = 2
et pour p=13. Donc, pour p>>3 la fonction abélienne engendrée par une courbe algé-
brique n’est pas la fonction abélienne la plus générale. Elle peut s’appeler une fonction
abélienne spéciale.
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Eh bien, les constantes § seront toujours les périodes d’une fonction abélienne,
mais pas toujours celles d’une fonction abélienne spéciale. Mais ce n’est pas tout. Sup-
posons que les § soient les périodes d’une fonction abélienne spéciale, c’est-a-dire qu’il
existe une courbe C' dont les mtégmles abéliennes de 1% espece aient précisément pour
pérlodes les constantes B. Il ne s'en suivra pas nécessairement que on puisse passer
de C a C' par une transformation unirationnelle; ou tout au moins le raisonnement
précédent ne permet pas de laffirmer.

Reprenons en effet ce raisonnement et considérons ¢ points

M, M,.. , M

q
de la courbe C’. Soient d’autre part

Uy Uy oony Uy

les ¢ intégrales de 1% espéce de C'. Soit uj, la valeur de lintégrale u; au point M;,

wy, 4wy 4o gy =
Nous savons que les valeurs de v}, v}, ..., v} suffisent pour déterminer (4 l'ordre
pres) Pensemble des ¢ points M’ et que, inversement, quand cet ensemble des ¢ points
M’ nous est donné, on connait les v} & une période prés.
Maintenant ces ¢ intégrales u, sont aussi des intégrales abéliennes relatives 4 C, 4
savoir celles qui, par hypothése, sont susceptibles de réduction; si donc nous envisageons

et posons

g points
M, M,...,.M

g
sur C et que nous désignions par u,, la valeur de lintégrale u, en M,, si nous

by + v, o+ o Uy =0,
4 chaque systtme de points M,, M,, ..., M, correspondra un systéme de valeurs
des v; déterminé 4 une période prés. Supposons qu’on fasse

posons

v, =053
cette égalit¢ fera correspondre 4 un systtme M,, M,, ..., M, de points de la courbe
C, un systtme de valeurs des v} déterminé 4 une période prés, et par conséquent un
systtme M,, M, ..., M| de points de la courbe C' entiérement déterminé.
Soient x;, y; les coordonnées de M;; xj, y; celles de M}. Il résulte de ce qui
précéde que toute fonction rationnelle symétrique de

! !
(x17 yx’ xz’ }‘,, ey qu yq)
sera une fonction rationnelle et symétrique de

(x5 ¥i3 X,9 ¥u3 -0 3 X, yq).
Mais il ne s’en suit pas, sauf dans des cas exceptionnels (et c’est sur ce point que je
veux insister), que x,, y’ soient fonctions rationnelles de x,, v, ; x!, y, de x,, y,; etc.
D’autre part, il est presque inutile de rappeler que la transformation est uniration-
nelle et non birationnelle; et que, par conséquent, toute fonction rationnelle et symé-
trique des x;, y;, n'est pas une fonction rationnelle et symétrique des x}, y;.
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Les cas de réduction peuvent étre ramenés & certaines formes canoniques simples
par un choix convenable des périodes et des intégrales. Pour le faire bien comprendre,
je vais montrer quel est, dans deux cas de réduction, le tableau des périodes normales
ramené i sa forme canonique:

1°* Exemple:
9=1, =3

Cycles C C C C C. C

T 2 3 4 5 6
. 2%
Intégrale «,  2im o o h
o
. 2im .
u, o 2im O =— a b (= entier)
o
u 0 o 2iw o b ¢

2° Exemple:
9=2 p=4

Cydes C C, C C C C C C,

1 2 3 4 s

. 2iT
Intégrale u, 2im o o o a b o —
o
. 2im .
u, o 2i® o0 o b ¢ 8 ©° (e, B entiers)
&
. 2im
u o o 217 o ) a v
3 T
, 2im
u o] o o 2im — o) b’ c.
4 o

Ces deux exemples suffiront pour faire comprendre quel est le sens du théoréme gé-
néral, et la fagon de ramener i la forme canonique. Je renverrai pour plus de détails
4 un de mes mémoires ).

Quoi qu’il en soit, rappelons ce que c’est qu'une fonction 6 d’ordre k. Nous aurons
p variables u,, u,, ..., u, et 2p périodes, p de la 1** sorte, p de la 2% sorte; la k°
période de la 1% sorte est égale 4 24w pour u, et & zéro pour les autres variables;
la k¢ période de la 2% sorte est égale 4 4, pour u,. On a d’ailleurs

G, = G-
Soit alors, les m étant des entiers,

P=) .mu, 2Q=Ziiaiim,.ml..

) Sur les fonctions abéliennes [American Journal of Mathematics, Vol. VIII (1886), pp. 289-342].
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La fonction © proprement dite est la fonction
6 = Z eF=2,
Une fonction 6 d’ordre k sera de la forme
Q
0= ZA8P+P°_T,
ot Pon aura P, = .m.b,, les b étant des constantes et ot les 4 seront des coeffi-
cients dépendant des entiers m, mais assujettis 4 reprendre les mémes valeurs quand
les m augmentent de multiples de k.

Deux fonctions 8 d’ordre k appartiennent au méme faisceau, quand elles ont mémes
multiplicateurs, c’est-d-dire quand la forme P est la méme pour 'une et pour Pautre.
Les fonctions & d’un méme faisceau s’expriment linéairement 4 'aide de k? d’entre elles,
puisque c’est 12 le nombre des valeurs distinctes que peut prendre le coefficient 4.

Supposons maintenant qu’il y ait réduction ; nous distinguerons alors les ¢ premieres
variables que nous appellerons les u, et les p — ¢ derniéres que nous appellerons les #'.
Ainsi, dans le 1 exemple ci-dessus nous aurons une variable # qui sera u, et deux va-
riables #' qui seront

u, =, U,=1u;
dans le 2? exemple nous aurons deux variables # qui seront u, et 4, et deux variables

%’ qui seront
U

L ——
o=, U, ==,
De méme, nous désignerons par m;, et m] les coeflicients entiers qui correspondent
A u et u.

Nous pouvons alors poser

P=P 4P, 0=0+0+0,.

P, représente la partie de P qui dépend seulement des m et P, celle qui dépend seulement
des m', de telle sorte que
P, = Z m'u'.

De méme, Q, représente la partie de Q qui dépend seulement des m, Q, celle qui
dépend seulement des m', et Q. celle qui dépend 4 la fois des m et des m'. Tous les
termes de Q, sont du 2° degré par rapport aux m, tous ceux de Q, sont du 2¢ degré
par rapport aux m'; ceux de Q. sont du 1* degré, d’une part par rapport aux m,
d’autre part par rapport aux m'. Dans le 1% exemple ci-dessus on a donc

217 ,

Q; — a mx mx
et dans le 2? exemple
2im ;. 21w ,
Q; - memz + T{j“mzmx :

Nous observerons ensuite que ¢~2 ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs
distinctes. Cela tient & ce que les m et les m’, de méme que « et {, sont des entiers.
Dans le 1 exemple, ¢ ne change pas si m, ou m! augmente de %, et comme il ne
dépend d’ailleurs que de m_ et m!, il ne change pas quand les m et les m’ augmen-
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tent de multiples de «; dans le 2 exemple, il ne change pas si m, ou m! augmentent
d’un multiple de «, ou si m, ou m! augmentent de « 8. Il ne change donc pas si les
m et les m’' augmentent de multiples de «f. Dans tous les cas il existe un nombre %
tel que ¢=% ne change pas quand les m et les m’ augmentent de multiples de k.
Cela posé, nous aurons
e (u, u,') — Z eP1+P2—Q1—Qz—Q3 .
La sommation doit se faire par rapport aux m et aux m’. Regardons pour un instant
les # comme donnés; posons alors
A = ZePI—Ql“Q;,
ot la sommation se fait par rapport aux m seulement; 4 dépendra donc des u et des
m'; Pessentiel est de remarquer que 4 ne change pas quand les m’ augmentent de
multiples de k.
Posons
Q=krQ,;
Q’ sera la forme quadratique formée avec des périodes de la 2% sorte, k fois plus
grandes que celles qui figurent au tableau primitif; et on aura
p 2
Ou, w)= de *,
la sommation devant cette fois s’effectuer par rapport aux m’; ce qui montre que ©
considérée comme fonction des u' est une fonction 6 d’ordre % admettant comme pé-
riodes de la 2% sorte celles qui ont servi 4 construire la forme Q'. Dans le 1% exemple
ci-dessus, ce sera une fonction 6 d’ordre « admettant comme périodes
2im 0o aa ab
o z2im ab ac
Dans le 2* exemple, ce sera une fonction § d’ordre af admettant pour périodes
2i o afad afl
o 2im afd afc.
Remarquons que cette nouvelle maniére d’envisager la réduction des périodes abéliennes
est applicable non seulement aux fonctions @ spéciales (comme I’étaient les précédentes
qui partaient de la considération de la courbe algébrique C), mais aux fonctions © les
plus générales.

§ 2.

L’Invariant de la réduction.

Soient a, les 2p périodes de nos intégrales abéliennes et reprenons la relation (1)
du § précédent:

(1) ay = Z,-m;,,-ﬁ,»,- (G=1,2,..., 0 k=1,2, ...,2p5 j=1,2, ..., 29)-
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Je ne suppose nullement ici que les périodes choisies sotent les périodes normales. Nous
devons d’abord définir la forme bilinéaire F(x, y) caractéristique de ce systéme de périodes.
Pour cela soient

U=pu+pu+ - +uu
_‘.Ll +y‘z +"'+f1‘2,up

deux combinaisons linéaires quelconques de nos p intégrales abéliennes. Soient

X X X

23 Tty Ny

yx’ yz""? yzp
les 2p périodes de U et de U, de telle sorte que

x,':'Z("k“k," yj:Zf’“;e“k,"

On aura entre les x et les y une certaine relation bilinéaire

() F(x, y)=o
qui subsistera quels que soient les coeflicients p. et p'; et c’est le premier membre de
cette relation qui sera la forme bilinéaire caractéristique.

Dans le cas des périodes normales, cette forme se réduit 3

Z (xzk—l yzk - xzkyzk—l)'

Si la relation (1) a lieu de fagon qu’il y ait réduction et que U soit une combi-
naison des intégrales réductibles, de telle sorte que

1)

. e = 0, (k > q)’
on pourra écrire
Xy = Doy = Z;/f"imkj Bis
ou bien encore
(3 Xy = Zj My @)y w; = Z;V‘;B.’,"

Si nous substituons dans (2) 4 la place des x leurs valeurs tirées de la 1% équa-
tion (3), cette relation bilinéaire prend la forme

(‘p XH,"”]' =0
ou

H Ztkd_x dy mk;yi (mkj7 y;)

est une combinaison linéaire des y.

Nous pouvons assujettir les coefficients p’, restés jusqu’ici arbitraires, aux 24 con-
ditions
() ' H =o0 G=1,2 ..., 29)
qui sont des relations linéaires entre les p’, puisque les y sont des fonctions linéaires
des p.’. Si ces relations (5) étaient distinctes, elles admettraient p — 2 ¢ solutions linéai-
rement indépendantes, puisque nous aurions p inconnues p.’ entre lesquelles nous aurions
2 g relations distinctes. Mais ces relations (5) ne sont pas distinctes, puisque les H,
sont liés par les identités (4). Ces identités (4) sont aw nombre de ¢, puisque U dé-
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signe une quelconque des intégrales abéliennes réductibles, de sorte que nous pouvons
prendre indifféremment
U:ul, U= U,y -y U:uq.

Les équations (5) admettront donc p — ¢ solutions linéairement indépendantes.

Si ces équations sont satisfaites, I'intégrale abélienne U’ sera réductible au genre
p—q. En effet, ses 2p périodes y seront lites par les 24¢ relations linéaires (5) qui
sont a coeflicients entiers, de sorte que ces périodes pourront s’exprimer linéairement i
Iaide de 2p — 2¢ périodes distinctes que nous appellerons { et que nous poutrons
écrire (les # étant des entiers)
(6) yi:Zn,-,-C,. (G=1,2, ...,2p5j=1,2, ..., 2p—20).

En résumé, nous aurons d’une part ¢ intégrales U réductibles au genre g et d’autre
part p — ¢ intégrales U’ réductibles au genre p —gq.

Rapprochons les égalités (3) et (6), que nous écrirons

xi:Zmzk"’m yi:Z”ijcp
et formons le déterminant des entiers m et n; il aura 2 p lignes et 2 p colonnes, puisque
les indices i, k et j varient respectivement de 1 4 2p, de 1 4 2¢, de 1 4 2p — 24.
Je remarque que ce déterminant sera un invariant, je veux dire qu’il ne changera pas:
1° si on remplace le systtme des périodes « par un autre systéme équivalent; 2° si on
remplace les périodes o, ou encore les périodes { par un systéme équivalent.

Je suppose, bien entendu, que le systéme des o, de méme que celui des , a été
choisi de la fagon la plus simple possible; c’est-d-dire que: 1° si 'on forme le tableau
des coefficients m, tous les déterminants formés en prenant 2¢ colonnes de ce tableau
sont des entiers premiers entre eux; 2° que le tableau des coefficients # jouit de la méme
propriété.

Posons maintenant
(7 Hj:Zhijyi5
les coefhicients

& F
A T dx,dy, "
seront des entiers. Rapprochons maintenant les équations (3) et (7), que nous écrirons
xi:Zmz,""’p H,':Zhijyi) _
et formons d’une part le tableau des m et d’autre part celui des h. Dans le 1% tableau,
m,; occupera la j° ligne et la i colonne; dans le 2% tableau h;; occupera la j° ligne et
la ¢ colonne.

Soit D Pun quelconque des déterminants formés & laide du 1% tableau et qui,

d’aprés ce que nous venons de supposer, sont tous premiers entre eux. Soit D’ le dé-

b

terminant correspondant du 2¢ tableau. Considérons la somme > DD’ et comparons-la
au déterminant A des m et des #, qui, nous l'avons vu, est un invariant.
Les n seront définies par les équations

(8) Zihijnik =0 (=1,2,...,2¢k=1,2, ..., 2p—29)
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On a en effet
0= Hj = Zhijyi = Zbijnihck

et cette relation doit étre une identité par rapport aux §,.

Formons le déterminant M des b et des n; il aura 2p lignes et 2 p colonnes. Soit
D’ Tun des déterminants formés avec 2¢ colonnes du tableau des b; ce sera un mineur
de M; nous continuons i désigner par D le déterminant formé avec les mémes colonnes
du tableau des m. Je désignerai de méme par D'’ le déterminant du tableau des # cor-
respondant 4 D’; je veux dire par 14 celui que I'on obtient en supprimant dans le
tableau des #, les colonnes que l'on conserve dans le tableau des b quand on veut
obtenir D'. Il résulte de 1l que D' est aussi un mineur de M, et que l'on a, en dé-
veloppant le déterminant M,

M=>DD"
On aura de méme en développant le déterminant A
A=) DD"
Et enfin nous nous proposons d’¢tudier I'expression
J=2>DD.

Quelle est alors la signification des égalités (8); elles signifient que les déterminants

D' et D" sont proportionnels, c’est-d-dire que Pon a

D' =xD"
Par une hypothese faite plus haut, les D'’ sont des entiers premiers entre eux; les D’
sont des entiers. Donc A n’est pas autre chose que le plus grand commun diviseur de
ces entiers.

Pour déterminer ce plus grand commun diviseur, nous remarquerons qu’il ne doit
pas changer quand on remplace les périodes z par un systtme de périodes équivalent.
Soit en effet un nouveau systtme de périodes a'; les o' sont liés aux « par un
systtme de relations linéaires A coefficients entiers et de déterminant 1; les x' et les
y' sont liés respectivement aux x et aux y par les mémes relations linéaires. La
relation F(x, y) = o devient

N
(2 15) FI (xl, y!) —_ O,
F'(x', y") étant ce que devient F(x, y) quand on y remplace les x et les y par leurs
valeurs en fonctions des x' et des y'.

Les relations (3), (4), (6), (7) deviennent

bi ’
(™) X' = Z m w,
4™ Z Ho = o,
(6bis), y =2
(7" H=2 Wy =2 hy
On voit que les 7 et les m’ sont liés entre eux par les mémes relations linéaires que

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXVIL (10 sem. 1909). — Stampato il 7 gennajo 1909. 37



290 H. POINCARE,

les « et les o’; et que les b et les b', 4 cause de lidentité
Z‘h y= Z by,
sont liés par les relations contragrédientes, c’est-d-dire par des relations qui sont comme
les premiéres 3 coeflicients entiers et de déterminant 1. Il résulte de ld que ces transfor-
mations n’altéreront ni le plus grand commun diviseur des D, ni celui des D’. Nous
pouvons donc supposer qu’on a choisi les périodes normales.
On a alors

F(x) y) = X(xzk—xyzk - xzkyzk-—l)’

H,‘ = Z(mzh—r.j Yo — My Vb

2k.§ =—m

2h—1.j 3 2he1.j 2k

ce qui montre que dans ce cas les b ne sont autre chose que les m au signe et 4 ordre
prés; de sorte que les D ne sont autre chose que les D’ au signe et 4 l'ordre prés.
Or les D sont premiers entre eux, il en est donc de méme des D’; donc on a
A=+ 1.
Nous pouvons supposer A = 1, quitte & permuter deux des o. Il vient ainsi
D= D", J=A.
Ce qui montre que Pexpression ] est Uinvariant cherche.
Appliquons cela aux deux exemples du n° 1; pour le premier il vient
0,=2", o,=h U=y,
Le tableau des m est donc
() @ 0 0 0o I o
(v,) 0 0 0I 0 O
et, comme les périodes sont normales, celui des b est
0 —I 0o « 0 O

— 1 O O O O O.

Tous les D sont nuls sauf deux d’entre eux, qui sont respectivement égaux i I et
a «; de méme, tous les D’ sont nuls sauf deux d’entre eux, qui sont respectivement égaux
a 1 et d a Seulement le D qui est égal 4 o, correspond au D’ qui est égal 4 o, tandis
que le D qui est égal 4 1 correspond & un D’ qui est égal A zéro, et le D’ qui est égal
2 14 un D qui est égal 4 zéro. Donc tous les DD’ sont égaux & zéro excepté un
d’eux qui est égal a «* et 'on a

J=2DD =a.
Passons au 2% exemple

_ . 21wy, 2i7 Y,
U_H‘zu'[_l_.y'zuz’ wx—_—-y‘_’ wz:T{Bﬁ_’ (x)s——-_fl.ld—f—y-zb’ 9)4=‘U-‘b+y-26.

22
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Les périodes x sont respectivement:

. . 21 21T
2ip,, 21iwP,, 0, 0, pa-pb p by, :;’, ayl;

ce qui donne pour le tableau des m.

() «& 0 0 0 0 0o O I
(»,) o af o o 0o 0o 1 o
() 0 0 o0 o0 I 0o O O
() o o 0 0 o I 0 O

et pour le tablean des b, les périodes étant normales,

o o 0 —1I «¢ 0 ©O0 O
o o —1I o o aff o o
—1 o o 0O 0 0 0 o
0 —1 o 0o 0 0 0 O

Le seul des produits DD’ qui ne s’annule pas est celui ot les déterminants D et D’
sont formés avec les colonnes 1, 2, 5 et 6; et dans ce produit on a

D =D = «f.
J =2 DD = a*p”.

Ainsi, si Pon choisit le systéme de périodes de fagon 4 mettre le tableau des périodes
réductibles sous la forme canonique, P'invariant J est un carré parfait. Car la démonstra-
tion que nous avons développée dans les deux exemples précédents s’applique évidemment
4 tous les cas. Or, cet invariant ne dépend pas du choix des périodes. Donc Pinvariant
J est toujours un carré parfait.

Jusqu’ici nous avons supposé que les périodes x et y étaient distinctes. Ne faisons
plus cette hypothése; les périodes x peuvent ne pas étre distinctes et par conséquent
leur nombre peut étre plus grand que 2p.

Il existera alors un systtme de 2p périodes distinctes x', et nous aurons entre les
deux syst¢mes de périodes les relations
9) X, = Zk)‘ikx;n
les % étant entiers; et entre les périodes correspondantes y et y’ les relations
(") =2 Y-

Il existera encore une forme bilinéaire F(x, y) telle qu’on aura pour deux inté-
grales abéliennes quelconques de 1% espéce

F(x, y)=o.

Quand on remplacera, dans cette forme, les x et les y par leurs valeurs (9) et
(9"), elle deviendra une forme bilinéaire en x’ et y’, que jappellerai F'(x’, y"), de
sorte quon aura l'identité

EF(x, y) = F'(#, y').

On aura donc
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Nous conserverons les mémes périodes w et nous aurons la relation

(39 Xy = ijkj ;5
et de méme avec les périodes x’
b A !
(3" xk—ka,"",-'
Les m et les m' sont entiers. Le tableau des m' a 2p colonnes et ¢ lignes; celui
des m a ¢ lignes, mais peut avoir plus de 2p colonnes. On aura d’ailleurs

J— !
(10) m;; = Zk)‘ik my; -
Nous avons d’autre part

F=) Hio;,  H=2 hyy,
Hy=2 l,y,
o 2 hyyi= 2 by =2 by 2 Ny = 22 by,
(1) =Y auh,

Les relations (10) et (11) sont les relations linéaires qui lient les nombres m et b
avec les nombres m’ et b’ qui jouent le méme réle par rapport aux périodes x' et y’.
On voit que ces relations linéaires sont contragrédientes.

Considérons le tableau des m et désignons par

IO S
le déterminant formé en prenant dans ce tableau les colonnes de rang i, 7,,..., i, .
Désignons par D'(i,, 4,, ..., 4,) le déterminant formé de la méme maniére avec le

tableau des b; par D, (i, 4,,..., 4,) et D;(4,, 4,,..., i) les déterminants formés
de Ia méme maniére avec les tableaux des m’ et des b’. Soit ensuite

et avec les périodes y'

d’otr lidentité

By By eeey by
ks kyyooos K,
le déterminant obtenu de la fagon suivante: On considére le tableau des 2, en plagant
%, dans la 7° ligne et la k° colonne; on supprime ensuite dans ce tableau toutes les
lignes sauf celles de rang i, 4,,...,4 (que l'on range dans l'ordre indiqué) et toutes
les colonnes sauf celles de rang k,, &,, ..., k,.

On aura alors, en vertu des relations (10) et (11),

(Iohis) D(ir’ iz? M iq)=Zk

ct
(IIbis) 'D;(kl’ kz? trt kq):Zi
Formons P'invariant J d’aprés la régle énoncée plus haut

J=2.DG iy vy i)D' Gy, dyy veny i)

Py by 00y

iq
2 T

q

D,(kyy by oeoy k)

.

by By eeey

iq
ko k.., k

q

DG,y iy eny i)
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ou, en vertu de (10"°),

J= Zik
ou, en vertu de (11°*),

J=2,D,(k kyy s k)D.(k,, By oney k).

Nous voyons que la transformation n’altére pas la forme de Dexpression J. Or
dans le cas des périodes x’ et y’, J représente un invariant. Il sera donc encore un
invariant dans le cas des périodes x et y. D’ailleurs dans le cas des périodes distinctes,
le méme calcul aurait pu servir pour démontrer les propriétés invariantes de l'expres-
sion > _DD'.

Donc, la régle pour former Uinvariant reste la méme quand les périodes ne sont pas
distinctes.

Il importe toutefois de faire attention au choix de la forme F(x, y).

Nous ne devons pas prendre pour cette forme bilinéaire caractéristique toute forme
qui s’annule en vertu des relations entre les périodes; sans quoi la définition s’appli-
querait tout aussi bien, non seulement 4 la forme F(x, y), mais 4 la forme a F(x, y),
quel que soit le coefficient 4. Il faut choisir la forme F de telle fagon que si les x’ et
les y' sont les périodes normales on ait

R > W) "~ o 7 ' [N
F(x, y)=F (', y) = Z(xzk—xyzk — Xy Yor_1)-
Si les périodes x et y sont distinctes, cela veut dire que le discriminant de la
P y y q
forme F doit étre égal 4 1.
g
Ou bien encore, supposons que les périodes x et y n’étant pas distinctes, les
’ pPp q p y 4
périodes x’ et y’ soient distinctes, sans étre forcément normales; nous devrons nous

Dl(kl’ kz’ M | kq)D,(ix7 iz’ DR | iq))

by By ey by
koy kyy -oos K,

imposer la condition que, si I'on a
F(x, y) = F'(«', y'),
le discriminant de F’ soit égal 4 1.

Si les périodes x et y sont distinctes, les coefficients de F(x, y) sont entiers. Si
ces périodes ne sont pas distinctes, ils peuvent étre fractionnaires, mais rien n’est d’ail-
leurs 4 modifier dans I’analyse qui précéde.

Si les périodes x et y sont distinctes, la forme F(x, y) se trouve enti¢rement dé-
terminée par les conditions précédentes. Il n’en est plus de méme si ces périodes ne
sont plus distinctes. On a en effet entre les x certaines relations linéaires

X=X,=..-=X =o
et les relations correspondantes entre les y
Y =Y =...=7%

I 2 m

I
g

et alors nous pourrons remplacer F par

F(x, y) + Z(BiXi — 4, Y),
les 4, étant des fonctions linéaires quelconques des x, et les B, des fonctions linéaires
quelconques des y.
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Il y a toutefois une condition complémentaire que nous devons imposer i la
forme F(x, y); cette forme doit s’annuler identiquement quand on y fait x,=—=y,. Si
nous tenons compte de cette condition, nous ne pouvons plus choisir les fonctions
lindaires 4, et B; d’une fagon tout 3 fait arbitraire; mais les B, doivent étre formés
avec les y comme les A4, avec les x.

§ 3.

Introduction des fonctions fuchsiennes.

Reprenons les deux courbes C et C' du § 1, ayant respectivement pour genre
p et g. Nous désignerons également par les lettres C et C' les surfaces de RiEmanw
correspondantes. Nous supposerons que ces courbes sont liées par une transformation
unirationnelle, de telle fagon qu’d un point de C correspond un point de C’ et un seul,
tandis qu’d un point de C’ correspondent » points de C. Ce nombre » joue un réle
important dans la suite, et nous devons tout d’abord chercher quelle relation le lie 4
Pinvariant de la réduction; ce sera ld I'objet des premiers paragraphes qui vont suivre.

Nous avons vu au § 1 que la définition de la réduction peut étre élargie, mais
nous nous bornerons i Iétude des cas ol il y a une transformation unirationnelle ana-
logue 4 celle dont nous venons de parler.

Soit M un point mobile de C, et M' le point correspondant de C'. Supposons que
M' décrive un contour fermé infiniment petit autour d’un point fixe 4’ de la surface
de Riemany C'; il peut arriver que M revienne 4 sa valeur initiale et décrive aussi un
contour fermé; mais il peut arriver également que M ne revienne pas 4 sa valeur ini-
tiale, et que les # déterminations de M s’échangent entre elles. Dans ce cas A’ est
un point de ramification.

Imaginons par exemple que les » valeurs de M subissent une permutation se
décomposant en « permutations circulaires permutant respectivement

v v

1) v

valeurs de M, de telle fagcon que v

v =
Alors au point A’, correspondront sur C seulement « points 4., 4,, ..., 4,
correspondant 4 ces permutations circulaires.

Soit par exemple # = 6, et supposons que, quand M’ tourne autour de 4’,
Ml’ Mz’ M;’ M47 M;’ M6
se changent respectivement en
M, M, M, M, M, M.
La permutation se décomposera en 3 permutations circulaires
(M1 Mz M;) (M4 M;) M6
et on aura

vl::3’ vz=2, vy, — I.
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Quand le point M’ tendra vers A'; M, M, et M, tendront vers 4,; M, et M,
tendront vers 4,; et M, vers 4.

Cela posé, nous allons construire un systéme de fonctions fuchsiennes de la fagon
suivante:

Soient x, y les coordonnées de M, et x’', y' celles de M'; soit z une variable
auxiliaire. Je veux que x, y, x’, y’ soient fonctions fuchsiennes de z; que quand M décrit
un contour fermé sur C, la variable z revienne 4 sa valeur primitive ou subisse une
substitution linéaire; que quand M’ décrit un contour fermé sur C’, la variable z
revienne 4 sa valeur primitive ou subisse une substitution linéaire; que z soit d’ailleurs
choisi de la fagon la plus simple possible.

Supposons que M’ décrive sur la surface de Riemany C' un contour fermé infi-
niment petit enveloppant un point de ramification 4’; il n’est pas possible que z re-
vienne 4 sa valeur primitive, sans quoi x et y qui sont des fonctions fuchsiennes et par
conséquent uniformes de z, reviendraient & leurs valeurs initiales et 4’ ne serait pas
un point de ramification.

Il faut donc que z subisse une substitution linéaire elliptique; quelle est la période
de cette substitution, ou, en d’autres termes, au bout de combien de tours décrits sur
le contour fermé, notre variable z reviendra-telle 4 sa valeur primitive? Il faut pour
cela que toutes les déterminations de M soient revenues & leurs valeurs primitives. Il
faudra donc v tours, v étant le plus petit commun multiple de

v v v

1! 2 *y ot
Qu’arrivera-t-il alors si le point M décrit sur C un contour fermé trés petit autour
de Pun des points
A, 4, ..., 4,.?
Il arrivera que la variable z subira une substitution linéaire elliptique ayant re-

spectivement pour période

Y .
Et en effet, quand M décrit -5~ tours autour de 4,, M’ en décrit v autour de 4.

4

Si Pon regarde x et y comme fonctions fuchsiennes de z, on voit qu’elles admettent
un certain groupe fuchsien G, engendré par un certain polygone fuchsien P. Si Pon
regarde maintenant x’ et y’ comme fonctions de z, ce seront encore des fonctions
fuchsiennes admettant le groupe G, mais elles admettront également un autre groupe
fuchsien G’ contenant le groupe G, et formé des substitutions linéaires que subit g
quand M’ décrit sur C' un contour fermé. Ce groupe G’ sera engendré par un poly-
gone fuchsien P, et comme G est un sous-groupe de G', on voit que le polygone P
est décomposable en n polygones congruents & P'. La question de la réduction des inté-
grales abéliennes est ainsi rattachée A celle de la décomposition des polygones fuchsiens
en un certain nombre de polygones congruents.

Nous voyons que le polygone P aura autant de cycles de sommets, qu’il y a de
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points analogues & 4, 4,, ..., 4,, ...; la somme des angles des sommets du cycle

TV,

qui correspond au point A4, sera . De méme, le polygone P’ aura autant de cycles

de sommets, qu’il y a de points de ramification 4’, la somme des angles, pour le cycle
L 27w
correspondant 4 A4’, étant -~

Nous pourrions, si nous le voulions, construire les polygones P et P de fagon 4 leur
donner un plus grand nombre de cotés et de cycles de sommets; nous pourrions en
effer considérer sur la surface C’ un certain nombre de points choisis d’une fagon arbi-
traire et les traiter comme nous avons fait des points 4’, bien que ce ne soient pas
des points de ramification. La seule différence serait que les nombres v, v, v,, ..., v,
seraient tous égaux A 1, de telle sorte que pour les cycles correspondant 4 un pareil
point A’ ou aux points 4, correspondants, la somme des angles serait 2m. Clest ainsi par
exemple que le groupe fuchsien G qui est engendré par un quadrilatére dont les cotés
opposés sont conjugués et dont la somme des angles est 7, peut étre également engendré
par un hexagone dont les cdtés opposés sont conjugués, la somme des angles de rang
pair étant = et celle des angles de rang impair étant 2 w; plus généralement, un groupe
fuchsien G quelconque peut étre engendré par une infinité de polygones fuchsiens dif-
férents. Mais il n’y aurait 14 qu’une complication qui, la plupart du temps, serait inutile
(sauf dans le cas ot il n’y aurait aucun point de ramification 4").

Cela posé, soient Q et Q' les nombres des cycles de sommets de P et P’; soient
2N et 2N’ le nombre de leurs cotés. On a, par la formule qui donne le genre d’'un

polygone fuchsien,
o 2p=N—0Q +1,
2¢q=N — Q'+ 1.

D’un autre c6té, on trouve pour la surface de P (au point de vue de la géométrie
non euclidienne)
V.
27(N—1)— 27> —+
! ( ) Z v

V. V.
i i

2% étant la somme des angles d’un seul cycle et par conséquent 2m > —% celle

v
de tous les angles. On trouve de méme pour la surface de P’

2n(N' — 1) — 27:2—5—.

Ces formules supposent que tout sommet d’un des polygones congruents a P est
aussi un sommet de P. Elles ne seraient plus vraies si un de ces sommets, commun 2
plusieurs polygones congruents i P’, était 4 Pintérieur de P.

En tenant compte de (1), ces expressions peuvent s’écrire

27(Q + 2p — 2) — 27:2%:271:2(1 — )+27r(2p—2),

v

{
v

ZW(Q'+29—2)_2WZVL:27:2(1 —%)+zw(zq—z).
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Comme P est décomposable en # polygones congruents & P', la premiére surface
doit étre égale 3 » fois la seconde, de sorte qu'on a

v, , I
Q+2p—z—ZTt:n(Q +29‘”2"ZT)-
Mais pour un méme point 4', nous avons

Zvi:n, 2:‘ ::n—;I—~
\2 - I
Z—v‘—:nz—v—.

Il nous reste donc la formule

(2) Q+2p—2=n(Q + 29— 2)

Cette formule subsiste si, usant de la faculté dont je parlais tout & Pheure, on
cherche 4 construire un polygone P d’un plus grand nombre de cotés, en prenant
un point arbitraire sur C' et le traitant comme un point 4'. Dans ce cas, en effet, Q
augmente de » unités et Q' d’une unité.

Si on réunit un polygone I1 de 2N cdtés & un autre polygéne I’ de 2 N’ cités,
de fagon 4 former un polygone M’ de 2 N’ cotés et simplement connexe, il arrivera
généralement que U et T’ n’auront qu'un seul c6t¢ commun, qui sera leur frontiére

et pour tous les points A’

commune, laquelle disparaitra par Pannexion. On aura donc
N'=N-+4N — 1
Si exceptionnellement, I et T’ ont deux cOtés communs, ces deux cOtés devront étre

consécutifs, sans quoi II'" ne serait pas simplement connexe, et alors le sommet qui sépare
ces deux cOtés sera 4 lintérieur de M’ on aura donc plus généralement

N'=N+N —1—y,
p étant le nombre des sommets communs 4 T et & II' qui sont 4 Pintérieur de I".

Plus généralement, si avec trois polygones II, 1I’, I1”", de 2N, 2 N’, 2N"' cétés
on forme un polygone I’ de 2 N'"’" cbtés, on aura

N"—D)=N—-—D+W —-D)+W" —1)—p
p. étant le nombre des sommets appartenant 4 deux ou plusieurs des polygones II, 1I’,
I qui seront 4 Pintérieur de I'”. Si nous appliquons cette formule 4 notre polygone
P de 2N cotés formé de n polygones congruents & P’ qui a 2N’ c6tés, il viendra:

(3) N—1=aN —1)—p,
p. étant le nombre des sommets de P’, ou d’un polygone congruent, qui sont 4 lintérieur
de P. Ces sommets devront correspondre 4 un point 4; de C qui soit tel que

VyI==V,.
1

A de pareils points, s’ils existent, peuvent également correspondre des cycles de sommets
de P ayant des angles dont la somme est 2=.
Nous reviendrons sur ces hypotheses 4 la fin du § 5.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXVII (10 sem. 1909). ~ Stampato il 7 gennajo 1909. 38
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§ 4

Calcul de la forme bilinéaire caractéristique.

Imaginons un polygone fuchsien P, la courbe C correspondante, et le systéme des
intégrales abéliennes de premitre espece relatives 4 cette courbe; et cherchons 4 déter-
miner, pour les périodes correspondant aux cotés du polygone P, la forme bilinéaire
caractéristique dont il a ét¢ question au § 2.

Nous emploierons les notations suivantes. Soient

¢ g G

1? 2y *** 3% “aN
les sommets consécutifs du polygone P en décrivant le périmétre de ce polygone dans
un certain sens. Soient
Yir Yas oo Yan
les cotés conséeutifs de P, de telle sorte que le coté ¥, soit le coté 6, o,, et que le
coté v, soit le coté g,y 0, .
Soit U l'une des intégrales abéliennes de 1% espéece; soit x, cette intégrale prise

le long du coté y,, et soit z; la valeur de I'intégrale U au sommet o;; on aura
(I) X, = (i - (i—x
et pour que cette formule soit générale, nous conviendrons de poser
X; = XoNyid L= XN
Si les deux sommets o, et o, appartiennent 4 un méme cycle, la différence
{B_Za:xa+x+xa+z+ et +x3
sera une période.
Si les cotés v, et ya sont conjugués, on aura
©)) X, = — X
ou
(™) Za = Racy = R — -
Dans ce cas
N e (R L

est une période, car les sommets o, . et ¢,, de méme que les sommets o, et o, _,

I

appartiennent & un méme cycle. Si I'on permute les lettres « et 8, il vient
o ™ g = Xo — pt = Yy
d’ott
(3) Ya + yB = 0.
Si Pon fait la somme des équations (2), on trouve que la somme des 2N quan-
tités x doit étre nulle

(4) Z X; = 0.

Nous avons d’autres relations entre les y. Soient par exemple

Gus Ogy Oys T
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les sommets consécutifs d’'un méme cycle; les cotés y, et y,,, seront conjugués et on

aura

Yo =2Rp — %>

Ya =% —%p»

Y =% — %y

Yo = %y — %55
() Yo+ ¥e + 3+ 35 =0

Il y aura autant de relations (5) que de cycles de sommets, soit Q leur nombre;
le nombre des y est évidlemment 2N; ils se trouvent liées par N relations (3) et par
Q relations (5). Ces N - Q relations ne sont pas distinctes; car si on fait la somme
des relations (3) et celle des relations (5) on trouve le méme résultat, 4 savoir

Zyi = o

Il restera donc entre les y, N~ Q — 1 relations qui cette fois seront bien distinctes.
Car chacun des y figure une fois, et une seule, dans I’ensemble des relations (3); et
une fois, et une seule, dans Pensemble des relations ().

Si donc nous désignons par A, les premiers membres des relations (3), par B,
ceux des relations (5) et que nous cherchions si 'on peut avoir identiquement

Z“’;Ai + Z BB, = o,
les « et les § étant des coeflicients constants, chacun des y figurera dans 'un des 4 et
dans un seulement, et, d’autre part, dans I'un des B et dans un seulement; il faudra que
les deux coefficients « et § soient égaux et de signe contraire. Chacun des « correspond
A Pune des relations (3) et par conséquent 3 une paire de cdtés conjugués; chacun des
P correspond & l'une des relations (5) et par conséquent 4 un cycle de sommets. Chaque
cété appartenant A une paire, 4 chaque c6té correspondra un «; chaque sommet appar-
tenant 3 un cycle, 4 chaque sommet correspondra un B, et, d’aprés ce que nous venons
de dire, le coefficient @ qui correspond 4 un c6té, et le coefficient § qui correspond
soit au sommet suivant soit au sommet précédent, doivent étre égaux et de signe con-
traire. D’ou il suit, que tous les « doivent étre égaux & -~ 1 (par exemple) et tous
les 4 —1. Il n’y a donc pas entre les 4, et les B, d’autre identit¢ que la suivante
>A4—>B=o.

Il y a donc N+ Q — 1 relations distinctes entre les y, et comme les y sont au
nombre de 2N, il y a N — Q -4 1 quantités y distinctes. Le genre est donc

N—Q+1
2 ?

comme il convient.

Cela posé, considérons une seconde intégrale abélienne U’; désignons par x', y/,
z' les quantités relatives 4 cette seconde intégrale et correspondant 4 celles que nous
avons appelées x, y, 3, en ce qui concerne la premitre. Il s’agit de former la forme

bilinéaire
F(y, y ).
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fUdU'

tout le long du périmétre de P; cette intégrale devra étre nulle. Soient vy, et y, deux
cdtés conjugués, et deux éléments correspondants de ces cotés; soient U, et Ug, U,
et U, les valeurs de nos intégrales en deux points correspondants de ces cotés; on

Pour cela, prenons lintégrale

aura

—_ T ' T 7

Uy=U, 4+ y,, Uy, = U, + ., dUp = —dU,.
Je mets le signe — parce que si les deux cétés sont parcourus en suivant les
points correspondants, ils seront parcourus en sens contraire. L’intégrale / vau

prise le long de ces deux cotés se réduira donc 2

/(UB—— U ='/‘yadU'

le long du coté y,; Cest-d-dire y,x; ou — y,x7,.

L’intégrale se réduira donc
- Z Ya x:x ?

la sommation s’¢tendant 4 toutes les paires de cOtés, en prenant un coté seulement

dans chaque paire. Mais comme on a

Yo = 7 g x:z:—‘xia, yax;:ygx'gy

_%Zya xz’x)
la sommation s’étendant 3 tous les cotés. Nous aurons donc
(6) v Zy x' = o,
ou, en vertu de (1) (appliquée 4 lintégrale U"),

2 9.y — 25 = o,
Zya(:x _l_ Zyﬁzla~x = 0.

Tenant compte de la relation
z-’a—x - z;% + y;&’

2 9.8+ 2 ¥e%p + D yeyh = o.
2 Yk =2 9% 2 Vade= 2 k-

En effet Pindice « peut prendre toutes les valeurs possibles depuis 1 jusquda 2N;

et quand il prend ces valeurs, I'indice § du c6té conjugué prend également ces mémes
valeurs dans un autre ordre. Je puis donc écrire

@) 22 Va2 YaYu=o0.

Nous devons vérifier d’abord que le premier membre de (7) est bien de la forme
F(y,y"), y' étant une forme bilintaire. Choisissons en effet dans chaque cycle de sommet,
un sommet que nous appellerons le sommet initial. On aura alors, pour un sommet

cela peut s’écrire

ou, 4 cause de (3),

il vient

Mais on a
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quelconque o,

Ry = Z:xo + Yo,
64, ¢tant le sommet initial du cycle et ¥' une combinaison linéaire des y’; de sorte que
le premier membre de (7) devient

22 9. %, + 2 2 3. Yo+ 2 Ya¥a-
Il s’agit de démontrer que le coefficient de zu, dans cette expression est nul, de

telle sorte que cette expression ne dépend plus que des y et des y'. En effet, ce coeffi-
cient est égal i
22 Yas

la sommation s¢tendant 4 tous les sommets du cycle, et cette somme est nulle en vertu
des relations ().
Il s’agit maintenant de vérifier sur le 1 membre de (7) Pidentité

®) F(, N+ FQG, D=0
ou, ce qui revient au méme, l'identité

, F(y N =o
puisque

F(y, M+ FQO,H,)=FO+9y,y+y)—FQ@, »—FQO' y)
Il est clair que
F(y’ y) — zzyaZa + Zy;
F(y, ) =22 2,Rey — %) + 2 Gey — )

ou, en développant,
. Fiy n=27%.,— 2%
Or le 2% membre est évidemment nul puisque quand Pindice « prend toutes les

Or on trouve

valeurs possibles, il en est de méme de l'indice f — 1, quoique dans un autre ordre.
En résumé, nous avons entre les y et les y' une relation bilinéaire

22 92 + 2yy =o.
Cela prouve que la forme caractéristique cherchée F(y, y") est égale, 4 un facteur
constant prés, 4 2> yz' 4 D yy', et il reste 4 déterminer ce facteur constant.
Pour cela supposons que U’, au lieu d’étre une intégrale de 1* espéce, soit une
intégrale de 3° espéce admettant pour points logarithmiques deux points M_ et M, de
la surface de Riemann C, le premier avec le résidu - 1, le second avec le résidu — 1

dans ce cas on aura _
EF(y, y) = 2i=n(U,— U)),
U, et U, étant les valeurs de U en M, et M.
D’autre part, 'intégrale
f Udu

a aussi pour expression 2in (U, — U)), de sorte que

F(y, y');/UdU’.
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Mais le 1 membre de (7) n’est autre chose que le premier membre de (6), qui a été
obtenue elleméme en multipliant par — 2 lexpression

- %Zyax::

qui représentait notre intégrale; on aura donc

Fipy)=—290—327%)
ou enfin, en tenant compte de (8),

(9) FO, ) =23z + 725

ou encore
F(y, )=72 Ry — %)

§ s-

Mode de correspondance des cotés.

Représentons-nous le polygone P décomposé en un certain nombre 7 de polygones
congruents 4 P’. Les cotés du polygone P’ sont conjugués deux 4 deux, ils sont au
nombre de 2N'; le nombre total des cétés des divers polygones congruents 4 P’ seront
donc 2# N’; parmi eux il y en aura 2N qui n’appartiendront qu’d un seul de ces po-
lygones et qui feront partie du périmétre de P; les autres appartiendront 3 deux des
polygones congruents 4 P’ et leur serviront de frontiére commune.

Nous pourrons représenter ces 2n N’ cOtés par une notation 4 double indice

Y(a B);

Pindice o variera de 1 4 2N’ et se rapportera aux divers cotés de P’; l'indice § variera
de 1 4 » et se rapportera aux divers polygones congruents 4 P’; ainsi P’ ({) sera 'un
des polygones congruents 2 P'; y(«) sera 'un des cotés de P’ et y(a, B) sera le coté
de P'(§) homologue au coté y(a) de P

Supposons alors que les cotés y(a) et y(«’) de P’ soient conjugués, et considérons
un coété y(a, B); il existera alors toujours un coté y(«’, '), et un seul, qui sera iden-
tique ou conjugué i y(z, B).

Si les deux cotés y(a, £), y(a', B') sont identiques, ils n’appartiendront pas au
périmetre de P, mais ils feront la frontitre commune de P'(B) et P'(p’). Si les deux
cotés y (=, B), y(a', B') sont conjugués, ils appartiendront au périmétre de P et ils re-
présenteront deux cétés conjugués de P.

Nous pouvons alors envisager la substitution S, qui change £ en ’; c’est une
substitution qui change P'ordre des n lettres B. A chaque coté de P’ correspond une
pareille substitution et les substitutions correspondant 4 deux cotés conjugués S, et S,
sont inverses I'une de lautre.

Voyons maintenant comment les sommets de P se répartiront en cycles. Nous
désignerons encore par {«) celui des sommets de P’ qui est compris entre y(«) et
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y(a 4 1), et par 6(, B) le sommet homologue de P’(B). Considérons un des cycles
de sommets de P, et soient

o(a), o(=x,), ..., a(x,)
ces sommets. Considérons alors le sommet o(«,, §); il sera identique ou conjugué au
sommet o (a' — 1, §), ol B! sera le transformé de {, par la substitution S, ; j'écris

[3,1 = @n Sdl *
On aura d’ailleurs o) — 1=, et je poserai pour plus de symétrie dans les notations
r
Bz = {31 = BIS‘I:’

De méme, le sommet

G(al, — I ‘31’) = G(“z’ le)
sera identique ou conjugué au sommet

o(e, — 1, B;) =5(a,, B)),
ot y(«.) est conjugué de y(«,) et ol

- = ﬁ; = Bz S“z’

et ainsi de suite; et enfin le sommet

c(a:n—-x’ B, —x) - G(“m’ Bm)
sera identique ou conjugué au sommet

o (2,1 Bu) = o(2,, Bw)

B:n prmman BmSam == (5‘ SaIS¢2 .« o Sam.

Ainsi, pour obtenir §! en partant de §,, il faut appliquer aux #» lettres § la
substitution

]

ou

ZZSaISaz . e Sa

m

qui change leur ordre.
Soient alors

1" " "
1) 29 ") Bq
les transformés successifs de B, par X, ¥*, ..., ¥?; on finira par arriver 4
"o
B, =8,

c’est-d-dire par retrouver la lettre initiale. Alors les divers sommets
o(%, B,),  o(e, BY),  o(x, B) -5 o(x, BL)
appartiendront 4 un méme cycle, lequel comprendra en outre
o(a,, B,5s), o(x,, BYSa,), o,y B)Sa), - .-
o(a,, B, Ss,Sa,), a(o,, BYSa Sa) - .-
On sait qu'une permutation quelconque entre #z lettres peut toujours étre décom-

posée en un certain nombre de permutations circulaires; ici 'une des permutations cir-
culaires de 2 est la suivante

B BH " "
1? 1) 2) **° g—1
et porte sur ¢ lettres.
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Supposons donc que X se décompose en A semblables permutations circulaires;
nous avons sur P’ un cycle de m sommets. A ce cycle correspondront sur P, non
pas un, mais A cycles de sommets; et si une de ces permutations circulaires porte sur
q 'lettres, le cycle correspondant comprendra ¢ m sommets.

Il pourra se faire que plusieurs de ces sommets appartenant 4 divers polygones
P’(B) soient identiques; le nombre des sommets distincts de P sur ce cycle sera alors
moindre que g ; il pourra méme se faire, et C’est une hypothése que nous avons déji
envisagée au § 3, que tous ces sommets soient identiques et que la somme de leurs
angles soit 2 w; ce sommet n’appartiendra plus alors au périmétre de P, mais ce sera un
point intérieur 4 P appartenant 4 la fois 4 plus de deux polygones P'(B) et étant le
point d’intersection des frontieres de ces polygones.

§ 6.

Calcul de rinvariant.

Pour calculer notre invariant, nous devons d’abord chercher les nombres que nous
avons appelés b et m au § 2. Les nombres m se rapportent aux différents y et par
conséquent aux différents céwés. Au coté y(«, ) qui est identique ou conjugué au coté
y(«'y B") correspond une période y(«, B), qui est Pintégrale U prise entre les sommets
a(a, B) et o(a’ — 1, £'). Siles deux cOtés y(=«, £), et y(«', B) sont identiques et
non copjugués, il en est de méme des deux sommets o («, ) et 6 (' —1, B') eton a

. y(“, By=o
et de méme pour lintégrale U’

) On a dans tous les cas Yo By=o
y( B)+y(, £) =o,

ce qui n’est autre chose que I’¢quation (3) du § 4.
Les y peuvent sexprimer en fonctions linéaires des périodes o, et on aura

(2) y(e, B) = Z m(a, B j)"’j

et de méme
y' (@ B) =2 m(= 8 o
les m (a, B, j) étant entiers.
Considérons maintenant la valeur z(«, §) de Iintégrale U au sommet ¢(«, §) et
la valeur z(«,, B,) de U au sommet inital du cycle o(a,, 8,) tel qu’il a ét¢ défini
au § 4, nous pourrons écrire

() oz B =z(%, B)+ 2 k(= B f)o,
et de méme
(, (“’ @) = (’(“07 Bo) + Zk(“) p) ]) w;'y

les &(=, £, j) étant entiers.
Remplagons les y et les z par leurs valeurs dans

F(,y)=2zy ++>yy.
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Observons que nous pouvons dans les sommes du 2¢ membre, introduire les termes
correspondant 3 des cotés y(«, B), qui n’appartiénnent pas au périmétre de P, mais
servent de frontitre commune 4 deux des polygones P’(B). En effet, ces termes contien-
nent en facteur y’(«, ) qui est nulle dans ce cas en vertu de la relation (1). De plus,
nos formules sont applicables comme nous I'avons vu au § 4, bien que les y ne soient
pas des périodes distinctes. Le 1% membre doit se réduire a:

F(y, y)=3 Hyo,

Quant au 2* membre il va prendre la forme d’une expression linéaire par rapport

aux z(a,, B,) et aux o, puisque les 2% membres des coeflicients (2) et (3) sont de
cette forme. Mais le coefficient de z(«,, £,) est égal i

2y (% &)
la sommation étant étendue 3 tous les sommets o (a, $) du cycle donte (o , 8.) estle
sommet initial. Or cette somme est nulle par la relation (5) du § 4. Donc les termes
en 2(2,, B,) disparaissent et le 2% membre est linéaire par rapport aux ; seulement.

On trouve alors, en identifiant les coefficients de o,

Hy=2 k(= & Dy (» &)+ 5 2m( 8 )y (% 8)
Mais on a, par la définition des nombres b,

dot Hy=2 h(x 8 /)y (% B),
@ h(ay & ) =k(2% B j)+ s m(x B /) ,

On a d’autre part

y(a B)=—y(, B)=z(e'—1, ) —z(e, B) =z(a, B")—z(2x—1, B)
et par conséquent, en égalant les coefficients de o,

() m(a, B)y=—m(, P)=k(« —1, p)—k(x P)=k(, B)—k(x—1, §).

Il faudrait affecter les m et les £ d’un troisitme indice j qui serait le méme pour
tous les nombres qui figurent dans cette formule (5).

Comparons maintenant deux expressions telles que z (%, B) et z(«, B).

La dérivée de U prendra la méme valeur en o(«, £) et en ¢(x, B') ou, plus géné-
ralement, en deux points correspondants des deux polygones P'(f) et P'(£"); et en effet
nous avons supposé¢ que lintégrale U était réductible, c’est-d-dire qu’elle appartenait, non
seulement 4 la courbe C, mais encore & la courbe C’. La différence des valeurs de U
en ces deux points est donc une constante, et par conséquent la différence

(% B) — (=, B7)
ne dépend que des indices B et B’, et ne dépend pas de Pindice «. Il en est donc de
méme de la différence

k(a, B, ) — k(z, B, 7).

1l résulte de 13 que nous pouvons écrire

k(x B ) = k(% )+ k() /)

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXVII (1° sem. 1909). — Stampato 1’8 gennajo 1909. 39
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et considérer le nombre %(«, 8, j) comme la somme de deux autres nombres analogues
dépendant, le premier seulement de l'indice « et le second seulement de l'indice P.

Cela posé, rappelons comment on forme l'invariant J: on dresse le tableau des m
et celui des b; on désigne par D I'un quelconque des déterminants obtenus en prenant
2q colonnes dans le 1* tableau; par D’ le déterminant obtenu en prenant les mémes
colonnes dans le 2? tableau; et on a

= Z DD,
Je dis que J ne changera pas quand dans le 1 tableau on ajoutera la 1% colonne
d la 2%, en méme temps que dans le 2¢ tableau on retranchera la 2% colonne de la
1¢r. Désignons en effet par D un déterminant tiré du tableau primitif des m; par D',
A et A’ les déterminants correspondants tirés du tableau primitif des b, du tableau modi-
fi¢ des m et du tableau modifi¢ des h. Il s’agit de montrer que

Z DD = Z AA,

Soit D, I'un quelconque des déterminants qui ne contiennent ni la 1% ni la 2%
colonne; D, 'un quelconque des déterminants qui contiennent 4 la fois ces deux colon-
nes; D I'un quelconque des déterminants qui contiennent la 1™ colonne sans contenir
la 2% et enfin D le déterminant obtenu en remplagant dans D, la 1% colonne par
la 2%. On aura

Dy = A

D,=4a,, D, =4, DB:AB, Br

o ___ r__ ' 10 — o __ o,
FE Ar_D\r+D$’ AT_DT—DT’ A, = Dy, af =Dy
DaDI — A AI D DI j— A AI DYD;_l_ D?DIO —_ A AI __I_ AOAIO

a o) Yor?
> DD = AA'.

On pourrait évidlemment opérer de méme sur d’autres colonnes quelconques.

et par conséquent

Les colonnes de nos deux tableaux pourront étre rangées dans un ordre tel que
celle qui se rapporte & un c6té y(x, B) soit immédiatement suivie de celle qui se rapporte
au coté conjugué y(«', B'). Nous aurons alors dans les deux tableaux, dans chaque
colonne de rang impair, les nombres

m(%, B, /), b(e B, 1)
et dans la colonne suivante les nombres
1”(“’7 (5” j)’ b(“” (5’7 j)'
Faisons l'opération dont nous venons de démontrer la légitimité, d’abord sur les

deux premiéres colonnes, puis sur les deux suivantes, et ainsi de suite. Alors dans les
deux tableaux modifiés nous aurons dans chaque colonne de rang impair les nombres

m(a, By 1), h(x B, 7) — b(, B'? 7)

et dans la colonne suivante les nombres

m(x, B 7))+ m(, &, ), h(a', &' 7).



SUR LA REDUCTION DES INTEGRALES ABELIENNES ET LES FONCTIONS FUCHSIENNES. 307

Mais
m(x, B j) 4 m(, ¥, j) =o.
Nous pouvons alors supprimer toutes les colonnes de rang pair, et en effet tous les
déterminants A qui contiennent une de ces colonnes sont nuls, puisque tous les termes de
ces colonnes sont nuls dans le 1* tableau modifié.
Il nous restera donc deux tableaux formés respectivement avec les nombres:

m (o, B, 7), h(x, B, ) — b, ¥ 7)

et il s'agit de former la somme
D AN’

relative 4 ces deux. tableaux.
On a d’abord
m(x, B j) = k(2" — 1, ) + k(P ) — k(, j) — k() /)
2h(a, By )=k — 1, )+ k@, )+ k(x 7))+ E(E, /),
2h(@, &'y )= k(e — 1, )) + k@, /) + k(= /) + k@', 1),

et

d’onr
2h(2, B, j) — 2b(a, & ) = k(¢ — 1, )) + k(2% j) — k(= — 1, ) — k(«, j)
ce qui montre que les nombres du 2% tableau modifié et par conséquent les A’ ne dé-
pendent pas de Pindice . |
Chaque colonne dépendant de deux indices « et §, chaque déterminant dépendra
de deux séries de 2¢ indices
Wy Gy e, &

2 29

By By -vy By

je pourrai donc désigner I'un des déterminants A par ces indices, en Iécrivant
A,y @y veey o5 By Byy vvs By
A(a;, B
Nous pourrions écrire de méme A’(«., £.); mais A’, comme nous venons de le voir, ne
i? i H ’
dépendant pas des §, nous écrirons simplement

A" (a)
J= ZA(“i’ ByA (=)

La sommation doit s’effectuer, d’'une part par rapport aux indices B, et d’autre part
par rapport aux indices «. Nous pourrons écrire

H(a)= ZBA(“H B
la sommation s’effectuant seulement par rapport aux indices B, et on aura ensuite
. '
J= Za H(x)A' (),
la sommation s’effectuant cette fois par rapport aux indices «.
Nous devons observer que les indices « doivent &tre tous différents, sans quoi

ou simplement

et nous aurons
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A’ () serait nul; en revanche deux ou plusieurs des § peuvent étre identiques; car, si
B, = B,, par exemple, les nombres

m(e, B, /) m(a,, B, 7)

n’en seront pas moins différents. De plus, on doit tenir compte de I'ordre des P et, par
exemple, les deux combinaisons

By B By B ooy By
B, B By B -els By
doivent étre tenues pour différentes puisque la 1% conduit aux nombres
m(a., By 1), m(e,, B,y 1)
m(a, By m(a,, B, j)-
Cela nous indique comment doivent étre faites les sommations.
Jécrirai
Ay, B) = [m(x, B, 1]

voulant dire par 1 que A(«;, B,) est un déterminant ot I’élément de la #° colonne et
de la j° ligne est m(a,, B,, j). Jaurai alors, avec la méme notation,

H(x) = ZBA(“H B) = [Zﬁm(“n B, 7)]
m(oy, B ) =k — 1, ) —k(a, ))+ k', ))— k(@B 1),
ce que je puis écrire
m(a;, B ) =m(e, 7) -+ k@, ))— k(B ),
m(a,, j) = k(y — 1, j) — k(2,, )

La sommation doit s’étendre aux # valeurs de 3. Le terme m(«;, j) étant indépendant
de B, on a

et

et la seconde 3

Or

en posant

2 m(ay, )= nm(a, ).
D’autre part, quand § parcourt les valeurs 1, 2, ..., #, 'indice ' parcourt les
mémes valeurs dans un autre ordre, de sorte qu’on a

PRICHEDRICEHET
28 (%, B) = n¥[m(a,, f)]
H(a,) = n*"4a(a), |
A(x) = [m(=;, )
J=mn2 A(x)a" (=)
J=n"],

J' ¢tant Uinvariant relatif 4 la courbe C’ et au polygone P,

et quil reste simplement
ou
en posant

de sorte qu’il reste

ou bien
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Examinons en particulier les deux exemples du § 1. Dans le 1* de ces exemples
on a g = 1, et nous pouvons prendre pour périodes
21T
S T, o, =h
et supposer que la courbe C’ est une courbe de genre 1 admettant comme intégrale de
. 2¢m
1t espéce u, laquelle elle-méme aura pour périodes fondamentales — ¢ h; nous re-

prenons les notations du § 1, de sorte que les lettres « et b n’ont plus du tout la
méme signification qu’au début du présent §. Quoi qu’il en soit, les périodes o, et o,
pouvant étre regardées comme des périodes normales, on aura

=1, J=n

J=a, n = a.

et d’aprés le § 2

Mais nous pourrions également prendre d’autres périodes { de facon que toute
p g p p con q

fonction périodique admettant les périodes o, et w, admette nécessairement les périodes
21w
— et h), par exemple

o
21w b

0, = —d._[.‘}— ? w, = T )
@ et y étant des entiers quelconques. Dans ce cas le tableau des nombres m s’écrit:
' af o o o B o

o o o0 y o0 o0
et I'on a
J=aPy; J =1, J=n, n=afy.

Mais nous nous tiendrons 4 la 1% hypothése, c’est-d-dire que parmi les systémes
de périodes @ qui conduisent & la réduction, nous choisirons toujours le plus simple ; on
aura alors

n=a.

Passons au 2% exemple. Ici g=2, les intégrales u et u, admettent pour périodes

. ; 2im
2im 0o o0 o a b o —
-4
. ' 21T
o 2im o o b =
af
Nous pourrions donc prendre le tableau suivant des périodes
(O ®, (0] 3 6)4
u 2 i o a b
©) P
217
u, o =—— b
af

Mais ces périodes ne satisfont pas i la condition que doivent remplir un systéme
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de périodes d’intégrales abéliennes engendrées par une courbe de genre 2. Nous devons
donc chercher un autre systtme de périodes sous-multiple du premier. Je dis, pour
abréger le langage, qu'un systtme de périodes S est sous-multiple dun autre systeme
S, quand Dexistence des périodes S entraine celle des périodes §’, sans que la réciproque
soit vraie. ‘

Il est clair alors que parmi les systémes sous-multiples de (), et satisfaisant 4 la
condition fondamentale imposée aux périodes des intégrales abéliennes, le plus simple
est le suivant

(.t)l 0)2 (1)3 (1)4
u 2im o a b
(s ' B
21T
=~ b
#, o 2B c

et que tous les autres ne sont que des sous-multiples de (S'). Nous pouvons alors
supposer que #, et #,, regardées comme intégrales abéliennes relatives 4 la courbe C’,
admettent les périodes §’. Alors le tableau des nombres m ne sera plus comme au § 2,

@ 0 o0 0 0 o O 1I
o af o o 0 0o 1 o
0O o0 0 o0 1 0 0 ©
O 0 o0 0 0 I 0 O
mais bien
«B o o o o o o B
o af o o o o 1 o
0 0o 0 o0 I 0 0 O
0 o o0 0 0 I O o
On n’a donc plus comme au § 2, J = «*f*, mais
J = atpt.
D’autre part, les périodes o étant normales, on a
]' =1, ] = 714,
d’ou
n=af.

Dans le 1 exemple, nous avons trouvé n=a, dans le 2% nous trouvons #=—=a #;
la loi est évidemment générale et peut s’énoncer ainsi:

Le nombre n des polygones P'(B) w’est autre chose que le nombre k relatif & la ré-
duction et défini au § 1; pourvu du moins que on choisisse le systtme des périodes
o de la fagon la plus simple possible.

§ 7.
Autre mode de calcul.
On peut arriver 4 ce méme résultat d’une maniere plus simple, de sorte que je

n’aurais pas pris un chemin aussi détourné si les propositions intermédiaires ne devaient
pas nous étre utiles dans la suite,
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Soient U et U’ deux intégrales abéliennes appartenant 4 la courbe C', 4 laquelle se
rapporte le polygone P’; la 1% sera de 1¢ espéce et la 2° de 3° espéce; elle admettra
deux points singuliers logarithmiques M, et M, avec les résidus 4 1 et — 1.

Prenons l'intégrale
f Uiv

le long du périmétre de P’; elle sera égale &
2in (U, — U),

U, et U ¢tant les valeurs de U aux points M, et M,; le résultat serait encore le
méme si on intégrait le long du périmeétre d’un quelconque des polygones appelés plus
haut P'(P), et en effet quand on passe du point M, intérieur 4 P’ au point corres-
pondant de P'(B), la valeur de U, augmente d’'une période; et quand on passe de M,
au point correspondant de P'(B), la valeur de U, augmente de la méme période, de
sorte que la difference U, — U, ne change pas.

D’autre part, cette méme intégrale est égale 4

4’(‘0, w’))

les w étant les périodes de U par rapport 4 la courbe C', et les ' étant les périodes
correspondantes de U’, tandis que ®(w, ') est la forme bilinéaire caractéristique re-
lative 4 ces périodes. On a donc .

® (0, 0) = 2ix(U, — U)).

Prenons maintenant la méme intégrale le long du périmétre de P, ce sera comme si
on la prenait le long des divers polygones P'(B) qui sont au nombre de #. On
trouvera donc
2nin(U, — U).
D’autre part Pintégrale sera égale 4

F(y, )

les y étant les périodes de U par rapport & la courbe C, les 5 étant les périodes cor-
respondantes de U’, et F(y, y") étant la forme bilinéaire relative 4 ces périodes. On
aura donc

F(y’ y') = 2ni7c(Uo - U!)’
F(y, y) = n®(o, o).

Si nous prenons les périodes normales et le 1% exemple du § 1, nous aurons:
pour

d’olt

y;, y;; y3) }’4, y;> ys’
les valeurs
. 217
2im, 0, o0, b, -
pour

o, (2]
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les valeurs

d’ou
yy=ae, Y, =0, Y =0 Y=, Y =0, Y=0
avec les mémes relations entre les y' et les o'; daillears
F(y,9) =50, — 3.5 F 2.3, — 5%+ 3,56 — 3655
®(0, 0') =0,0, —0,0,
d’ou, en remplagant les y et les y par leurs valeurs en fonctions des w et des o',
E(y, y)=a? (o, o)

n=ua,

ct

Passons au 2¢ exemple du § 1; nous aurons (si U =2#u, - pu,): pour

Yus Yar Yy Jo 5o Yo Yy Ys»
les valeurs . .
2imd, 2imp, o, o, al-bp, brdcp, 2;7;#, 2i72,

o
pour

0, )

2) 39 4?

les valeurs
2imk 2iTp

B ap ak -+ by, bh 4 cp;

d’ott
y1=apwx’ yz:apwzi y;:(’: y4:O7 y5=w;? yézw.p y7:‘”2’ y8=§mx
avec les mémes relations entre les y’ et les w’; dailleurs

F(y, y) =990 — ¥9: F 2.96 = Yeda + 3,9 — 3,05 F 3,55 — sV

¢ (0, o) = o)l(o; — m}m; + "’2"’1 — w4m'2,

d’olt

F(y, y) =@ (o, o)

n=af.

et

Les résultats du § précédent sont ainsi retrouvés et la méthode est évidemment
générale.

§ 8.
Cas ot g = 1.

Je me propose maintenant d’¢tudier de plus prés les circonstances de la réduction
et je commence par rappeler et compléter les relations entre les nombres N, N', Q,
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Q’, etc. Nous avons trouvé au § 3 les relations suivantes

(I) 2p:N—Q+I
2q=N—Q +1

(2) Q+2p—2=n(Q +29—2)

€)) N—1=naN—1)—p

La formule (2) s’applique au cas ot le nombre p est égal & zéro, C’est-a-dire on
il n’y a pas de sommet commun & plusieurs polygones P’ () qui se trouve a l'intérieur
de P. Nous adopterons cette hypothése; si d’ailleurs elle n’était pas satisfaite, et que
ABCD A représentant le périmeétre de P, un sommet commun E 4 plusieurs P'(B)
fit 4 lintérieur de P, nous pourrions joindre 4 F et prendre pour périmétre de P la
ligne fermée EABCD AE. Dans le polygone P modifié, E serait regardé comme un
sommet, dont I'angle serait 2=, et le périmétre comprendrait deux fois le coté E A4,
parcouru une fois dans le sens direct, une fois dans le sens rétrograde. Nous pouvons
donc toujours supposer

®=o.

Dans ce cas, la formule (3) devient
(3" N—1=asN'—1)
et est une conséquence immédiate des formules (1) et (2).

La formule (2) peut s’écrire

€)) nQ — Q=20 —1)—2n(g—1)
Le 1 membre de cette relation est susceptible d’une interprétation particuliere.

Nous avons vu au § 5 comment se forment les Q cycles de sommets de P. A chacun
des Q' cycles de sommets de P’ correspond une substitution

2=.SaISaz v Sa

portant sur 7 lettres. Cette substitution se décompose en un certain nombre de permu-
tations circulaires. A chacune de ces permutations circulaires correspond un cycle de
sommets de P. Il y a donc en tout Q' substitutions X, et le nombre total des permu-
tations circulaires dont elles se composent est de Q.

Le nombre total des lettres est » Q'; si alors %, est le nombre des permutations
circulaires qui permutent ¢ lettres, on aura

& Z)‘i = Q, Zi)‘i =n(Q,
ou
) 36— Dh=2(p— 1) — 2n(g — 1.

Voyons en passant quelle est la relation de ces substitutions X avec les nombres
v, d¢finis au § 3. Chacun des points singuliers 4' du § 3 correspond 4 un sommet
de P’ et par conséquent 4 une substitution X. Cette substitution permute 7 lettres
correspondant aux # feuillets de la surface de Riemany C du § 3 ou aux 7 détermi-

m

nations de M, c’est précisément la permutation que subissent ces n déterminations quand
M’ tourne autour de 4’'. Les points 4; correspondent 4 divers sommets de P et par

Rend. Girc. Matem. Palermo, t. XXVIL (1° sem. 190g). — Stampato I8 gennajo 1909. 40
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conséquent aux permutations circulaires en lesquelles se décompose X. On voit ainsi
que ces permutations circulaires porteront respectivement sur

Yoy Vos oeey Yy

lettres.
Nous allons examiner en particulier le cas ot q = 1, Cest-a-dire celui o la courbe
C' est de genre 1, et o les intégrales abéliennes sont réductibles aux intégrales elliptiques.
La formule (5) devient alors:

") 2(GE—1)=2(—1)

Ceci nous montre d’abord que p ne peut étre nul, ce qui était d’ailleurs évident
puisqu’alors C n’admettrait pas d’intégrale abélienne; si 'on supposait p = 1, tous les
nombres ¢ devraient étre égaux a 1, c’est-d-dire que toutes nos substitutions X devraient
se réduire 4 la substitution identique; il n’y aurait pas sur la surface de Riemann C,
de points de ramification A’', nous devrions prendre pour le polygone fuchsien un
quadrilatére, & cotés opposés conjugués dont la somme des angles serait 2m; ce qua-
drilatére se réduirait alors 4 un parallélogramme rectiligne de la géométrie ordinaire;
puisque la somme des angles serait 2= et non plus petite que 2w comme dans la géo-
métrie non-euclidienne; nous retomberions en définitive sur la théorie ordinaire de la
transformation des fonctions elliptiques.

F..aminons donc le cas de

g =1, p>1.

Deux hypothéses sont possibles :

1° Ou bien toutes les substitutions X se réduisent 4 une permutation entre deux
lettres. Dans ce cas chacune de ces substitutions se décompose en un certain nombre
de permutations circulaires, qui ne portent que sur une lettre, de sorte que le terme
(i — 1) correspondant est nul, excepté pour une d’elles qui porte sur deux lettres, de
sorte que le terme (i — 1) correspondant est égal 4 1. Nous aurons donc dans le 1%
membre de (5°) autant de termes égaux 4 1 qu’il y a de substitutions 3, tous les
autres termes ¢tant nuls; ce 1°° membre est donc égal au nombre des substitutions X.
A chacune de ces substitutions 2 correspond un cycle de sommets de P’. Si, comme
nous I'avons supposé au § 3, nous choisissons ce polygone P’ de la fagon la plus
simple possible, il n’y en aura pas d’autres. Ainsi notre premier membre est égal au
nombre de ces cycles et 'on a

© 0 =2p—>2
et par conséquent
@) N =2p—1.

La somme des angles sera de = pour chacun de ces cycles (puisque le nombre v
est égal 4 2). Les polygones P’ ainsi définis seront des polygomes P’ de la 1%¢ sorte.

2° On peut supposer, au contraire, que quelques-unes des substitutions X ne se
réduisent pas 4 une permutation entre deux lettres; que, par exemple, I'une d’elles se
réduise 4 une permutation circulaire entre 3 ou plusieurs lettres, ou a deux permutations
entre 2 lettres. Alors le 1% membre d¢ (5°°) contient plusieurs termes égaux i 1, ou
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1 3

un terme supérieur 4 1 et correspondant 4 cette substitution, de sorte que l'on a

Q < 2p—2, N <2p—1.

Les polygones P’ ainsi définis seront des polygones P' de la 2% sorte.

Les cas les plus simples sont ceux d’un quadrilatére dont les c6tés opposés sont
conjugués et dont la somme des angles est égal 4 =; ou bien encore celui d’un
hexagone dont les cOtés opposés sont conjugués et qui a deux cyles de sommets, avec

2m
des sommes d’angles de = et de 5

Nous verrons plus loin que les polygones P’ de la 2% sorte peuvent étre regardés
comme des dégénérescences de ceux de la 1% sorte.

Examinons surtout ceux de la 1% sorte. Pour déterminer un polygone de 2N'=4p—2
cotds, il faut 8 p — 7 données. Mais notre polygone est assujetti 4 certaines conditions.
D’abord les cotés conjugués doivent étre égaux (au point de vue non euclidien) ce qui
fait N’ = 2p — 1 conditions; ensuite la somme des angles de chaque cycle doit étre
égale & =, ce qui fait Q' = 2p — 2 conditions. Il reste donc

@p—=7DN—C@p—0)—@p—2)=4p—4

données arbitraires. '

Mais ces données sont réelles, elles équivalent donc & 2p — 2 données arbitraires
complexes.

Comparons ce nombre 4 celui des périodes arbitraires de notre tableau. Le tableau
des périodes peut étre réduit 4 la forme canonique comme nous lavons fait au § 1;
reportons-nous par exemple au 1% exemple de ce § ol ¢ = 1, p = 3; nous voyons
que dans ce tableau figurent 4 arbitraires b, a, b, ¢; le nombre « est lentier caracté-
ristique de la réduction et ne doit pas étre regardé comme arbitraire; c’est notre

p(p —1)

nombre #. En général, nous aurons une arbitraire correspondant i b, et =5

arbitraires analogues 3 a, b, ¢; en tout

P(pz_—l)+1

Ce nombre n’est pas égal 4 2p — 2 et cela ne doit pas nous étonner, puisqu’un sy-
sttme quelconque de périodes ne correspond pas toujours 4 une courbe C, ou, pour
parler le langage du § 1, 4 des fonctions abéliennes spéciales. La différence
PO =0 |\ _(op_py 5P
2 2

est le nombre des conditions qu’il faut imposer 4 un systtme de périodes réductibles
pour qu’il conduise 4 des fonctions abéliennes spéciales.

Considérons maintenant un systéme de périodes quelcongues, non réductibles en
général; le nombre des périodes arbitraires est

PG+
2
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Le nombre des données arbitraires dont dépend une courbe C de genre p (modules) est
3P — 3
_p—=s5p+6
2

La différence
P41
— 3P —3
représente le nombre des conditions qu’il faut imposer 4 un systéme de périodes quel-
conques pour qu’il conduise 4 des fonctions abéliennes spéciales.
On remarquera que, comme il convient, ce nombre de conditions est le méme
dans les deux cas. '
Si on avait pris un polygone de la 2° sorte, on aurait eu Q' < 2p — 2 et le
nombre des arbitraires (réelles) edt été

4N —3)—N — Q =3N — Q0 —3=20Q < 4p— 4
Voyons, en nous plagant 2 un point de vue entiérement différent, 4 quoi correspondent

ces Q' points singuliers. Considérons la courbe C, qui sera de degré m et aura par
conséquent

_ (m—1)(m — 2)
d— 12 2 —

points doubles. ,
Soit #, l'intégrale abélienne de C qui est réductible aux intégrales elliptiques. Les
points A4 correspondant aux sommets de P’ seront ceux pour lesquels la dérivée de

. du . . .
cette intégrale de s’annulera. Ce seront donc les points d’intersection de C avec la

courbe
du,

—— — O.

dx

Cette courbe, adjointe 4 C, et passant par les d points doubles est de degré m — 3.
Elle coupe C (en dehors des points doubles) en

m(m — 3) — 2d = 2(p — 1)
points. A chacun d’eux correspond en général une valeur de u, et par conséquent un
cycle de sommets de P'.

En général, ces 2p — 2 points d’intersection sont distincts et correspondent &
autant de valeurs distinctes de #,. Le nombre des cycles de sommets de P’ est donc

Q =2 p— 2.

Le polygone P’ est alors de la 1¢ sorte, mais il peut se faire également que les
deux courbes se touchent de fagon que deux des points d’intersection se confondent
(cest le cas ou Pune des substitutions = permute circulairement trois lettres), ou bien
encore que deux de ces points correspondent 4 une méme valeur de u, (cest le cas
ot Pune des substitutions X permute 4 la fois deux lettres £, et B,, et deux autres
lettres B, et 8,). Le nombre Q' est alors plus petit que 2p—2 et le polygone P est
de la 2% sorte.
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S
Cas de ¢ > 1.

Nous avons alors a appliquer la formule

() S —0)h=2(p — 1) — 2n(g — 1)

et nous ferons une premiére remarque; si

(2) n>2—1

g—1’

le premier membre de (1) doit étre négatif, ce qui est absurde. Il est donc impossible
de construire des polygones P et P’ de fagon & satisfaire 4 I'inégalité (2). Et cependant
nous pouvons construire un tableau de périodes réductibles analogue, par exemple, au
tableau relatif du 2° exemple du § 1. Dans ce tableau g =2, p=14, et n =af. I
est clair que nous pouvons choisir les entiers « et § qui sont arbitraires de telle fagon

que le produit « @ soit plus grand que 3, c’est-d-dire que 5 : i .

Nous pouvons donc construire un tableau de périodes réductibles, tel que I'inégalité
(2) soit satisfaite, et cela non seulement pour p — 4, ¢ — 2 mais quels que soient p
et ¢, le résultat étant évidemment général. A la vérité, cela n’implique pas l'existence
des courbes C et C’, puisque ces périodes pourraient engendrer des fonctions abéliennes
non spéciales. Mais dans I'exemple choisi (p =4, ¢ =2), il suffit d’une condition pour

que les fonctions abéliennes engendrées soient spéciales et pour que la courbe C existe;

P—sp+6 ;
et, en effet, pour p=4, on a — =1 Comme il reste dans notre tableau

plusieurs arbitraires, nous pourrons disposer de I'une d’elles de fagon 3 satisfaire 4 cette
condition, et la courbe C existera. Quant 4 la courbe C', elle existe toujours puisque,

pour ¢ = 2, onaq‘_i—qtﬁza

Ainsi nous pourrons trouver un systéme de périodes réductibles, telles que C et C’
existent et que Iinégalité (2) ait lieu. Il suffira pour cela, quel que soit 7, que le nombre

des arbitraires
g@+1)  ¢—9—9q+01
2 + 2

soit plus grand que le nombre des conditions 4 remplir

PP—sp+6 , ¢ —59+6
2 + 2 :

Qu’est-ce 4 dire? Ainsi que nous I'avons vu au § 1, si on considére un systéme
§' de g points de C’, on peut lui faire correspondre un systéme S de ¢ points de C,
de telle fagon que toute fonction rationnelle symétrique des coordonnées des divers
points de §' soit une fonction rationnelle symétrique des coordonnées des divers points
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de S. Mais il ne s’ensuit pas qu'd un point M’ de C’, on puisse faire correspondre un
point M de C’, de telle sorte que toute fonction rationnelle des coordonnées de M soit
une fonction rationnelle des coordonnées de M'.

Quand la 2% condition (qui entraine la 1%*) sera remplie, nous dirons que la courbe
C est multiple de la courbe C', et quand la 1% condition sera remplie sans que la 2%
le soit, nous dirons que la courbe C est psendo-multiple de la courbe C'.

L’analyse qui précéde nous montre que pour des valeurs convenables de p, g et #
il existe certainement des courbes pseudo-multiples.

Maintenant il peut se faire que

(3) n=0—"1

Nous pouvons alors construire les polygones P’ et P; seulement le premier membre
de (1) est nul, de sorte que tous les nombres i doivent étre égaux a 1, c’est-d-dire que
toutes les substitutions = doivent se réduire 4 la substitution identique. Alors il n’y
a pas de point de ramification tel que A' sur C’. Si nous choisissons le polygone P’
de la fagon la plus simple possible, on n’aura qu’un seul cycle de sommets de P’ et la
somme des angles sera 2m; on aura donc:

Q=1 N =4g
Nous dirons alors que le polygone P’ est de la 3° sorte. L’exemple le plus simple
est g =2, p=13, n—2; le polygone P’ est un octogone dont les c6tés opposés sont
conjugués; le polygone P est un polygone de 14 cOtés formé par la réunion de deux
de ces octogones et dont les cotés opposés sont conjugués.
Supposons maintenant

€y <=1,

nous pouvons alors faire deux hypotheses:

1° ou bien toutes les substitutions £ se réduisent 4 une permutation entre deux

lettres; on a alors

2(GE—ny=Q =2(p—1)—2n(g— 1),
N=Q42g—1=20p—1)—2(n— g — D+t

Le nombre des données arbitraires (réelles) qui définissent P’ est

4N'—3—N — Q=20 + 69— 6=40p—1)— (4n—6)(g—1)
et elles équivalent

v=20—1)—(@r—3)g—1)

arbitraires complexes. Nous dirons dans ce cas que le polygone P’ est de la rér sorte.

2° ou bien toutes les substitutions = ne se réduisent pas 4 une permutation entre
deux lettres; alors

Q<2(p—n)—2n(g—1), y<20—0D—(n—3)(¢—1

Le polygone P’ est alors de la 2% sorte.



SUR LA REDUCTION DES INTEGRALES ABELIENNES ET LES FONCTIONS FUCHSIENNES. 319

Nous pouvons, ainsi que nous I'avons fait pour le cas de ¢ = 1, comparer le
) q 3

nombre des arbitraires du polygone P’ avec celui des périodes arbitraires. Nous nous

bornerons au cas des polygones de la 1% sorte; on a alors

v=20—1—-0r—=3)¢—1
données arbitraires complexes dans le polygone P'. Le nombre des arbitraires dans le
tableau des périodes réductibles est

H=9(Q+}_)+(P_9)(p*'9+l)
2 2

Etant donné un tableau de périodes réductibles, 4 combien de conditions doivent
satisfaire les périodes de ce tableau pour que Pon soit conduit & une courbe C multiple
d’une courbe C’? Le nombre cherché de ces conditions est H — v.

Comparons-le avec le nombre

P —s5p+6
2

des conditions pour qu’un systtme gquelconque de périodes conduise i des fonctions
abéliennes spéciales, c’est-d-dire pour que la courbe C existe. La différence

H__v__f__—_§P_—|;6_

2

=0—90@—q9+2—2n)
On voit que I’¢galité a lieu pour g=1, ainsi que nous 'avons vu dans le § précédent;
en revanche elle n’a plus lieu en général pour ¢ > 1.

1° Si
(s) p=q+42n—2
le nombre des conditions pour qu’'un systéme de périodes réductibles engendre deux
courbes algébriques C et C' telle que la premitre soit multiple de Pautre, est égal au
nombre des conditions pour qu’un systéme de périodes quelconques engendre une courbe
algébrique C.

2° Si
(6) p<g+2n—2,
le premier nombre est supérieur au second; cest-d-dire qu’il peut arriver que les con-
ditions pour que C existe étant satisfaites, cette courbe C ne soit cependant pas multiple
d’une courbe C'; et cela peut s’expliquer de deux maniéres:

Ou bien la courbe C' n’existe pas. En effet, si nous avons g intégrales abéliennes
réductibles n’ayant chacune que 2¢ périodes distinctes, il peut se faire que les pé-
riodes de ces g intégrales engendrent des fonctions abéliennes & ¢ variables non-spéciales.

Ou bien la courbe C’ existe, mais la courbe C est seulement pseudo-multiple de C”.
Le nombre des conditions pour que la courbe C’ existe est:

¢ —5946
L1,

est
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Si donc

7) H_V>£_ji£;l‘_6+b£ﬂ_t6_,

il peut arriver que, les conditions pour que les courbes C et C' existent 'une et I'autre
étant satisfaites, la courbe C ne soit cependant pas multiple de C'. Il est certain dans
ce cas que C est pseudo-multiple de C'.

3° sl au contraire

® p>qg+2n — 2

er

le 1 nombre est plus petit que le 2°.

Pour nous résumer: soit « le nombre des conditions pour que C existe, les périodes
¢tant quelconques; soit $ le nombre des conditions pour que C existe, les périodes
¢tant réductibles; soit y le nombre des conditions pour que C et C’ existent, les périodes
étant réductibles; et enfin 3 le nombre des conditions pour que C soit multiple de C'.
On aura certainement

INYSE BLe
Les égalités et inégalités (5), (6) et (8) entrainent respectivement les conséquences
x =39, o < 3, a > 3.
Si on a «a <3, on a certainement & > B, et dans Ihypothése (7) on a2 méme

Y>> B; si on a « > 9, on a certainement « > {; mais, méme dans cette hypothése,
il peut trés bien se faire que 'on ait par exemple

“>8>Y>B)

ce qui entralnerait encore l'existence de courbes pseudo-multiples. Tout ce que nous
pouvons dire, c’est que l'existence de ces courbes, certaine dans 'hypothése (7) et dans
Ihypothese (2), est possible, on pourrait presque dire probable, dans les autres hypo-
théses.

Plagons-nous maintenant au méme point de vue qu'a la fin du § précédent. Soit
d’abord ¢ = 2. Soient # et v les deux intégrales réductibles. La courbe C sera de degré
m avec

d:(m—x)(m—z)_‘
2

p

points doubles. Les courbes

du dv

dx~ "dx
seront des courbes adjointes de degré m — 3 qui couperont C en 2p-—2 points en
dehors des points doubles.

Supposons que la courbe C soit pseudo-multiple de C’; soient %', y'; x,, y, un
couple de points quelconques de C’; et x , y,; x,, y, le couple de points correspon-
dant de C. (Je prends un systtme de 2 points parce que ¢ == 2). Appelons K’ et K ces
deux couples; 4 un couple K correspond un seul couple K'; mais 2 un couple K'
correspondent plusieurs couples K. Dans quelle condition ces couples s’échangent-ls
entre eux? Il y a certains couples qu'on peut appeler couples de ramification, parce que
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deux ou plusieurs couples K s’échangent, quand le couple K’ subit un cycle de variations
en tournant autour d’un de ces couples de ramification. Ce qui caractérise ces couples,
c’est que le jacobien

o(x,, x) _

=o.
a(x17 xz)
Soient u, et u,, v, et v, les valeurs des intégrales u et v aux points x, et x,; soient
U:ux_l—uz’ V:‘l}l+712.
Si nous considérons deux couples K correspondant 2 un méme couple K’ et par

conséquent susceptibles de s’échanger entre eux, les valeurs de U et de V seront les
mémes pour ces deux couples. La condition précédente équivaut donc a:
o(U, V) dudv, du,dov,
o(x,, x,) dx dx, dx,dx,
ce qui signifie que les deux points x et x, du couple de ramification sont sur une
méme courbe du faisceau

du dv .

Pour trouver les couples de ramification, il suffira donc de mener une courbe quel-

= 0,

conque de ce faiscean et de prendre deux de ses points d’intersection avec C.
Supposons maintenant que la courbe C soit multiple de C’; alors (x!, y!) sera
une fonction uniforme de (x,, y,). Si alors M’ est un point de C'; M, et M, deux
des points de C qui correspondent & M'; u , u, et v , v, les valeurs correspondantes
des intégrales u et v, on aura
u =u, v, =v,.
Soit alors A’ un des points de ramification sur C’, et 4, le point correspondant
de C; on aura en 4,
du _dv o
dx  dx 7
Cest-d-dire que A, devra étre un des points bases du faisceau (9) en dehors des points
doubles.
Supposons que le polygone P’ soit de la 1% sorte, il y aura
Q=20—1)—2n(¢—1)
de ces points bases en dehors des points doubles, puisquil y a Q' points de ramifi-
cation. Il restera donc pour une courbe quelconque du faisceau

2n(g — 1)
points d’intersection en dehors des points bases et des points doubles.

Supposons maintenant qu’on considére deux points M, et M, correspondant 4 un
méme point M’ et qu'on fasse varier d’une maniére continue M,, M, et M’; il viendra

U —u Vv =9
1 2) 1 2
d’ou
du, du,
= 5,
dv, duv,

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXVIL (1° sem, 1909). — Stampato 1’8 gennajo 1909. 41
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ce qui veut dire que les deux points M, et M, sont sur une méme courbe du faisceau.
Mais 4 un point M', correspondent » points M qui sont tous sur une méme courbe
du faisceau. Les 2n(g — 1) intersections de cette courbe avec C se répartissent donc
en 29 — 2 groupes de n points; les n points de chaque groupe correspondent 3 un
méme point M'; ainsi, 4 ces 2#(q — 1) intersections correspondent sur C’ seulement

. . . . du
2q — 2 points M’ qui, correspondant & une méme valeur de ——, somt tous sur une

dv
méme courbe adjointe & C', de degré m' — 3 si C' est de degré m'.
Dans ce dernier cas, considérons un couple de points M, et M, sur C, situés sur
une méme courbe du faisceau, mais en dehors des points bases; considérons le couple
correspondant M! et M, sur C’. Comme on a

3, 7y _
. a(x17 xz) o
on pourrait croire que
3, #)
a(xx ’ xz) o

et que ce couple est de ramification, ainsi qu’il arrive pour les courbes pseudo-multiples.
Mais il n’en est rien, il y a exception dans ce cas. Nous avons, en effet,
o(U, ¥yo(x, x) _ o(U, ¥)
o(x,, x)9(x,, %) 9(x,, x,)
Le second membre peut s’annuler, soit quand le second facteur du 1 membre
s’annule, soit quand le premier facteur s’annule. Ici cest ce 1* facteur qui s’annule,

puisque M’ et M, sont sur une méme courbe adjointe de degré m’ — 3.
Si le polygone P’ est de la 2% sorte, le nombre Q’ est plus petit que

2(p — 1) —2n(g — 1),
mais le nombre des points bases situés sur C est toujours le méme, en tenant compte
du degré de multiplicité; soit parce que C touche toutes les courbes du faisceau, soit
parce que deux points bases correspondent 4 un méme point M’ et par conséquent i
un méme sommet de P’. Si enfin P’ est de la 3° sorte, il n’y aura pas de point de
ramification et par conséquent pas de point base sur C. Le nombre total des intersections
sera

2p—2=2n(g — 1)
se répartissant comme plus haut en 24 — 2 groupes de # points.

Si, dans un cas quelconque, une courbe du faisceau devient tangente i C, clest
que deux de ces groupes se confondent, ou que deux points d’un méme groupe se
confondent. Dans le 1% cas la courbe n'est pas simplement tangente & C, mais n fois
tangente & C. Dans le 2¢ cas, le contact ne peut avoir lieu qu’en un point base, puisque
ce n’est que li que deux des points correspondant & M’ peuvent s’échanger; et comme
alors deux des points du groupe doivent venir se confondre au point base, comme

Laill it b du dv . .
ailleurs en un point base quelconque, on aura —— = —— = o, ce qui veut dire que

dx dx
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un des points du groupe ne peut venir en ce point base sans qu'un autre point du
groupe y vienne également; nous devons conclure:

Celle des courbes du faisceau qui touche C en un point base Uy rencontre en trois
points confondus.

Le cas le plus simple est le suivant:

=3 q9=2, n =2 m=m" = 4.

La courbe C est du 4° degré sans point double, la courbe C’ du 4° degré avec
un point double; P’ est de la 3° sorte. Les courbes adjointes 4 C' sont des droites
passant par le point double; les courbes du faisceau (9) sont des droites passant par
un point fixe B. Ce point fixe B n’est pas sur C puisque nous ne devons pas avoir
de point base sur C. Si C est multiple de C’, toute droite passant par B coupera C
en 4 points qui correspondront & 2 points de C’ situés sur une méme droite passant
par le point double. Toute tangente menée & C par B sera une tangente double ; il y en
aura 6, correspondant aux 6 tangentes menées & C’ par le point double. Donc, sur 28
tangentes doubles de C, il y en a 6 qui passent par un méme point.

Soit maintenant

b=4 9=2 n=2, m==j, m' = 4.
P’ est de la 1% sorte, Q' = 2; C est du §5° degré avec 2 points doubles, C' du 4°
degré avec 1 point double. Les courbes du faisceau (9) sont des coniques passant par
les 2 points doubles et par les Q' = 2 points bases. Ces coniques coupent C en 4
points en dehors des points doubles et des points bases; ces 4 points correspondent
aux 2 intersections de C’ avec une droite passant par le point double de C'.

Si C est multiple de C’, il y a 6 de ces coniques qui sont doublement tangentes a
C; celle de ces coniques qui touche C en un des points bases est osculatrice a C.

Terminons en supposant ¢ = 3. Si C est pseudo-multiple de C’, au lieu de sy-
sttme de deux points, il faudra envisager des triplets ou systémes de 3 points, au lieu
de 2 intégrales u et v, il en faudra considérer 3, #, v et w; le faisceau (9) deviendra
donc un réseau

; du dv dw

bis v p \patihd -2 —=o.
) T T A T
Rien 4 changer d’ailleurs 4 ce qui précéde; pour obtenir les triplets de ramification, on
prendra une courbe quelconque de ce réseau et trois des points d’intersection de cette

courbe avec C.

Supposons maintenant que C soit multiple de C’; en un point de ramification on

aura
du _dv _dw

dx dx dx
c’est-d-dire que ce point sera 'un des points bases du réseau situé sur C.
Si M, et M, correspondent 4 un méme point M’, on aura
du, dv, _dw,
du,  dv,” dw,

ce qui montre que toute courbe du réseau qui passe par M, passe aussi par M,.
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Si donc deux courbes du résean se coupent sur C en un point, elles ont n points
dintersection sur C qui correspondent & un méme point M'.

Un certain nombre des théorémes précédents sont évidemment généraux: celui
d’apres lequel toute courbe du réseau en dehors des points bases et des points doubles
coupe C en 2n(q — 1) points qui se répartissent en 2¢q — 2 groupes de n points;
celui d’aprés lequel toute courbe du réseau qui touche C en dehors des points bases,
touche C en # points; etc.

Le cas le plus simple est

p=y5, 9=3 n=2, m = 6, m' = 4.
P’ est de la 3° sorte; C a 5 points doubles; C’ n’en a pas. Le réseau est formé de
cubiques passant par ces points doubles. Si nous envisageons toutes celles de ces cu-

biques qui passent par un point B de C, elles iront toutes passer par un autre point

B de C.

§ r0.
Etude spéciale du cas elliptique.

Supposons ¢ = 1, d’ol
Q' =2p— 2.

Le cas le plus simple est p=2; d’ot Q'=2, N'= 3; le polygone P’ est un hexagone.
Nous pouvons supposer d’abord que les cotés opposés sont conjugués, de telle fagon
que les cotes y(1) et y(4); v(2) et v(5); v(3) et y(6) soient conjugués. Les sommets
se répartissent alors en deux cycles auxquels correspondent les deux substitutions
(1) 2=3S5"S,, 3= 5§S,5"
pour employer la notation du § 5.

Mais on pourrait faire d’autres hypothéses sur la loi de conjugaison des cotés; ces
hypothéses se raménent & deux que jécris

(2) 12, 35, 46

€)) 13, 25, 46.

Voici la signification de cette notation; quand j’écris 12 par exemple, je veux dire que
les cotés y(1) et y(2) sont conjugués; de sorte que P’hypothése des cotés opposés
conjugués s’écrit

€)) 14, 25, 36.

Dans Thypothé¢se (2) les substitutions = relatives aux deux cycles s’écrivent
:=S57, X =S5S5,5"5"S,

1YYy

=SS X =S58"5"5".

1547

et dans I'hypothése (3)

Seulement il est clair que ces deux derniéres hypothéses ne sont pas distinctes de la
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précédente; si, en effet, les cotés de I'hexagone P’ étaient conjugués d’aprés P'une des
deux lois (2) ou (3), on menerait 'une des diagonales de cet hexagone qui en parta-
gerait la surface en deux parties P! et P!; soit C un des cotés de P’ appartenant 4 P,
et C’' son conjugué que je supposerai appartenir & P!; soit S la substitution du groupe
fuchsien qui change C en C’, et P; le transformé de P, par cette substitution.

Nous pouvons remplacer le polygone P’ = P! |- P! par le polygone P, -}- P/;
ce nouveau polygone engendrera le méme groupe fuchsien, et nous pourrons nous
arranger pour que dans ce nouveau polygone les cOtés opposés soient conjugués.

Revenons aux équations (1); les deux substitutions X et 2’ doivent se réduire
4 des permutations entre deux lettres, puisque le polygone P’ est de la 1% sorte pour
employer la terminologie du § précédent. Regardons ces deux substitutions comme
données et proposons-nous de déterminer les substitutions S , S, et S,. On trouvera
successivement

S;'S, =873, S, 2 =3S,5", S, 87 =278,
DAECIY S;‘S3 S'=3S,8" S} 718,57 =8 8712757S,57,
87 = (557 ETSEST)-

La signification de cette identité est que les deux substitutions ES7' et E'~' S
sont semblables et que la 1% est la transformée de la 2% par la substitution S,57".

Nous devons donc chercher 4 déterminer S7* de telle fagon que les deux substitu-
tions £S7* et XS (ou ce qui revient au méme dans ce cas particulier 'S,
puisque 2’ se réduisant 4 une permutation entre deux lettres, on a X' = 2E'~") soient
semblables. P

Dans ce cas $7'2 et 7Y sont également semblables, puisqu’il est clair que = S;
et S7'2 = S57"(25") S, sont semblables.

Voyons comment on peut reconnaitre que deux permutations entre # lettres sont

semblables. Supposons que la substitution S se réduise 4 « permutations circulaires
entre

Py Day +ves by lettres,
de sorte que p,+p,~+ +-- -+ p, =n. Nous dirons alors que S répartit les n lettres
en a cycles comprenant respectivement p , p,, ..., p, lettres.

La condition nécessaire et suffisante pour que deux substitutions soient semblables
est alors que les nombres «, p , p,, ..., p, solent les mémes pour les deux substi-
tutions et, quand cette condition sera remplie, il sera facile de trouver la transformation
qui transforme 'une de ces substitutions dans Pautre.

Cela pos¢, imaginons que % permute deux lettres @ et b et que S;* admette
cycles de p , p,, ..., p, lettres. Alors de deux choses I'une:

1° Ou bien 2 et b appartiennent 3 un méme cycle de S;*. Dans ce cas S;'Z
aura les mémes cycles que S7'; seulement le cycle auquel appartenaient 2 et b se sera
décomposé en deux, le premier commengant par a et le second par . Si donc le cycle
de S7* avait p, lettres et que les ‘deux lettres 4 et b s’y rencontrent 4 un intervalle
de g lettres, les deux cycles nouveaux auront respectivement p, — g et g lettres.
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2% Ou bien @ et b appartiennent & deux cycles différents de S* ayant respecti-
vement p et p, lettres; dans ce cas dans $7'Z, ces deux cycles se fondront en un
seul qui aura p, -} p, lettres.

D’ou la régle suivante pour former S7'; supposons que X permute les lettres a
et b et que X' permute les lettres ¢ et d; alors ST' devra satisfaire 4 I'une des condi-
tions suivantes :

° Ou bien les quatre lettres a, b, ¢, d apparuendront 4 un méme cycle de S;°
et y occuperont les rangs

R, R, R, R,

: R,—R,=R.—R,,
c’est-d-dire que les deux distances ab et cd soient les mémes.

2° Ou bien que ces deux couples de lettres ab et ¢d soient dans deux cycles dif-
férents, que ces deux cycles aient le méme nombre de lettres, et que les distances ab
et c¢d soient les mémes:

3° Ou bien que les quatre lettres a, b, ¢, d appartiennent 4 quatre cycles C , C,,
C., C, dyant respectivement N,, N,, N , N, lettres et de telle fagon que

Z(‘b7 CCZCd

C
Nu:Nc7 Nb:Nd

de telle facon que

(ou N,=N,, N,= N)).

On voit de combien de maniéres on peut déterminer S et ce qu’il y reste d’arbi-
traires.

Une fois S, déterminée, nous connaitrons les deux substitutions semblables 2577,
2'S7 et il nous sera facile de déterminer la substitution S,S5;" qui les transforme
Pune dans P'autre. Nous aurons donc S, et nous en déduirons immédiatement S .

Le probléme comporte donc en général un grand nombre de solutions. Lorsqu’on
en connaitra une, voyons comment nous pourrons construire le polygone P. Partons
de I’hexagone P’. Le polygone P sera formé de n hexagones P'(1), P'(2), ..., P'(n),
congruents 4 P’. Représentons symboliquement ces # hexagones par # points 4 ,
4,, ..., 4,. Supposons que la substitution S, change 4, en 4, nous joindrons les
deux points A, et A, par un trait continu; ces traits continus seront ce que j’appellerai
les lignes L, . Nous définirons de méme les lignes L, et les lignes L, 4 l'aide des
substitutions S, et S,. Une condition 4 remplir, c’est qu’en suivant les lignes L , L,
et L, on puisse passer d’un quelconque des points 4 4 un autre, c’est-d-dire que le
groupe dérivé de S,, S,, S,, que jappellerai le groupe (S,, S,, S,), soit transitif.

Si cette condition est remplie, on pourra en général aller dun des points 4 3
un autre par plusieurs chemins différents. Pratiquons alors des coupures dans quelques-
unes des lignes L, L,, L jusqu’d ce qu'on ne puisse plus aller d'un point 4 4 un
autre que d’une seule manitre sans revenir sur ses pas. Nous disposerons alors les
hexagones P’ («) de la fagon suivante: supposons que 4, et 4, soient reliés par une
ligne L, non affectée de coupure; alors les deux hexagones P’(«) et P'(#) seront con-
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tigus de telle fagon que le (14 3)° coté de P’ (=) coincide avec le i* cor¢ de P'(B). Si
la ligne L, est affectée d’une coupure, ces deux hexagones ne seront plus contigus,
mais le (i 4 3)° c6té de P'(«) et le i° coté de P'(P) seront deux cotés conjugués du
périmétre de P.

1l est possible de choisir S, de plusieurs maniéres, de fagon a satisfaire aux équa-
tions (1) et de telle sorte que le groupe (S,, S,, S,) soit transitif. Mais il est aisé de
comprendre que toutes ces maniéres ne sont pas essentiellement distinctes. Nous sup-
posons en effet p = 2 et nous nous donnons lentier » de telle fagon que le tableau
des périodes réduites s’écrive

. 21w
2i® O a —
n
. 21w
o 2im — b
n

Il dépend donc de deux constantes @ et b qui sont arbitraires. Ces deux constantes
définissent la courbe C qui varie d’une manitre continue, quand les constantes varient
ellesmémes d’une maniere continue. Les courbes C réductibles forment donc une seule
série analytique.

Si nous nous donnons les substitutions S,, S,, S, et le polygone P’, nous pourrons
construire le polygone P. Ce dernier polygone et par conséquent la courbe C varient
alors d’une fagon continue quand les éléments de P’ varient d’une fagon continue.
Les courbes C ainsi obtenues forment donc une série analytique.

Partons maintenant d’autres substitutions S;, S, S); nous obtiendrons encore
une série analytique de courbes C; mais cette série sera identique 4 la premitre
puisqu’il n’y en a qu’une.

On doit donc pouvoir passer des substitutions S,, S,, S, aux substitutions S, S,,
S, en transformant Ihexagone P’ comme nous lavons expliqué au début de ce §;
c’est-d-dire en le coupant par une diagonale qui le divise en deux polygones P! et P,
et remplagant P’ == P, 4 P, par P, P, P, ¢étant l'un des transformés de P;. Il
s'agit. de voir ce que deviennent dans ces conditions les substitutions S,, S,, S,, mais
pour cela je préfére traiter le probléme d’une fagon un peu plus générale. Supposons
que P’ soit un polygone de 2 N’ c¢otés, N’ étant quelconque ; supposons que y («) et y(B)
soient conjugués, et soit S, la substitution correspondante. Soient y (&), Y(b) deux cotés
conjugués appartenant 'un 4 P!, Pautre 4 P!, et soit S, la substitution correspondante.
Supposons que P} soit le transformé de P, par la transformation T, du groupe fuchsien
qui change y(2) en y(b).

Soient §, les diverses substitutions relatives au nouveau polygone; S se rapportera
4 y(a), si ce coté appartient 4 P, et par conséquent fait partie du périmétre de P,4-P];
S, se rapportera au transformé de y(«) par T,, si y(«) appartient & P! et que son
transformé appartenant 4 P) fasse partie du périmétre de P, -}~ P.. Dans ces conditions,
ni y(a), ni son transformé y (%), ne font partie du périmétre de P, -- P}; nous aurons
en revanche dans le nouveau polygone deux nouveaux cdtés qui seront la diagonale
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menée dans P’, et sa transformée par T,. Ce sera, par définition, 4 cette paire de
que se rapportera la substitution S .
Cela posé, on aura

cOtés

S =S,
et quant aux autres substitutions S/, on aura
S, =S, si y(x) et y(P) appartiennent tous deux 4 P,,
(5) S; = Sa Sa S:‘ si Y(oc) et Y(Q) » » Pl,
S, =35, si y(«) appartient 4 P, et y(£) 2 P,
S, =S,S, si y(«) » P, » P .

Si nous supposons en particulier que P’ soit un hexagone 4 c6tés opposés conjugués,
que la diagonale joigne deux sommets opposés et que les cotés y(a), y(b) soient
adjacents 3 cette diagonale, on aura
(5 $$=S8, S§=S8§, 5, =3S.S,.

Nous devons donc prévoir que si les équations (1) admettent deux solutions et
que pour ces deux solutions le groupe (S,, S,, S.) soit transitif, on peut passer de
P'une de ces solutions & I'autre par une série de transformations de la forme (5"*) ou
(5)- 1 serait intéressant de retrouver ce résultat par une vérification directe.

Supposons maintenant p=13; le polygone P’ sera un décagone. Soit par exemple

12, 38, 49, 510, 67
la loi de conjugaison des cotés. On aura pour les substitutions =
— e C—1 — —1 1 S —1 1
Q) =S, =5, % =S5S57"55", 2, =5,5"85 "
Des équations (6) on déduit
c . C—1 —1 SR 1
XX =S5"5:S5", X =5S5"S.
Ces équations sont de méme forme que les équations (1), on en déduirait donc que
v Q-1 T VNI C—I oyl p—I C—I —1
XS et (EE)UST =337 z 28
sont deux substitutions semblables. Il serait possible d’en déduire S, et ensuite les autres
substitutions. Mais je ne ferai pas le calcul jusqu’au bout.

Ici encore, et pour la méme raison, les courbes C réductibles ne forment qu’une
seule série analytique et par conséquent si les équations (6) admettent deux solutions
(conduisant 4 un groupe transitif), on peut passer d’une solution & lautre par une
série de transformations de la forme ().

Soit enfin p = 4; notre polygone P’ aura 14 cdtés. Nous ne pouvons plus dé-
montrer de la méme maniére que les courbes C réductibles ne forment qu’une seule
série analytique. Si, en effet, nous formons le tableau des périodes réductibles

. 297"

2i® o0 0 o b o o
n
. 217
o 2im o o a b ¢
7

0 0 21T o o b d e
0 0 2i® 0 ¢ e f,
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les sept constantes b, a, b, ¢, d, e, f ne sont plus arbitraires. Il faut leur imposer une
relation, si nous voulons que les fonctions abeliennes engendrées soient spéciales et que
la courbe C existe. Cette relation représente une surface de l'espace 4 7 dimensions, si
nous regardons nos sept constantes comme les coordonnées d’un point dans cet espace;
et nous ne savons pas si cette surface w'est pas décomposable.

Il serait d’autant plus intéressant de vérifier si, lorsque les équations analogues 4
(1) et & (6) admettent deux solutions (conduisant toutes deux 4 un groupe transitif),
on peut toujours passer d’une de ces solutions 4 'autre par une série de transformations

de la forme (5).

§ 10.
Cas de dégénérescence.

Comme nous savons que, tout au moins si p = 2 ou 3, les courbes C ne for-
ment qu’une série analytique, nous devons prévoir que les polygones P’ de la 2% sorte
ne seront que des dégénérescences de ceux de la 1% sorte. Pour nous en rendre compte,
voyons ce qui arrive lorsqu’un polygone P’ dégénére de telle sorte que deux de ses
cOtés conjugués se réduisent A zéro.

Soient y(«) et y(#) les deux cOtés conjugués qui se réduisent 4 zéro; soient 6 («),
6(x—1), o(B), s(B— 1) leurs sommets; de telle sorte que o («) et o (B —1) d’une
part, 6(x — 1) et o(B) d’autre part, appartiennent a un méme cycle. Deux cas sont
4 distinguer suivant que les quatre sommets appartiennent ou non 4 un méme cycle.
Si ces quatre sommets n’appartiennent pas 4 un méme cycle, le genre ¢ du polygone
P’ ne change pas par suite de la dégénérescence; dans le cas contraire, ce genre di-
minue d’une unité.

Placons-nous dans le premier cas, qui est le plus intéressant; avant la dégénérescence
les sommets qui nous intéressent font partie de deux cycles differents K et K'; le
premier de ces cycles commencerait par exemple par le sommet o({) et se terminerait
par le sommet a(x — 1), d’oti I'on reviendrait au sommet ¢(f). La substitution X
correspondante s’écrirait

3= S).Sp. ... SmSa,
les substitutions S, , etc. correspondant i divers cotés de P’ et la derniére S, au coté
1(2). Le cycle K’ commencerait par ¢($ — 1) suivi de o (), et des autres sommets
du cycle; 4 ce cycle correspondrait la substitution :

3= SBST e Sy
le premitre des substitutions S du second membre étant S; = S;* et correspondant au

coté y(B).
Aprés la dégénérescence, les deux cycles se confondent en un seul ol on rencontre

successivement 6 ($ — 1) = o(B), puis les divers sommets du cycle K, et enfin
6(x — 1) = o (),

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXVII (1© sem. 1909). — Stampato il g gennajo 1gog. 42
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puis les sommets consécutifs du cycle K’. La substitution correspondante est:
2 =055, .. 558 0 S =88, - S55,55 - S =22
Je dis que, le genre p ne pourra pas augmenter par la dégénérescence. Nous avons en
effet, comme au § 8§,
3 — 0\ =2(p— 1) — 2n(g — 1).

1l é’agit donc de montrer que > (i — 1)}, ne peut pas augmenter par la dégé-
nérescence, c’est-d-dire que cette somme > (i —1)A4,, étendue aux divers cycles de lettres
de £, ne peut étre plus grande que la méme somme étendue aux cycles de lettres
de = et de X'. A chacune de nos n lettres faisons correspondre un symbole B;;
¢égalons ceux de ces symboles qui correspondent 4 un méme cycle de lettres de la
substitution X par exemple; soit b le nombre des équations symboliques distinctes

ainsi obtenues; ce nombre b ne sera autre chose que la somme D (i — 1)}, étendue
aux divers cycles de lettres de X; puisque si 'un de ces cycles est formé¢ de ¢ lettres,
cela nous fera (i — 1) équations et, s'il y a %, cycles de ¢ lettres, cela fera en tout
D (i — 1)), équations. Soient b’ et b, les nombres analogues relatifs 4 = et & X ;
je me propose de montrer que
bbb,

Les ¢quations symboliques relatives 4 X, sont des conséquences de celles qui sont re-
latives @ X et 4 2'; si en effet = change a en b, et que X' change b en ¢, X changera
a en c¢; cela nous donnera équation symbolique §, = B, engendrée par = , laquelle
sera une conséquence de I'équation {, =8, engendrée par %, et de B, =, engendrée
par . Cela me permet d’¢crire Pinégalité précédente; je ne mets pas simplement
le signe d’égalité, pour deux raisons: 1° d’abord parce que, si les équations dues 4 3,
sont toutes des conséquences de celles qui sont dues 4 = et 4 3, il ne s’ensuit pas que
toutes ces conséquences soient ellessmémes des équations dues 4 3 ; 2° parce qu’il peut
se faire que les équations dues & ¥ ne soient pas toutes distinctes des équations dues
iz

Le cas le plus simple, est celui ot X se réduit 4 une permutation entre deux lettres
et ol il en est de méme de X'. En d’autres termes X et ¥’ contiendront chacune un
cycle de deux lettres, tous les autres cycles n’ayant qu’une lettre. Alors deux cas peuvent
se presenter: 1° ces deux cycles de deux lettres ont une lettre commune; 2° ils n’ont
pas de lettre commune. Dans le 1% cas X, aura un cycle de 3 lettres, et dans le 2
cas deux cycles de 2 lettres.

Considérons les courbes C et C’ correspondant au cas de dégénérescence et formons
le polygone P’, en nous astreignant, comme nous l'avons fait, 4 choisir ce polygone
de la fagon la plus simple possible; ce sera un polygone de la 2° sorte, et on aura

Q=20p— ) —2n(g—1)— 1.

Deux des cycles de sommets qui existent dans le cas général se seront confondus
en un seul. Soient: P’ le polygone dans le cas général; P! ce que devient ce polygone
par la dégénérescence; P! le polygone le plus simple qui peut engendrer les courbes
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C et C' dans le cas de la dégénérescence. P’ possédera deux cycles K et K’ correspondant
4 ZetI;sur P, de méme que sur P, ces deux cycles sont confondus en un seul
K, qui correspond 4 =,. La somme des angles de K est égale & © de méme que
celle des angles de K’; quant i la somme des angles de K, elle est égale & zéro sur
Pl

o)

tandis que sur P, elle est égale 4 23—7: si X, a un cycle de 3 lettres, et & = si

2, a 2 cycles de 2 lettres.

Soit par exemple g=1, p=2; le polygone P’ est un hexagone 4 cOtés opposés
conjugués, la somme des angles est 2w; dans les cas de dégénérescence,sce polygone
se réduit 4 la limite 4 un quadrilatére 4 cotés opposés conjugués, et dont la somme
des angles est zéro. Mais le quadrilatére P! ainsi obtenu n’est pas le plus simple qui
puisse engendrer les courbes C et C’; ce quadrilatére le plus simple P, est encore

A | 4 . . 2W
cOtés opposés conjugués, mais la somme des angles est 5 ou .

On voit ainsi que si les courbes C forment une série analytique continue, il n’en
est pas de méme des polygones P’ les plus simples susceptibles de les engendrer. Si
on considére une série continue de courbes C, et la série des polygones P’ les plus
simples correspondants, cette série présentera une discontinuité au moment de la dégé-
nérescence.

§ 11.
Polygones doublement réductibles.

Soit ¢ = 1, p = 2; nous avons une courbe C de genre 2 qui est multiple d’'une
courbe C’ de genre 1, mais si la courbe C admet une intégrale abélienne réductible
aux intégrales elliptiques, elle en admet une seconde, c’est-d-dire qu’il y a une seconde
courbe C'’ de genre 1 dont C est multiple. Existe-t-il un systéme de fonctions fuchsiennes
engendrant A la fois les trois coutbes? Soit G un groupe fuchsien de genre 2, et
engendrant la courbe C, c’est-d-dire tel qu’entre deux des fonctions fuchsiennes engendrées
par ce groupe, il y ait précisément la relation algébrique représentée par la courbe C.
Peut-on choisir ce groupe G, de telle sorte qu’il soit contenu dans un autre groupe
fuchsien G' de genre I, et engendrant la courbe C’, et qu’il soit en méme temps contenu
dans un troisitme groupe fuchsien G'* de genre 1 et engendrant la courbe C'"? Alors
le groupe G peut étre regardé comme engendré par un polygone P décomposable en
n polygones congruents entre eux et congruents au polygone P’ qui engendre la courbe
C'. En méme temps le groupe G peut étre regardé comme engendré par un polygone
P dquivalent & P; par ce mot équivalent, je veux dire que P et P, peuvent étre dé-
composés en un méme nombre de parties et de telle fagon que chacune des parties de
P, ne soit autre chose que la transformée de la partie correspondante de P par une des
substitutions de G. D’autre part, P, pourra étre décomposé en # polygones congruents
entre eux et congruents au polygone P’ qui engendre la courbe C'.



332 H. POINCARE.

Nous allons voir bientét que cela n’est pas toujours possible. Reprenons les trois
surfaces de Riemaxn C, C’; C"’: 4 un point de la 2% correspondent # points de la
1*< et de méme 4 un point de la 3° correspondent # points de la 1%, Soient: M’ un
point de C'; M,, M,, ..., M, les points correspondants de C. Si deux de ces points M;
se confondent, le point M’ est un point de ramification de C’ et on définirait de méme
ceux de C". Soient 4/, 4!, ..., A4, ceux de C'; et soient B, B, ..., B, ceux
de C". Aux points A4, A4, ..., A, correspondront 'un des cycles de sommets de

P’; mais ce n’est pas tout. Considérons B”; 4 ce point correspondront sur C, # points
B _, B

15? 129 ° "

, B,, dont deux au moins sont confondus. Soit B,, un de ces # points
qui ne se confond 4 aucun autre (s’il en existe, ce qui arrivera en général); 4 ce point
correspondra sur C’ un point B!, qui devra encore correspondre 4 un cycle de sommets
de P’. A ce point B, correspondront sur C, n points parmi lesquels B,;; soit D, un
autre de ces points auquel correspondra sur C' un point D!; 4 D correspondront sur’
C, n points dont le point D ; soit E, un autre de ces points; soit E, le point corre-
spondant de C’; je dis que 4 E! correspondra encore un cycle de sommets de P'; et
ainsi de suite, on poursuivrait ainsi jusqu’d l'infini.

Voici comment on verrait par exemple que B, correspond 2 un cycle de sommets
de P'. Soit z la variable qui figure dans nos fonctions fuchsiennes, M, M’, M’ les
points correspondants sur C, C’, C”, de telle sorte que les coordonnées de ces trois
points soient des fonctions fuchsiennes de z. Supposons que z tourne autour d’un
certain point 7, en méme temps que M, M’ et M' tournent respectivement autour
de B,;, B!, et B'. Supposons que quand z fait « tours, M, M’ et M" en fassent
respectivement 8, vy, 8. Comme B! correspond 4 un cycle de sommets de P, on devra
avoir en ce point

19

D’autre part, comme B ; ne se confond avec aucun autre point B ,, et qu’en ce point,
par conséquent, M est fonction uniforme de M'’, on aura
aM"’
dM
Comme M’ est fonction uniforme de M, on aura

dM
m Z o.
dM aM"’ dM"
IMZ® Im =% i
am _
dz 7
ce qui veut dire que z, est aussi un sommet du polygone P'.

En géneéral on serait conduit 4 attribuer 3 P’ une infinit¢ de cycles de sommets,
ce qui veut dire que le probléme que nous nous étions proposé est impossible.

=0

De ces relations,
= 0,

on déduira
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Cette impossibilit¢ n’a pas lieu dans le cas de » = 2; en effet nous n’avons que
deux points B,, et B, qui doivent se confondre, et il n’existe pas de point B,; ne se
confondant avec aucun autre; ce que nous venons de dire ne s’applique donc pas.

Reportons-nous 3 la figure, sur laquelle je vais d’abord donner quelques expli-
cations. Les proportions et les courbures n’y sont pas observées, méme grossitrement. On
ne doit s'attacher qu’aux positions relatives des lignes et des points au point de vue
de Analysis sitGs. Toutes les lignes, droites ou courbes, qui y sont tracées représentent
des droites non euclidiennes, c’est-d-dire des arcs de circonférences orthogbnales au cercle
fondamental. Quand je parlerai de ligne droite, d’é¢galitt ou de symétrie, j’entendrai
toujours ces mots au sens non-euclidien.

Le polygone P est décomposé en deux hexagones P’ et P!; les contours de ces
deux hexagones sont figurés en trait plein, leurs sommets sont désignés par la lettre
A. Le polygone P , équivalent i P, est décomposé en deux hexagones P et P!; les
contours sont représentés en trait mixte — .. — .., leurs sommets sont désignés par
la lettre C.
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Quand un hexagone a ses cotés opposés égaux et que la somme des angles de
rang pair est égale 4 la somme des angles de rang impair (ce qui arrive ici ol les
cOtés opposés sont conjugués et ot ces deux sommes d’angles sont égales & =) cet
hexagone posséde un centre de symétrie. Ici le polygone P’, formé des quadrilatéres 1,
11’y 4, 7', 5’y 9, et le polygone P!, formé des quadrilatéres 2, 10', 3', 8, 6’, 12/,
admettent pour centres de symétrie deux sommets C du polygone P"'; le polygone P,
formé des quadrilatéres 1, 2, 3, 4, 5, 6, a pour centre de symétric un sommet 4
commun & P’ et & P; le polygone P!, formé des quadrilatéres 7, 8, 9, 10, 11, 12,
posséde un centre de symétrie que j'appelle encore A.

Les points B et D sont les milieux des cétés de P’, P!, P, P". Notre figure se
trouve décomposée en 22 quadrilatéres numérotés de 1 4 12, et de 3’ & 12". Ces qua-
drilatéres présentent les symétries suivantes:

I, 7'; 4% 9'; 11, 5’ sont symétriques par rapport 4 C 1 (sommet C du quadrilatére 1)

3’y 127; 2, 8'; 6/, 10 » » Ca
1, 10'; 2, 11'; 3", 9’ » » B1
8’) 5’5 6'7 7'5 12'7 4 » »: B
I, 65 2, 55 4 3 » » A1
5,856,753 9 » » Dy
1, 103 2, II; 4, 12 » » Dgs
7, 10; 8, 11; 9, 12 » » A7
3 9' » » D1
4, 12’ » » D 2.

D’ou les égalités suivantes:

1 = 10’ = 10, 6=6"=7=7,
(4) 4=12=4 =12/, 3=9=3 =9,
2=11 =11, §=8=35"=28§8.

Ces &galités ont lieu de telle sorte que les sommets 4, B, C, D de deux quadrilatéres
¢égaux se correspondent. On aura d’autre part

X=6: 4 =3, 2 =73,

mais de telle sorte que les sommets 4BCD d’un des quadrilatéres correspondent aux
sommets 4D CB de lautre. Il en résulte que dans le tableau des égalités (A), les sept
quadrilatéres de la 1% ligne sont égaux entre eux, de méme que les huit de la 2%,
ou les 7 de la 3°.

Les quadrilatéres 4 et 4/, § et 5’, etc. sont transformés 'un de Pautre par une
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substitution du groupe G, et c’est pour cela que les deux polygones
__ p! ’ . pn 7

sont équivalents. P=hT5 P=R+P

Il est clair que la surface du cercle fondamental peut étre décomposée en quadri-
lateres tous égaux 4 P'un des trois quadrilatéres 1, 2 ou 3, de telle fagon que tout
sommet de 'un des quadrilatéres soit un centre de symétrie de la figure. On peut les
assembler 6 4 6 de fagon 4 réaliser la décomposition du cercle fondamental en poly-
gones congruents 2 P’; on peut les assembler d’une seconde maniére 6 2 6 de fagon
4 réaliser la décomposition du cercle fondamental en polygones congruents a P’.

Considérons la courbe C’; les sommets 4 de rang pair de I’hexagone P’ corres-
pondront 4 un point M! de cette courbe, les sommets 4 de rang impair i un autre
point M, de cette courbe. Soient # et u, les arguments elliptiques de ces deux points.
Le point C, centre de symétrie de P’, correspondra sur C' 4 un point M; d’argument

u, 4 u,

elliptique - tandis que les arguments elliptiques des milicux B et D des cotés

, +
2

seront encore 2 4 une demi période prés. L’argument elliptique de tous les

points C sera le méme.

Considérons maintenant les arguments elliptiques sur la courbe C'’; nous trouverons
encore que ceux de tous les points 4 sont les mémes; que ceux des sommets C de
rang pair de P’’ sont les mémes; que ceux des sommets C de rang impair sont les
mémes; que celui d’un point 4 est moyenne arithmétique entre celui d’un sommet C
de rang pair et celui d’un sommet C de rang impair.

Nous remarquerons que ’hexagone P’ est quelconque, de telle sorte que le résultat
est général et nous Iénoncerons sous la forme suivante:

Supposons que la courbe C de genre 2 soit multiple de la courbe C' de genre 1, de
telle fagon quw'a chaque point de C corresponde un point de C' et & chaque point de C',
deux points de C: il existera une auire courbe C'' de genre 1, telle qgu’a chaque point
de C corresponde un point de C'' et & chaque point de C" deux points de C.

Il y aura sur C' deux points M et M. & chacun desquels correspondront sur C
deux points confondus en M, pour le premier, en M, pour le second; soient M'! et M
les points de C'' qui correspondent & M, et M, .

Il y aura de méme sur C" deux points N'| et N. & chacun desquels correspondront
sur C deux points confondus en N, pour le premier, en N, pour le second; soient N
et N! les points de C' qui correspondent & N, et N,.

Les points N et N sont identiques, de méme que les points M et M'.

Nous pouvons supposer que C' et C'' sont deux cubiques. La tangente a C' au point
N = N, et la droite MM se coupent sur C'. La tangente & C" au point M =M
et la droite NN se coupent sur C".

Un cas particulier intéressant est celui ot 'hexagone P’ est régulier et ol nos trois
quadrilatéres sont égaux. Le cercle fondamental se trouve alors subdivis¢ en une infinité
de quadrilatéres égaux. Ces quadrilatéres engendront alors un groupe fuchsien T, qui
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est de genre zéro, et un systéme de fonctions fuchsiennes de la classe de celles qui sont
engendrées par la séric hypergéométrique. Le groupe I' contient comme sous groupes
G’, G" et G. Considérons une fonction fuchsienne quelconque engendrée par I'; ce
sera une fonction rationnelle 4 la fois des coordonnées du point M, de celles du point
M’ et de celles du point M"”. A une valeur de cette fonction correspondront 12 points
M sur la courbe C, 6 points M’ sur la courbe C'; et 6 points M"" sur la courbe C”.

Paris, 21 novembre 1908.

H. PoiNncaRrt.



