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SUR LA RflDUCTION DES INTt~GRALES ABt~LIEIqNES 
ET LES FOlqCTIONS FUCHSIENFIES. 

Par M. H. P 0 i n 0 a r f i  (Paris). 

Adunanza del ~3 dicembre t9o8. 

C~n6ralitds sur  la r~duction. 

I1 est ~t peine n6cessaire de rappeler ici les principes de la thborie de la r~duction 
des intbgrales ab~liennes. Consid6rons une courbe algbbrique C de genre p admettant 
p intbgrales de I ~re esp~ce 2p lois pbriodiques. Dans certains cas, il arrive que les pb- 
riodes de q de ces intbgrales (q ~ p) ne sont que des combinaisons lin~aires ~t coeffi- 
cients entiers de 2 q p6riodes seulement. On dit alors que les int~grales ab~liennes re- 
latives ~ cette courbe sont susceptibles de r~duction. 

Soient 
UI~ U2~ � 9  ~ Up 

ces p int6grales. Soient 
C,, C2, . . . ,  C~ 

2p cycles distincts trac6s sur la surface de RtEMANN correspondant ~i notre courbe. 
Quand on d6crira le cycle Ck, l'int6grale u~ augmentera d'une constante ~is, de sorte 
que chacune de nos p int6grales admettra 2p  p6riodes 

~ i x ~  0~i2~ " " " ~ ~ i , 2 p "  
I1 y a r~duction si l 'on a 

( 0  ~,s = ~ - j m k j ~ , i  (i = ~, ~, . . . ,  q; ~ =  ~, ~, . . . ,  , p ; / =  ~, ~, . . . ,  ~q), 

les msi &ant 4Pq nombres entiers et les ~i  +tant 4q ' constantes quelconques. L 'un 
des cas les plus int~ressants est celui off q ~--- x, c'est-A-dire off l'une des int6grales u, 
u ,  par exemple, est r+ductible aux int+grales elliptiques. Les relations ( i ) s e  r+duisent 

alors 
(Ibis) ~ --" ms, ~,, ~- ms, ~,2" 
Soient alors x et y les coordonn~es d'un point quelconque M de la courbe C. Soient 
x' et y' deux fonctions doublement p6riodiques de u admettant pour p~riodes i 5  et ~ , .  
Si nous regardons x' et y' comme les coordonn~es d'un point M', ce point M'  va 
d~crire une courbe alg~brique C' de genre  I. A chaque point de la courbe C' corres- 
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pond une valeur de u int&ieure au parall+logramme des p+riodes et une seule, et in- 
versement. Or ~t chaque point M de C correspond une valeur de u d&ermin~e ~t une 

p&riode pros et une seule, et par consequent un seul point M', d'ofi il suit que x' et 
y '  sont des fonctions rationnelles de x et y;  au contraire x et y ne sont pas des fonctions 

rationnelles de x' et y' sans quoi les deux courbes C et C' seraient de m~me genre. 
Les deux courbes C et C' sont donc likes par une transformation unirationnelle. 

R&iproquement~ envisageons deux courbes C et C' de genre p et I et telle que 
l'on passe de la i ~re i~ la 2 a" par une transformation unirationnelle. Je dis qu'une des 
int~grales de C est r~ductible aux int+grales elliptiques; en effet, la courbe C' &ant de 

genre I admet une int~grale elliptique de I ~re esp6ce 

. =fR(x', y ' ) d x ' ,  

R &ant rationnel en x' et y'. Or x' et y' sont eux-m~mes, par hypoth6se, des fonctions 

rationnelles de x et y, de sorte que 

U I = f RI (X, y) d x, 

R, &ant rationneUe en x et y. Donc u est l'une des int6grales ab~liennes de I ~r~ esp~ce 
de C; et u n'a que deux p6riodes distinctes, c.Q.F.D. 

Cette derni6re proposition peut s'&endre au cas de q ~  I. Supposons deux courbes 

C et C' de genre p e t  q (q ~ p )  et telles que l'on puisse passer de C ~l C' par nne 
transformation unirationnelle. La courbe C' 6tant de genre q admettra q int~grales ab6- 
liennes de I ~re esp~ce 

u~ = j R ( x ' ,  y ' ) d x '  (i = ~, 2 . . . . .  q) 

qui auront 2q p6riodes distinctes. Comme x' et y '  sont rationnels en x et y, nous 
pourrons 6crire 

= j R, (x, y) d 
l-a 

u i x~ 

de sorte que les q int~grales u qui ont 2q p&iodes distinctes seront des int~grales ab~- 
liennes de I ~re esp~ce de C. Les int~grales de C sont donc susceptibles de r~duction. 

La r~ciproque n'est pas vraie. D'abord s'il y a rfiduction, il peut se faire que les 
constantes [5 ne soient pas les p~riodes des int~grales ab~liennes relatives ~t une courbe 
C'. On verrait assez ais~ment que ces constantes ~ doivent satisfaire aux conditions 
n~cessaires pour &re les p&iodes d'une fonction ab~lienne. Mais il peut tr~s bien arriver 
que les p~riodes d'une fonction abt~lienne ne soient pas les p&iodes d'un syst~me d'in- 
t6grales ab~liennes relatives h une courbe algfibrique. Un syst~me de fonctions abfiliennes 

de genre p d@end de p ( p  + I) constantes; une courbe alg6brique de genre p d~pend 
2 

de 3P ~ 3  constantes seulement. Les deux nombres ne sont ~gaux que pour p = 2 
et pour p = 3. Donc, pour p ~  3 la fonction ab~lienne engendr~e par une courbe alg~- 
brique n'est pas la fonction ab61ienne la plus g~n&ale. Elle peut s'appeler une fonction 
ab61ienne spdciale. 
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Eh bien, les constantes ~ seront toujours les p6riodes d'une fonction abfilienne, 
mais pas toujours cel[es d'une fonction ab~lienne sp~ciale. Mais ce n'est pas tout. Sup- 
posons que les [5 soient les p&iodes d'une fonction ab~lienne sp~ciale, c'est-~t-dire qu'il 
existe une courbe C' dont les int~grales ab~liennes de W e esp~ce aient pr+cisLment pour 
pfiriodes les constantes i~. I i n e  s'en suivra pas n+cessairement que l'on puisse passer 
de C a C' par une transformation unirationnelle; ou tout au moins le raisonnement 
precedent ne permet pas de l'affirmer. 

Reprenons en effet ce raisonnement et consid+rons q points 

M',  MI,  . . . ,  M' q 

de la courbe C'. Soient d'autre part 

~ i ~  U2~ " " "  ~' ~'q 

les q int~grales de I t~re esp~ce de C'. Soit u'~k la valeur de l'int~grale u i au point M~, 
et posons 

u',~ + u'~ + . . .  + u',q --- v',. 

Nous savons que les valeurs de v ' ,  v',, . . . ,  v'q sutkisent pour d6terminer (k l'ordre 
prhs) l'ensemble des q points M' et que, inversement, quand cet ensemble des q points 
M' nous est donn4, on connalt les v' i ~ une p6riode prhs. 

Maintenant ces q int6grales u~ sont aussi des int6grales ab41iennes r,latives ~ C, ~t 
savoir celles qui, par hypothbse, sont susceptibles de r6ducfion; si donc nous envisageons 
q points 

M , ,  M , ,  . . .  , M q 

que nous d6signions par u~ la valeur de l'int+grale u~ en M~, si nous sur C et 
posons 

u,x + + . . -  + = v,,  

chaque syst~me de points M ,  M2, . . . ,  Mq correspondra un syst~me de valeurs 
des v i d~termin~ A une pbriode pr~s. Supposons qu'on fasse 

V i "--- V~ ; 

cette 6galit6 fera correspondre ~t un syst6me M, ,  M ,  . . . ,  Mq de points de la courbe 
C, un systbme de valeurs des v'r dbtermin6 ~t une p6riode pr6s, et par cons6quent un 
syst6me M ' ,  M'2, . . . ,  M'q de points de la courbe C' entihrement d6termin6. 

Soient x i, yi les coordonnbes de Mi; x'i, Y'i ceUes de M'i. I1 r6sulte de ce qui 
pr6c6de que toute fonction rationnelle sym6trique de 

Xf f .  ? t ,  I ( y . ,  . . .  ; 

s e r a  une s rationnelle et sym&rique de 

(x~, y~; x~, y~; . . .  ; x~, yq). 

Mais il ne s'en suit pas, saul dans des cas exceptionnels (et c'est sur ce point que ie 
veux insister), que x' ' �9 �9 , y,  soient fonctions rationnelles de x ,  y . ,  x'~, y '  de x~, y~, etc. 

D'autre part, il est presque inutile de rappeler que la transformation est uniration- 
nelle et non birationnelle; et que, par cons+quent, toute fonction rationnelle et sym~- 

trique des xi, Yi, n'est pas une fonction rationneUe et sym~trique des x'~, Y'i" 
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Les cas de r~duction peuvent ~tre ramen~s h certaines formes canoniques simples 
par un choix convenable des p~riodes et des int~grales. Pour  le faire bien comprendre, 
je vais montrer  quel est, dans deux cas de r~duction, le tableau des p6riodes normales 
ramen~ It sa forme canonique: 

Int6grale 

I er E x e m p l e  : 

q = I ,  P = 3 "  

Cycles C, C~ C 3 C 4 C~ C 6 

2 i ~  
u 2 i ~  0 o h o 

at 

u~ o 2 i~  o a b 

u 3 o o 2 i ~  o b c 

(~ entier) 

a ~ E x e m p l e  : 

q : 2 ,  P - - 4 "  

Int~grale 

Cycles C C~ C 3 C4 C s C 6 C 7 C 8 
2 i ~  

u x 2 i ~  0 0 0 a b 0 

2i~r  
u2 o 2 i ~  o o b c o~ o 

U 3 0 0 2~7r 0 0 a I b' 

2 i 7 r  
U 4 0 0 0 2 i ~ 0 b'  c t. 

ar 

(0e, [~ entiers) 

Ces deux exemples suffiront pour faire comprendre quel est le sens du th~or~me g~- 
n6ral, et la faqon de ramener A la forme canonique. Je renverrai pour plus de d&ails 
~t un de mes m~moires ~). 

Quoi qu'il en soit, rappelons ce que c'est qu 'une fonction 0 d'ordre k, Nous  aurons 
p variables u x, u 2, . . . ,  u~ et 2p  p~riodes, p de la W ~ sorte, p de la 2 ae sorte;  la k ~ 

p&iode de la I ~r~ sorte est ~gale h 2 i w pour  u k et ~l z~ro pour les autres variables; 
la k ~ p~riode de la 2 a' sorte est ~gale /t akb pour u h . O n  a d'ailleurs 

akh = abk.  

Soit alors, les m &ant des entiers, 

P = Z ,m,u , ,  2 Q = Y,;a,jm, m;. 

i )  Sur les fonctions abdiennes [American Journal of Mathematics, Vol. VIII (I886), pp. 289-342]. 
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La fonction O proprement dite est la fonction 

O ~--- ~ -e  P-0. 

Une fonction 0 d'ordre k sera de la forme 
Q 

0 ~- A e v+v~ 
9 

off l'on aura Po-~ ~-~m~b~, les b &ant des constantes et off les A seront des coeffi- 
cients dtpendant des entiers m, mais assujettis A reprendre les m~mes valeurs quand 
les m augmentent de multiples de k. 

Deux fonctions 0 d'ordre k appartiennent au mtme faisceau, quand elles ont mtmes 

multiplicateurs, c'est-h-dire quand la forme Po est la m~me pour l'une et pour l'autre. 
Les fonctions 0 d'un m~me faisceau s'expriment lintairement h l'aide de k p d'entre elles, 
puisque c'est l~t le nombre des valeurs distinctes que peut prendre le coefficient A. 

Supposons maintenant qu'il y ait rtduction; nous distinguerons alors les q premieres 

variables que nous appeUerons les u, et les p - -  q derni~res que nous appellerons les u'. 
Ainsi, dans le I er exemple ci-dessus nous aurons une variable u qui sera u et deux va- 

riables u' qui seront 
Ul  ~ ~ t  . 

t Ua~ 2 - - -  ~3~ 

dans le 2 a exemple nous aurons deux variables u qui seront u et u~ et deux variables 

u' qui seront 
f~t ~ t 

~3 ~ ~2  ~ U 4 " 

De m~me, nous d~signerons par m~ et m I les coefficients entiers qui correspondent 

/t u s e t  u I . 
Nous pouvons alors poser 

P - - P , + P , ,  Q-=Q-,- t -Q- ,+Q-3" 

P repr6sente la parfie de P qui d6pend seulement des m e t  P, celle qui d6pend seulement 

des m', de telle sorte que 
P~ = ~_m' u'. 

De m6me, 0 ,  repr6sente la partie de O qui d6pend seulement des m, O, ceUe qui 
d6pend seulement des m', et 03 celle qui d6pend ~t la lois des m e t  des m'. T o u s l e s  
termes de ~,  sont du 2 a degr6 par rapport aux m, tous ceux de ~ ,  sont du 20 degr6 
par rapport aux m' ;  ceux de ~3 sont du I ~ degr6, d'une part par rapport aux m, 
d'autre part par rapport aux m'. Dans le i ~r exemple ci-dessus on a donc 

Q 3  ar z ~rtlx 

et dans le 20 exemple 
_ _  2 i ~  , O.; 2 i ~:ct m m'~ .71- - - ~  m2 m ~ . 

Nous observerons ensuite que e-Q3 ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs 
distinctes. Cela tient ~t ce que les m e t  les m'~ de mdme que 0c et ~, sont des entiers. 
Dans le I er exemple, e-Q3 ne change pas si m, ou m' augmente de ~, et comme il ne 

dtpend d'ailleurs que de m, et m ' ,  il ne change pas quand les m e t  les m' augmen- 
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tent de multiples de ~; dans le 2 a exemple, il ne change pas si m ou m' 2 augmentent 
d'un multiple de ~, ou si m ou m' augmentent de ~ .  II ne change donc pas si les 

m et les m' augmentent de multiples de ~ ~. Dans t o u s l e s  cas il existe un nombre k 

tel que e-Q3 ne change pas quand les m et les m' augmentent  de multiples de k. 
Cela pos~, nous aurons 

o "9 = 5- 

La sommation dolt se faire par rapport aux m e t  auxm ' .  Regardons pour un instant 

les u comme donn~s; posons alors 

.4 ~ Z 8P*-QI-Q3 

Ofil la sommation se fait par rapport aux m seulement; A d6pendra donc des u et des 

m'; l'essentiel est de remarquer que A ne change pas quand les m' augmentent de 

multiples de k. 

Posons 
Q' =kQ ; 

Q' sera la forme quadratique form6e avec des p6riodes de la 2 a~ sorte, k lois plus 
grandes que celles qui figurent au tableau primitif; et on aura 

Qt 
-P2---  

la sommation devant cette lois s'effectuer par rapport a u x m ' ;  ce qui montre que 0 
consid~r~e comme fonction des u' est une fonction 0 d 'ordre k admettant comme p& 
riodes de la 2 a" sorte celles qui ont servi ~l construire la forme Q'. Dans le I e~ exemple 

ci-dessu% ce sera une fonction 0 d'ordre ~ admettant comme p~riodes 

2 i ~  o ~ a  ~b 

o 2 i ~  ~b 0~c. 

Dans le 2 a exemple, ce sera une fonction 0 d'ordre ~ i~ admettant pour p~riodes 

2 i ~  o ~t3a' 0~ i~ b' 

o 2 i ~  ~ b '  ~[~c'. 

Remarquons que cette nouvelle mani6re d'envisager la r~duction des p~riodes ab61iennes 

est applicable non seulement aux fonctions O sp&iales (comme l'&aient les p r&~dentes  
qui partaient de la consideration de la courbe alg+brique C), mais aux fonctions 0 les 

plus g~n~rales. 

L'Invar iant  de la r6duction. 

Soient ~q les 2p  p&iodes de nos int~grales ab~liennes et reprenons la relation ( i )  

du ~ pr&~dent : 

( i )  % = ( i = i ,  q; k = i ,  2 p ; / = , ,  
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Je ne suppose nullement ici que les pdriodes choisies soient les pdriodes normales. Nous 

devons d'abord d6finir la forme bilindaire F (x, y) caractdristique de ce syst~me de pdrio&s. 
Pour  cela soient 

r r u 

deux combinaisons lin6aires quelconques de nos p int~grales ab61iennes. Soient 

X x )  X 2 )  �9 . . ) X 2 p  

Y~, Y~, . . . ,  Y~ 
les 2p p6riodes de U et de U',  de telle sorte que 

On  aura entre les x et les y une certaine relation bilin6aire 

(2)  F ( x ,  y) = o 

qui subsistera quels que soient les coefficients ?. et p.'; et c'est le premier membre  de 
cette relation qui sera la forme bilindaire caractdristique. 

Darts le cas des p6riodes normales, cette forme se r6duit 

Y - -  

Si la relation ( I )  a lieu de faqon qu'il y air r6duction et que U soit une combi- 
naison des int6grales r6ductibles, de telle sorte que 

p~ --- o, (k > q), 
on pourra  &rire 

ou bien encore 
(3)  x , -~-  X j m , j o i ,  ~i : ~-'P"[~'i" 

Si nous substituons dans ( e )  ~ la place des x leurs valeurs tir6es de la ~ *  6qua- 

tion (3),  cette relation bilin6aire prend la forme 

(4) YHj0, j  = o, 
oh 

Hi = z-,kdxkdy m ' iY ' - -  F(m' i '  Y,) 

est une combinaison lin6aire des y. 
Nous  pouvons assujettir les coefficients p.', rest6s jusqu'ici arbitraire% aux 2q  con- 

ditions 

(5 )  H i - -  o (j = ~, 2 . . . . .  2q), 

qui sont des relations lin6aires entre les be', puisque les y sont des fonctions lin6aires 

des P". Si ces relations (5)  &aient distinctes, elles admettraient p - - 2  q solutions lin6ai- 
rement ind6pendantes, puisque nous aurions p inconnues ix' entre lesquelles nous aurions 

2 q relations distinctes. Mais ces relations (5) ne sont pas distincte% puisque les H i 
sont li~s par les identit6s (4).  Ces identit6s (4)  sont au' nombre de q, puisque U d6- 
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signe une quelconque des int~grales ab~liennes r~ductibles, de sorte que nous pouvons 

prendre indiff&emment 
U - -  ui ,  U - - -  u~, . . . ~  U - - -  u . 

Les ~quations (5)  admettront donc p - - q  solutions lin6airement ind~pendantes. 

S i c e s  bquations sont satisfaites, l'intbgrale ab~lienne U' sera rbductible au genre 
p -  q. En effet, ses 2p p~riodes y seront likes par les 2 q relations lin~aires (5)  qui 
sont ~t coefficients entiers, de sorte que ces pSriodes pourront  s'exprimer linbairement ~t 
l'aide de 2 1 0 -  2q p~riodes distinctes que nous appellerons ~ et que nous pourrons 
~crire (les n &ant des entiers) 

(6 )  y, = Y ' , j ~ ;  (~=~ ,  ~ . . . . .  ~ t , ; J =  ~, 2 . . . . .  ~ p - ~ q ) .  
�9 f o "  En r&sum~, nous aurons d'une part q mte~,rales U r~ductibles au genre q et d'autre 

part p - - q  int~grales U' r~ductibles au genre p - - q .  

Rapprochons les ~galit~s (3)  et (6),  que nous ~crirons 

x, = Z 

et formons le d&erminant des entiers m e t  n ;  il aura 2p  lignes et 2p colonnes, puisque 
les indices i, k et j varient respectivement de I 2t 2p,  de I ~ 2q, de I ~ 2 p - - 2 q .  
Je remarque que ce d6terminant sera un invariant, je veux dire qu'il ne changera pas: 

I ~ si on remplace le systbme des p~riodes ~ par un autre systbme ~quivalent; 2 ~ si on 
remplace les p~riodes % ou encore les p~riodes ~ par un systbme ~quivalent. 

Je suppose, bien entendu, que le syst~me des % de m~me que celui des ~, a bt~ 
choisi de la fa~on la plus simple possible; c'est-~l-dire que: I ~ si l 'on forme le tableau 
des coefficients m, t o u s l e s  d~terminants formbs en prenant 2 q colonnes de ce tableau 

sont des entiers premiers entre eux; 2 ~ que le tableau des coefficients n jouit de la m6me 

propri&& 
Posons maintenant 

~7) coefficients H/~--- ~-  h,j y~; 
d*F 

h~i - -  ~ d x k d y  ~ mki 

seront des entiers. Rapprochons maintenant les 6quations ( 3 ) e t  (7), que nous ~crirons 

x ~ - -  y_ .m , j , o i ,  t - I  i = 5 - h , i y , ,  

et formons d'une part le tableau des m et d'autre part celui des h. Dans ie I ~, tableau, 
mii occupera la j~ ligne et la i ~ colonne; dans le 2 a tableau hli occupera ta j~ ligne et 
la i ~ colonne. 

Soit D Fun quelconque des d&erminants form,s  ~t l'aide du x ~r tableau et qui, 

d'apr~s ce que nous venons de supposer, sont tous premiers entre eux. Soit D '  le d~- 

terminant correspondant du 2 a tableau. Consid~rons la somme ~ - - D D '  et comparons-la 
au d&erminant • des m e t  des n, qui, nous l 'avons vu, est un invariant. 

Les n seront d~finies par les ~quations 

(8 )  5 - ,  ~,~ n,~  = o (~ = ,, ~, . . . ,  ~ ~; ~ = , ,  ~ . . . .  , ~ , _  ~) .  
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O n  a en effet 

o =  H j =  Y_.b,jy,= 

et cette relation dolt ~tre une identit~ par rapport aux ~k" 

Formons le d&erminant M des h et des n;  il aura 2p  lignes et 2p colonnes. Soit 
D '  Fun des d&erminants form,s  avec 2 q colonnes du tableau des b; ce sera un mineur 
de M ;  nous continuons A d~signer par D l e  d~terminant form~ avec les mdmes colonnes 
du tableau des m. Je d~signerai de m~me par D "  le d~terminant du tableau des n cor- 
respondant A D ' ;  je veux dire par 1A celui que l'on obtient en supprimant dans le 
tableau des n, les colonnes que l 'on conserve dans le tableau des b quand on veut 
obtenir D'.  I1 r~sulte de 1A que D "  est aussi un minenr de M, et que l'on a, en d~- 
veloppant le d~terminant M, 

M - = Y D ' D "  o 

On aura de m~me en d~veloppant le d~terminant A 

a = ~ .DD" .  

Et enfin nous nous proposons d'&udier l'expression 

J = ~ - - D D ' .  

Quelle est alors la signification des ~galitSs (8) ;  elles signifient que les dSterminants 
D' et D "  sont proportionnels, c'est-A-dire que l'on a 

D'  = ), D" .  

Par une hypothSse fake plus haut, les D "  sont des entiers premiers entre eux;  les D '  
sont des entiers. Donc ), n'est pas autre chose que le plus grand commun diviseur de 
ces enfiers. 

Pour d&erminer ce plus grand commun diviseur, nous remarquerons qu'il ne doit 
pas changer quand on remplace les p~riodes ~ par un syst~me de p~riodes ~quivalent. 

Soit en effet un nouveau syst~me de p6riodes 0r les ~' sont li~s aux ~ par un 
syst~me de relations lin~aires A coefficients entiers et de d~terminant I ;  les x '  et les 
y '  sont li~s respectivement aux x et aux y par les m6mes relations lin~aires. La 
relation F(x, y) = o devient 
(2bi9 F ' (x ' ,  y ' )  = o, 

F '  (x',  y ' )  &ant ce que devient F(x, y) quand on y remplace les x et les y par leurs 
valeurs en fonctions des x'  et des y' .  

Les relations (3),  (4) ,  (6),  (7)  deviennent 

(4 bi~) ~-- H ~  - -  o, 

(6 bi~) y '  - -  ~-  n' ~, 

(7 b~) H = ~ - b ' y ' = ~ - b y .  

On volt que les m et les m' sont li+s entre eux par les m~mes relations lin+aires que 

Rend. Clra. Matcm. Palermo, t. XXVU (x o sere. 19og) . - -Stampato il 7 gennajo 19o 9, 37 
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les ~ et les . ' ;  et que les h e t  les h', ~ cause de Hdentit6 

Yhy=Zh'y', 
sont li~s par les relations contragr~dientes, c'est-s par des relations qui sont comme 

les premieres ~l coefficients entiers et de d&erminant x. I1 r~sulte de 1~ que ces transfor- 

mations n'alt~reront ni le plus grand commun diviseur des D, ni celui des D'. Nous 

pouvons donc supposer qu'on a choisi les p~riodes normales. 

On  a alors 

F(x,  y ) =  Y (x ~_~y~ - x~y.~_~), 

H j  = Z ( m = k - , . j  Y2k - -  m ~ . j  Y2~-i) ,  

ce qui montre que dans ce cas les h ne sont autre chose que les m au signe et A l'ordre 

pr6s; de sorte que les D ne sont autre chose que les D '  au signe et A l'ordre prbs. 

Or les D sont premiers entre eux, il en est donc de m~me des D'; donc on a 

X - -  ____+ i.  

Nous pouvons supposer ), = I, quitte A permuter deux des o. I1 vient ainsi 

D------D", J - - A .  

Ce qui montre que l'expression Jes t  l'invariant cherchL 
Appliquons cela aux deux exemples d u n  ~ I ;  pour le premier il vient 

- -  . 

(x 

Le tableau des m est donc 

( 0 , 3   ooo o 

o o o o o 

et, comme les p~riodes sont normales, celui des h e s t  

o ~ I o ~ o o 

~ I  o o o O o .  

Tous les D sont nuls sauf deux d'entre eux, qui sont respectivement 6gaux ~t I et 

0t; de m~me, tousles  D' sont nuls sauf deux d'entre eux, qui sont respectivement 6gaux 

I e t  ~t 0~. Seulement le D qui est ~gal-~ 0~, correspond au D'  qui est ~gal fi ~, tandis 

que le D qui est 6gal ?t I correspond ~t un D' qui est 6gal h z6ro, et le D' qui est ~gal 

~t I ~t un D qui est 6gal ~l z&o. Donc tous les D D' sont +gaux ~ z+ro except+ un 
d'eux qui est + g a l a  ~ et l 'on a 

J ~  Y D D '  --- ~2. 
Passons au 2 a exemple 

2 i ~ ,  2 i ~ t .  2 U = ~ , u , + ~ 2 u 2 ;  % - - - - ,  o, z 
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Les p&iodes x sont respectivement: 

9. i ~ , ,  2 i ~ 2 ,  o, o, 8. a--~-~ b, 

ce qui donne pour le tableau des m. 

(~,,) ~ o 

( ~ )  o ~ 

(%) o o 

(o,) o o 

et pour le tableau des h, les p&iodes &ant normales, 

2 i ~ -  2 2 i g ~ i  " 

Le seul des produits D D' qui ne s'annule pas est celui off les d&erminants D et D' 
sont form,s avec les colonnes I, 2, 5 et 6; et dans ce produit on a 

D = D '  ~o~2~. 
On aura donc 

J ~ ~_ .DD'  -'- 0~4~ 2 �9 

Ainsi, si l'on choisit le syst~me de p&iodes de faqon ~t mettre le tableau des p(~riodes 
r~ductibles sous la forme canonique, l'invariant J e s t  un carr6 parfait. Car la d~monstra- 
tion que nous avons d&elopp~e dans les deux exemples pr&~dents s'applique &idemment 
~t tous les cas. Or, cet invariant ne d~pend pas du choix des p&iodes. Donc l'invariant 
] e s t  tou]ours un carrg parfait. 

Jusqu'ici nous avons suppos~ que les p&iodes x et y &aient distinctes. Ne faisons 
plus cette hypoth~se; les p&iodes x peuvent ne pas &re distinctes et par consequent 
leur nombre peut &re plus grand que 2p. 

I1 existera alors un syst~me de 2p p&iodes distinctes x', et nous aurons entre les 
deux syst~mes de p~riodes les relations 

(9) x, = Y~ ~,~x~, 

les ), &ant entiers; et entre les p~riodes correspondantes y e t  y'  les relations 

(9b~9 y ,  = 75- ~, ' ik Yk " 

II existera encore une forme bilin~aire F ( x ,  y) tdle qu'on aura pour deux int& 
grales ab~liennes quelconques de I ~r~ esp&e 

F (x, y )  = o. 

Quand on remplacera, dans cette forme, les x et les y par leurs valeurs (9) et 
(9bls), die deviendra une forme bilinbaire en x' et y', que j'appeUerai F ' ( x ' ,  y') ,  de 
sorte qu'on aura l'identit6 

V(~,  y)  = F' (~', y ' )  

0 0 0 ~ I  O{ 0 0 0 

0 0 - - I  0 0 ~ 0 0 

- - I  0 0 0 0 0 0 0 

0 - -  I 0 0 0 0 0 O. 

0 0 0 0 0 I 

0 0 0 0 I 0 

0 0 I 0 0 0 

0 0 0 I 0 0 
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Nous conserverons les m~mes 

(3 0 
et de m~me avec les p&iodes x' 

(3 ~) 
Les m et les m' sont entiers. 

des m a q lignes, mais peut avoir 

0o)  
Nous avons d'autre part 

p&iodes to et nous aurons la relation 

x k = ~-jmki to j; 

x; = 5- ,~b~j .  

Le tableau des m' a 2p colonnes et q lignes; celui 
plus de 2p colonnes. On aura d'ailleurs 

mlj : Z k  kik m~j " 

et avec les p&iodes y' 

d'ofl l'identit6 

d'ofl 

F = 5- ~.,~i, ~ - - Z  h,iy,, 

~;  = Z h:; y',, 

5- h,js, - Z h~js'~ = Z h~j Z X,~y; = 5-5-  h,;x,~y'~, 

h'kj --- ~--~ )'ik blj" 

Les relations (IO) et ( i I )  sont les relations lin~aires qui lient les nombres m e t  h 
avec les hombres m' et h' qui jouent le m&ne r61e par rapport aux p&iodes x' et y'. 
On voit que ces relations lin6aires sont contragr~dientes. 

Consid&ons le tableau des m e t  d6signons par 

D(i , i2 , . . .  , i~) 
le d&erminant form6 en prenant dans ce tableau les colonnes de rang i , ,  i2 , . . .  , iq. 
D&ignons par D ' ( i ,  i 2 , . . . ,  iq) le d&erminant form6 de la m~me mani~re avec le 
tableau des h; par D(i . ,  i 2 , . . . ,  i )  et D'(i , ,  i , , . . . ,  iq) les d&erminants form,s 
de la m6me mani~re avec les tableaux des m' et des h'. Soit ensuite 

i ,, i~, . . .  , iq 

le d&erminant obtenu de la faqon suivante: On consid~re le tableau des ),, en plaqant 
)'ik dans la i e ligne et la k e colonne; on supprime ensuite dans ce tableau routes les 
lignes sauf celles de rang i ,  i,, . . . ,  iq (que l'on range dans l'ordre indiqu~) et routes 
les colonnes sauf ceUes de rang kl, k~, . . . ,  k~. 

On aura alors, en vertu des relations ( i o )  et ( I I ) ,  

li,, i ~ , . . . ,  i~[D,(k,  k , , . . ,  kq) 0o~'9 D ( i ,  i ~ , . . . ,  9 = Z ~  k,, k~, , k~ ' ' 
e t  

( ~ 9  D'~(k~, k,, . . . ,  k ~ ) = Z ,  , k~, , k~ 

Formons l'invariant J d'apr6s la r~gle ~nonc~e plus haut 

l . = ~ - , D ( i ,  i~, . . . ,  i~)D'(i,, i~, . . . ,  i~), 
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ou, en vertu de (Iobi~), 

l i ,  i~, . . . ,  iq 
J :  ~-'~ k , k,, , kq D (k , k2, . . . ,  kq) D'( i  , ~2, . . . ,  iq), 

ou, en vertu de (IIblS), 

J :  ~-~D (k,,  k2, . . . ,  kq) D' (k , ,  k~, . . . ,  kq). 
Nous voyons que la transformation n'alt6re pas la forme de l'expression J. Or  

dans le cas des p~riodes x' et y ' ,  J repr~sente un invariant. I1 sera done encore un 
invariant dans le cas des p6riodes x et y. D'ailleurs dans le cas des p~riodes distinctes, 
le m~me calcul aurait pu servir pour d~montrer les propri~t~s invariantes de l'expres- 

sion ~-  D D'. 
Done, la rbgle ,pour former l'invariant reste la mgme quand les pgriodes ne sont pas 

distinctes. 
I1 importe toutefois de faire attention au choix de la forme F(x, y). 
Nous ne devons pas prendre pour cette forme bilingaire caractgristique route forme 

qui s'annule en vertu des relations entre les p6riodes; sans quoi la d~finition s'appli- 
querait tout aussi bien, non seulement • la forme F(x, y), mais ~t la forme a F(x,  y), 
quel que soit le coefficient a. I1 faut choisir la forme F de telle fa~on que si les x'  et 
les y'  sont les p~riodes normales on ait 

F(x, y ) =  F'(x ' ,  y') ~- Y(x ' , k_ ,y '2 , -  x'~ky'2~_. ). 
Si les p~riodes x et y sont disfinctes, cela veut dire que le discriminant de la 

forme F dolt &re ~gal ~t x. 
Ou bien encore, supposons que les p+riodes x et y n%tant pas distinctes, les 

p~riodes x'  et y '  soient distinctes, sans ~tre forc6ment normales;  nous devrons nous 
imposer la condition que, si l 'on a 

F(x,  y ) =  F'(x' ,  y') ,  

le discriminant de F '  soit ~gal ~l I. 
Si les p~riodes x et y sont distinctes, les coefficients de F(x,  y) sont entiers. Si 

ces p~riodes ne sont pas distinctes, ils peuvent ~tre fractionnaires, mais rien n'est d'ail- 
leurs ~t modifier dans l 'analyse qui precede. 

Si les p~riodes x et y sont distinctes, la forme F(x, y) se trouve enti~rement d~- 
termin~e par les conditions pr~c~dentes. I1 n'en est plus de mSme s i c e s  p~riodes ne 
sont plus distinctes. O n  a en effet entre les x certaines relations lin~aires 

X , = X , =  . . .  =Xm=O 
et les relations correspondantes entre les y 

r , =  = r =o; 
et alors nous pourrons remplacer F par 

y ) +  X(B,X,--.4, Y,), 
les ~/~ &ant des foncfions lin~aires quelconques des x, et les B i des fonctions lin~aires 
quelconques des y. 
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I1 y a toutefois une condition compl6mentaire que nous devons imposer A la 

forme F(x, y ) ;  cette forme dolt s 'annuler identiquement quand on y fait xl ~---Yl. Si 
nous tenons compte de cette condition, nous ne pouvons plus choisir les fonctions 

lin6aires A i e t  Bi d'une faqon tout A fait arbitraire; mais les B i doivent ~tre form6s 
avec les y comme les A i avec les x. 

$ 3 .  

Introduction des fonctions fuchsiennes. 

Reprenons les deux courbes C et C' du ~ i, ayant respectivement pour genre 
p e t  q. Nous  d~signerons 6galement par les lettres C et C' les surfaces de RIEMA~ 
correspondantes. Nous  supposerons que ces courbes sont likes par une transformation 
unirationnelle, de telle faqon qu'~ un point de C correspond un point de C' et un seul, 
tandis qu'~t un point de C' correspondent n points de C. Ce nombre n joue un r61e 
important dans la suite, et nous devons tout d'abord chercher quelle relation le lie ~l 
l'invariant de la r6duction; ce sera 1~ l'objet des premiers paragraphes qui vont suivre. 

Nous  avons vu au w I que la dhfinition de la r6duction peut 4tre 61argie, mais 
nous nous bornerons ~l l'6tude des cas off il y a une transformation unirationnelle ana- 
logue ~i celle dont nous venons de parler. 

Soit M un point mobile de C, et M'  le point correspondant de C'. Supposons que 
M '  d6crive un contour ferm6 infiniment petit autour d'un point fixe A' de la surface 
de RIEMANN C'; il peut arriver que M revienne ~ sa valeur initiale et d6crive aussi un 
contour fe rmi ;  mais il peut arriver ~galement que M ne revienne pas ~ sa valeur ini- 
tiale, et que les n d~terminations de M s'4changent entre elles. Dans ce cas A'  est 
un point de ramification. 

Imaginons par exemple que les n valeurs de M subissent une permutation se 
d~composant en a permutations circulaires permutant  respectivement 

V x  ' ' 12  ' " " " ' "~a. 

valeurs de M, de telle faqon que 
"- -  

Alors au point A', correspondront sur C seulement a points A ,  A , ,  . . . ,  A~, 

correspondant ~ ces permutations circulaires. 

Soit par exemple n 6, et supposons que, quand M'  tourne autour de A',  

M, M~, M,, M., M~, M, 
se changent respectivement en 

M~, M3, M., Ms, M4, M~. 
La permutation se d~composera en 3 permutations circulaires 

(M.M~M3)(M4Ms)M6 
et on aura 
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Quand le point M' tendra vers A ' ;  M ,  M 2 et M 3 tendront vers A~ ; M 4 et M s 
tendront vers A2; et M 6 vers A .  

Cela pos~, nous allons construire un syst~me de fonctions fuchsiennes de la fa~on 

suivante : 
Soient x, y les coordonn~es de M, et x', y' celles de M' ;  soit K une variable 

auxiliaire. Je veux que x, y, x', y' soient fonctions fuchsiennes de K; que quand M dScrit 
un contour ferm~ sur C, la variable K revienne ~t sa valeur primitive ou subisse une 

substitution lin~aire; que quand M' d~crit un contour ferm~ sur C', la variable 
revienne ~t sa valeur primitive ou subisse une substitution lin~aire; que K soit d'ailleurs 
choisi de la fa~on la plus simple possible. 

Supposons que M' d~crive sur la surface de RIEMA~N C' un contour ferm~ infi- 

niment petit enveloppant un point de ramification A';  il n'est pas possible que K re- 
vienne ~t sa valeur primitive, sans quoi x et y qui sont des fonctions fuchsiennes et par 
consequent uniformes de K, reviendraient ~t leurs valeurs initiales et A' ne serait pas 
un point de ramification. 

I1 faut done que K subisse une substitution lin~aire elliptique; quelle est la p~riode 

de cette substitution, ou, en d'autres termes, au bout de combien de tours d~crits sur 
le contour fermi, notre variable K reviendra+elle ~t sa valeur primitive ? I1 faut pour 
cela que toutes les d~terminations de M soient revenues ~i leurs valeurs primitives. I1 
faudra done v tours, v ~tant le plus petit commun multiple de 

~/t ' '~2 ~ " * " ' ~ "  

Qu'arrivera-t-il alors si le point M d~crit sur C u n  contour ferm~ tr~s petit autour 
de l'un des points 

A ,  A2, . . . ,  A~,? 

I1 arrivera que la variable Z subira une substitution lin~aire elliptique ayant re- 

spectivement pour p~riode 
V 17 V 

, ~ �9 �9 . p �9 

Et en effet, quand M d~crit ~ M' - -  tours autour de A,, en d~crit v autour de A.  
V x 

Si l'on regarde x et y comme fonctions fuchsiennes de ~, on volt qu'elles admettent 
un certain groupe fuchsien G, engendr~ par un certain polygone fuchsien P. Si l'on 
regarde maintenant x' et y' comme foncfions de ~2, ce seront encore des fonctions 
fuchsiennes admettant le groupe G, mais elles admettront ~galement un autre groupe 

fuchsien G' contenant le groupe G, et form~ des substitutions lin~aires que subit ~[ 
quand M' d~crit sur C' un contour fermi. Ce groupe G' sera engendr~ par un poly- 
gone fuchsien P', et comme G est un sous-groupe de G', on volt que le polygone P 

est ddcomposable en n polygones congruents d P'. La question de la r~duction des int~- 
grales ab~liennes est ainsi rattach~e ~ celle de la dficomposifion des polygones fuchsiens 
en un certain nombre de polygones congruents. 

Nous voyons que le polygone P aura autant de cycles de sommets, qu'il y a de 
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points analogues ~i A ,  ~/~, . . . ,  ~/~,, . . .  ; la somme des angles des sommets du cycle 

qui correspond au point A t sera . De meme, le polygone P' aura autant de cycles 

de sommets, qu'il y a de points de ramification A', la somme des angles, pour le cycle 
2~v 

correspondant ~i A',  &ant - - .  

Nous pourrions, si nous le voulions, construire les polygones P e t  P' de fa~on ~t leur 
donner un plus grand nombre de c6t~s et de cycles de sommets; nous pourrions en 
effet consid6rer sur la surface C' un certain nombre de points choisis d'une fa~on arbi- 
traire et les traiter comme nous avons fair des points A', bien que ce ne soient pas 
des points de ramification. La seule difference serait que les nombres 'J, v ,  ~2, - . ' ,  *~ 
seraient tous 6gaux ~t I, de telle sorte que pour les cycles correspondant ~t un pareil 
point A'  ou aux points d i correspondants, la somme des angles serait 2 7:. C'est ainsi par 
exemple que le groupe fuchsien G qui est engendr~ par un quadrilat6re dont les c6t6s 
opposes sont conjugu& et dont la somme des angles est ~, peut &re 6galement engendr~ 
par un hexagone dont les c6t& opposes sont conjugu6s, la somme des angles de rang 
pair 6tant = et celle des angles de rang impair &ant 2 ~;  plus g6n6ralement, un groupe 
fuchsien G quelconque peut ~tre engendr~ par une infinit~ de polygones fuchsiens dif- 
f&ents. Mais il n 'y aurait 1.4 qu'une complication qui, la plupart du temps, serait inutile 
(saul dans le cas off il n'y aurait aucun point de ramification A'). 

Cela pos6, soient Q et Q' les nombres des cycles de sommets de P et P' ;  soient 
2 N  et 2 N '  le hombre de leurs c6t~s. On a, par la formule qui donne le genre d'un 
polygone fuchsien, 

12p ~ - N - - Q  + I, 
( 0  2 q  = N '  - -  0.' + ~. 

D'un autre c6t6, on trouve pour la surface de P (au point de vue de la g6ombtrie 
non euclidienne) 

2~  ~ &ant la somme des angles d'un seul cycle et par consequent 2~ celle 
v 

de tous les  angles. On trouve de m~me pour la surface de P' 

_,=(N'-- i ) - -  2 = y  ~ - - ~  

Ces formules supposent que tout sommet d'un des polygones congruents ~ P' est 
aussi un sommet de P. Elles ne seraient plus vraies si un de ces sommets, commun ~ 
plusieurs polygones congruents ~ P', &ait ~ l'int~rieur de P. 

En tenant compte de ( i ) ,  ces expressions peuvent s'&rire 

2 " ~ ( ~  + 2p - -  2) - -  2 g ~ - ~ -  = 2 7 r  I - -  ~ + 27~(2p - -  2), 

~=(~2' + ~ -  ~) - ~ = ~ -  ~ -  = 2 , ~ y  ~ ~- + 2 = ( ~ f  - ~). 
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Comme P est d&omposable en n polygones congruents ~ P' ,  la premihre surface 

doit &re 6gale ~, n lois la seconde, de sorte qu'on a 

- -  - - ~ *  - - n  ' ~ t - z q - z -  Q...]- 2 p - - 2  Z v 

Mais pour un m~me point A', nous avons 

Z Zv, i vi  - -  n ,  - -  ~ n -  

}-  V ~ n ~ _  i _: 

I1 nous reste doric la formule 

(2) Q + 2p - -  2 = n ( Q ' - q  t- 2q - 2). 

Cette formule subsiste si, usant de la facult6 dont je parlais tout ~t l'heure, on 
cherche ~t construire un polygone P d'un plus grand nombre de c6t6s, en prenant 
un  point arbitraire sur C' et le traitant comme un point A'.  Dans ce cas, en effet, Q 
augmente de n unit6s et Q' d 'une unit& 

Si on r6unit un polygone ll de 2 N c6t6s ,4 un autre polyg6ne ll '  de 2 N'  c6t6s, 
de faqon ~ former un polygone l l"  de 2 N "  c6t6s et simplement connexe, il arrivera 
g6n6ralement que H et ll '  n 'auront qu'un seul c6t6 commun,  qui sera leur fronfi6re 
commune,  laquelte disparaitra par l'annexion. On  aura donc 

N " = N + N ' - - I .  

Si exceptionneUement, I1 et lI '  ont deux c6t6s communs, ces deux c6t6s devront &re 
cons&utifs, sans quoi II" ne serait pas simplement connexe, et alors le sommet qui s6pare 
ces deux c6t6s sera A l'int6rieur de 11"; on aura donc plus g~:n&alement 

N "  - -  N + N'  - -  I - -  ~, 

&ant le nombre des sommets communs ~t ll et ?t lI ' qui sont A l'int6rieur de II". 
Plus g6n6ralement, si avec trois polygones II, II', If", de 2 N ,  2 N ' ,  2 N "  c6t6s 

on forme un polygone I I ' "  de 2 N " '  c6t~s, on aura 

( N ' "  - -  : )  = ( N  - -  I)  + (N'  - -  i )  + ( N "  - -  i )  - -  V', 

V, &ant le nombre des sommets appartenant ?t deux ou plusieurs des polygones lI, II', 
l l "  qui seront :l l'int6rieur de II '".  Si nous appliquons cette formule ~ notre polygone 
P de 2 N  c6t6s form6 de n polygones congruents ,~ P'  qui a 2 N '  c6t6s, il viendra: 

(3) N - -  I ~- n ( N '  - -  I )  - -  fz, 

V. &ant le hombre des sommets de P' ,  ou d'un polygone congruent, qui sont ~t l'int&ieur 
de P. Ces sommets devront correspondre ~ un point A s de C qui soil tel que 

~ " - " / i "  

A de pareils points, s'ils existent, peuvent 6galement correspondre des cycles de sommets 
de P ayant des angles dont la somme est z ~:. 

Nous reviendrons sur ces hypotheses ~ la fin du ~ 5. 
aSend. Circ. Matem. Palermo, t. XXVII (t  ~ sere. t9o9). --Stampato il 7 gennajo 19o 9. $8 

et pour tous les points A'  
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$ 4 .  

Calcul de la forme bilin~atre caract~ristique. 

Imaginons un polygone fuchsien P, la courbe C correspondante, et le syst6me des 
int6grales ab61iennes de premihre esp6ce relatives i cette courbe; et cherchons i d6ter- 
miner, pour les p6riodes correspondant aux c6t4s du polygone P, la forme bilin6aire 

caract6ristique dont il a 4t6 question au $ 2. 

Nous emploierons les notations suivantes. Soient 

(~x '  (~2 '  " " " ~ 6"aN 

les sommets cons&utifs du polygone P e n  d~crivant le p&im~tre de ce polygone dans 

un certain sens. Soient 
7,, Y,, . . . ,  Y~N 

les c6t~s cons&utifs de P, de telle sorte que le c6tb y; soit le c6tL ~;-x ~;, et que le 

c6t~ 7, soit le c6t~ %N%" 
Soit U l'une des int~graIes ab+liennes de I ~r~ espbce; soit x; cette int+grale prise 

le long du c6t~ 71, et soit Z; la valeur de l'int~grale U au sommet ~i; on aura 

O) x,  = ~, - Z,_, 
et pour que cette formule soit g~n+rale, nous conviendrons de poser 

Xi ~ X2N+i ,  7(i "--" ~ N + i "  

Si les deux sommets % et % appartiennent t un m~me cycle, la diff+rence 

a:~-- a:~ = x~+, + x~+2 + . . .  + x ~  

sera une p~riode. 
Si les c6t6s ~'~ et -(~ sont conjugu4s, on aura 

O U  

(2  b~) ~ - -  Z~_, = Z~_, - Z~. 
Bans ce cas 

z ~ _ , -  z. = z~- -  z=_ ,=y~  

est une p&iode, car les sommets %_, et %, de m~me que les sommets % et %_,, 

appartiennent i un m~me cycle. Si l'on permute les lettres = et }, il vient 

d'ofl 
(3) y~ + y~ = o. 

Si t'on fait la somme des &quations (2), on trouve que la somme des 2 N  quan- 

tit~s x dolt &re nulle 
(4) )---x; - -  o. 

Nous avons d'autres relations entre les y. Soient par exemple 
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les sommets cons&utifs d'un m&ne cycle; les c6t6s "f~, et Y~+, seront conjugu6s et on 

aura 

Yr = z ~ -  ~r' 
y ~ - -  z ~ - - ~ ;  

(5) Y- + Y, + Yr + Y, - -  o. 

I1 y aura autant de relations (5) que de cycles de sommets, soit Q leur nombre;  
le nombre des y est &idemment  2 N ;  ils se trouvent li&s par N relations (3)  et par 
Q relations (5)- Ces N --I- Q relations ne sont pas distinctes; car si on fait la somme 
des relations (3) et celle des relations (5) on trouve le m~me r6sultat, ~t savoir 

Z Y i  "--  O. 

I1 restera donc entre les y, N +  Q - -  I relations qui cette fois seront bien distinctes. 
Car chacun des y figure une fois, et une seule, dans l'ensemble des relations (3) ;  et 
une fois, et une seule, dans l 'ensemble des relations (5). 

Si donc nous d~signons par `4i les premiers membres des relations (3), par B i 
ceux des relations (5) et que nous cherchions si l'on peut avoir identiquement 

+ o, 
les ~ et les [~ &ant des coefficients constants, chacun des y figurera dans l 'un des .4 et 
dans un seulement, et, d'autre part, dans l 'un des B e t  dam un seulement; il faudra que 
les deux coefficients a et ~ soient ~gaux et de signe contraire. Chacun des ~ correspond 

l 'une des relations (3) et par consequent ~l une paire de c6t~s conjugu~s; chacun des 
[~ correspond ~i rune  des relations (5) et par consequent ~l un cycle de sommets. Chaque 
cSt~ appartenant fi une paire, ~ chaque c6t~ correspondra un ~; chaque sommet appar- 
tenant :l un cycle, ~ chaque sommet correspondra un [~, et, d'apr~s ce que nous venons 
de dire, le coefficient ~ qui correspond :l un c6t~, et le coefficient ~ qui correspond 
soit au sommet suivant soit au sommet pr&~dent, doivent &re ~gaux et de signe con- 
traire. D'ofl il suit, que tous les 0~ doivent &re ~gaux ~l -J- I (par exemple) et tous 
les ~ ~ - - i .  Il n 'y  a done pas entre les `4, et les Bi d'autre identit~ que la suivante 

Y`4-Z =o. 
II y a donc N - 1 -  Q -  I relations distinctes entre les y, et comme les y sont au 
nombre de 2 N,  il y a N -  Q + I quantit~s y distinctes. Le genre est done 

N - - O . + x  
2 

comme il convient. 
Cela pos~, consid&ons une seconde int6grale ab~lienne U ' ;  d6signons par x', y ' ,  

Z' les quantit~s relatives ~ cette seconde int~grale et correspondant ~t celles que nous 
avons appel~es x, y, ro en ce qui concerne la premiere. I1 s'agit de former la forme 

bilin~aire 
F ( y ,  y ') .  
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Pour cela, prenons l'int~grale 

f UdU' 

tout le long du p6rim6tre de P ;  cette int6grale devra ~tre nulle. Soient "1'~ et ~'r deux 
c6t6s conjugu~s, et deux ~16ments correspondants de ces c6t6s; soient Ua et Ur U" 
et U; les valeurs de nos int6grales en deux points correspondants de ces c6t6s; on 
aura 

Ut~ = U~ -[- y~,, Ul~ = U" n t- y ' ,  d U;  = - -  d U~. 

Je mets le signe - -  parce que si les deux c6t~s sont parcourus en suivant les 

points correspondants, ils seront parcourus en sens contraire. L'intbgrale / U d U '  

prise le long de ces deux c6t6s se rfiduira donc ~t 
lu r 

f _ u )a u, = f u, 
t I le long du c6t6 "f~; c'est&dire y=x~ ou - - y ~ x ~ .  

L'int+grale se r~duira donc ~i 
- - ~ - y ~ x ' ,  

la sommation s'&endant ~ toutes les paires de c6t~s, en prenant un c6tfi seulement 
dans chaque paire. Mais comme on a 

I @ @ @ y~, --~ - -  y~, x~ = ~ x~, y~x~, --  yf~xf~, 
cela peut s '&rire 

la sommation s'+tendant ~t tous les c6t6s. Nous aurons donc 

(6)  Z y x ' - - o ,  

ou, en vertu de (~) (appliqu+e k l'int+grale U'),  

ou, ~i cause de (3), 

Tenan t  compte de la relation 

il vient 

Yyo(~"  - ~'_,) = o, 

Y y~4 + Xy~'~_, = o. 

z&, = ~ + y r  

Mais on a 

Z Y ~ Q - -  ZY~Z~'~, ZY~,Y'~, ~- ~-Y~Y'~. 
En effet Hndice ~ peut prendre toutes les valeurs possibles depuis I jusqu'~ 2 N ;  
et quand il prend ces valeurs, l'indice ~ du c6t+ conjugu~ prend ~galement ces m~mes 
.valeurs dans un autre ordre. Je puis donc ~crire 

(7) 2 ~y~Z~ -n t- ~ y ~ y "  - - o .  

Nous devons v6rifier d'abord que le premier membre de ( 7 ) e s t  bien de la forme 
F(y, y'), y' &ant une forme bilin6aire. Choisissons en effet dans chaque cycle de sommet, 
un sommet que nous appellerons le sommet initial. On  aura alors~ pour un sommet 
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quelconque % ,  
= ZLo+ r '  

.~,o &ant le sommet initial du cycle et Y' une combinaison lin~aire des y '  ; de sorte que 
le premier membre de (7)  devient 

2 }--y~,Z~o.- f- 2 ~__.y~,r ~-at- Z Y~,Y'. 
I1 s'agit de dbmontrer que le coefficient de ~,o dans cette expression est nul, de 

telle sorte que cette expression ne dbpend plus que des y e t  des y' .  En effet, ce coeffi- 
cient est bgal ~t 

2 } -  y,,, 

la sommation s'&endant /t t o u s l e s  sommets du cycle, et cette somme est nulle en vertu 
des relations (5). 

II s'agit maintenant de vLrifier sur le I er membre de (7)  l'identitb 

(8)  F(y, y') + F(y', y) - -  o, 

ou, ce qui revient au m~me, l'identit6 

puisque F(y, y) --- o, 

F (y, y') + F (y', y) ~--- F (y q-- y', y -n t- y') --  F (y, y) - -  F (y', y'). 
I1 est clair que 

F ( y ,  y ) =  2 Z y ~ K  ~ + Z y ~ -  
Or  on trouve 

F ( y ,  y)  - - -  2 Z 7,a (:{t3-, - -  .7~) -Jr- ~ (~.[3-, - -  Za) 2 , 

ou, en dLveloppant, 

(y, y) = Y - y 
Or  le z a membre est bvidemment nul puisque quand l'indice 0~ prend routes les 

valeurs possibles, il en est de m~me de l'indice ~ -  I, quoique dans un autre ordre. 

En r6sum~, nous avons entre les y e t  les y'  une relation bilin~aire 

2 Z y K ' + Z y y ' = o .  
Cela pronve que la forme caract&istique cherch& F(y, y') est ~gale, h u n  facteur 

constant pros, ~ 2 ~f_y Z' + ~ .y  y', et il reste A d&erminer ce facteur constant. 
Pour  cela supposons que U',  au lieu d'&re une int~grale de I ~e esp&e, soit une 

int~grale de 3 ~ esp&e admettant pour points logarithmiques deux points M o et M de 
la surface de RIEMA~lq C, le premier avec le r~sidu + x, le second avec le r~sidu ~ I ; 

dans ce cas on aura 
F(y, y ' ) =  2i (vo- tT), 

U o et U, &ant les valeurs de U en Mo et M .  
D'autre part, l'int+grale 

f UdU' 

a aussi pour expression 2 i ~ ( U  o - -  U,), de sorte que 

vo, y,)= f udu,. 



~02 H. P O I N C A R ~ .  

Mais le I er membre de (7) n'est autre chose que le premier membre de (6), qui a 6t8 
obtenue elle-mSme en multipliant par - -  2 l'expression 

qui repr~sentait notre int~grale; on aura doric 

F(y, y ' ) - - - - -  X y z ' - ~ X y y ' ,  
ou enfin, en tenant compte de (8), 

(9) F(y, y') ~- ~-z~y' -3c- -~ ~f_y y', 
ou encore 

F(y, y ' )=-~ ~- (Zy ' - -yZ ' ) .  

Mode de correspondance  des  cOt~s. 

Reprbsentons-nous le polygone P d&ompos~ en un certain nombre n de polygones 
congruents ii P'. Les c6t~s du polygone P' sont conjugubs deux :l deux, ils sont au 
nombre de 2 N ' ;  le nombre total des c6t6s des divers polygones congruents ~l P' seront 
donc 2 n N ' ;  parmi eux il y en aura 2 N qui n'appartiendront qu'~t un seul de ces po- 
lygones et qui feront partie du p6rim&re de P;  les autres appartiendront ~ deux des 
polygones congruents :t P' et leur serviront de fronti6re commune. 

Nous pourrons representer ces 2nN' c6t~s par une notation ~ double indice 

l'indice 0c variera de I ~t 2 N'  et se rapportera aux divers c6t~s de P ' ;  l'indice ~ variera 
de x ~t n e t  se rapportera aux divers polygones congruents ~i P ' ;  ainsi P ' ( ~ ) s e r a  Fun 
des polygones congruents ~l P ' ;  y ( a )  sera Fun des c6t~s de P' et y(~, [~)sera le c6t~ 
de P'([~) homologue au c6t~ y(~)  de P'. 

Supposons alors que les c6tbs y (~) et "l'(~ de P' soient conjugu~s, et consid&ons 
un c6t~ T(a, [~); il existera alors toujours un c6t6 T(od, ~'), et un seul, qui sera iden- 
tique ou conjugu6 :l y(~, ~). 

Si les deux c6t~s y(0q ~), y(~' ,  [~') sont identiques, ils n'appartiendront pas au 

p~rim&re de P, mais ils feront la fronti~re commune de P ' (~)  et P' (~'). Si les deux 
c6t~s y(0q ~), y(~' ,  ~') sont conjugu~s, ils appartiendront au p~rim&re de P et ils re- 
pr~senteront deux c6t~s conjugu~s de P. 

Nous pouvons alors envisager la substitution S~ qui change [3 en ~'; c'est une 
substitution qui change l'ordre des n lettres i~. A chaque c6t~ de P' correspond une 
pareille substitution et les substitutions correspondant ~l deux c6t~s conjugu~s S~ et S~,, 
sont inverses l'une de l'autre. 

Voyons maintenant comment les sommets de P se r~partiront en cycles. Nous 
d~signerons encore par a(~) celui des sommets de P' qui est compris entre T(a) et 
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'y(~l + I), et par r i5) le sommet homologue de P'(~5). Consid~rons un des cycles 

de sommets de P', et soient 

~(Qf',)' ~'(~2)' '''' ~'(~m) 

ces sommets. Consid&ons alors le sommet a (%,  ~ ) ;  il sera identique ou conjugu~ au 
sommet ~(~' ~ z, i~'), off i5', sera le transform8 de [5 par la substitution S~;  j'&ris 

E = ~ , & , .  
On aura d'ailleurs = ' -  z - - % ,  et je poserai pour plus de sym&rie dans les notations 

L = ~ ;  = ~ i & , .  
De m~me, le sommet 

~ ( ~ -  I, ~ ) =  ~r(%, ,~) 

sera identique ou conjugu~ au sommet 

o~ ~.(~;) est conjugu~ de ":(%) et o~ 

et ainsi de suite; et enfin le sommet 

sera identique ou conjugu6 au sommet 

i~',. en partant de },, il faut appliquer aux n lettres {~ la 

o~ 

Ainsi~ pour obtenir 

substitution 

qui change leur ordre. 
Soient alors 

r . - - S , ~ S , ~  . . .  &,,,, 

~ f  IF fr 
, t~=, . . . ,  t~q 

les transform& successifs de [~, par X, X ~, . . . ,  Xq; on finira par arriver ~t 

~' = ~,,  

c'est-gdire par retrouver la lettre initiale. Alors les divers sommets 

(~ , ,  ~,), ~ f f , ,  ~" 2 ,/' " . , G" ( ~ i  ~ ~--i,, 

appartiendront ~ un m~me cycle, lequel comprendra en outre 

~"s  ~ ~(~, t~s~, ) ,  . (~, L &.), ~(~, ~ ~,:, , �9 . 

~ " &  &~), ( % ,  ~ , & , & ) ,  ~(%,  -,  , . . .  

On salt qu'une permutation quelconque entre n lettres peut toujours &re d&om- 
pos& en un certain nombre de permutations circulaires; ici l'une des permutations cir- 
culaires de x est la suivante 

q-- ,  
et porte sur q lettres. 
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Supposons donc que ~ se d~compose en ) ,  semblables permutations circulaires; 
nous avons sur P'  un cycle de m sommets. A ce cycle correspondront sur P, non 
pas un, mais 1. cycles de sommets; et si une de ces permutations circulaires porte sur 
q 'lettres, le cycle correspondant comprendra q m sommets. 

I1 pourra se faire que plusieurs de ces sommets appartenant ~t divers polygones 
P '  (13) soient identiques; le nombre des sommets distincts de P sur ce cycle sera alors 
rnoindre que q m ; i l  pourra m~me se faire, et c'est une hypoth~se que nous avons d@t 
envisag~e au ~ 3, que tous ces sommets soient identiques et que la somme de leurs 
angles soit 2 ~;  ce sommet n'appartiendra plus alors au p~rim~tre de P, mais ce sera un 
point int~rieur ~ P appartenant gtla fois ~i plus de deux polygones P' (13) et &ant le 
point d'intersection des frontiSres de ces polygones. 

Calcul de  l ' invar iant .  

Pour calculer notre invariant, nous devons d'abord chercher les nombres que nous 
avons appel~s h e t  m au ~ 2. Les nombres m s e  rapportent aux diff~rents y et par 
consequent aux diff~rents c6t~s. Au c6tb y(~,  [5) qui est identique ou conjugu~ au c6t~ 
y (~', [5') correspond une p&iode y (~, [5), qui est l'int~grale U prise entre les sommets 
~(~, [5) et ~ ( ~ ' - -  i, [5'). Si les deux c6t~s y(~,  [5), et y(~ ' ,  [5') sont identiques et 
non conjugubs, il en est de m~me des deux sommets ~ (~, [~)et r ( ~ ' - - I ,  13') et on a 

y(~,  13) : o 
et de m~me pour l'int~grale U' 
(~) y ' ( %  [~) - -  o. 

On a dans tous l e s  cas 
y (~, 13) + y (~', [5') = o, 

ce qui n'est autre chose que l'+quation (3) du ~ 4- 
Les y peuvent s'exprimer en fonctions lin~aires des p6riodes co i et on aura 

(2)  y (~, 13) = 3-  m (~., 13, ])  ~j 
et de m~me 

Y' (~, [ 5 ) -  Y m(~,  13,/')o~j 
les m (a, [5, j )  &ant entiers. 

Consid~rons maintenant la valeur ( (~ ,  ~) de l'int6grale U au sommet a(~,  [5) et 
la valeur ~(%,  13o) de U au sommet initial du cycle a ( % ,  [50) tel qu'il a 6t6 d6fini 
au ~ 4, nous pourrons ~crire 

O) ~(~, [5) = ~(~o, [5o)+ Yk(~ ,  13, J )% 
et de mSme 

~' (~, 13) = ~'(~o, [50) + _.Y k(~, [5, i )~5,  
les k (e ,  [5, 1') 6tant entiers. 

Remplaqons les y e t  les ~ par leurs valeurs dans 

F(y, y ' )= ~-z~y' + -~ ~..y y'. 
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Observons que nous pouvons dans les sommes du 2 a membre, introduire les termes 
correspondant A des c6t6s 7(x, ~), qui n'appartidnnent pas au p6rimhtre de P, mais 
servent de fronti6re commune ~ deux des polygones P' (~). En effet, ces termes confien- 
nent en facteur y ' (~,  ~) qui est nulle dans ce cas en vertu de la relation ( i ) .  De plus, 
nos formules sont applicables comme nous l'avons vu au w 4, bien que les y ne soient 
pas des p6riodes distinctes. Le I e~ membre dolt se r6duire ~: 

r(x,  y )  = y u;0~j. 
Quant au 2 a membre il va prendre la forme d'une expression tin6aire par rapport 

aux ~(%,  [~o) et aux oj ,  puisque les 2 as membres des coefficients (2) et (3) sont de 
cette forme. Mais le coefficient de ~(%, ~o) est 6gal 

la sommation 6tant 6tendue ~ tousles  sommets a(a, ,~)du cycle dont ~ (%,  ~o)est le 
sommet initial. Or cette somme est nulle par la relation (5) du ~ 4. Donc les termes 
en ~(%, ~o) disparaissent et le 2 a membre est lin6aire par rapport aux oi seulement. 
On trouve alors, en identifiant les coefficients de c%, 

Hj = Z k(~, ~, j)y' (~, ~) +-~ Z~(~,  ~, j)y'(~, ~). 
Mais on a, par la d6finifion des nombres b, 

H~ = 5- h(~, ~, j) y' (~, ~), 
d'ofl 
(4) h(~,  ~, j )  = k(~, ~, j )  + -~ m(~, ~, j). 

On a d'autre part 

y(~, ~ ) - - - - y ( ~ ' ,  ~ ' ) - - ~ ( ~ ' - - i ,  ~ ' ) - - ~ ( a ,  ~)--~(0c' ,  ~ ' ) - - ~ ( ~ - - ~ ,  ~) 

et par cons6quent, en 6galant les coefficients de o i ,  

(5) m (% ~) "-- - -  m (~', ~') = k (0c' - -  I, ~') - -  k (a, ~) --- k (a', ~ ' ) - -  k (x - -  i, ~). 

II faudrait affecter les m e t  les k d'un troisi~me indice j qui serait le m~me pour 
tousles  hombres qui figurent dans cette formule (y). 

Comparons maintenant deux expressions telles que Z(x, ~) et ~(~, ~'). 
La d6riv6e de U prendra la m~me va|eur en ~(% ~)et  en ~(~, ~ ' )ou ,  plus g6n6- 

ralement, en deux points correspondants des deux polygones P' (~) et P ' (~ ' ) ;  et en effet 
nous avons suppos6 que l'int6grale U 6tait r+ductible, c'est-h-dire qu'elle appartenait, non 
seulement ~t la courbe C, mais encore ~ la courbe C'. La diff6rence des valeurs de U 
en ces deux points est donc une constante, et par cons+quent la diff6rence 

z(~, ~ ) -  ~(~, ~') 

ne d6pend que des indices ~ et ~', et ne d6pend pas de l'indice a. I1 en est donc de 

m~me de la difference 
(~, ~, J) - -  k (~, ~', j). 

I1 r6sulte de 1A que nous pouvons 6crire 

(~, ~, j)  = k (~, j)  + k (~, J) 
Rend. Girt. Matcm. ~alermo, t. XXVII (~o sere. xgoo). - -  Stampato 1'8 gennajo ~9o9. 39 
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et consid~rer le nombre k (% [3, j )  comme la somme de deux autres nombres analogues 
d~pendant, le premier seulement de l'indice ~ et le second seulement de l'indice ~. 

Cela pos~, rappelons comment on forme l'invariant J :  on dresse le tableau des m 

et celui des b; on d6signe par D l'un quelconque des d&erminants obtenus en prenant 
2 q  colonnes dans le I er tableau; par D '  le d&erminant obtenu en prenant les mdmes 
colonnes dans le 2 a tableau; et on a 

]=ZDD'. 
Je dis que J ne changera pas quand dans le I er  tableau on ajoutera la I ~re colonne 

la 2 de , en m~me temps que dans le 2 a tableau on retranchera la 2 a~ colonne de la 

I *re . D6signons en effet par D u n  d&erminant tir6 du tableau primitif des m; par D' ,  
A et A' les d&erminants correspondants tir6s du tableau primitif des b, du tableau modi- 

fib des m e t  du tableau modifi6 des b. I1 s'agit de montrer  que 

Z D D ' - m _ X a a ' .  

Soit D~, l'un quelconque des d&erminants qui ne confiennent ni la I ~re ni la 2 ae I 

colonne; D~ l'un quelconque des d&erminants qui confiennent ~i la lois ces deux colon- 
nes;  D v l 'un quelconque des d&erminants qui confiennent la i ~re colonne sans contenir 

la 2 de et enfin D~ le d&erminant obtenu en rempla~ant dans D v la I ~ colonne par 
l a  2 de . O n  aura 

P , t D~ - -  a~, D" = a ' ,  D~ - -  a~, D~ - -  A~, 

A o =  , , __ ,o A ' ~  v D~ + D~, av = Dv D r '  av - -  D r '  v 
d'ofl 

D~,D'~ "-- A~,~'~, D~D'~ = A~A~, DvD' v -+- D~vD~~ - -  AVA' v -~- A~A~~ 

et par cons6quent 
Z D D ' = Z A A ' .  

On pourrait &idemment op~rer de m6me sur d'autres colonnes quelconques. 
Les colonnes de nos deux tableaux pourront  &re rang&s dans un ordre tel que 

celle qui se rapporte k un c6t6 y (a ,  [~) soit imm~diatement suivie de celle qui se rapporte 
au c6tb conjugu~ y(x', ~'). Nous aurons alors dans les deux tableaux, dans chaque 

colonne de rang impair, les nombres 

m (a, [~, j), h (x, ~, ] )  

et dans la colonne suivante les nombres 

,. i ) ,  h j) .  

Faisons l'op6ration dont nous venons de d~m.ontrer la 16gitimit6, d'abord sur les 
deux premihres colonnes, puis sur les deux suivantes, et ainsi de suite. Alors clans les 
deux tableaux modifi6s nous aurons dans chaque colonne de rang impair les nombres 

m j),  h (% i )  - -  j )  

et dans la colonne suivante les nombres 

m (~, [~, j )  --]- m (~', ~', /) ,  h (~', ~', ]). 
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Mais 
m (~, ~, i )  + m (~', ~', j )  = o. 

Nons  pouvons alors supprimer toutes les colonnes de rang pal U et en effet tons les 
d&erminants ', qui contiennent une de ces colonnes sont nuls, puisque tons les termes de 
ces colonnes sont nuls dans le I ~' tableau modifi6. 

I1 nous restera donc d e u x  tableaux form6s respectivement avec les nombres:  

m(~,  ~,/) ,  
et il s'agit de former la somme 

relative ~t ces deux. tableaux. 

On  a d'abord 

e t  

d'ofi 

b (% }, j )  - -  b (~', [~', j )  

~-  AA' 

m(% ~, j )  ---/~(=' - -  I, j )  --[- k([~', j )  - -  k(% j )  --/r j )  

= I,(~, ~, j) = k (~' - -  ~, j) + k (~', j) + k (~, j) + k (~, j), 

2 h (~', ~', j) = k (~ - -  ~, j) + k (~, j) + k if', j) + k (~', j), 

2 h ( = ,  ~, y) - 2h(=' ,  ~', ]) = k(~'  - -  i ,  j )  + k(=, y) - -  2 (=  - -  ~, i) - -  k(=',  D ,  

ce qui montre que les nombres du 2 d tableau modifi6 et par consequent les A' n e d &  
pendent pas de l'indice }. 

Chaque colonne d6pendant de deux indices ~ et }, chaque d&erminant d6pendra 

de deux s6ries de 2 q indices 

je pourrai donc d&igner Fun des d&erminants A par ces indices, en l'&crivant 

on simplement 
~(=,, ~,). 

Nous  pourrions ~crire de m~me A ' (%,  [~i); mais A', comme nous venons de le voir, ne 

d6pendant pas des [5, nous ~crirons simplement 

et nous aurons 

] = 7- A(=,, ~,,),,,(~,). 
La sommation doit s'effectuer, d'une part par rapport aux indices ~, et d'autre part 

par rapport aux indices =. Nous  pourrons ~crire 

~(~,)  = Y ~ ( ~ , ,  ~,), 
la sommation s'effectuant seulement par rapport aux indices [~, et on aura ensuite 

J = Z~u(~ , )A '  (~,), 

la sommation s'effectuant cette lois par rapport aux indices =. 
Nous  devons observer que les indices ~ doivent etre tons diff&ent% sans quoi 
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A'(%) serait nul; en revanche deux ou plusieurs des 9 peuvent 8tre identiques; car, si 
9, - -  9~, par exemple, les nombres 

m (~., ~., j), m ( ~ ,  ~., i )  
n'en seront pas moins diff6rents. De plus, on dolt tenir compte de l 'ordre des ~ et, par 

exemple, les deux combinaisons 

e t  

92, ~,, [33, [ 3 , , - ' . ,  1~2~ 

doivent 8tre tenues pour diff~rentes puisque la I *re conduit aux nombres 

m ( ~ ,  ~., j), m(~2, L ,  J) 
et la seconde 

m(~, ,  92, j), m(~ , ,  L ,  J)" 

Cela nous indique comment doivent ~tre faites les sommations. 
J'6crirai 

a (~ , ,  if,) = [m(~, ,  ~,, j ) ]  

voulant dire par l~t que A(~r 9~) est un d6terminant off l'61~ment de la i ~ colonne et 
de la ff ligne est m(%,  9,, J). J'aurai alors, a v e c l a  m~me notation, 

H(~,) = Y ~ ( ~ , ,  ~ , ) =  [Y~m(~ , ,  ~, j)]. 
Or 

m (~,, [3, j )  = k (~', --  ~, j)  - -  k (~,,  j )  + k (9', j)  - -  k (1~, j), 
ce que je puis 6crire 

m (~,, 9, j)  = m (%, j )  + k ([3', j )  - -  k (~, j), 
en posant 

m (~ ,  i)  = k ( ~ -  ~, j)  - k(~, ,  j). 
La sommation dolt s'~tendre aux n valeurs de [3. Le terme m(~i, j )  ~tant ind~pendant 
de 9, on a 

Y m (~,, j )  = n m (~,, j). 

D'autre part, quand ~ parcourt les valeurs I, 2, . . . ,  n, l'indice [3' parcourt les 
m~mes valeurs dans un autre ordre, de sorte qu 'on a 

Y k(9', j)  - Y k(9, i )  = o 
et qu'il reste simplement 

Y~ A (~,, ~,) = ~ [m (~,, /)] 
oll  

H(~, )  = ,e~ ~, (~,), 
en posant 

(~,) = [m (~, ,  /)1, 
de sorte qu'il reste 

J = ' ~ Z  A (~,) ~'(~,) 
on bien 

] = n2~ J,, 
J '  ~tant l 'invariant relatif fi la courbe C' et au polygone P'.  
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Examinons en particulier les deux exemples du w I. Dans le I er de ces exemples 

on a q - -  i, et nous pouvons prendre pour p~riodes 

~ O i - -  9 6) 2 " - - h  O~ 

et supposer que la courbe C' est une courbe de genre I admettant comme integrate de 

i +~ esp~ce u, ,  laquelle elle-m~me aura pour p~riodes fondamentales 2 irr - - e t  b; nous re- 
0r 

prenons les notations du w x, de sorte que les lettres 0~ et b n 'ont plus du tout la 
m~me signification qu'au d~but du present w Quoi qu'il en soit, les p~riodes % et % 

pouvant ~tre regard~es comme des p~riodes normales, on aura 

et d'apr~s le w 2 
J '  " -  I ,  J - -  n 2 

J - - - "  ~2 1 n - -  Or. 

d'autres p~riodes ~de fa{on que 
\ 

Mais nous pourrions ~galement prendre toute 

fonction p~riodique admettant les p~riodes % et o~ admette n~cessairement les p~riodes 

2 i n  et b ) ,  par exemple 

2 i ~  b 

~ , -  ~ ,  ~ 2 - -  T ,  
et 7 ~tant des entiers quelconques. Dans ce cas le tableau des nombres m s'~crit: 

~ o o o ~ o 

0 0 0 ~ 0 0 

et l 'on a 
J =  ~V- r~ ;  l '  = i, J =  n ~, n = ~ y .  

Mais nous nous tiendrons ~t la i +re hypoth~se, c'est-s que parmi les syst~mes 

de p~riodes co qui conduisent ~ la r~duction, nous cboisirons tou]ours le plus simple; on 
aura alors 

Passons au 2 d exemple. Ici q - - 2 ,  les int6grales u et u, admettent pour p6riodes 

2 i ~  o o o a b o 
O~ 

o 2 i ~  o o b c  o. 

Nous pourrions donc prendre le tableau suivant des p~riodes m 

(s )  

U a 

~x  ~2 ~3 ~4  

o a b 
0C 

2i~r 
O b c. 

Mais ces p6riodes ne satisfont pas ~i la condition que doivent remplir un syst~me 
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de p6riodes d'int6grales ab61iennes engendr6es par une courbe de genre 2. Nous devons 
donc chercher un autre systhme de p&iodes sous-mul@le du premier. Je dis, pour 
abr6ger le langage, qu'un syst6me de p6riodes S est sous-multiple d'un autre systhme 
S', quand l'existence des p6riodes S entraine celle des p4riodes S', sans que la r6ciproque 
soit vraie. 

II est clair alors que parmi les systhnes sous-multiples de (S), et satisfaisant ~t la 
condition fondamentale impos& aux p4riodes des int6grales ab61iennes, le plus simple 

U! 

/Z a 

est le suivant 

(s,) 

~ t  ~2 ~3 ~4  

o a b 

o b c 

et que tousles  autres ne sont que des sous-multiples de (S'). Nous pouvons alors 
supposer que u et u ,  regard6es comme int6grales ab61iennes relatives h la courbe C' 
admettent les p&iodes S'. Alors le tableau des nombres m n e  sera plus comme au ~ 

mais bien 

0 

0 

O 

O 

O 

O 

0 O O 0 0 O I 

~ O O O O I O 

0 0 O I O O O 

0 O 0 0 I O O 

0 O 0 O O 0 

0 ~  O 0 0 O I O 

O O 0 I O O O 

O O 0 0 I O O. 

~4 ~2 ,  m a i s  On n'a donc plus comme au ~ 21 J--- 

D'autre part, les p&iodes ~ &ant normales, on a 
] ' =  I, ] - - ' - n  4, 

d'o6 
n " "  ~ ~. 

Dans le Ier exemple, nous avons trouv6 n ~ ,  dans le 2 a nous trouvons n--=-~[~; 
la loi est 4videmment g6n4rale et peut s'6noncer ainsi: 

Le nombre n des polygones P'(~) n'est autre chose que le nombre k relatif d la rd- 
duction et ddfini au ~ I ;  pourvu du moins que l'on choisisse le syst6me des p&iodes 
co de la fa~on la plus simple possible. 

27. 
Autre mode de calcul. 

On peut arriver ~t ce m4me r6sultat d'une mani6re plus simple, de sorte que je 
n'aurais pas pris un chemin aussi d&ourn6 si les propositions interm6diaires ne devaient 
pas nous &re utiles dam la suite. 
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Soient U et U' deux int~grales ab~liennes appartenant ~t la courbe C', ~t laquelle se 
rapporte le polygone P' ;  la W e sera de W e esp~ce et la 2 a~ de 3 ~ esp6ce; elle admettra 
deux points singuliers logarithrniques M o et M avec les r6sidus -1 t- i et k i. 

Prenons l'int+grale 

f Ud U' 

le long du p~rim&re de P' ;  elle sera ~gale 

U,), 

U o et U &ant les valeurs de U aux points M o et M,; le r~sultat serait encore le 
m~me si on int~grait le long du p~rim6tre d'un quelconque des polygones appelbs plus 
haut P' (~), et en effet quand on passe du point M o int&rieur ~t P' au point corres- 
pondant de P'(~), la valeur de U o augmente d'une p~riode; et quand on passe de M, 
au point correspondant de P' (~), la valeur de U~ augmente de la m~me p~riode, de 

sorte que la diffbrence U , -  U one  change pas. 
D'autre part, cette m~me int~grale est bgale ~t 

,1, ,09, 

les ~ &ant les p+riodes de U par rapport ~t la courbe C', et les ~' &ant les p+riodes 
correspondantes de U', tandis que ~ (~ ,  co') est la forme bilin~aire caract~ristique re- 

lative ~t ces p&iodes. On a donc . 

to') = 2i, (Uo- u3.  

Prenons maintenant la mdme intbgrale le long du p~rim~tre de P, ce sera comme si 
on la prenait le long des divers polygones P'(~) qui sont au hombre de n. On 

trouvera donc 

D'autre part l'int~grale sera ~gale ~t 

F(y, y'), 

les y &ant les p+riodes de U par rapport ~t la courbe C, les y' b, tant les p~riodes cor- 
respondantes de U', et F(y, y') &ant la forme bilinbaire relative ~t ces p+riodes. On 

aura done 
F(y, y') --  2ni~(U o -- U,), 

d'ofl 
F(y, y ' ) - - n 4 , ( %  to'). 

Si nous prenons les p+riodes normales et le ~"~ exemple du ~ ~, nous aurons: 

pour 

les valeurs 

pour 

Y,, Y2, Y3' Y~' Ys' Y6, 

2i~,  o~ o~ b, - - ~  o; 
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les valeurs 
2 i  "d 
- - ~  b; 

oc 

d'ofl 

y~ : ~ c o ,  y: -'- O~ Y3 = O~ Y4 : % '  Ys : (~I ~ Y6 - -  o 

avec les m4mes relations entre les y' et les co'; d'ailleurs 

F(y, Y') --  Y,Y'4 - -  Y4Y'~ + Y~Y~ - -  YsY'~ q- Y3Y', - -  Y6Y'3, 

*(~,  ~') = o,~ ~ ' ~ -  o,2 ~;, 

d'ofi, en remplaqant les y et les y' par leurs valeurs en fonctions des co et des co' 

F(y, y')--o~q,(% oJ) 
et  

n - -  0~. 

Passons au 2 a exemple du ~ i ; nous aurons (si U - -  ), G + ~ G):  pour 

Yx~ 

les valeurs 

2 i n ) , ,  

pour 

les valeurs 

d'o6 

Y,' Y3' Y4~ Y5' Y6~ Y7 ~ Ys, 

2 i ~ ,  o, o, aX + b~,., b ) , +  c~., o ~  ' ~ - - ;  

~x~ ~2~ ~3 ~ ~4 ~ 

2i~) ,  2i*r~ ~ , ~ , ax + bv., bx + cV.; 

Y , - - ~ , ,  Y ~ : ~ ,  Y3 : ~  Y4 "--O' Ys- -%'  Y6-'-~4 ' Y7 " - - ' ~ 2 '  

avec les m4mes relations entre les y' et les ~ ' ;  d'ailleurs 

I t I t r r r 

F(y, Y ' ) :Y ,Y~- -YsY ,  --1-Y~Ys--Y6YI-[-Y3Y7--Y7Y3 -{-Y4Ys--YsY4~ 
~t 

d'ofi 

y s = ~  

F(y, y ' ) =  ~,I~(,o, o/) 
e t  

Les r6sultats du ~ pr&6dent sont ainsi retrouv6s et la m&hode est 6videmment 

g6n6rale. 

8 .  

C a s  o h  q = I. 

Je me propose maintenant d'&udier de plus pr6s les circonstances de la rMuction 

et je commence par rappeler et compl&er les relations entre les hombres N, N', Q, 
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Q', etc. Nous avons trouv6 au ~ 3 les relations suivantes 

2 p  = N - -  Q + i (i) 
2 q - - N ' - - Q . ' + x  

( 2 )  Q. + 2t,  - 2 = n(Q_' + 2q  - -  2)  

( 3 )  N - -  i = .  ( N '  - -  i )  - -  ~. 

La formule (2) s'applique au cas off le nombre ~. est 6gal ~t z6ro, c'est-~t-dire off 
il n 'y a pas de sommet commun ~t plusieurs polygones P' (~) qui se trouve ~t l ' int6rieur 
de P. Nous adopterons cette hypoth~se; si d'ailleurs elle n'&ait pas satisfaite, et que 
A B C D A  repr+sentant le p6rim&re de P, un sommet commun E ~t plusieurs P'([~) 
ffit ~t l'int6rieur de P, nous pourrions joindre A E et prendre pour p+rim&re de P la 
ligne ferm& E A B  C D A E .  Dans le polygone P modifi6, E serait regard6 comme un 
sommet, dont l'angle serait 2 ~, et le p6rim&re comprendrait deux lois le c6t6 E A, 
parcouru une lois dans le sens direct, une lois dans le sens r&rograde. Nous pouvons 

donc toujours supposer 
~. --- o. 

Dans ce cas, la formule (3) devient 

( 3  his) N -  I --- n ( N ' - -  I) 

et est une consequence imm+diate des formules ( i )  et (2). 
La formule (2) peut s'&rire 

(4) n O ' - -  O = 2(p - 1) - 2 n ( q - -  I). 

Le I *r membre de cette relation est susceptible d'une interpr&ation particuli~re. 

Nous avons vu au ~ 5 comment se forment les O cycles de sommets de P. A chacun 
des Q' cycles de sommets de P' correspond une substitution 

x = & , ~ S ~ , ~ . . .  &, ,  

portant s u r n  lettres. Cette substitution se d&ompose en un certain nombre de permu- 
tations circulaires. A chacune de ces permutations circulaires correspond un cycle de 
sommets de P. I1 y a douc en tout Q' substitutions Z, et le nombre total des permu- 
tations circulaires dont elles se composent est de Q. 

Le nombre total des lettres est n Q' ;  si alors x~ est le nombre des permutations 
circulaires qui permutent i lettres, on aura 

Yx,= O, Z ix, = ,, Q', 
d'ofl 
( s )  ~ ( i  - i ) x ,  = ~ ( p  - ~) - -  ~ ( q  - O.  

Voyons en passant quelle est la relation de ces substitutions Z avec les nombres 

v~ d6finis au ~ 3. Chacun des points singuliers A' du ~ 3 correspond ~ un sommet 
de P' et par cons+quent ~ une substitution .~. Cette substitution permute n lettres 
correspondant aux n feuillets de la surface de RIE~ANN C du ~ 3 ou aux n d&ermi- 

nations de M, c'est pr&is&nent la permutation que subissent ces n d&erminations quand 
M' tourne autour de A'. Les points A~ correspondent ~ divers sommets de P e t  par 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXVII (z o sem. x9o9). --Stampato 1'8 gennajo 19o9. 40 
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consequent aux permutations circulaires en lesquelles se d&ompose X. On volt ainsi 
que ces permutations circulaires porteront respectivement sur 

lettres. 
Nous allons examiner en particulier le cas ot~ q ~ I, c'est-d-dire celui ot~ la courbe 

C' est de genre I, et oi~ les intdgrales abdiennes sont rdductibles aux intdgrales elliptiques. 

La formule (5)  devient alors: 

& ")  Y ( i -  = 2 ( p - -  I). 
Ceci nous montre d'abord que p ne peut &re nul, ce qui &air d'ailleurs 6vident 

puisqu'alors C n'admettrait pas d'int6grale ab61ienne; si l 'on supposait p = 1, tous les 
nombres i devraient &re 6gaux ~ I, c'est-~-dire que toutes nos substitutions x devraient 
se r6duire :l la substitution identique; il n 'y  aurait pas sur la surface de RmMANN C', 

de points de ramification A',  nous devrions prendre pour le polygone fuchsien un 
quadrilatbre, A c6t~s oppos6s conjugu6s dont la somme des angles serait 2 ~v; ce qua- 

drilat~re se r6duirait alors A un parall61ogramme rectiligne de la g6om&rie ordinaire; 
puisque la somme des angles serait 2 ~ et non plus petite que 2 ~ comme dans la g6o- 
re&tie non-euclidienne; nous retomberions en d6finitive sur la th6orie ordinaire de la 

transformation des fonctions elliptiques. 

F~aminons donc le cas de 

Deux hypotheses sont possibles: 

I ~ Ou  bien toutes les substitutions x se r~duisent ~t une permutation entre deux 
lettres. Dans ce cas chacune de ces substitutions se d&ompose en un certain nombre 
de permutations circulaires, qui ne portent que sur une lettre, de sorte que le terme 
( i -  1) correspondant est nul, except6 pour une d'elles qui porte sur deux lettres, de 
sorte que le terme ( i -  I )  correspondant est 6gal ~t I. Nous  aurons donc dans le 1 ~ 
membre de (5 bis) autant  de termes ~gaux /t I qu'il y a de substitutions ~, t o u s l e s  
autres termes &ant nuls; ce I~ membre est donc ~gal au nombre des substitutions X. 
A chacune de ces substitutions 2~ correspond un cycle de sommets de P'.  Si, comme 
nous l 'avons suppos~ au ~ 3, nous choisissons ce polygone P '  de la fa~on la plus 
simple possible, il n 'y en aura pas d'autres. Ainsi notre premier membre est ~gal au 
nombre de ces cycles et l 'on a 
(6 )  ( 2 ' =  2p - -  2 
et par cons6quent 
(7)  N ' - -  2 p -  I. 

La somme des angles sera de 7: pour chacun de ces cycles (puisque le nombre v 
est ~gal ~l 2). Les polygones P'  ainsi d~finis seront des polygones P' de la • sorte. 

2 ~ On peut supposer, au contraire, que quelques-unes des substitutions X ne se 
r6duisent pas ~ une permutation entre deux lettres; que, par exemple, l'une d'eUes se 
r~duise gt une permutation circulaire entre 3 ou plusieurs lettres, ou a deux permutations 
entre 2 lettres. Alors le i ~ membre d6 (5 b~) contient plusieurs termes ~gaux :i I, ou 
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un terme sup~rieur ft. I e t  correspondant ft. cette substitution~ de sorte que l 'on a 

Q ' ~ 2 p - - 2 ,  N ' ~ 2 p - - I .  

Les polygones P '  ainsi d6finis seront des polygones P' de la 2 ae sorte. 
Les cas les plus simples sont ceux d'un quadrilatSre dont les c6t6s opposes sont 

conjugu~s et dont la somme des angles est ~gal ~ ~; ou bien encore celui d'un 
hexagone dont les c6tSs opposes sont conjugu~s et qui a deux cyles de sommets, avec 

des sommes d'angles de ~: et de 2 ~ .  
3 

Nous  verrons plus loin que les polygones P'  de la 2 ae s o r t e  peuvent &re regard~s 
comme des d6g~n~rescences de ceux de la i ~r~ sorte. 

Examinons surtout ceux de la i ~e sorte. Pour d&erminer un polygone de 2 N ' = 4 p - - 2  
c6t6s, il faut 8 p - - 7  donn&s. Mais notre polygone est assujetti ~ certaines conditions�9 
D'abord les c6t& conjugu6s doivent &re 6gaux (an point de rue  non euclidien)ce qui 
fait N '  -~- 2p ~ I conditions; ensuite la somme des angles de chaque cycle doit &re 
~gale ~ % ce qui fait Q ' - - 2 p -  2 conditions�9 II reste donc 

(8p  - -  7 ) - -  ( 2 p  - -  I )  - -  (2p  - -  2) = 4P - -  4 

donn&s arbitraires. 
Mais ces donn~es sont rgelles, elles ~quivalent donc ~ 2p  - -  2 donn&s arbitraires 

complexes. 
Comparons ce nombre ~ celui des p&iodes arbitraires de notre tableau�9 Le tableau 

des p~riodes peut &re r~duit ~ la forme canonique comme nous l 'avons fait au ~ I ;  
reportons-nous par exemple au I ~ exemple de ce ~ off q - -  t,  p - -  3; nous voyons 
que dans ce tableau figurent 4 arbitraires h, a, b, c; le nombre ~ est l'entier caract& 
ristique de la r~duction et ne doit pas &re regard~ comme arbitraire; c'est notre 

hombre n. En g~n&al, nous aurons une arbitraire correspondant ~ h, et p ( p  - -  I) 
2 

arbitraires analogues ~t a, b, c; en tout 

P(P - -  O_L I .  
2 

! 

Ce nombre n'est pas 6gal .~ 2p  ~ 2 et cela ne dolt pas nous &onner,  puisqu'un sy- 
st~me quelconque de p&iodes ne correspond pas toujours ~ une courbe C, ou, pour 
parler le langage du w 1, ~ des fonctions ab61iennes spddales. La difference 

P(P - -  - -  ( 2 p -  2 ) =  F -  + 6 
2 2 

est le nombre des conditions qu'il faut imposer A un syst~me de p~riodes rdductibles 
pour qu'il conduise A des fonctions ab61iennes sp&iales. 

Consid6rons maintenant un syst~me de p6riodes qudconques, non r6ductibles en 

g6n6ral; le nombre des p~riodes arbitraires est 

p ( p  + I) 
2 
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Le nombre des donn~es arbitraires dont d6pend ~me courbe C de genre p (modules) est 

3 P - - 3 .  
La diff6rence 

p ( p  -+ I) 3P - -  3 -~ p2 __ 5P "-{" 6 
:2 2 

repr6sente le nombre des conditions qu'il faut imposer ~t un syst~me de p6riodes quel- 

conques pour qu'il conduise ~l des fonctions ab61iennes sp6ciales. 
On remarquera que, comme il convient~ ce nombre de conditions est le m6me 

dans les deux cas. 
Si on avait pris un polygone de la 2 e sorte~ on aurait eu Q ' ~ 2 p - - 2  et le 

nombre des arbitraires (r6elles) efit 6t6 

(4 N '  - -  3) - -  N'  - -  Q' ---- 3 N'  - -  Q ' - - 3 - - 2 Q ' < 4 P - - 4 .  

Voyons, en nous plagant ~t un point de rue enti~rement diff&ent, A quoi correspondent 
ces 2 '  points singuliers. Consid&ons la courbe C~ qui sera de degr6 m et aura par 
cons6quent 

d =  ( m - -  I ) ( m - - 2 )  - - p  
2 

points doubles. 
Soit u l'int6grale ab61ienne de C qui est r6ductible aux int~grales elliptiques. Les 

points A correspondant aux sommets de P' seront ceux pour lesquels la d6riv~e de 

d u I cette int&grale ~ s'annulera. Ce 

courbe 

seront donc les points 

d u l 
d x  "--o.  

d'intersection de C avec la 

Cette courbe, adjointe ~i (2, et passant par les d points doubles est de degr~ m -  3. 
Elle coupe C (en dehors des points double~) en 

m ( m - -  3 ) - -  2 d =  2 ( p - -  I )  

points. A chacun d'eux correspond en g6n6ral une valeur de u x et par cons6quent un 
cycle de sommets de P'. 

En g6n6ral, ces 2 p -  2 points d'intersection sont distincts et correspondent A 
autant de valeurs distinctes de u,. Le nombre des cycles de sommets de P' est donc 

~ '  --- 2 p - -  2. 

Le polygone P' est alors de la I ~re sorte, mais il peut se faire 6galement que Ms 
deux courbes se touchent de faqon que deux des points d'intersection se confondent 
(c'est le cas off l'une des substitutions x permute circulairement trois lettres), ou bien 
encore que deux de ces points correspondent ~t une m~me valeur de u (c'est le cas 
off l'une des substitutions X permute ~t la fois deux lettres ~, et i32, et deux autres 
lettres 133 et ~4)" Le nombre Q' est alors plus petit que 2 p -  2 et le polygone P' est 
de la 2 a~ sorte. 
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Cas de q ~ I. 

Nous avons alors ~ appliquer la formule 

( I )  ~ - ( i  - -  I)), ,  = 2(,p - -  I )  - -  2n(q - -  I) 

et nous ferons une premiere remarque; si 

(2) n > p - -  I ,  
q - - I  

le premier membre de ( I )  doit ~tre n6gatif, ce qui est absurde. I1 est donc impossible 
de construire des polygones P e t  P' de faqon ~t satisfaire ~t l'in~galit6 (2). Et cependant 
nous pouvons construire un tableau de p6riodes r+ductibles analogue, par exemple, au 
tableau relatif du 2 a exemple du ~ I. Dans ce tableau q ~ 2, p - -  4, et n ~--- x ~. I1 
est clair que nous pouvons choisir les entiers 0~ et 1~ qui sont arbitraires de telle fa~on 

que le produit x~ soit plus grand que 3, c'est-A-dire que p - -  I 
q - - I  

Nous pouvons donc construire un tableau de p6riodes r+ductibles, tel que l'in6galit6 
(2) soit satisfaite, et cela non seulement pour p = 4, q - - 2  mais quels que soient p 
et q, le r+sultat &ant 6videmment g+n+ral. A la v6rit6, cela n'implique pas l'existence 
des courbes C et C', puisque ces p6riodes pourraient engendrer des fonctions ab+liennes 
non spdciales. Mais dans l'exemple choisi (p-----4, q-----2), il suffit d'une condition pour 
que les fonctions ab61iennes engendr6es soient sp6ciales et pour que la courbe C existe; 

p ~ - - S p + 6  et, en effet, pour p - - 4 ,  on a - -  I. Comme il reste dans notre tableau 
2 

plusieurs arbitraires, nous pourrons disposer de l 'une d'elles de faqon ~t satisfaire • cette 
condition, et la courbe C existera. Quant A la courbe C', elle existe toujours puisque, 

q2 
pour q = 2, on a - -  5 q -~- 6 .__ 0. 

2 

Ainsi nous pourrons trouver un systhme de p6riodes r6ductibles, telles que C et C' 
existent et que l'in6galit6 (2) ait lieu. I1 suffira pour cela, quel que soit n, que le nombre 
des arbitraires 

q ( q +  i) + ( p - - q ) ( p - - q +  I) 
2 2 

soit plus grand que le nombre des conditions ~ remplir 

p ' - - S p + 6  q' 2 + - s q + 6  
2 

Qu'est-ce ~l dire ? Ainsi que nous l'avons vu au w I, si on consid~re un syst~me 
S' de q points de C', on peut lui faire correspondre un syst~me S de q points de C, 
de telle fa~on que toute fonction rationnelle sym&rique des coordonn6es des divers 
points de S' soit une fonction rationneUe sym~trique des coordonn~es des divers points 
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de S. Mais il ne s'ensuit pas qu'~ un point M'  de C', on puisse faire correspondre un 

point M de C', de telle sorte que toute fonction rationnelle des coordonn~es de M soit 

une fonction rationnelle des coordonn&s de M'.  
Quand la 2 a~ condition (qui entraine la i ~re) sera remplie, nous dirons que la courbe 

C est multiple de la courbe C', et quand l a x  ~re condition sera remplie sans que la 2 ae 

le soit, nous dirons que la courbe C est pseudo-multiple de la courbe C'. 

L'analyse qui pr&~de nous montre que pour des valeurs convenables de p, q et n 

il existe certainement des courbes pseudo-multiples. 

Maintenant il peut se faire que 

( 3 )  n = p - -  q - - I  

Nous pouvons alors construire les polygones P '  et P ;  seulement le premier membre 

de ( I )  est nul, de sorte que tous les nombres i doivent &re ~gaux ~l I, c'est-~t-dire que 

toutes les substitutions X doivent se r6duire ~ la substitution identique. Alors il n'y 

a pas de point de ramification tel que A'  sur C'. Si nous choisissons le polygone P' 

de la faqon la plus simple possible, on n'aura qu'un seul cycle de sommets de P'  et la 

somme des angles sera 2 ~ ;  on aura donc:  

Q' ~ i,  N '  - -  4q- 

Nous dirons alors que le polygone P'  est de la 3 e sorte. L'exemple le plus simple 

est q ~ 2, p --- 3, n ~ 2; le polygone P'  est un octogone dont les c6t6s oppos6s sont 

conjugu~s; le polygone P e s t  un polygone de 14 c6t6s form6 par la r6union de deux 

de ces octogones et dont les c6t6s oppos6s sont conjugu6s. 

Supposons maintenant 

(4)  n < p - -  I . 
q - - I  

nous pouvons alors faire deux hypotheses: 

I ~ ou bien toutes les substitutions X se r~duisent ~i une permutation entre deux 

lettres; on a alors 

Z ( i - -  i ) x ,  = O ' =  2 (p  - -  I )  - 2 n ( q  - i ) ,  

N'  ~ Q' -a t- 2q - -  i -~_ 2(p - -  1) - -  2 (n  - -  I ) (q  - -  1) + I. 

Le nombre des donn6es arbitraires (r&lles) qui d6finissent P '  est 

4 N ' - 3 - N ' -  Q ' - - 2 Q ' + 6 q - - 6 - - 4 ( p - - I ) - - ( 4  n - 6 ) ( q - I )  

et elles 6quivalent A 
v = 2 (p  - -  I ) - -  ( 2 n  - -  3 ) ( q - -  I )  

arbitraires complexes. Nous dirons dans ce c a s q u e  le polygone P'  est de la z ~'" sorte. 

2 ~ ou bien toutes les substitutions x ne se r+duisent pas A une permutation entre 

deux lettres; alors 

Q '  < 2 ( p  - ~) - -  2 n ( q  - I ) ,  ~ < 2 ( p  - i )  - -  ( 2 n  - -  3 ) ( q  - i ) .  

Le polygone P'  est alors de la 2 ae sorte. 
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Nous pouvons, ainsi que nous l'avons fait pour le cas de q---  I, comparer le 
nombre des arbitraires du polygone P' avec celui des p&iodes arbitraires. Nous nous 
bornerons au cas des polygones de la I trc sorte; on a alors 

= 2 ( p  - -  i )  - ( 2 n  - -  ~ ) ( q  - -  ~) 

donn&s arbitraires complexes dans le polygone P'. Le hombre des arbitraires dans le 
tableau des p~riodes r6ductibles est 

H__q(q + i )  { ( p - - q ) ( p - - q +  i) 
2 2 

]~tant donn6 un tableau de p6riodes rSductibles, ~ combien de conditions doivent 
satisfaire les p6riodes de ce tableau pour que l'on soit conduit ~t une courbe C multiple 
d'une courbe C'? Le nombre cherch6 de ces conditions est H -  v. 

Comparons-le avec le nombre 

p ~ - - S p + 6  
2 

des conditions pour qu'un syst~me quelconque de p6riodes conduise A des fonctions 
ab61iennes sp&iales, c'est-A-dire pour que la courbe C existe. La difference 

H _ ~  p~--Sp-t-6 
2 

est 
= 0 - -  q ) ( P  - -  q + 2 - 2 n ) .  

On volt que l'~galit6 a lieu pour q - -  I, ainsi que nous l'avons vu dans le w pr&6dent; 
en revanche elle n'a plus lieu en g6n6ral pour q ~ I. 

I ~ Si 
( s )  p = q + 2 n - 2,  

le nombre des conditions pour qu'un syst~me de p6riodes rdductibles engendre deux 
courbes alg~briques C et C' teUe que la premiere soit multiple de l'autre, est 6gal au 
nombre des conditions pour qu'un syst~me de p&iodes quelconques engendre une courbe 
algSbrique C. 

2 ~ Si 
(6) p < q  + 2 ~ - -  2,  

le premier nombre est supfirieur au second; c'est-A-dire qu'il peut arriver que les con- 
ditions pour que C existe &ant satisfaites, cette courbe C ne soit cependant pas multiple 
d'une courbe C'; et cela peut s'expliquer de deux mani~res: 

Ou bien la courbe C' n'existe pas. En effet, si nous avons q int6grales ab~liennes 
r6ductibles n'ayant chacune que 2~q p6riodes distinctes, il peut se faire que les p& 
riodes de ces q int6grales engendrent des fonctions ab61iennes A q variables non-spdciales. 

Ou bien la courbe C' existe, mais la courbe C est seulement pseudo-multiple de C'. 
Le nombre des conditions pour que la courbe C' existe est 

q~--sq-+6 
2 
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Si donc 

(7) H - - v >  5p + 6 _~_ - -  5 q + 6 
2 2 ' 

il peut arriver que, les conditions pour que les courbes C et C' existent l'une et l'autre 
&ant satisfaites, la courbe C ne soit cependant pas multiple de C'. I1 est certain dans 
ce casque C est pseudo-multiple de C'. 

3 ~ si au contraire 
(8) p > q-]- 2n  - -  2, 

le I ~ nombre est plus petit que le 2 a. 
Pour nous rfisumer: soit ~ le nombre des conditions pour que C existe, les pSriodes 

&ant quelconques; soit ~ le nombre des conditions pour que C existe, les p&iodes 
&ant rSductibles; soit Y le nombre des conditions pour que C et C' existent, les p&iodes 
&ant r~ductibles; et enfin 8 le nombre des conditions pour que C soit multiple de C'. 
On aura certainement 

~ v ~ ,  ~L~. 
Les ~galit~s et in~galit~s (5), (6) et (8) entrainent respectivement les consequences 

Si on a ~ <~ ~, on a certainement ~ > ~, et dans l'hypoth~se (7) on a m~me 
7 > [~; si on a ~ > ~, on a certainement x > [~ ; reals, m~me dans cette hypoth~se, 
il peut tr~s bien se faire que l'on ait par exemple 

ce qui entrainerait encore l'existence de courbes pseudo-multiples. Tout ce que nous 
pouvons dire, c'est que l'existence de ces courbes, certaine daus l'hypoth~se (7 ) e t  dans 
l'hypoth~se (2), est possible, on pourrait presque dire probable, dans les autres hypo- 
theses. 

Pla~ons-nous maintenant au m~me point de vue qu'~ la fin du ~ pr&~dent. Soit 
d'abord q ~ 2. Soient u et v les deux int~grales r~ductibles. La courbe C sera de degr~ 
m avec 

d ~- (m - -  I ) ( m  - -  2) --p 
2 

points doubles. Les courbes 

seront des courbes adjointes 
dehors des points doubles. 

d u  d v  
d x  - -  X d x  

de degr~ m - - 3  qui couperont C en 2 p - - 2  points en 

Supposons que la courbe C soit pseudo-multiple de C'; soient x' , ,  y',; x , ,  y~ un 
couple de points quelconques de C'; et x, ,  y , ;  x2, Y2 le couple de points correspon- 
dant de C. (Je prends un syst&ne de 2 points parce que q - - 2 ) .  Appelons K' et K ces 
deux couples; ,~ un coul~le K correspond un seul couple K';  mais ~t un couple K'  
correspondent plusieurs couples K. Dans queUe condition ces couples s'&hangent-ils 

entre eux ? I1 y a certains couples qu'on peut appeler couples de ramification, parce que 
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deux ou plusieurs couples K s'&hangent, quand le couple K' subit un cycle de variations 
en tournant autour d'un de ces couples de ramification. Ce qui caract&ise ces couples, 
�9 c'est que le jacobien 

0 (x',, x~) 
O. 

O~(X, ,  X2)  - -  

Soient u et u 2, v e t  v 2 les valeurs des int6grales u et v aux points x, et x ; soient 

U = u  +u~, V = v  + % .  
Si nous consid&ons deux couples K correspondant ~t un m6me couple K' et par 

cons6quent susceptibles de s'&hanger entre eux, les valeurs de U et de V seront les 
m~mes pour ces deux couples. La condition pr&~dente 6quivaut donc A: 

O(O, 11) du,  d% du  dv  x 
O(x,,  x ~ ) - -  d x  d x  2 d x ~ d x  - ~  

ce qui signifie que les deux points x et x~ du couple de ramification sont sur une 
m~me courbe du faisceau d.+ av 
(9) d x  d x  - -  O. 

Pour trouver les couples de ramification, il suffira donc de mener une courbe quel- 
conque de ce faisceau et de prendre deux de ses points d'intersection avec C. 

Supposons maintenant que la courbe C soit mukiple de C'; alors (x ' ,  y ')  sera 
une fonction uniforme de ( x ,  y.). Si alors M' est un point de C'; M et M, deux 
des points de C qui correspondent ~t M' ;  u ,  u~ et v,,  v 2 les valenrs correspondantes 
des int6grales u et v, on aura 

Ux ---- /~2, 'Vt ---- "/)2" 

Soit alors A'  un des points de ramification sur C', et A l e  point correspondant 
de C; on aura en A 

du  d v  
d x  - -  d x  - -  o, 

c'est-s que A devra &re un des points bases du faisceau ( 9 ) e n  dehors des points 
doubles. 

Supposons que le polygone P' soit de la i ++~ sorte, il y aura 

2 ' =  2 ( p - -  I ) - -  2 n ( q - -  I) 

de ces points bases en dehors des points doubles, puisqu'il y a Q' points de ramifi- 
cation. II restera donc pour une courbe quelconque du faisceau 

2 n ( q -  I) 
points d'intersection en dehors des points bases et des points doubles. 

Supposons maintenant qu'on consid+re deux points M I e t  M correspondant A un 
m+me point M' et qu'on fasse varlet d'une maniGre continue M ,  M et M'; il viendra 

d'ofl u = u , ,  v = v  2, 

du  du~ 
dv  - -  dv~ ' 

Rtnd. Circ. Matem. Palermo, t. XXVlI (t  o sere. ,909). - -Stampato 1'8 gennajo xgo 9. 41 
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ce qui veut dire que les deux points M et M sont sur une m6me courbe du faisceau. 

Mais i un point M',  correspondent n points M qui sont tous sur une m6me courbe 

du faisceau. Les 2 n ( q -  ~) intersections de cette courbe avec C se r6partissent donc' 

en 2 q -  2 groupes de n points; les n points de chaque groupe correspondent ~l un 

m6me point M ' ;  ainsi, i ces 2 n ( q  u I)  intersections correspondent sur C' seulement 

2 q ~ 2 points M'  qui, correspondant ~i une m6me valeur de d u d v '  sont tom sur une 

mdme courbe adjointe 2~ C', de degr6 m' - -  3 si C' est de degr6 m'. 

Dans ce dernier cas, consid6rons un couple de points M e t  M sur C, situ& sur 

une m~me courbe du faisceau, mais en dehors des points bases; consid&ons le couple 
correspondant M '  et M~ sur C'. Comme on a 

0(v, g) 
O ( x , ,  x 3 - -  o, 

on pourrait croire que 

0(xx, xJ  o 

et que ce couple est de ramification, ainsi qu'il arrive pour les courbes pseudo-multiples. 

Mais il n 'en est rien, il y a exception dans ce cas. Nous avons, en effet, 

Le second membre peut s'annuler, soit quand le second facteur du ~er membre 

s'annule, soit quand le premier facteur s'annule. Ici c'est ce I*' facteur qui s'annule, 

puisque M~ et M'. sont sur une m&ne courbe adjointe de degr6 m ' - - 3 .  

Si le polygone P'  est de la 2 ae sorte, le nombre (2' est plus petit que 

2 ( p -  I ) -  2 n ( q -  I), 

mais le nombre des points bases situ& sur C est toujours le m~me, en tenant compte 
O" t du de~,re de multiplicit6; soit parce que C touche toutes les courbes du faisceau, soit 

parce que deux points bases correspondent A un m6me point M' et par cons6quent ~t 

un m~me sommet de P'. Si enfin P' est de la 3 e sorte, il n 'y  aura pas de point de 
ramification et par consequent pas de point base sur C. Le nombre total des intersections 
s e r a  

2p - -  2 --- 2 n ( q  - -  I)  

se r@artissant comme plus haut en 2q - -  2 groupes de n points. 

Si, dans un cas quelconque, une courbe du faisceau devient tangente ~t C, c'est 
que deux de ces groupes se confondent, ou que deux points d 'un m~me groupe se 

confondent. Dans le I *r cas la courbe n'est pas simplement tangente d C, mais n fois 

tangente d C. Dans le 2 a cas, le contact ne peut avoir lieu qu'en un point base, puisque 

ce n'est que l~i que deux des points correspondant A M'  peuvent s'~changer; et comme 
alors deux des points du groupe doivent venir se confondre au point base, comme 

d u d v  
d'ailleurs en un point base quelconque, on aura d x d x - -  - - o ,  ce qui veut dire que 
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un des points du groupe ne peut venir en ce point base sans qu'un autre point du 
groupe y vienne 6galement;  nous devons conclure: 

Celle des courbes du faisceau qui touche C en un point base l'y rencontre en trois 

points conf ondus. 
Le cas le plus simple est le suivant: 

P =  3, q = 2 ,  n = 2 ,  m = m ' - - - 4 .  

La courbe C est du 4" degr6 sans point double, la courbe C' du 4* degr6 avec 
un point double; P' est de la 3 e sorte. Les courbes adjointes A C' sont des droites 
passant par le point double;  les courbes du faisceau (9)  sont des droites passant par 
un point fixe B. Ce point fixe B n'est pas sur C puisque nous ne devons pas avoir 
de point base sur C. Si C est multiple de C', toute droite passant par B coupera C 
en 4 points qui correspondront  ~t 2 points de C' situ6s sur une m6me droite passant 
par le point double. Toute tangente men& it C par B sera une tangente double ; il y e n  
aura 6, correspondant aux 6 tangentes men&s ~t C' par le point double. Donc, sur 28 

tangentes doubles de C, il y e n  a 6 qui passent par un m&ne point. 

Soit maintenant 

P = 4, q = 2, n = 2, m ~--- 5, m' = 4. 
P '  est de la I ~ sorte, Q'  - -  2; C est du 5 ~ degr6 avec 2 points doubles, C' du 4* 
degr6 avec I point double. Les courbes du faisceau (9)  sont des coniques passant par 
les 2 points doubles et par les Q'---~ 2 points bases. Ces coniques coupent C en 4 
points en dehors des points doubles et des points bases; ces 4 points correspondent 
aux 2 intersections de C' avec une droite passant par le point double de C'. 

Si C est multiple de C', it y a 6 de ces coniques qui sont doublement tangentes gt 

C; celle de ces coniques qui touche C en un des points bases est osculatrice it C. 

Terminons en supposant q = 3- Si C est pseudo-multiple de C', au lieu de sy- 
sterne de deux points, il faudra envisager des triplets ou syst6mes de 3 points, au lieu 
de 2 int+grales u et v, il en faudra consid&er 3, u, v e t  w ;  le faisceau (9)  deviendra 

donc un r+seau 
(9bis) d u + ~. d v  d~.~ 

d- -x  d x + V ' ~  = ~  

Rien ~t changer d'ailleurs ~ ce qui 
prendra une courbe quelconque de 

courbe avec C. 
Supposons maintenant que C 

a u r a  
d u  

pr&~de; pour obtenir les triplets de ramification, on 
ce r&eau et trois des points d'intersection de cette 

soit multiple de C ' ;  en un point de ramification on 

d v  d w  
- -  - -  - d - k -  = o ,  

c'est-s que ce point sera l 'un des points bases du r6seau situ6 sur C. 
Si M et M~ correspondent ~ un m~me point M',  on aura 

d u ,  __ dv~ ~ d w  

d u  2 - -  d G ~ d w ~ '  
ce qui montre que route courbe du r6seau qui passe par M passe aussi par M~. 



324 H. P O l I q C A R ~ .  

Si donc deux courbes du rdseau se coupent sur C en un point, dies ont n points 

d'intersection sur C qui correspondent d un mdme point M'. 

Un certain nombre des th~or&nes pr&6dents sont 6videmment g6n6raux: celui 
d'apr~s lequel toute courbe du r6seau en dehors des points bases et des points doubles 
coupe C en 2 n ( q - -  I)  points qui se r@artissent en 2 q - -  2 groupes de n points; 

celui d'aprhs lequel toute courbe du r6seau qui touche C en dehors des points bases, 
touche C en n points; etc. 

Le cas le plus simple est 

P = 5 ,  q =  3, n = 2 ,  m =  6, m ' = 4 .  

P' est de la 3 ~ sorte; C a 5 points doubles; C' n'en a pas. Le r6seau est form6 de 
cubiques passant par ces points doubles. Si nous envisageons toutes celles de ces cu- 
biques qui passent par un point B de C, elles iront toutes passer par un autre point 
B d e C .  

10.  

l~tude sp4eiale du cas  ell iptique. 

Supposons q - - - x ,  d'ofi 
Q ' = 2 p - - 2 .  

Le cas le plus simple est p - -  2; d'o6 Q' = 2, N'  = 3 ; le polygone P' est un hexagone. 
Nous pouvons supposer d'abord que les c6t6s oppos6s sont conjugn6s, de telle fa~on 
que les c6t~s Y 0 )  et "f(4); "1'(2) et Y(5); Y(3) et y ( 6 )  soient conjugu6s. Les sommets 
se r6partissent alors en deux cycles auxquels correspondent les deux substitutions 

( i )  = s s; s , ,  x'  = sT' s= s 7' 
pour employer la notation du ~ 5. 

Mais on pourrait faire d'autres 
hypoth&ses se ram~nent ~t deux que 

(2) 
(3) 

hypotheses sur la loi de conjugaison des c6t6s; ces 
j'&ris 

i2, 35, 46 

I3~ 25, 46. 

Voici la signification de cette notation; quand j'&ris I2 par exemple, je veux dire que 
les c6t6s Y O ) e t  "1,(2) sont conjugu6s; de sorte que l'hypoth6se des c6t6s oppos6s 
conjugu6s s'&rit 

(4) I4, 25, 36. 

Dans l'hypoth6se (2) les substitutions X relatives aux deux cycles s'&rivent 

r.=sT, 
et dans l'hypoth6se (3) 4 

~ "--- SI S 4 , .~' _~_ Sa S4 '  S-~I S-~I , 

Seulement il est clair que ces deux derni&es hypotheses ne sont pas distinctes de la 



SUR LA RI~DUCTION DES INTt~GRALES ABt~LIENNES ET LES F O N C T I O N S  F U C H S I E N N E S .  32~ 

pr~c&dente; si, en effet, les c6t~s de l'hexagone P' ~:taient conjugu&s d'apr~s l'une des 
deux lois (2) ou (3), on m~nerait l 'une des diagonales de cet hexagone qui en parta- 
gerait la surface en deux parties P '  et P'2; soit C un des c6t~s de P '  appartenant ~l P' 
et C' son conjugu~ que je supposerai appartenir k P'=; soit S la substitution du groupe 

fuchsien qui change C en C', et P'3 le transform~ de P '  par cette substitution. 
Nous  pouvons remplacer le polygone P' = P' -~- P' par le polygone P'  -+- P "  I 2 2 3 ~ 

ce nouveau polygone engendrera le m8me groupe fuchsien, et nous pourrons nous 

arranger pour que dans ce nouveau polygone les c6t~s opposes soient conjugu~s. 
Revenons aux ~quations ( I ) ;  les deux substitutions Y~ et _v, doivent se rfiduire 

~i des permutations entre deux lettres, puisque le polygone P'  est de la i ~e sorte pour 
employer la terminologie du ~ pr&fident. Regardons ces deux substitutions comme 

donn&s et proposons-nous de d&erminer les substitutions S ,  S~ et S 3 . On trouvera 

successivement 

S 7' S 3 = S 7' ~, S, .~' = S~ S 7'  , 5 3 S 7'  = ~.'~-' $7 ' ,  

~,ST' --- S, S f ' S 3 S -  [ '  ~ -  S S fxS3ST'S2S-~  ' --- S Sf ,~zt-*S-~,S,S-~ ', 

sT' = sT')-' (z'-'  sT') sT'). 
La signification de cette identitb est que les deux substitutions Y~S 7' et Z ' - '  S 7' 

sont semblables et que la i ~~ est la transformle de la 2 a* par la substitution S~S-~'. 

Nous devons donc chercher ~t d&erminer S~-' de telle fa~on que les deux substitu- 
(ou ce qui revient au mSme dans ce cas particulier ~ ' S [ ' ,  
~l une permutation entre deux lettres, on a ~' ~--- ~ ' - ' )  soient 

tions .~ S~ -~ et :~'-' S 7' 
puisque ~' se r~duisant 
semblables. 

Dans ce cas S [ ' ~  

et $7 ~ v_ ~_ S-f' (~  S7 ~) 
Voyons  comment 

semblables. Supposons 

entre 

et S~-~. v'  sont ~galement semblables, puisqu'il est clair que Z S~-' 

S, sont semblables. 
on peut reconnaitre que deux permutations entre n lettres sont 
que la substitution S se r~duise ~i 0r permutations circulaires 

p , ,  p , ,  . . .  , p~ lettres, 
de sorte que  p , - q - p ,  + . . .  -q-p~, ~ n. Nous dirons alors que S r6partit les n lettres 

en a cycles comprenant respectivement p , ,  p~, . . . ,  p~ lettres. 
La condition n6cessaire et suffisante pour que deux substitutions soient semblables 

est alors que les nombres ~, p , ,  p , ,  . . . ,  p~ soient les m6mes pour les deux substi- 

tutions et, quand cette condition sera remplie, il sera facile de trouver la transformation 

qui transforme l'une de ces substitutions dans l'autre. 
Cela pos~, imaginons que x permute deux lettres a et b e t  que S~-' admette ,t 

cyc les  de p , ,  p , ,  . . . ,  p~, lettres. Alors de deux choses l 'une:  
x ~ Ou  bien a et b appartiennent ~ un m~me cycle de St-'. Dans ce cas S T ' x  

aura les mSmes cycles que S~-'; seulement le cycle auquel appartenaient a et b se sera 

d&ompos6 en deux, le premier commenqant par a et le second par b. Si donc le cycle 

de S 7` avait p, lettres et que les deux lettres a et b s'y rencontrent ~t un intervalle 
de q lettres, les deux cycles nouveaux auront respectivement p,  - -  q et q lettres. 
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2 ~ Ou bien a et b appartiennent :i deux cycles diff&ents de S~-' ayant respecti- 
vement p, et P2 lettres; dans ce cas dans S. - ' x ,  ces deux cycles se fondront en un 
seul qui aura p. -}-p= lettres. 

D'ofl la r6gle suivante pour former $7' ; supposons que X permute les lettres a 

et b e t  que X' permute les lettres c et d; alors S 7' devra satisfaire ~i l 'une des condi- 
tions suivantes : 

i ~ O u  bien les quatre lettres a, b, c, d appartiendront ~l un m~me cycle de S~ ~ 
et y occuperont les rangs 

R~, Rt, , R~, Rs, 
de telle faqon que 

Ro- -  R~ ~ R~ - -  Rr 

c'est-s que les deux distances a b  et c d soient les m6mes. 
2 ~ Ou  bien que ces deux couples de lettres a b et c d soient dans deux cycles dif- 

f&ents, que ces deux cycles aient le m~me hombre de lettres, et que les distances a b 
et c d soient les m6mes: 

3 ~ Ou bien que les quatre lettres a, b, c, d appartiennent ~t quatre cycles C a, Cb, 
C ,  C a ~iyant respectivement N~, N~, N' ,  N a lettres et de telle faqon que 

Co~ C~, C ~  C~ 
N ~ - -  Nc, Nb-~ N a 

(ou n~ - -  Nd,  N b = N ) .  
On voit de combien de mani&es on peut d&erminer S, et ce qu'il y reste d'arbi- 

traires. 
Une lois S d&ermin&, nous connaitrons les deux substitutions semblables Y-S7 ' ,  

X' $7 -~ et il nous sera facile de d&erminer la substitution S~ S~ -~ qui les transforme 

l 'une dans l'autre. Nous aurons donc S= et nous en d&duirons imm~diatement S 3 . 
Le probl~me comporte donc en g~n&al un grand nombre de solutions. Lorsqu'on 

en connaltra une, voyons comment nous pourrons construire le polygone P. Partons 

de l 'hexagone P' .  t e  polygone P sera form~ de n hexagones P'O),  P ' ( 2 ) ,  . . . ,  P'(n), 
congruents ~t P' .  Repr~sentons symboliquement ces n hexagones par n points A ,  
A=, . . . ,  A .  Supposons que la substitution S change A~ en A~, nous joindrons les 
deux points A= et A~ par un trait continu; ces traits continus seront ce que j'appellerai 

les lignes L .  Nous d~finirons de m~me les lignes L= et les lignes L3, fi l'aide des 
substitutions S, et S 3 . Une condition ~t remplir, c'est qu'en suivant les lignes L , ,  L~ 

et L 3 on puisse passer d'un quelconque des points A ~i un autre, c'est-s que le 
groupe ddrivg de S ,  S2, $3, que j'appellerai le groupe (S,, S~, $3) , soit transitif. 

Si cette condition est remplie, on pourra en g6n6ral aller d'un des points A 
un autre par plusieurs chemins diff&ents. Pratiquons alors des coupures dans quelques- 

unes des lignes Z I , L 2 ,  L~ jusqu'~ ce qu'on ne puisse plus aller d'un point A A un 
autre que d'une seule mani~re sans revenir sur ses pas. Nous disposerons alors les 
hexagones P' (~) de la faqon suivante: supposons que A= et A~ soient reli~s par une 

ligne Li non affect6e de coupure; alors les deux hexagones P'(o 0 et P'(~)seront con- 
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tigus de telle fa~on que le (i + 3) ~ c6tL de P' (00 coincide avec le i ~ c6t6 de P' (i~). Si 
la ligne L~ est affect~e d'une coupure, ces deux hexagones ne seront plus contigus, 
mais le (i + 3) ~ c6t6 de P'  (~) et le i ~ c6t6 de P' (~) seront deux c6t6s conjugu~s du 
p~rim~tre de P. 

I1 est possible de choisir S de plusieurs manikres, de faqon ~t satisfaire aux 6qua- 
tions ( I )  et de telle sorte que le groupe ( S ,  S ,  $3) soit transitif. Mais il est ais6 de 
comprendre que toutes ces mani~res ne sont pas essentiellement distinctes. Nous sup- 
posons en effet p - - - 2  et nous nous donnons l'entier n de telle fagon que le tableau 
des p6riodes r~duites s'~crive 

2 i x  
2 i ~  o a 

n 

o 2 i ~  b. 
n 

I1 d6pend donc de deux constantes a et b qui sont arbitraires. Ces deux constantes 
d6finissent la courbe C qui varie d'une mani6re continue, quand les constantes varient 
elles-m4mes d'une mani6re continue. Les courbes C rdductibles forment donc une seule 
sdrie analytique. 

Si nous nous donnons les substitutions S, ,  S 2 , S 3 et le polygone P', nous pourrons 
construire le polygone P. Ce dernier polygone et par cons6quent la courbe C varient 
alors d'une faqon continue quand les 616ments de P' varient d'une fa~on continue. 
Les courbes C ainsi obtenues forment donc une s6rie analytique. 

Partons maintenant d'autres substitutions S',, S'2, S'3; nous obtiendrons encore 
une s6rie analytique de courbes C; mais cette s6rie sera identique ~ la premi6re 
puisqu'il n 'y  en a qu'une. 

On dolt donc pouvoir passer des substitutions S ,  S~, S 3 aux substitutions S'z, S'2, 
S' 3 en transformant l'hexagone P' comme nous l'avons expliqu6 au d6but de ce ~; 
c'est-~t-dire en le coupant par une diagonale qui le divise en deux polygones P'  et P '  
et remplaqant P' --'- P'  -a t- P'2 par P' -~- P' P' 4tant Fun des transform4s de P'~ II x 2 3 '  ~ 

s'agit de voir ce que deviennent dans ces conditions les substitutions S ,  S~, $3, mais 
pour cela je pr4f6re traiter le problhme d'une fa~on un peu plus g6n6rale. Supposons 
que P'  soit un polygone de 2 N'  c6t6s, N'  6rant quelconque; supposons que "1' (~) et "I' (~) 
soient conjugu6s, et soit S~ la substitution correspondante. Soient "1" (a), "l'(b) deux c6t6s 
conjugu6s appartenant l 'un ~t P ' ,  l'autre ~t P'2, et soit So la substitution correspondante. 
Supposons que P'3 soit le transform~ de P'I par la transformation 7" du groupe fuchsien 
qui change T(a)  en ~'(b). 

Soient S" les diverses substitutions relatives au nouveau polygone; S" se rapportera 
~t y (00, s i c e  c6t6 appartient ~t P '  et par cons6quent fait partie du p6rim6tre de P'~-+-P~; 
S'~ se rapportera au transform6 de -((~) par T ,  si ~,(00 appartient ~t PI et que son 
transform4 appartenant ~t P'3 fasse partie du p4rim6tre de P'2 +P'3" Dans ces conditions, 
ni "l'(a), ni son transform6 "t" (b), ne font pattie du p6rim6tre de P '  + P'3; nous aurons 
en revanche dans le nouveau polygone deux nouveaux c6t4s qui seront la diagonale 
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men& dans P', et sa transform~e par T~. Ce sera, par d~finition, A cette paire de c6t6s 
que se rapportera la substitution S' a �9 

Cela pos6, on aura 
S'----So 

et quant aux autres substitutions S'=, on aura 

S" ~--~ S~ si T(~) et y (~)  appartiennent tous deux ~ P ,  

(5) S" = S,, S~ S~' si y (~) et T (,8) ,, ,, p ,  

S"--=-S~S' si T(~) appartient ~t P et "1'(}) A P=, 
S" z SoS~ si g(~)  , P= ,, P .  

Si nous supposons en particulier que P'  soit un hexagone :i c6t& oppos6s conjugu6s, 

que la diagonale joigne deux sommets oppos6s et que les c6t& y(a) ,  y(b) soient 
adjacents ~t cette diagonale, on aura 

! (s  b's) s'. = s ,  s'= = s. s=, s ,  = s,  s , .  
Nous devons donc pr~voir que si les 6quations ( I )  admettent deux solutions et 

que pour ces deux solutions le groupe ( S ,  $2, $3) soit transitif, on peut passer de 
l 'une de ces solutions ~l l'autre par une s6rie de transformations de la forme (5 his) ou 

(5). I1 serait int6ressant de retrouver ce r&ultat par une v&ification directe. 
t O" Supposons maintenant p = 3 ; le polygone P'  sera un deca~,one. Soit par exemple 

12, 38, 49, 5 1% 67 

la loi de conjugaison des c6t6s. On aura pour les substitutions X 
--1 

( 6 )  X, = 8 2 ,  X -.-- $611~ 2~ 3 --"  S 3 S-'4 $5 S 2 I '  ~A~4 - - -  S4 85-' S 6 S 3 . 

Des 6quations (6) on d6duit 

xsZ= = S-' X3X, -~ S3 S-'  
Ces 6quations sont de m~me forme que les 6quations ( I ) ,  on en d6duirait donc que 

,0 3-~S-~ X-~ X-~ S-,  X~ X5S7 ~ X 3 X x S -I et (Xs-~- 3 - -  3 2 5 3 

sont deux substitutions semblables. I1 serait possible d'en d6duire S 3 et ensuite les autres 
substitutions. Mais je ne ferai pas le calcul jusqu'au bout. 

Ici encore, et pour la m~me raison, les courbes C r6ductibles ne forment qu'une 

seule s&ie analytique et par consequent si les 6quations (6) admettent deux solutions 
(conduisant ~i un groupe transitif), on peut passer d 'une solution ~t l'autre par une 

s~rie de transformations de la forme (5)- 

Soit enfin p ~ 4; notre polygone P' aura 14 c6t6s. Nous ne pouvons plus d& 
montrer de la m~me mani~re que les courbes C r~ductibles ne forment qu'une seule 

s~rie analytique. Si, en effet, nous formons le tableau des p&iodes r~ductibles 

2i~: ' 
2 i ~  o o o h o o 

n 
2 i ~  

o 2 i ~  o o a b c 
n 

o o 2iw o o 3 d e 

o o o 2 i =  o c e f ,  
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les sept constantes h, a, b, c, d, e, f ne sont plus arbitraires. II faut leur imposer une 
relation, si nous voulons que les fonctions ab~liennes engendr&s soient sp&iales et que 
la courbe C existe. Cette relation repr~sente une surface de l'espace ~t 7 dimensions, si 
nous regardons nos sept constantes comme les coordonn&s d'un point dans cet espace; 
et nous ne savons pas si cette surface n'est pas ddcomposable. 

I1 serait d'autant plus int~ressant de v&ifier si, lorsque les ~quations analogues ~t 
( I )  et ~t (6) admettent deux solutions (conduisant toutes deux ~t un groupe transitif), 
on peut toujours passer d'une de ces solutions "t l'autre par une s6rie de transformations 

de la forme (5)- 

I O .  

Cas de d~gs 

Comme nous savons que~ tout au moins s i p - - 2  ou 3, les courbes C ne for- 
ment qu'une s+rie analytique, nous devons pr&oir que les polygones P' de la 2 a" sorte 
ne seront que des d+g+n~rescences de ceux de la I ~r~ sorte. Pour nous en rendre compte, 
voyons ce qui arrive lorsqu'un polygone P' d+g6n&e de teUe sorte que deux de ses 

c6t+s conjugu~s se r~duisent ~t z6ro. 
Soient y (~) et y @) les deux c6t+s conjugu~s qui se r+duisent ~ z~ro; soient ~ (~), 

a ( ~ . - - I ) ,  a(~), ~ ( ~ w  I) leurs sommets; de telle sorte que o(~) et ~ ( ~ - - I )  d'une 
part, ~ ( ~ -  I) et ~@) d'autre part, appartiennent a un m~me cycle. Deux cas sont 

distinguer suivant que les quatre sommets appartiennent ou non ~ un m~me cycle. 
S ices  quatre sommets n'appartiennent pas ~ un m~me cycle, le genre q du polygone 
P' ne change pas par suite de la d~g+n~rescence; dans le cas contraire, ce genre di- 

minue d'une unit& 
Plaqons-nous dans le premier cas, qui est le plus int+ressant; avant la d+g+n+rescence 

les sommets qui nous int6ressent font pattie de deux cycles diff~rents K et K ' ;  le 
premier de ces cycles commencerait par exemple par le sommet ~(~) et se terminerait 
par le sommet r  I), d'ofi l'on reviendrait au sommet a(~). La substitution X 

correspondante s'&rirait 
x = S~S~ . . .  SoS~, 

les substitutions Sz, etc. correspondant ~t divers c6t~s de P' et la derni&e S~ au c6t~ 
y(~). Le cycle K' commencerait par r ( ~ -  z) suivi de ~ (~), et des autres sommets 
du cycle; ~ ce cycle correspondrait la substitution: 

z '  = . . .  s o ,  

le premibre des substitutions S du second membre &ant S ~ - - S ~  ' et correspondant au 

c6t6 y(~). 
Apr~s la d~g~n~rescence, les deux cycles se confondent en un seul off on rencontre 

successivement ~ ( ~ -  I ) =  e(~),  puis les divers sommets du cycle K, et enfin 
- -  I )  = 

~,nd. Circ. Matera. Palermo, t. XXVII (i  ~ sere. *909).-- Stampato il 9 gennajo xgo 9. 42 
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puis les sommets cons&utifs du cycle K'.  La substitution correspondante est: 

x,=s s  . . .  sos  . ". So=S S  . . .  sos s s  . . .  So = z x ' .  
Je dis que, le genre p ne pourra pas augmenter par la d~g~n~rescence. Nous  avons en 

effet, comme au ~ 8, 

Y ( i -  = 2(p - - -  2 (q - -  0. 
I1 s'agit donc de montrer que ~ - - ( i -  i);~ i ne peut pas augmenter par la d6g6- 

nfirescence, c'est-s que cette somme ~ - ( i -  i);~i, ktendue aux divers cycles de lettres 
de XI, ne peut &re plus grande que la m~me somme &endue aux cycles de lettres 
de X et de _v,. A chacune de nos n lettres raisons correspondre un symbole ~ ;  

~galons ceux de ces symboles qui correspondent ~ un m~me cycle de lettres de la 
substitution X par exemple; soit h le hombre  des 6quations symboliques distinctes 

ainsi obtenues;  ce nombre h ne sera autre chose que la somme Y ( i -  x);~ i &endue 
aux divers cycles de lettres de x;  puisque si l 'un de ces cycles est form+ de i lettres, 

cela nous fera (i ~ I)  6quations et, s'il y a ),~ cycles de i lettres, cela fera en tout 

) - - ( i -  I ) ~  6quations. Soient h' et h~ les hombres analogues relatifs ~t X' et ~t X, ; 
je me propose de montrer que 

Les ~quations symboliques relatives ~t X sent des consequences de celles qui sent re- 

latives ~t Z et ~ 2;'; si en effet Z change a en b, et q u e X ' c h a n g e b e n c ,  X changera 
a en c; cela nous donnera l'~quation symbolique [ ~ - - [ 3  engendr6e par x ,  'laquelle 

sera une cons+quence de l'6quation ~ - - - ~ b  engendr6e par X, et de ~b ~ ~. engendr~e 

par X'. CeJa me permet d'&rire t'in6galitb pr&6dente ;  je ne mets pas simplement 
le signe d'~galit6, pour deux raisons: I ~ d'abord parce que, si les ~quations dues ~ X 
sent toutes des cons+quences de celles qui sont dues ~t X et ~ X', il ne s'ensuit pas que 
toutes ces cons+quences soient elles-m~mes des 6quations dues :i X ; 2 ~ parce qu'il peut 

se faire que les 6quations dues ~ ~ ne soient pas toutes distinctes des ~quations dues 
~tX'. 

Le cas le plus simple, est celui off X se r6duit ~t une permutation entre deux lettres 
et off il en est de m~me de 2;'. En d'autres termes X et X' contiendront chacune un 

cycle de deux lettres, tous les autres cycles n 'ayant  qu 'une lettre. Alors deux cas peuvent 
se pr+senter: x ~ ces deux cycles de deux lettres ont une lettre commune;  2 ~ ils n 'ont 
pas de lettre commune. Dans le I ~ cas X aura un cycle de 3 lettres, et dans le 2 a 
cas deux cycles de 2 lettres. 

Consid&ons les courbes C et C' correspondant au cas de d~g~n&escence et formons 
le polygone P' ,  en nous astreignant, comme nous l 'avons fait, ~t choisir ce polygone 

de la far la plus simple possible; ce sera un polygone de la 2 ~ sorte, et on aura 

Q '  = 2 ( p  - - -  2 (q - -  - -  

Deux des cycles de sommets qui existent dans le cas g6n6ral se seront confondus 
en un seul. Soient:  P'  le polygone dans le cas gdn6ral; Po' ce que devient ce polygone 

par la d6g6n6rescence; P I l e  polygone le plus simple qui peut engendrer les courbes 
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C et C' dans le cas de la d~g~ntrescence. P' poss~dera deux cycles K et K' correspondant 
~t X et ~-'; sur P'o, de m~me que sur P ' ,  ces deux cycles sont confondus en un seul 
K qui correspond :i X .  La somme des angles de K est ~gale ~t ~ de mtme que 
celle des angles de K ' ;  quant ~l la somme des angles de K, ,  elle est ~gale ~t z~ro sur 

P'o, tandis que sur P',, elle est ~gale ~l 2___~ si X a un cycle de 3 lettres, et fi ~ si 
3 

~:, a 2 cycles de 2 lettres. 
Soit par exemple q - - - i ,  p - - 2 ;  le polygone P' est un hexagone ~l ctt~s opposes 

conjugu~s, la somme des angles est 2,x; dans les cas de d~g~n~rescence,,ce polygone 
se r~duit ~t la limite ~t un quadrilat~re h ctt~s opposes conjuguts, et dont la somme 
des angles est ztro. Mais le quadrilat~re P'o ainsi obtenu n'est pas le plus simple qui 
puisse engendrer les courbes C et C'; ce quadrilat~re le plus simple P' est encore ~t 

2 ~  
ctt~s opposes conjugu~s, mais la somme des angles est - -  ou ~. 

3 
On volt ainsi que si les courbes C forment une strie analytique continue, il n'en 

est pas de mtme des polygones P' les plus simples susceptibles de les engendrer. Si 
on consid~re une s~rie continue de courbes C, et la s~rie des polygones P' les plus 
simples correspondants, cette s~rie pr~sentera une discontinuit~ au moment de la d~g~- 
n~rescence. 

Polygones doublement r6ductibles. 

Soit q ~--- z, p = 2; nous avons une courbe C de genre 2 qui est multiple d'une 
courbe C' de genre I, mais si la courbe C admet une inttgrale ab+lienne r+ductible 
aux inttgrales elliptiques, elle en admet une seconde, c'est-?t-dire qu'il y a une seconde 
courbe C" de genre i dont C est multiple. Existe-t-il un systbme de fonctions fuchsiennes 
engendrant fi la fois les trois courbes? Soit G un groupe s de genre 2, et 
engendrant la courbe C, c'est-~t-dire tel qu'entre deux des fonctions fuchsiennes engendrtes 
par ce groupe, il y ait prtcistment la relation alg+brique reprtsentte par la courbe C. 
Peut-on choisir ce groupe G, de telle sorte qu'il soit contenu dans un autre groupe 
fuchsien G' de genre i, et engendrant la courbe C', et qu'il soit en mtme temps contenu 
dans un troisi6me groupe fuchsien G" de genre I e t  engendrant la courbe C" ? Alors 
le groupe G peut &re regard6 comme engendr~ par un polygone P d~composable eta 
n polygones congruents emre eux et ~ongruents au polygone P' qui engendre la courbe 
C'. En m~me temps le groupe G peut ~tre regard6 comme engendrL par un polygone 
P dquivalent ~ P; par ce mot dquivalent, je veux dire que P et P peuvent ~tre dt- 
compos~s en un m~me nombre de parties et de telle faqon que chacune des parties de 
P ne soit autre chose que la transform~e de la partie correspondante de P par une des 
substitutions de G. D'autre part, P pourra &re d~compos" en n polygones congruents 
entre eux et congruents au polygone P" qui engendre la courbe C". 
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Nous allons voir bient6t que cela n'est pas toujours possible. Reprenons les trois 
surfaces de RIEMANN C, C', C " :  Jt un point de la 2 ae correspondent n points de la 

I ~re et de m~me ~t un point de la 3 e correspondent n points de la I ~r~ Soient: M'  un 

point de C'; M ,  M ,  . . .  , M.  les points correspondants de C. Si deux de ces points M i 
se confondent, le point M'  est un point de ramification de C' et on d~finirait de m~me 
ceux de C"  Soient A '  A' ' " " , ,  ~ ,  . . . ,  Ap ceux de C' ;  et soient B" �9 , ,  B3~ . . . ,  Bp ceux 
de C". Aux points A' A' , ,  2, - - - ,  Ap correspondront l 'un des cycles de sommets de 

P ' ;  mais ce n'est pas tout. Consid6rons B"" ~l ce point correspondront sur C, n points 
B I , B , . . . ,  B dont deux au moins sont confondus. Soit B i un de ces n points 
qui ne se confond ~t aucun autre (s'il en existe, ce qui arrivera en g~n6ral); ~t ce point 
correspondra sur C' un point B' qui devra encore correspondre ~t un cycle de sommets i i  

de P' .  A ce point B' correspondront sur C, n points parmi lesquels Bxl; soit D un xi 

autre de ces points auquel correspondra sur C"  un point D"',, ~. D'; correspondront sur" 

C, n points dont le point D ; soit E un autre de ces points; soit E' le point corre- 
spondant de C ' ;  je dis que /t E' x correspondra encore un cycle de sommets de P ' ;  et 
ainsi de suite, on poursuivrait ainsi jusqu'~t l'infini. 

Voici comment on verrait par exemple que B' correspond ~t un cycle de sommets i i  

de P' .  Soit ~: la variable qui figure dans nos fonctions fuchsiennes, M, M',  M "  les 
points correspondants sur C, C', C", de telle sorte que les coordonn6es de ces trois 

points soient des fonctions fuchsiennes de Z- Supposons que Z tourne autour d'un 
certain point ~ ,  en m6me temps que M, M' et M "  tournent respectivement autour 

B' et B" Supposons que quand ~: fair ~ tours, M, M'  et M "  en fassent de B i , . i �9 
respectivement [3, y, ~. Comme B" correspond ~t un cycle de sommets de P" ,  on devra 

avoir en ce point 
dM"  
~ - 0 .  

dz  

D'autre part, comme B~ ne se confond avec aucun autre point B,k , et qu'en ce point, 
par consequent, M est fonction uniforme de M " ,  on aura 

d M "  
clM ~ o .  

Comme M'  est fonction uniforme de M, on aura 

d M  
d M , ~  ~ 

De ces relations, 
d M d M "  d M "  
d M ' ~ 0' d M ~ o, d z - - o ,  

on d~duira 
dM'  
dz  - - o ,  

ce qui veut dire que ~ est aussi un sommet du polygone P' .  

En g~n6ral on serait conduit fi attribuer ~t P '  une infinit6 de cycles de sommets, 
ce qui veut dire que le probl~me que nous nous 6tions propos6 est impossible. 



SUR LA RI~DUCTION" DES INTI~GRALES ABI~LIENNES ET LES F O N C T I O N $  FUCHSIENNES.  333  

Cette impossibilit~ n'a pas lieu darts le cas de n - -  2; en effet nous n'avons que 
deux points B et B,2 qui doivent se confondre, et il n'existe pas de point B i ne se 
confondant avec aucun autre; ce que nous venons de dire ne s'applique donc pas. 

~'x, ...... ,-:;>~ ...... ;~ 

i 3' / /  

10 j ",,i ../" ~ / 

2 I l ~ /  

\~ ,  4. \ 
| i '  \ 

�9 

",,.. 

9 " : 1 3  ": 

! 
I ! ~1 s o  | | 

L ,  . . . . . . . . . . . . . .  J 
g B g 

Reportons-nous ~ la figure, sur laquelle je vais d'abord donner quelques expli- 
cations. Les proportions et les courbures n'y sont pas observ~es, mgme grossi~rement. On 
ne doit s'attacher qu'aux positions relatives des lignes et des points au point de vue 
de l'Analysis sit~s. Toutes les lignes, droites ou courbes, qui y sont trac~es repr~sentent 
des droites non euclidiennes, c'est-~l-dire des arcs de circonf~rences orthogonales au cercle 
fondamental. Quand je parlerai de ligne droite, d'+galit+ ou de sym~trie, j'entendrai 
toujours ces mots au sens non-euclidien. 

Le polygone P est d+compos+ en deux hexagones P' et P ' ;  les contours de ces 
deux hexagones sont figur+s en trait plein, leurs sommets sont d+sign+s par la lettre 
A. Le polygone P ,  ~quivalent ~t P, est d~compos+ en deux hexagones P" et P";  les 
contours sont repr~sent+s en trait mixte , leurs sommets sont d+sign6s par 
la lettre C. 
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Quand un hexagone a ses c6t6s oppos6s 6gaux et que la somme des angles de 
rang pair est 6gale ft la somme des angles de rang impair (ce qui arrive ici off les 
c6tLs oppos6s sont conjugu6s et off ces deux sommes d'angles sont 6gales ..t ~) cet 

hexagone posshde un centre de sym&rie. Ici le polygone P' ,  form6 des quadrilat6res I, 

I I ' ,  4', 7'~ 5', 9', et le polygone P~, form6 des quadrilat4res 2, io ' ,  3', 8', 6', i2 ' ,  
admettent pour centres de sym&rie denx sommets C du polygone P " ;  le polygone P" ,  

form6 des quadrilat6res I, 2, 3, 4, 5, 6, a pour centre de sym&rie un sommet A 
commun ~t P '  et ~t P "  le polygone P" form6 des quadrilat8res 7, 8, 9, Io, I i~ 12, I 9 i ~ 

poss6de un centre de sym&rie que j'appelle encore A. 

Les points B e t  D sont les milieux des c6t6s de P ' ,  P '  P" ,  . . ,  P ;  Notre  figure se 
trouve d&ompos6e en 22 quadrilat6res num6rot~s de I fi I2, et de 3' 2t i2 ' .  Ces qua- 
drilat6res pr6sentent les sym&ries suivantes: 

I, 7 ' ;  4', 9 ' ;  I I ' ,  5' sont sym&riques par rapport A C I (sommet C du quadrilat&e I )  

3', I2 ' ;  2, 8 ' ;  6', IO' ~ ~ C 2  

I1 IO'; 21 I I ' ;  J'~ 9' ~ ~ B I 

8', 5'; 6', 7'; I2', 4' ,~ ~ B I 

I, 6; 2, 5;  4, 3 ,~ ,~ A I 

5, 8; 6, 7; 3, 9 ~ " D 5  

I ,  I O ;  2~ I I ;  4, 12  )) ,~ D 5  

7, Io;  8, I x ;  9, 12 ,, ,, A 7 

3,  9 '  ,~ ,~ D I 

4, 12' ~) ,~ D 2. 

D'ofl les 6galit& suivantes: 

Oa) 
I I -- I0' --- I0~ 

4 ~ I 2  - - -  4 '  ~ 12% 

2 ---- I I  ~ -  I I ' }  

6 ~ 6 ' ~ 7 ~ 7 '  , 

3 ~ 9 ~ 3 ' ~ 9  ', 
5 ~ 8 ~ 5 ' ~ 8 ' .  

Ces 6galit& ont lieu de telle sorte que les sommets A, B, C, D de deux quadrilat&es 
~gaux se correspondent. On aura d'autre part 

I ~ 6 ,  4~---3, 2 ~ y ,  

mais de telle sorte que les sommets A B C D  d'un des quadrilat6res correspondent aux 

sommets A D C B  de l'autre. I1 en r6sulte que dans le tableau des 6galit6s (A),  les sept 
quadrilat6res de la i ~re ligne sont 6gaux entre eux, de m~me que les huit de la 2 ae, 

ou les 7 de la 3 e. 
Les quadrilat6res 4 et 4', 5 et 5', etc. sont transform6s Fun de l'autre par unr 
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substitution du groupe G, et c'est pour cela que les deux polygones 

P = P: -t-" P', P, : P ' , '+ P'' 
sont ~quivalents. 

II est clair que la surface du cercle fondamental peut ~tre d~compos~e en quadri- 
lat~res tous Sgaux ~t l'un des trois quadrilat~res I, 2 ou 3, de telle faqon que tout 
sommet de Fun des quadrilat~res soit un centre de sym~trie de la figure. On peut les 
assembler 6 h 6 de faqon ~t rSaliser la d~composition du cercle fondamental en poly- 
gones congruents ~l P ' ;  on peut les assembler d'une seconde mani~re 6 h 6 de faqon 

rSaliser la d~composition du cercle fondamental en polygones congruents ~t P". 
Consid~rons la courbe C'; les sommets A de rang pair de l'hexagone P' corres- 

pondront ~t un point M: de cette courbe, les sommets A de rang impair ~t un autre 
point M: de ce t t e  courbe. Soient u et u les arguments elliptiques de ces deux points. 

Le point C, centre de sym&rie de P', correspondra sur C' h u n  point M' 3 d'argument 

elliptique u, -1- u tandis que les arguments elliptiques des milieux B e t  D des c6t~s 
2 

U + U 2 
seront encore i ~t une demi p6riode prSs. L'argument elliptique de tous les  

2 

points C sera le m~me. 
ConsidSrons maintenant les arguments elliptiques sur la courbe C"; nous trouveron~ 

encore que ceux de tous les points A sont les m6mes; que ceux des sommets C de 
rang pair de P" sont les m~mes; que ceux des sommets C de rang impair sont les 
mdmes; que celui d'un point A est moyenne arithm~tique entre celui d'un sommet C 
de rang pair et celui d'un sommet C de rang impair. 

Nous remarquerons que l'hexagone P' est quelconque, de telle sorte que le r~sultat 
est g~nSral et nous l'~noncerons sous la forme suivante: 

Supposons que la courbe C de genre 2 soit multiple de la courbe C' de genre I, de 
telle facon qu'd chaque point de C corresponde un point de C' et d cbaque point de C', 
deux points de C: il existera une autre courbe C" de genre I, telle qu'd cbaque point 
de C corresponde un point de C" et d chaque point de C" deux points de C. 

II y aura sur C' deux points 34  et M' d chacun desquels correspondront sur C 
deux points con]ondus en M, pour le premier, en M~ pour le second; soient M'~ et M" 
les points de C" qui correspondent d M et M .  

II y aura de mgme sur C" deux points N'[ et N:' d cbacun desquels correspondront 
s , r  C deux points confondus en N,  pour le premier, en N~ pour Ie second; soient N: 
et N'~ Ies points de C' qui correspondent d N e t  N~. 

Les points N'  x et N" sont identiques, de mdme que les points M" et M~. 
Nous pouvons supposer que C' et C" sont deux cubiques. La tangente d C' au point 

M,=M'~ N' l - -  N'~ et la droite M'M'~ se coupent sur C'. La tangente dz C" au point " " 
et la droite N'~ N:' se coupent sur C". 

Un cas particulier int~ressant est celui off l'hexagone P' est r~gulier et off nos trois 
quadrilat~res sont ~gaux. Le cercle fondamental se trouve alors subdivis5 en une infinit5 
de quadrilat~res 6gaux. Ces quadrilat~res engendront alors un groupe fuchsien F, qui 
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est de genre z6ro, et un systbme de fonctions fuchsiennes de la classe de celles qui sont 
engendr&s par la s&ie hyperg~om&rique. Le g r o u p e r  contient comme sous groupes 

G', G" et G. Consid6rons une fonction fuchsienne quelconque engendr& par F; ce 
sera une fonction rationnelle A la fois des coordonn&s du point M, de celles du point 
M' et de celles du point M". A une valeur de cette fonction correspondront i2 points 
M sur la courbe C, 6 points M' sur la courbe C', et 6 .points M" sur la courbe C". 

Paris, 2I novembre 19o8. 

H. POINCAR~:. 


