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‘Le mémoire d’Henr1 PoINCARE, qui inaugure la
Biblioth¢que de synthése scientifique, a paru en langue
anglaise dans une revue américaine 'The Monist, en
janvier 1898, L'original frangais n’en a pasété conservé ;
la traduction qui suil s’est appliquée & retrouver, sous
un anglais qui semble avoir été litiéral, ce que devait
étre le texte initial. .

Dans ce travail, le plus considérable et le plus synthé-
tique qu’il ait publié sur les fondements de la géométrie,
Henr1 POINCARE éiablit longuement cette thése: la
géoméirie dEuclide w'est pas plus vraie que celle de
Lobatchefsky ou de Riemann, elle est simplement plus
commode, par suite, en particulier, de la structure des
solides naturels, qui se comportent dans leurs déplacements
& peu prés comme les solides idéaux considéréds par Euclide.
Rien w’exclut que des découvertes nouvelles — comme celle
de la contraction de Lorentz — ne conduisent a préférer
dans le traitement mathématique des problémes physiques
une des deux métriques nom-euclidiennes. C’est ce qui




s'est effectivement passé avec la Théorie de la Relativité.
On sait comment Einstein en est venu d élire la géoméirie
de Riemann et & considérer Uespace physique — identifié
par lui au champ de gravitation pur — comme un continy

non-euclidien @ courbure wvariable. (La géométrie et

Pexpérience, Gauthier-Villars, Paris 1921). Il nous
a paru que le mémoire oubli¢ de Poincaré reprenait,
de ce fait, un regain d’actualité et dintérét qui justifiait
sa publication, et nous Uoffrons au public frangais comme
la meilleure introduction d Pétude de la 'Théorie de la
Relativité, dont d’autres volumes de notre collection
viseront & donner un exposé général.

L. R.

"'DES FONDEMENTS
DE LA GEOMET R"le?l

Quoique j’aie déja eu loccasmn d’exposer mes .
. idées ‘sur les fondements de la géométne, il ne sera:

peut-étre pas sans intérét de revenir sur cette question

- avec de nouveaux développements et de chercher

éclaircir certains points que le lecteur peut’ avoir
trouvés obscurs. C’est au sujet de la définitioni du point

“et de la détermination du nombre des dimensions que

de nouveaux éclaircissements me paraissent le plus

nécessaires ; mais cepéndant je crois utile de reprendre

la questlon par le commencement.

L’ESPACE SENSIBLE

Nos sensations ne peuvent pas nous donner la -

notion d’espace. Cette notion est construite par P’esprit
avec des éléments qui préexistent en lui, et Pexpérience
externe n’est pour lui que l'occasion d’exercer ce

pouvoir, ou au plus un moyen de détermmer Ia meil-
leure maniére de ’exercer.

Les - sensations par elles—memes n’orit - aucun’

caractére spatial. :
Cela est évident dans le cas de sensations isolées,

des sensations visuelles par exemple. Que pouirait voir .-
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DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE

un homme qui ne posséderait qu'un il unique et

immobile? Des images différentes se formeraient sur

différents points de sa rétine : mais serait-il amené 3

classer ces images comme nous classons nos sensations
rétiniennes actuelles ?

Supposons des images formées aux quatre points

A, B, C, D de cette rétine immobile. Quelle raison

aurait le possesseur de cette rétine de dire, par exemple,
que la distance A B est égale 2 Ia distance C D ? Cons-
titués comme nous le sommes, nOUS avons uneé raison

pour parler ainsi, parce que nous savons qu'un faible

mouvement de notre il suffira pour amener en C
Vimage qui était en A et en D Pimage qui était en B.
Mais ces faibles mouvements de I'ceil sont impossibles
pour notre homme imaginaire et si nous lui demandions
si la distance A B est égale  la distance C D, nous lui
- semblerions aussi ridicules que le serait pour nous
une personne qui nous demanderait s'il y a plus de
différence entre une sensation olfactive et une sensation
visuelle qu’entre une sensation auditive et une sensa-
tion tactile,
Mais ce n’est pas tout. Supposons que deux points
A et Bsoient trés proches I'un de I'autre et que la
distance A C soit trés grande. Notre homme imaginaire
aurait-il connaissance de la différence } Nous la perce-
VOns, NOUs qui pouvons mouvoir nos yeux, parce qu’un
treés faible mouvement suffit pour faire passer une
image d’A en B. Mais pour Iui, la question de savoir
si la distance A' B est trés petite comparée & la distance
A C pe serait pas seulement insoluble, mais serait
dénuée de: sens, '

-+ La notion de la contiguité-de deux ‘points n’exis-
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. terait donc pas pour notre homme imaginaire. La
- rubrique ou catégorie sous laquelle il rangerait ses -

sensations, si tant est qu’il les range, ne serait pas,
par conséquent,'l’espace du géométre et ne serait méme
probablement pas. continue, puisqu’il ne pourrait pas
distinguer les petites distances des grandes. Et, méme

si elle était continue, elle ne saurait étre, comme je
. Pai amplement montré ailleurs, ni homogéne, ni

isotrope, ni i trois.dimensions.

- Il est inutile de répéter pour les autres sens ce que
J’ai dit pour la vue. Nos sensations différent les unes
des autres qualitativement et ne peuvent donc avoir
entre elles de commune mesure, pas plus qu’il n'y en
a entre le gramme et le métre. Méme si nous ne com-
parons que les sensations fournies par la méme fibre
nerveuse, un effort considérable de lesprit est néces-
saire pour reconnaitre que la sensation d’aujourd’hui
est de méme espéce que la sensation d’hier, mais plus

- grande ou plus petite ; en d’autres termes pour classer
les sensations selon leur nature et ranger ensuite celles

-de méme espéce sur une sorte d’échelle suivant leur
intensité. Une pareille classification ne peut étre effec-
‘tuée sans une intervention active de I’esprit et Pobjet
de cette intervention est de rapporter nos sensations
4 une sorte de rubrique ou de catégorie qui préexiste
‘€N nous, '

Cette catégorie doit-elle étre regardée comme une
« forme de notre sensibilité »? Non, si 'on entend par
1a que nos sensations, considérées individuellement,
ne pourraient pas exister sans elle. Elle ne nous devient
nécessaire que pour comparer nos sensations, pour
raisonner sur nos sensations. Elle est donc plutét une
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. DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE

forme de notre entendement,

Voila donc la- premiére catégorie 2 laquelle- nos

- sensations sont rapportées. On peut se la représenter .,
comme composée d’un grand nombre de systimes
absolument indépendants les uns des autres. De plus,
elle nous permet seulement dé comparer entre elles "

des sensations de méme espice ¢t non de les. mesurer,
de percevoir qu’une sensition est plus grande qu’une

autre sensation, mais non qu’elle est deux fois ‘plus

grande ou trois fois plus grande. :
Combien une telle catégorie différe de I'espace
du géométre! Dirons-nous que le géométre introduit

une catégorie tout A fait de la méme espéce lorsqu’il

emploie trois systémes tels que les trois axes de coor—
données ? Mais dans notre catégorie nous n’avons pas.
seulement trois systémes, mais autant quil y a de
fibres nerveuses. De plus, nos systémes nous appa-
raissent comme autant de mondes séparés, fondamen-
talement distincts, tandis que les trois axes de la
géométrie remplissent tous le méme office et sont
interchangeables. Enfin, les coordonnées sont suscep-
tibles d’étre mesurées et non pas seulement d’étre
comparées. Voyons donc comment nous pourrons
nous élever de cette catégorie brute, que nous pouvons
appeler I'espace sensible, 3 Pespace géométrique.

LE SENTIMENT DE LA DIRECTION
On dit souvent que certaines de nos sensations
sont toujours accompagnées d’un sentiment particulier
de la direction qui leur donne un caractire géomé-
trique. Télles sont. les sensations visuelles et muscu-
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. laires. D’autres au contraire, telles que les sensations ..
du goiit et de 'odorat ne sont pas accompagnées de ce: o
sentiment. et sont, par conséquent, dénuées de tout

caractére géométrique. Dans cette théorie, la notion
de directiont serait préexistante 3 toute sensation

- visuelle ou musculaire et en serait méme Ia condition. .

Je ne suis pas de cet avis ; demandons-nous d’a-
bord si le sentiment de la direction forme réellement
une partie constituante de la sensation. Je ne vois pas
trés bien comment il peut y avoir dans la sensation

‘quelque chose d’autre que la sensation elle-méme.
.Et observons de plus que la méme sensation” peut,

selon les circonstances, exciter le sentiment de diffé-

 rentes directions. Quelle que soit la position du corps,

la contraction du méme muscle, le biceps du bras droit
par exemple, provoquera toujours la méme sensation
musculaire ; et cependant, comme nous sommes.
avertis' par d’autres sensations concomitantes que la
position du corps a changé, nous savons aussi trés
bien que la direction du mouvement a changé.

Le sentiment de la direction ne fait donc pas
partie intégrante de la sensation puisqu’il peut varier

. sans que la sensation varie. Tout ce que nous pouvons
dire est que le sentiment de la direction est associé &

certaines sensations. Mais qu’est-ce que cela signifie ?
Entendons-nous par 13 que la sensation est associée
2 quelque chose d’indéfinissable que nous pouvons
nous représenter, mais qui n’est cependant pas une
sensation? Non, nous voulons dire simplement que
les différentes sensations qui correspondent 2 la méme
direction sont associées les unes aux autres et que P'une
d’elles suscite les autres suivant les lois ordinaires de
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DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE

.- Tassociation des idées. Toute association d’idées n’est
~qu’un produit de I'habitude et il resterait 3 découvrir

«comment I'habitude s’est formée. -

Mais nous sommes encore loin de I’espace géomé-
trique. Nos sensations ont été classées d’une nouvelle
maniére : celles qui correspondent 4 la méme direction
‘sont groupées ensemble ; celles qui sont isolées et ne
:s€ rapportent 4 aucune direction ne sont pas considé-
‘rées. Des innombrables systémes de sensations dont
‘notre espace sensible était formé, quelques-uns ont
-disparus, d’autres ont été fondus ensemble. Leur nom-
bre a diminué.

Mais cette nouvelle classification n’est pas encore
Pespace ; elle n’implique aucune idée de mesure ; et,
-de plus, la catégorie restreinte ainsi obtenue ne serait
'Pas un espace isotrope, c’est-3-dire que des directions
-différentes ne nous apparaitraient pas comme rem-
plissant le méme office et comme interchangeables
Pune avec Pautre. Et ainsi, ce « sentiment de la direc-
‘tion », loin d’expliquer ce qu’est I’espace, aurait besoin
Tui-méme d’étre expliqué. ' '

Mais aidera-t-il au moins 2 trouver I’explication
'que nous cherchons ? Non, parce que les lois de cette
association d’idées que nous appelons le sentiment de
1a direction sont extraordinairement complexes. Comme
Je P'ai expliqué plus haut, la méme sensation muscu-
laite peut corréspondre 4 une foule de directions
différentes suivant 1a position du corps, laquelle nous
‘est connue par d’autres sensations concomitantes.
Des associations si complexes ne peuvent étre le résul-
‘tat que d’un processus extrémement long. Ce n’est donc
Pas ce chemin qui nous conduira le plus rapidement
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3 notre but. Ne regardons donc pas comme acquis-
a - ) - 1] .
le sentiment de la direction, mais revenons  « I’espace-

sensible » dont nous étions partis plus haut. R

REPRESENTATION DE L’ESPACE

L’espace sensible n’a rien de commun avec I'espace-
géométrique, Je crois que peu de personnes seront.
disposées 2 contester cette assertion. Il serait peut-
étre possible d’épurer la catégorie que j’ai considérée-
au début de cet article et de construire quelque chose-
qui ressemblét davantage a I'espace géométrique. Mais,.
quoi que nous fassions, I'espace ainsi construit ne-
serait jamais ni infini, ni homogene, ni isotrope ; il ne-
pourrait le devenir qu’en cessant d’étre accessible-
A nos sens. )

Nos représentations ne sont que la reproduction
de nos sensations ; nous ne pouvons donc pas figurer-

~ Pespace géométrique. Nous ne pouvons pas nous

représenter les objets dans 1’espace géom:’:triqu.e, mais.
seulement raisonner sur eux comme s'ils existaient:
dans cet espace. _

Un peintre s’efforcerait en vain de construire sur-
sa toile un objet possédant trois dimensions. L'image-
qu’il trace n’en aura jamais que deux, comme sa toile..
Quand nous essayons, par exemple, de nous repré-
senter le soleil et les planétes dans I'espace, tout ce-
que nous pouvons faire est de nous représenter les.
sensations visuelles que nous éprouvons quand cing
ou six petites sphéres tournent tout prés de nous.

L’espace géométrique ne peut donc pas servir de-
catégorie pour nos représentations. Il n’est pas une:

— 11 —
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DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE.

forme de notre sensibilité. II ne peut nous servir que.
dans nos raisonnements. Il esf une forme de notre

-entendement. B
DEPLACEMENT ET CHANGEMENT D’ETAT

Nous percevons du premier COuUp que nos sen-
sations varient, que nos impressions sont sujettes au

<hangement. Les lois de ces variations ont été cause
.'que nous dvons créé la géométrie et la notion d’espace-

géométrique. Si nos sensations n’étaient pas variables,

il.n'y aurait pas de géométrie. ' :
Mais ce n’est pas tout. La géoméirie ne serait pas

née si nous n’avions pas été amenés 2 répartir en deux

classes les changements que peuvent subir nos impres- .

sions. Nous disons tantét que nos impressions ont
changé parce que les objets qui les produisaient ont
subi quelque changement d’4tat et tantst que nos
impressions ont changé parce que les objets ont subis
un déplacement. Quel ‘est le fondement de cette

distinction ?

Une sphére dont un hémisphére est bleu et 'autre
rouge tourne sur elle-méme devant nos yeux et montre

d’abord un hémisphére bleu et ensuite un hémisphére -

rouge. Un liquide bleu contenu dans un vase subit une
réaction chimique qui le fait devenir rouge. Dans les
-deux cas Iimpression de bleu a été remplacée par celle
de rouge. Pourquoi le premier de ces changements
-est-il classé parmi les déplacements et le second parmi
les changements d’état? Evidemment parce que dans
le premier cas il me suffit de tourner autour de la-
sphere pour me placer de nouveau vis-a-vis de 'autre

—_ 12 —
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‘hémisphére et éprouver ainsi une seconde fois 1'im-

pression de bleu. - _ ]
" Un objet se déplace devant mon il et son image
qui se formait d’abord au centre de ma rétine se forme
maintenant sur le bord. La sensation qui m’était
apportée par une fibre nerveuse partant du’ centre de .

la rétine est remplacée par une autre sensation qui

m’est apportée par une fibre partant du bord de la
rétine. Ces sensations me sont amenées par deux |
nerfs différents. Elles doivent m’apparaitre comme -
qualitativement différentes, et, s’il n’en était pas ainsi,
comment pourrais-je les distinguer? '
Pourquoi alors suis-je amené 3 penser que c’est
la méme image qui s’est déplacée? Est-ce parce que
P'une de ces sensations succéde souvent i ['autre?

- Mais des successions analogues sont fréquentes. Ce

sont elles qui font naitre toutes nos associations
d’idées et nous n’en concluons ordinairement pas
qu’elles sont dues au déplacement d’un objet quali-
tativement invariable.

Mais ce qui arrive dans ce cas, c’est que nous.
pouvons suivre lobjet de I'eil et, par un déplacement _
de I'eil qui est généralement volontaire et accompagné
de sensations musculaires, ramener P'image au centre

de la rétine et rétablir ainsi la sensation primitive.

Je conclurai donc comme il suit : |

Parmi les changements que subissent nos im-
pressions, nous distinguons deux classes :

1° Les premiers sont indépendants de notre vo-
lonté et ne sont pas accompagnés de sensations muscu-

laires. Ce sont des changements externes, pour ainsi
dire.

— 13—
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ression de I’hémisphére jaune succédera i celle du
ert comme auparavant celle du rouge succédait 2
celle du bleu. Pour la méme raison je regarderai ce
ouveau changement externe comme un déplacement,

20 Les autres sont volontaires et accompagnés

Nous observons ensuite que dans certains ¢
lorsqu’un changement externe a modifié nos impress

sions, nous pouvons, en provoquant volontairement vchangements externes sont dus au méme déplacement,
un changement interne, rétablir nos impressions’ pris : c’est-a-dire 4 une rotation. Cependant, il n’y a pas de
mitives. Le changement externe peut donc &treng rapport entre l'impression ‘de P’hémisphére jaune et.
corrigé par un changement interne. Les changemes : celle du rouge, pas plus qu'il 2’y en a entre celle de
externes péuvent étre, par conséquent, subdivisés én’gs hémisphére bleu et celle du vert, et je n’ai aucune
deux classes : - N raison de dire qu’il existe entre le jaune et le vert la

1° Les changements qui sont susceptibles d’&tre
corrigés par un changement interne. Ce sont |
déplacements. '

2° Les changements qui n’en sont pas suscep
tibles. Ce sont les changements d’état. >

Un étre qui ne pourrait pas se mouvoir serai
incapable de faire cette distinction. Un tel étre, par3
conséquent, ne pourrait jamais créer la geéométrie,
méme si ses sensations -étaient variables et méme si
les objets qui ’entourent étaient mobiles. '

b

au rouge, et ensuite celui du vert au jaune, doivent étre
“considérés comme identiques ? Tout simplement parce
-qu’ils ont provoqué les mémes sensations musculaires ;
‘€t pour cela je n’ai pas besoin de connaitre d’avance:
la géométrie et de me représenter les mouvements de
mon corps dans I’espace géométrique. '
Ainsi plusieurs changements externes qui- n’ont
en eux-mémes rien de commun peuvent étre corrigés
par le méme changement interne. Je les rassemble
-dans la méme classe et les considére comme le méme
~déplacement. ' '
‘ Une classification analogue peut étre faite en ce
.qui concerne les changements internes. Tous les chan-
gements internes ne sont pas capables de corriger un
<hangement externe. Seuls ceux qui en sont. capables

CLASSIFICATION DES DEPLACEMENT

Une sphére dont un hémisphére est bleuet
l'autre rouge tourne sur elle-méme devant moi e
me présente d’abord son cété bleu et ensuite son ¢t
rouge. Je regarde ce changement externe comme uni
déplacement parce que je peux le corriger par un chan-
gement interne, c’est-a-dire en tournant autour d
la sphére. Répétons 'expérience avec une autre sphére
dont un hémisphére est vert et I’autre jaune. L’im:

— 14— — 15—
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‘peuvent étre appelés déplacements. D’autre part, le

méme changement externe peut étre corrigé par diffé:-
rents changements internes. Une personne qui saurait
la géométrie pourrait exprimer cette idée en disant
que mon corps peut aller de la position A i la position B

par plusieurs chemins différents. Chacun de ces che- -
‘mins correspond 4 une série de sensations musculaires

et pour le moment je n’ai pas connaissance d’autre
chose que de ces sensations musculaires. Il n'y a pas
de ressemblance entre deux de ces séries et si je les
considére néanmoins comme représentant le méme
déplacement, c’est parce qu’elles sont susceptibles de
corriger le méme changement externe. _

La classification qui précéde suggére deux ré-
flexions ;- ' ) '

19 La classification n’est pas une donnée brute
de l'expérience, parce que la compensation men-
tionnée plus haut des deux changements, I'un interne
et 'autre externe, n’est jamais exactement réalisée.
C’est donc une opération active de I'esprit qui essaie

d’insérer les résultats bruts de ’expérience dans une.
forme préexistante, dans une catégorie. Cette opération

consiste 3 identifier deux changements parce qu’ils
possédent un caractére commun, et cela malgré qu'ils
ne le possédent pas exactement. Néanmoins, le fait
méme que D'esprit ait I'occasion d’accomplir cette
opération est dii & I'expérience, car 'expérience seule
peut lui apprendre que la compensation s’est appro-
ximativement produite. '

2° La classification nous ameéne en outre 4 recon-
naitre I'identité de deux déplacements et il en résulte

‘qu'un déplacement peut étre répété deux ou plusieurs - -

DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE

fois. C’est cette circonstance qui introduit le nombre
et permet la mesure 12 ol régnait auparavant la pure
qualité. ‘

INTRODUCTION DE LA NOTION DE GROUPE

Que nous soyons capables d’aller plus loin est dii

"au fait suivant dont I'importance est capitale.

I est évident que si nous considérons un change-
ment A et le faisons suivre d’'un autre changement B,
nous sommes libres de regarder Pensemble des deux
changements A suivi de B comme un seul changement
qui peut s’écrire A4B et peut étre appelé le change-

~ment résultant. (Il va sans dire que A+B n’est pas

nécessairement identique & B--A). Il ¢én résulte alors
que si deux changements A et B sont des déplacements,
le changement A+B est aussi un déplacement. Les
mathématiciens expriment cela en disant que Pensemble
des déplacements forme un groupe. §’il n’en était pas
ainsi il n’y aurait pas de géométrie.

Mais comment savons-nous que Vensemble des
déplacements est un groupe ? Est-ce par un raisonne-
ment a priori? Est-ce par expérience ? On est tenté de
raisonner a priori et de dire : si le changement externe A
est corrigé par le changement interne A’, et le change-
ment externe B par le changement interne B’, le
changemient externe résultant A+B sera corrigé par
le changement interne résultant B’4-A’. Donc ce
changement résultant est par définition un déplacement,
ce qui revient & dire que P'ensemble des déplacements
forme un groupe.

Mais ce raisonnement est sujet 3 plusieurs objec-
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tions. Il est clair que les changements A et A’ se com-
pensent, c’est-3-dire que si ces deux changements se
succédent, je retrouverai mes impressions primitives —,
résultat que je peux écrire comme il suit :

' ' A4-A’=0

Je vois également que B+B’=0. Ce sont ces
hypotheéses que j’ai faites au début et qui m’ont servi
4 définir les changements A, A’, B et B’. Mais est-il

certain que nous aurons encore B-}-B’=0 apres les
deux charigements A et A’? Est-il certain que ces deux

premiers changements se compensent d’une maniére -

telle qu’aprés eux, non seulement je retrouverai mes
impressions primitives, mais que les deux changements
B et B’ retrouveront toutes leurs propriétés initiales
et en particulier celle de se compenser mutuellement ?
Si nous admettons cela, nous pourrons en conclure
que je retrouverai mes impressions primitives quand
les quatre changements se suivront dans ’ordre

A,A’,B,B;

mais non pas qu’il en sera encore de méme quand ils

se succéderont dans Vordre
A,B, B’ A’

Et ce n’est pas tout. Si deux changements externes

« et] o’ sont regardés comme identiques sur la base de
la convention adoptée plus haut, ou, en d’autres termes,
sont susceptibles d’étre corrigés par le méme change-
ment interne A ; si, d’autre part, deux autres change-
ments externes g et ' peuvent étre corrigés par le
méme changement interne B et peuvent par conséquent

étre regardés aussi comme identiques, avons-nous le

— I8 —
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droit de conclure que les deux changements «+48 et
« 4 f sont susceptibles d’étre corrigés par le méme
changement interne et sont par conséquent identiques ?
Une telle proposition n’est aucunement évidente, et,

'si.elle est vraie, elle ne peut étre le résultat d’un.

raisonnement a priori.

Par conséquent, cette série de propositions, que
je résume en disant que les déplacements forment un -
groupe, ne nous est pas donnée par un raisonnement .
a priori. Sont-elles donc un résultat d’expérience? On
est enclin 2 admettre qu’elles le sont; et cependant .

~.on a un sentiment de véritable répugnance 4 Ie faire.

Des expériences plus précises ne peuvent-elles pas

. prouver un jour que la loi énoncée plus haut n’est

qu’approximative? Et alors qu’adviendra-t-il de la
géométrie ? '

Mais nous pouvons étre tranquilles sur ce point.
La géométrie est & I'abri de toute révision ; aucune

_expérience, si précise soit-elle, ne peut la renverser.

Si cela se pouvait, il y a longtemps que ce serait fait.
Nous savons depuis longtemps que toutes les soi-
disant lois expérimentales ne sont que des approxima-
tions et des approximations grossiéres.

Que faut-il donc faire ? Quand I'expérience nous

- apprend qu’un certain phénoméne ne correspond pas

du tout aux lois indiquées, nous P'effagons de la liste
des déplacements. Quand elle nous apprend qu’un
certain changement ne leur obéit qu’approximativement,
nous considérons ce changement, par une convention

artificielle, comme la résultante de deux autres chan-
- gements composants. Le premier composant est regardé
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‘comme un déplacement satisfaisant rigoureusement aux
lois dont je viens de parler, tandis que le second com-~
posant, qui est petit, est regardé comme une altération
qualitative. Ainsi nous disons que les solides naturels
ne subissent pas seulement de grands changements de
position, mais aussi de petites flexions et de petites
dilatations thermiques.

Par un changement externe « par exemple, nous
passons de Uensemble d’impressions A 4 Pensemble B.
Nous corrigeons ce changement par un changement
interne volontaire g et nous sommes ramenés i 'en-
semble A. Un nouveau changement externe «’ nous fait
passer de nouveau de Vensemble A 4 'ensemble B. Nous
devons nous attendre alors 4 ce que ce changement «
puisse 4 son tour étre corrigé par un autre changement
interne volontaire £ qui provoquerait les mémes
sensations musculaires que g et qui raménerait ’en-
semble d’impressions A. Si l'expérience ne confirme
pas cette prédiction, nous ne sommes pas embarrassés.
Nous disons que le changement «’, bien qu'il nous ait
fait, comme «, passer de 'ensemble A a V’ensemble B,
n’est cependant pas identique au changement a«. Si
notre prédiction ne se confirme qu’approximativement,
nous disons que le changement «” est un déplacement
identique au déplacement «, mais accompagné d’une
légére aitération qualitative. _

En résumé, les lois en question ne nous sont pas
imposées par la nature, mais sont imposées par nous
4 la nature. Mais si nous les imposons 4 la nature, c’est
parce qu’elle nous permet de le faire. Si elle offrait
trop de résistance, nous chercherions dans notre arse-
nal une autre forme qui serait pour elle plus acceptable.

— 20—
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CONSEQUENCES DE L’EXISTENCE
DU GROUPE

Ce premier fait que les déplacements forment un
groupe, contient en germe une foule de conséquences
importantes. L’espace doit é&tre homogéne ; c’est-a-dire
que tous ses points sont capables de jouer le méme
role. L’espace doit étre isotrope ; c’est-a-dire que
toutes les directions qui partent du méme point doivent
jouer le méme réle. , .

Si un déplacement D me transporte d’un point
3 un autre ou change mon orientation, je doid étre, apres.
ce déplacement D, encore capable des mémes mouve-
ments qu’avant le déplacement D, et ces mouvements.
doivent avoir conservé leurs propriétés fondamentales
qui m’ont permis de les classer parmi les déplacements.
S’il n’en était pas ainsi, le déplacement D suivi d’un
autre déplacement ne serait pas équivalent % un troi-
sitme déplacement ; en d’autres termes, les déplace-
ments ne formeraient pas un groupe.

Ainsi le nouveau point auquel j’ai été transporté
joue le méme rdle que celui auquel j’étais initialement ;
ma nouvelle orientation joue aussi le méme réle que
’ancienne ; P'espace est homogéne et isotrope.

Etant homogéne il sera illimité ; car une catégorie
qui est limitée ne saurait étre homogéne puisque ses
frontiéres ne pourraient pas jouer le méme réle que
son centre. Mais cela ne veut pas dire qu'’il est infini ;
car la sphére est une surface sans frontidre et cependant
elle est finie. Toutes ces conséquences sont contenues

- en germe dans le fait que nous venons de découvrir.
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Mais nous sommes encore incapables de les percevoir
parce que nous ne savons pas encore ce que c’est

'qu’une direction ni méme ce que c’est qu’un point.’

PROPRIETES DU GROUPE

Nous avons maintenant 3 étudier les propriétés
du groupe, Ces propriétés sont purement formelles.
Elles sont indépendantes de toute qualité et en parti-
culier de la nature qualitative des phénoménes qui
constituent le changement auquel nous avons donné le
nom de déplacement. Nous avons remarqué plus haut
que nous’ pouvions considérer deux changements
comme représentant le méme déplacement bien que

. les phénoménes correspondants soient qualitativement
tout  fait différents. Les propriétés de ce déplacement
restent les mémes dans les deux cas ; ou du moins les
seules propriétés qui nous intéressent, les seules qui
soient susceptibles d’étre &tudides mathématiquement
sont celles dans lesquelles la qualité n’intervient
aucunement. Une courte digression est ici nécessaire
pour rendre ma pensée compréhensible. Ce que les

~mathématiciens appellent un groupe est l'ensemble

d’un certain nombre d’opérations et de toutes les
combinaisons qui peuvent étre formées avec elles. Dans
le groupe qui nous occupe nos opérations sont des
déplacements, 1l arrive parfois que deux groupes con-
tiennent des opérations qui sont entitrement diffé-
rentes quant A leur nature, et que néanmoins ces
opérations s¢ combinent suivant les mémes lois. Nous
disons alors que les deux groupes sont isomorphes.

Les différentes permutations de six objets forment
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un groupe et les propriétés de ce groupe sont indépen-
dantes de la nature des objets. Si au lieu de six objets
matériels nous prenons six lettres' ou méme les six

faces d’un cube, nous obtenons des groupes qul diffe- -

rent quant 4 la matiére dont ils sont composés, mais
.qui sont tous isomorphes les uns avec les autres.
Les propriétés dites formelles sont celles qui sont

~communes 1 tous les groupes isomorphes. Si je dis, par

exemple, que telle ou telle opération répétée trois fois

est équivalente 4 telle ou telle autre répétée quatre

fois, J’ai énoncé une propriété formelle, entiérement
indépendante de la qualité. De telles propriétés for-
melles sont susceptibles d’étre étudiées mathématique-
ment. On doit donc les énoncer sous forme de propo-
sitions rigoureuses. D’un autre c6té, les expériences
qui servent 4 les vérifier ne peuvent jamais étre qu’ap-
prochées. C’est dire que les expériences en question
ne peuvent jamais étre le véritable fondement de ces
propositions. Nous avons en nous, en puissance,, un
certain nombre de modéles de groupes et 'expérience
nous aide seulement 4 découvrir lequel de ces modéles

s’écarte le moins de la réaiité.

CONTINUITE

Nous observons d’abord que le groupe est continu.
Voyons ce que cela veut dire et comment le fait peut
étre établi,

Le méme déplacement peut étre répété deux fois,
trois fois, etc. Nous obtenons ainsi différents depla-
cements qui peuvent étre regardés comme des multiples
du premler. Les multiples du méme déplacement D
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forment un groupe ; car la succession de deux de ces
multiples est encore un multiple de D. De plus, tous.
ces multiples sont échangeables; (vérité qu’on
exprime en disant que le groupe qu’ils forment est un
faisceau) ; c’est a4 dire qu’il est indifférent que nous.

répétions D d’abord trois fois et ensuite quatre fois

ou d’abord quatre fois et ensuite trois fois. Clest 13
un jugement analytique a priori, une pure tautologie.
Ce groupe des multiples de D n’est qu’une partie du
groupe total. C’est ce qu’on appelle un sous-groupe.
Nous découvrons bientét qu’un déplacement
quelconque peut toujours étre divisé en deux, trois ou

un nombre quelconque de parties ; je veux dire que
nous pouvons toujours trouver un autre déplacement

qui, répété deux, trois fois, reproduira un déplacement
donné. Cette divisibilité 4 I'infini nous conduit natu-

rellement 4 la notion de la continuité mathématique ;

cependant les choses ne sont pas aussi simples qu’elles.
le paraissent 4 premiére vue.

Nous ne pouvons pas prouver cette divisibilité 2
Pinfini directement. Quand un déplacement est trés
petit, il est imperceptible pour nous. Quand deux
déplacements différent trés peu, nous ne pouvons pas
les distinguer. Si un déplacement D est extrémement
petit, ses multiples consécutifs seront indiscernables.

Il peut arriver alors que nous ne puissions pas distin-

guer g D de 10 D, ni 10 D de 11 D, mais que nous
puissions néanmoins distinguer 9 D de 11 D. Si nous
voulions transcrire ces données brutes de I'expérience
en une formule, nous écririons
9 D=10D, 10 D=11 D, g D< 11 D.
Ce serait 14 la formule du continu physique. Mais
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une telle formule répugne A la raison. Elle ne corres—
pond 4 aucun des modéles que nous portons en nous..
Nous échappons 4 ce dilemme par un artifice ; et A ce
continu physique — ou si vous préférez & ce contlbnlu.
sensible qui se présente sous une forme intolérable
pour nos esprits —, nous substituons le contmu..‘
mathématique. Séparant nos sensations de ce quelque
chose que nous appelons leur cause, nous admettons-
que le” quelque chose en question se conforme au
modéle gue nous portons en nous et que nos sensations-
s’en écartent seulement 2 cause de leur grc_;ssxereté.

Le méme procédé revient chaque fois que nous
soumettons 2 la mesure les données de nos sens ; il est
notamment applicable 4 I’étude des déplacements. Du.
point que nous avons atteint .malnter_lant,.nous pouy‘on_s-
rendre compte de nos sensations de plusieurs manicres.
différentes. ’

1° Nous pouvons supposer que chaque déplace--
ment fait partie d’un faisceau formé de.tous les mul-
tiples d’un certain petit déplacement, beaucoup trop-
petit pour étre pergu par nous. Nous aurions al'ors un
faisceau discontinu qui nous’ donnerait Pillusion de
la continuité physique parce que nos sens grossiers.
seraient incapables de discerner deux éléments consé--
cutifs quelconques du faisceau.

20 Nous pouvons supposer que chaque déplace--
ment fait partie d’un faisceau plus complexe et plus.
riche. Tous les déplacements dont ce faisceau se com-

pose seraient échangeables. Deux quelconques.

d’entre eux seraient des multiples d’un autre déplace-
ment plus petit qui ferait lui-méme partie du faisceau

et qui pourrait étre regardé comme leur plus grand
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«<commun diviseur. Enfin tout déplacement du faisceau
pourrait étre divisé en deux, trois ou un nombre
-quelconque de parties, dans le sens que j’ai donné plus
haut 4 ce mot et le diviseur ferait encore partie du
faisceau. Les' différents déplacements du faisceau
seraient. pour ainsi dire, commensurables ’'un avec
Pautre. A chacun d’eux correspondrait un nombre

commensurable et vice-versa. Ce serait donc déja une

sorte de continu mathématique ; mais cette continuité
serait encore imparfaite, car il n’y aurait rien qui
correspondit aux nombres incommensurables,

3° Noys pouvons supposer enfin que notre fais~
‘ceau est parfaitement continu. Tous ses déplacements
sont échangeables: A chaque nombre commensurable
‘ot incommensurable correspond un déplacement et
wvice versa. Le déplacement correspondant au nombre
n a nest pas autre chose que le déplacement corres-
~pondant au nombre @ répété # fois. '

Pourquoi est-ce la derniére de ces trois solutions
‘qui a été adoptée ? Les raisons de ce choix sont com-
plexes. ' ,

1° Il a été établi par 'expérience que les déplace-
ments qui sont suffisamment grands peuvent étre
divisés par un nombre quelconque ; et comme les
instruments de mesure ont augmenté de précision, cette
divisibilité¢ a été démontrée pour des déplacements
beaucoup plus petits, 3 I’égard desquels elle semblait
d’abord douteuse. Nous avons ainsi été conduits par
induction 4 supposer que cette divisibilité est une
propriété de tous les déplacements, si petits qu'’ils
soient, et en conséquence 2 rejeter la premiére solution
-t & nous décider en faveur de la divisibilité & I’infini.

' DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE

2° La premiére solution, comme la séconde, est
incompatible avec les autres propriétés du groupe, que:
nous connaissons par d’autr.e§‘ expériences. ;]_exph-
querai cela plus loin. La troisiéme solution s impose:
donc i nous par ce fait seul. Le contraire pourrait étre
arrivé. Il aurait pu se faire que les propriétés du groupe-
fussent incompatibles avec la continuité. Alors nous.
aurions sans doute adopté la premiére solution. -

SOUS-GROUPES

La plus importante des propriétés formelles d’un
groupe est 1’existence des sous-groupes. 11 ne faut pas
supposer qu’il peut étre formé autant de sous-groupes
que nous voulons et qu’il suffit de décou’per un groupe
d’une maniére arbitraire, comme on découperait une
argile inerte, pour obtenir un sous-groupe. Si deux
déplacements sont pris au hasard dans un groupe, ’11.
sera nécessaire, pour en foriner un sous-groupe, d’y
joindre toutés leurs combinaisons et dans la Blupart
des cas, il arrive qu'en combinant ces deux déplace-
ments de toutes les maniéres possibles, nous retrouvons.
finalement le groupe primitif dans sa forme initiale
. intacte. Ainsi il peut arriver qu’un groupe ne contienne

sous-groupe.
P (g:ependfnt lei groupes se distinguent les uns des
autres, au point de vue formel, par le nombre de sous-

groupes qu’ils contiennent et par les rapports des
sous-groupes entre eux. Un examen superficiel du

groupe des déplacements montre -tout de suite qu’il
contient quelques sous-groupes. Un examen plus
approfondi les découvrira tous. Nous verrons que
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armi ces sous-groupes, il y en a qui sont : 1° continus
?

C’est-2-dire dont tous les déplacements sont divisibles-

4 linfini; 29 discontinus, c’est-a-dire dont aucun

déplacement n’est divisible 4 I'infini ; 3° mixtes, c’est-

A-dire dont certains déplacements sont divisibles 2
Tinfini et d’autres ne le sont pas. '

D’un autre point de vue, nous distinguerons,
parmi nos sous-groupes, les faisceaux dont les dépla-
cements sont tous échangeables et les sous-groupes
‘qui ne possédent pas cette propriété.

Une autre manitre de classer les déplacements et
les sous-groupes est la suivante : '

Considérons deux déplacements D et D’. Soit D”
un troisiéme déplacement défini comme la résultante
du déplacement D’, suivi du déplacement D, suivi lui-
méme du déplacement inverse de D’. Nous appellerons
<ce déplacement D” le transformé de D par D’.

Du point de vue formel tous les transformés du
‘méme déplacement sont en quelque sorte équivalents ;
ils jouent le méme réle ; les Allemands disent qu’ils
sont gleichberechtigt. Ainsi (s'il m’est permis pour un
instant d’employer 4 Pavance le langage ordinaire de la
géométric que nous sommes censés ne pas savoir

encore) deux rotations de 60° sont gleichberechtipt,
-deux déplacements hélicoidaux du méme pas et de la

méme fraction de spire sont gleichberechtigt.
Les transformés de tous les déplacements d’un

'sous-groupe g par le méme déplacement D’ forment

un nouveau sous-groupe que nous appellerons le

‘transformé du sous-groupe g par le déplacement D’.

Les différents transformés du méme sous-groupe,
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- jouant le méme réle au point de vue formel, sont
gleichberechtigt.

' 1l arrive généralement que beaucoup des trans-
formés du méme sous-groupe sont identiques; il
arrivera méme quelquefois que tous les transformeés
d’un sous-groupe soient identiques les uns aux autres
et identiques au sous-groupe primitif. On dit alors que
e sous-groupe est invariant (ce qui arrive, par exem-
ple, dans le cas du sous-groupe formé de toutes les
translations). L’existence d’un. sous-groupe invariant
st une propriété formelle de la plus haute importance.

- SOUS-GROUPES ROTATIFS

Le nombre des sous-groupes est infini ; t.ou‘te'fois
ils peuvent étre divisés en un nombre assez limit¢ de
classes dont je ne veux pas donner ici une énumération
compléte. Mais nous ne percevons pas tous ces sous-
groupes avec la méme facilité. Certains d’entre eux
n’ont été découverts que tout récemment. Leur exis-
tence n’est pas une vérité intuitive. Sans doute, elle
peut se déduire des propriétés fondamentales du grou-
pe, de propriétés qui sont connues de tout le monde
et qui sont, pour ainsi dire, le patrimoine commun de
tous les esprits, sans doute elle y est contenue en
germe ; cependant ceux qui ont démontré leur exis-
tence ont senti 2 juste titre qu'ils avaient fait une décou-
verte et ont souvent été obligés d’écrire de longs
‘mémoires pour parvenir 4 leurs conclusions.

D’autres - sous-groupes, au contraire, nous sont
connus d’une maniére bien plus immédiate. Sans
beaucoup de réflexion chacun croit en avoir une intui-
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tion directe et I'affirmation de'leur existence constitue
les axiomes d’Euclide. Comment se fait-il que certains
sous-groupes ont tout de suite attiré 1’attention .tand:
que d’autres ont échappé a toute recherche pendan
beaucoup plus longtemps? Nous allqns explique

Un corps solide ayant un point ﬁxe',_ tourne devan )
nos yeux. Son image se peint sur notre rétine et chacune
des fibres du nerf optique nous transmet une impressio
mais 2 cause du mouvement du corps solide cette
impression est variable. Une de ces fibres, ce,pendant,,:
nous transmet une impression constante. C’est c?lleA
a D'extrémité de laquelle I'image du point fixe s’est
formée. Nous avons ainsi un changement qui fait
varier certaines sensations, mais en laisse d autres
invariables. C’est une propriété du déplacement, mais
a4 premiére vue il n’apparait pas que ce soit une pro-

priété formelle. Il semble qu’elle fasse partie des

caractéres qualitatifs des sensations percues. Nous

allons voir cependant que nous pouvons en dégager -

4
une propriété formelle et pour rendre ma pensée plus
claire, je vais comparer ce qui se passe dans ce cas avec

ce qui arrive dans une autre circonstance qui est ana- - i

logue en apparence.

Je suppose qu’un certain corps se meut devant

. . ,
mes yeux d’une maniére quelconque, mais qu’une
) s 3
certaine région de ce corps est peinte d’une couleur
suffisamment uniforme pour ne pas laisser discerner

d’ombres. Disons qu’elle est rouge. Si les mouvements

ne sont pas de trop grande amplitude et si la yégion
rouge est suffisamment étendue, certaines parties de

la rétine resteront constamment dans I'image de cette .

— 30 —

- " cas. Revenons au premier. Nous assistions 1 un’

"~ que le premier. C’est 13 un nouveau changement

DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE

_région, certaines fibres nerveuses me transmettront
.constamment P'impression du rouge, le déplacement
‘aura laissé certaines sensations invariables, '

Mais il y a une différence essentielle entre les deux

changement externe dans lequel certaines sensations A -
ne changeaient pas, tandis que d’autres sensations B
changeaient. Nous pouvons corriger ce changement
" externe par un changement interne et dars cette correc~
tion les sensations A restent cependant invariables.
Mais voici maintenant un nouveau corps solide qui
tourne devant nos yeux et subit les mémes rotations

externe qui peut étre entiérement différent du premier
'd’un point de vue qualitatif, parce que le nouveau
corps qui tourne peut étre peint de nouvelles couleurs
- Ou parce que nous sommes avertis de sa rotation par
le toucher et non par la vue. Nous découvrons cepen-
dant que c’est le méme déplacement parce qu’il peut
étre corrigé par le méme changement interne. Et nous
découvrons aussi que, dans le nouveau changement
externe, certaines sensations A’, (peut-étre totalement
différentes de A), sont restées invariables, tandis que
d’autres sensations B’ ont varié. Ainsi cette propriété
de conserver certaines sensations nous apparait fina-
lement comme une propriété formelle indépendante
de la nature qualitative de ces sensations,

Passons au second exemple. Nous avons d’abord
un changement externe dans lequel une certaine sen-
sation C, une sensation de rouge, est demeurée cons-
tante. Supposons qu’un autre corps solide, peint
différemnient, subisse le méme déplacement. Voici un -
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nouveau changement externe, et nous savons qu'il’

représente le méme déplacement, parce que nous

pouvons le corriger par le méme changement interne,

Nous découvrens généralement que dans ce nouveau
changement externe, il n’arrive pas que certaines
sensations demeurent constantes.' Ainsi la conservation
de la sensation C nous apparaitra seulement comme

une propriété accidentelle, liée 4 la nature qualitative

de la sensation.

Nous sommes ainsi conduits 4 distinguer parmi les’ .

déplacements ceux qui conservent certaines sensations.
L’ensemble des déplacements qui conservent ainsi un
systtme donné de sensations forme évidemment un

sous-groupe que nous pouvons appeler sous-groupe .-

rotatif. )
Telle est la conclusion que nous tirons de ’expé-

rience. Il est inutile de faire ressortir combien P'expé--

rience est grossiére et combien d’autre part la conclu-
sion est précise. L’expérience ne peut donc pas nous
imposer la conclusion, mais elle suffit 4 nous la suggérer.
Elle suffit 3 montrer que, de tous les groupes dont les
modeéles préexistent en nous, les seuls que nous
puissions adopter en vue d’y rapporter nos sensations
sont ceux qui contiennent un tel sous-groupe.

A c6té du sous-groupe rotatif, considérons ses
transformés qui peuvent aussi étre appelés sous-grou-
pes rotatifs. (Sous-groupe de rotations autour d’un
point fixe.) Par de nouvelles expériences, toujours trés
grossiéres, il apparait alors : :

1° Que deux sous-groupes rotatifs quelconques

ont des déplacements communs ;
2° Que ces déplacements communs, tous échan-
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geables entre eux, forment un faisceau qui peut étre

appelé faisceau rotatif. (Rotations autour d’un axe
fixe.) : : ' '

3° Qu’un faisceau rotatif quelconque fait partie

non seulement de deux sous-groupes rotatifs, mais
d’une infinité, :

C’est. 1a l'origine de la notion de ligne droite
comme le sous-groupe rotatif était lorigine de la
notion de point. - . o

Considérons maintenant tous les déplacements
d’un faisceau rotatif. Si nous considérons un dépla-

' cement quelconque, il ne sera pas, en général, échan- -
- geable avec tous les déplacements du faiscean, mais--

nous découvrirons bientdt qu’il existe des déplace-
ments qui sont échangeables avec tous ceux du faisceau
rotatif et qu’ils forment un sous-groupe plus vaste
qui peut étre appelé sous-groupe hélicoidal. (Combi-
naisons de rotations autour d’un axe et de translations
paralleles & cet axe). Cela est évident si I’on observe
qu’une ligne droite peut glisser le long d’elle-méme.

Enfin, nous tirons des mémes observations gros-
siéres des propositions telles que les suivantes :

Tout déplacement suffisamment petit et faisant
partie d’un sous-groupe rotatif donné, peut toujours
étre décomposé en trois autres, appartenant respecti-
vement 2 trois faisceaux rotatifs donnés. Tout dépla-
cement échangeable avec un sous-groupe rotatif fait
partie de ce sous-groupe. :

Tout déplacement suffisamment petit peut tou-
jours étre décomposé en deux autres, appartenant
respectivement 4 deux sous-groupes rotatifs donnés
ou A six faisceaux rotatifs donnés. -
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Je reviendrai plus tard en détail sur Porigine de
ces diverses propositions. '

SOUS-GROUPES TRANSLATIFS

Avec ces propositions, nous sommes en mesure,
non pas de construire la géométrie d’Euclide, mais de
. . . » . ’ » *
limiter notre choix 4 un choix entre la géométrie

d’Euclide et celles de Lobatchewsky ou de Riemann. -

Pour aller plus loin, nous avons besoin d’une nouvelle
proposition ‘qui prenne la place du postulatum des
paralléles. La proposition qui en tiendra lieu sera
I’affirmation de 'existence d’un sous-groupe invariant
dont tous les déplacements sont échangeables et qui
est formé de toutes les translations.

C’est 14 ce qui détermine notre choix en faveur
de la géométrie d’Euclide, parce que le groupe qui
correspond 2 la géométrie de Lobatchewsky ne contient
pas un tel sous-groupe invariant,

NOMBRE DES DIMENSIONS

Dans la théorie ordinaire des groupes, nous
distinguons l'ordre et le degré. Supposons d’abord

le cas le plus simple, celui d’un groupe formé par

différentes permutations entre certains objets. Le nom-
bre des objets est appelé le degré ; le nombre des
permutations est appelé 'ordre du groupe. Deux tels
groupes peuvent étre isomorphes et leurs permutations
peuvent se combiner suivant les mémes lois sans que
leur degré soit le méme. Ainsi considérons les diffé-
rentes mani¢res dont un cube peut étre superposé A
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lui-méme. Les sommets peuvent étre échangés I’'un
avec P’autre comme peuvent P’étre aussi les faces et les
arétes ; d’oz résultent trois groupes de permutations
qui sont évidemment isomorphes entre eux ; mais leur
degré peut étre huit, six ou douze, puisqu’il y a huit
sommets, six faces et douze arétes.

D’autre part deux groupes isomorphes entre eux
ont toujours le méme ordre. Le degré est, pour ainsi-
dire, un élément matériel et Iordre un élément formel
dont I'importance est bien plus grande. La théorie
de deux groupes de degré différent peut étre la méme
en ce qui concerne ses propriétés formelles ; exacte-
ment comme la théorie mathématique de I'addition
de trois vaches et quatre vaches est identique 4 cefle de
trois chevaux et quatre chevaux, ,

Quand nous passons aux groupes continus les
définitions de I'ordre et du degré doivent &tre modifiées,
mais sans en sacrifier l'esprit, Les mathématiciens sup-
posent ordinairement que Pobjet des opérations du
groupe est un ensemble d’un certain nombre 7 de quan-
tités susceptibles de varier d’une maniére continue,
lesquelles quantités sont appelées coordonnées. D’autre
part, toute opération du groupe peut étre regardée
comme faisant partie d’un faisceau analogue au faisceau

- rotatif et comme un multiple d’un ordre trés élevé

d’une opération infinitésimale dppartenant au méme
faisceau. En outre, toute opération infinitésimale du
groupe peut étre décomposée en k autres opérations
appartenant 2 % faisceaux donnés. Le nombre # des

coordonnées (ou des dimensions) est alors le degré et le
nombre % des composantes d’une opération infinité-
simale est ordre. Ici encore deux groupes isomorphes
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- peuvent avoir des degrés différents, mais doivent étre

du méme ordre. Ici encore le degré est un élément
relativement matériel et secondaire et I'ordre un élé-
ment formel. Etant donné les lois établies plus haut, le
groupe de déplacements que nous considérons est ici
du sixi¢me ordre; mais son degré est encore inconnu.
Ce degré nous sera-t-il donné immédiatement?

Les déplacements, comme nous ’avons vu, corres-
pondent 4 des changements dans nos sensations et si
nous distinguons dans notre groupe entre la forme et la
matiére, la matiére ne peut pas étre autre chose que ce
que les déplacements font changer, c’est-a-dire nos
sensations. Méme si nous supposons que ce que nous
avons appelé plus haut espace sensible fit déja cons-
truit, la matiére du groupe sera représentée par autant
de variables continues qu’il y a de fibres nerveuses ;
le « degré » de notre groupe serait extrémement
grand. L’espace n’aurait pas trois dimensions, mais
autant qu’il y a de fibres nerveuses. Telle est la consé-
quence 3 laquelle nous arrivons si nous considérons

comme mati¢re de notre groupe ce qui nous est immé- -

diatement donné. Comment échapperons-nous a la
difficulté ? Evidemment en remplagant le groupe qui
nous est donné, avec sa forme et sa matiére, par un
autre groupe isomorphe dont la mati¢re est plus simple.

Mais comment cela peut-il se faire? Précisément
grice 3 cette circonstance que les déplacements qui
conservent certains éléments sont les mémes que ceux
qui conservent certains autres éléments. Nous conve-
nons alors de remplacer tous ces éiéments qui sont
conservés par les mémes déplacements par un seul
élémient qui n’a qu’une valeur purement schématique.

DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE

D’oli résulte une réduction considérable du degré.
Je vois par exemple un corps solide tournant.
autour d’un point fixe. Les parties voisines du point
fixe sont peintes en rouge. C’est un déplacement. et
dans ce déplacement je percois que quelque chose

- demeure invariable —, 4 savoir la sensation de rouge
- qui m’est transmise par une certaine fibre du nerf

optique. Quelque temps aprés, je vois un autre corps -
solide tournant autour d’un point fixe. Mais les parties
voisines du point fixe sont peintes en vert. Les sensa-
tions éprouvées sont en elles-mémes tout 4 fait diffé--
rentes, mais je percois que c’est le méme déplacement
parce qu'il peut étre corrigé par le méme changement
interne. Ici encore quelque chose reste invariable ;
mais ce quelque chose est entiérement différent au
point de vue matériel ; c’est la sensation de vert trans-
mise par une certaine fibre nerveuse.

Ces ‘deux choses qui sont matériellement si diffé-
rentes, je les remplace schématiquement par une seule
chose que jappelle un point et j’exprime ma pensée
en disant que dans un cas comme dans l'autre un
point du corps est demeuré fixe. Ainsi chacun de nos
nouveaux éléments sera ce qui est conservé par tous
les déplacements d’un sous-groupe ; & chaque sous-

- groupe correspondra alors un élément et vice-versa.

Considérons les différents transformés du méme
sous-groupe. Le nombre en est infini et ils peuvent
former une infinité continue simple, double ou triple..
A chacun de ces transformés on peut faire correspondre
un élément ; j'ai alors une infinité simple, double,

- triple, etc., de ces éléments et le degré de ngtre groupe

continu est 1, 2, 3...

1l
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Supposons que nous prenions les différents trans-
formés d’un sous-groupe rotatif. Nous avons ici une
infinité triple. La matiére de notre groupe se compose
donc d’une triple infinité d’éléments. Le degré dugroupe
est trois. Nous avons en ce cas choisi le point comme
élément de 'espace et donné 2 I’espace trois dimensions.

Supposons que nous prenions les différents trans-

formés d’un sous-groupe hélicoidal. Ici nous avons une -

infinité quadruple. La matitre de notre groupe se
compose d’une quadruple infinité d’éléments. Son
degré est quatre. Nous avons en ce cas choisi la ligne
droite comme élément de ’espace —, ce qui donnerait
a I’espace quatre dimensions.
k! Supposons enfin que nous choisissions les diffé-
rents transformés d’un faisceau rotatif. Le degré
serait alors cing. Nous avons choisi comme élément de
I'espace la figure formée par une ligne droite et un point
sur cette ligne droite. L’espace aurait cing dimensions.
Ce sont 14 trois solutions dont chacune est possible
logiquement. Nous préférons la premiére parce qu’elle
est la plus simple et elle est la plus simple parce qu’elle
est celle qui donne 4 I’espace le nombre le plus petit
de dimensions. Mais il y a une autre raison qui
recommande ce choix. Le sous-groupe rotatif attire
d’abord notre attention parce qu’il conserve certaines
sensations. Le sous-groupe hélicoidal ne nous est
connu que plus tard et plus indirectement. Le faisceau

rotatif d’autre part n’est lui-méme qu’un sous-groupe
du sous-groupe rotatif.

LA NOTION DE POINT

~ Je sens que je touche ici au point le plus délicat

— 38 —

(]

_DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE

de cette discussion et je suis obligé de m’arréter un
moment pour justifier plus complétement les assertions
qui précédent et dont certaines personnes pourraient
étre disposées 2 douter. Beaucoup de personnes en
effet considérent la notion d’un point de D’espace
comme si immédiate et si claire que toute définition
en est superflue. Mais je pense qu’on m’accordera
qu’une notion aussi subtile que celle du point mathé-

' matique sans longueur; largeur, ni épaisseur n’est pas

immédiate et qu’elle a besoin d’étre expliquée. _
Mais en est-il de méme pour la notion plus vague
et moins exactement définie, mais plus empirique de
place? Y a-t-il quelqu’un qui ne s’imagine pas savoir
parfaitement ce dont il parle lorsqu’il dit : cet objet
occupe la place qui était occupée par cet autre objet?
Pour déterminer la portée de cette assertion et les
conclusions qui peuvent en étre tirées, cherchons 3 en
analyser la signification. Si je n’ai bougé ni mon corps,
ni ma téte, ni mon cil et si P'image de 'objet B affecte
les mémes fibres rétiniennes qu’affectait auparavant

- I'image de I’objet A ; si encore, bien que je n’aie bougé

ni mon bras, ni ma main, les mémes fibres sensorielles
qui aboutissent & I'extrémité du doigt et qui me trans-
mettaient d’abord Uimpression que j’attribuais 2
I'objet A, me transmettent maintenant I'impression
que j’attribue 4 Uobjet B ; si ces deux conditions sont
remplies, — alors nous convenons ordinairement de
dire que I'objet B occupe }a place que Pobjet A occu-
pait auparavant. : '

Avant d’analyser une convention aussi compliquée
que celle que nous venons d’indiquer, je ferai d’abord

.une remarque. Je viens d’énoncer deux conditions :
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I'une relative 3 Ia vue et l'autre relative au toucher. -

La premitre est nécessaire, mais n’est pas suffisante,
car nous disons dans le langage ordinaire que le point
de la rétine olt une image se forme nous donne seule-

- ment connaissance de la direction du rayon visuel,

mais que la distance de I'eil demeure inconnue. La
seconde condition est A la fois nécessaire et suffisante
parce que nous admettons que l'action du toucher
ne s’exerce pas A distance et que 'objet A comme 1’ob-
jet B ne peut agir sur le doigt que par un contact
immédiat. Tout cela concorde avec ce que I'expérience
nous a appris; A savoir que la premiére condition
peut étre remplie sans que !a seconde se réalise, mais
que la seconde ne peut pas étre remplie sans que la
premitre le soit. Remarquons que nous sommes ici

en présence d’un fait que nous neé pouvions pas con- -

naitre a priori et que ’expérience seule pouvait nous
le démontrer. . B "
Mais ce n’est pas tout. Pour déterminer la place
d’un objet je n’ai fait usage que d’un il et d’un doigt.
Jaurais pu faire usage de plusieurs autres moyens, —
par exemple de tous mes autres doigts. Aprés avoir
€té averti que l'objet A a produit sur mon premier
doigt une impression tactile, supposons que par une
série de mouvements S mon second doigt vienne au
contact du méme objet A. Ma premiére impression
tactile cesse et est remplacée par une autre impression
tactile qui m’est transmise par le nerf du second doigt
et que j'attribue encore 4 I'action de 1'objet A. Quelque
temps aprés et sans que j’aie bougé ma main, le méme
nerf du second doigt me transmet une autre impression
tactile que j'attribue a4 I’action d’un autre objet B.
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-Je dis alors que 'objet B a pris la place de 'objet A.
A ce moment je fais une série de mouvements S’

inverse de la série 5. Comment sais-je que ces deux .

. séries sont inverses 'une de 1’autre ? Parce que 'expé-

rierice-m’a appris que quand le changement interne S

qui correspond 4 certaines sensations musculaires est .

suivi par un changement interne S’ qui correspond

a d’autres sensations musculaires, il se produit une -

compensation et que mes impressions primitives,

- d’abord modifiées par le changement S, sont rétablies -
- par le changement S’. ' - B
] J’exécute la série de mouvements S’. L’effet doit
" étre de ramener mon premier doigt 4 sa position ini-
tiale et dé le mettre ainsi au contact de I'objet B qui

a pris la place de 'objet A. Je dois donc m’attendre 4 ce
que le nerf de mon premier doigt me transmette une
impression tactile attribuable 4 D'objet B. Et en fait
c’est ce qui arrive.

Mais serait-il donc absurde de supposer le con-
traire? Et pourquoi serait-ce absurde? Dirai-je que
’objet B ayant pris la. place de I’objet A et mon premier
doigt ayant repris sa place initiale, il doit toucher
I'objet B comme il touchait auparavant 'objet A? Cela
serait une pure pétition de principe. Et pour le montrer,
essayons d’appliquer le méme raisonnement 4 un autre
exemple ou plutdt revenons 4 I'exemple de la vue et du
toucher que je citais au début. ;

L’image de 'objet A fait une impression sur 'une
de mes fibres rétiniennes, En méme temps, le nerf de
I'un de mes doigts me transmet une impression tactile

que jattribue au méme objet. Je ne bouge ni mon eil
ni ma main. Et un moment aprés 'image de I'objet B
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frappe la méme fibre rétinienne. Par un raisonnement
tout 4 fait analogue i celui qui précéde, je serais tenté
de conclure que I'objet B a pris la place de I'objet A
et je m’attendrais & ce que le nerf de mon doigt me
transmette une impression tactile attribuable 3 B.
Et cependant je me serais trompé. Car il peut arriver
que l'image de B se forme sur le méme point de lg

rétine que I'image de A sans que la distance de Pceil

soit la méme dans les deux cas.

L’expérience a réfuté mon raisonnement. Je m’en
tire en disant qu’il ne suffit pas que deux corps forment
leur image sur la méme fibre rétinienne pour me per-
mettre de dire que les deux corps sont & la méme place ;
et je m’en tirerais d’une maniére analogue dans le cas
des deux doigts si les indications du second doigt
n’avaient pas été d’accord avec celles du premier, et
si I'expérience avait contredit mon raisonnement. Je
di.rais encore en ce cas que deux objets A et B peuvent
faire une impression sur le méme doigt par le moyen
du toucher et cependant ne pas étre 4 la méme place ;
en d’autres termes je conclurais que le toucher peut
s’exercer 4 distance. Ou encore je conviendrais de ne
considérer A et B comme étant 3 la méme place qu’a
la condition qu’il y ait concordance non seulement
entre leurs effets sur le premier doigt, mais aussi entre
leurs effets sur le second doigt. On pourrait presque
dire, 4 un certain point de vue, que de cette facon une
dimension de plus serait attribuée a'l’espace.

En résumé, il y a certaines lois de concordance qui
ne peuvent nous €tre révélées que par I’expérience; et
qui sont 2 la base de la vague notion de place.

Mais méme en considérant ces lois de concordance
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comme acquises, pouvons-nous en déduire la notion

beaucoup plus exacte de point et la notion du nombre

des dimensions ? Cela reste & examiner.

D’abord une observation. Nous avons parlé de
deux objets A et B qui ont formé ’un aprés 'autre leur
image sur le méme point de la rétine. Mais ces deux
images ne sont pas identiques; sans cela comment

pourrais-je les distinguer ? Elles différent, par exemple, -

en couleur. L’une est rouge, Pautre est verte. Nous
avons donc deux sensations qui différent en qualité et
qui me sont certainement transmises par deux fibres
nerveuses différentes quoique contigues. Qu’ont-elles
de commun et pourquoi suis-je conduit & les associer ?
I1 est probable que si I'ceil était immobile nous n’aurions
jamais pensé i cette association. Ce sont les mouvements
de 'eil qui nous ont appris qu’il y a' la méme relation
d’une part entre la sensation de vert au point A de la
rétine et la sensation de vert au point B de la rétine et
d’autre part entre la sensation de rouge au point A de
Ja rétine et la sensation de rouge au point B de la rétine.
Nous avons constaté, en fait, que les mémes mouve-
ments, correspondant aux mémes sensations muscu-
laires, nous font passer de la premiére 4 la seconde ou

~ de la troisiéme 4 la quatriéme. S’il n’en était pas ainsi,

ces quatre sensations nouds apparaitraient comme
qualitativement distinctes et nous ne songerions pas
plus 4 établir entre elles une sorte de proportion
qu’entre une sensation olfactive, une sensation gusta-
tive, une sensation auditive et une sensation tactile.
Cependant, quelle que soit Porigine de cette
association, elle est impliquée dans la notion de place
qui n’aurait pas pris naissance sans elle. Analysons
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donc ses lois. Nous ne pouvons les concevoir que sous
deux formes différentes également éloignées de la
continuité mathématique : A savoir la discontinuité
ou la continuité physique. : :

Sous la premiére forme, nos sensations seront
divisées en un trés grand nombre de « familles », toutes

les sensations d’une famille étant associées entre elles’

et n’étant pas assotiées A celles des autres familles.
Puisque 4 chaque famille correspondrait une place,
nous aurions un nombre fini, mais trés grand de places
et les places formeraient un ensemble discret. Il n’y
aurait aucune raison pour les classer dans un tableau
a trois dimensions plutét que dans un tableau 4 deux

ou i quatre dimensions et nous ne pourrions en déduire

ni le point ni ’espace mathématiques. o

Sous la seconde forme qui est plus satisfaisante
les différentes familles se pénétrent 'une 1’autre. A, par
exemple, sera associé 2 B et B 2 C. Mais A ne nous
apparaitra pas comme associé 3 C. Nous trouverons
que A et C n’appartiennent pas 4 la méme famille, bien
que A et B d’une part et B et C d’autre part nous
' apparaissent comme appartenant 3 la méme famille,
Ainsi nous ne pouvons pas distinguer entre un poids
de neuf grammes et un poids de dix grammes, ni entre
ce dernier poids et un poids de onze grammes. Mais
nous percevons sans hésiter la différence entre le pre-
mier poids et le troisiéme. C’est 14 toujours la formule
du continu physique.

Figurons-nous une série de pains 3 cacheter se
recouvrant partiellement 'un Pautre de telle maniére
que le plan soit entiérement couvert; ou mieux,
figurons-nous quelque chose d’analogue dans un espace

— 44 —

DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE

. & trois dimensions. Si ces pains & cacheter ne formaient
. par leur superposition qu’une sorte de ruban 3 une.

dimension, nous reconnaitrions cette circonstance au

fait que les associations dont je viens de parler obéi--
" raient A une loi qui.peut étre formulée ainsi : si A est:

associé 3 la fois 3 B, C et D, D est associé 2 Bou 2 C.

"Cette loi ne serait pas vraie si nos pains & cacheter
. couvraient par leur superposition un plan ou un espace
a plus de deux dimensions. Quand je. dis par consé-
quent que toutes les places possiblées constituent un -
~ . ensemble 4 une dimension ou 4 plus d’une dimension,
* je veux simplement dire que la loi indiquée est vraie
. ou qu’elle est fausse. Quand je dis que ces places cons- -
“tituent un ensemble 4 deux ou trois dimensions,
i’affirme simplement que certaines lois analogues sont

vraies, ‘
Tels sont les fondements sur lesquels nous: pou-

. vons essayer de construire une théorie statigue du’

nombre des dimensions. On voit combien cette maniére
de définir le nombre des dimensions est compliquée,
combien elle est imparfaite et il est inutile de faire

-remarquer la distance qui sépare encore le continu

physique 4 trois dimensions ainsi compris du véritable
continu mathématique & trois dimensions.

DISCUSSION DE LA THEORIE PRECEDENTE

Sans nous attarder 3 une foule de détails difficiles,
voyons en quoi consistent ces associations sur lesquelles
repose la notion de place. Nous verrons que nous
sommes finalement ramenés, aprés un long détour,
3 la notion de groupe qui nous est-apparue au début
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comme la plus propre 4 élucider la question du nombre
des dimensions.

Par quels moyens différentes « places » sont-elles
discernées les unes des autres ? Comment distinguerat-
je, par exemple, deux places occupées successivement
par V'extrémité d’un de mes doigts ? Evidemment par
les mouvements que mon corps a faits dans I'intervalle,
mouvements qui me sont révélés par une certaine série
de sensations musculaires. Les deux places corres-

"pondent 4 deux attitudes et positions distinctes du -

corps qui me sont connues seulement par les mouve-
ments que j’ai eus & faire pour changer une certaine
attitude initiale et une certaine position initiale ; et
ces mouvements eux-mémes ne me sont connus gque
par les sensations musculaires qu’ils ont provoquées.

Deux attitudes du corps, ou deux places corres-

pondantes du doigt me paraissent identiques, si les

deux'mouvements que je dois faire pour les atteindre
différent si peu 'un de Pautré que je ne puisse pas
distinguer les sensations musculaires correspondantes.
Elles me paraitront non identiques, sans convention
nouvelle, si elles correspondent 4 deux séries de sensa-
tions musculalres discernables.

Mais par ces considérations nous avons engendré
non un continu physique a trois dimensions, mais un
continu physique 4 un beaucoup plus grand nombre
de dimensions ; car je peux faire varier les sensations
musculaires correspondant 4 un trés grand nombre
de muscles et d’autre part je ne considére pas une sen-
sation musculaire isolée, ni méme un.ensemble de
sensations simultanées, mais une série de sensations
successives et je peux faire varier d’une maniére

— 46 —

DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE

arbitraire les lois d’aprés lesquelles ces sensations se
succedent. ‘ ,

- Pourquoi le nombre des dimensions est-il réduit,
ou, ce qui est la méme chose, pourquoi considérons-
nous deux places comme identiques, alors méme que
les deux attitudes correspondantes du corps sont
différentes ? Pourquoi disons-nous dans certains cas
que la place occupée par l’extrémité d'un doigt n’a
pas changé quoique I'attitude du corps ait changé?

C’est parce que nous découvrons que, trés souvent,
dans le mouvement qui nous fait passer de I'une a
’autre de ces deux attitudes, la sensation tactile attri-
buable au contact de ce doigt avec un objet A persiste
et demeure constante. Nous convenons alors de dire
que ces deux attitudes doivent étre placées dans la
méme classe et que cette classe doit comprendre toutes

_les attitudes correspondant 4 la méme place occupée

par le méme doigt. Et nous convenons de dire que ces
deux attitudes doivent encore étre placées dans la
méme classe méme quand elles ne sont accompagnées
d’aucune sensation tactile ou qu’elles sont accompa-
gnées de sensations tactiles variables,

Cette convention a été inspirée par l'expérience,
parce que Pexpérience seule nous avertit que certaines -
sensations tactiles sont souvent permstantes Mais pour
que des conventions de cette espece soient légitimes,
elles doivent satisfaire &4 certaines conditions qu’il
nous reste maintenant i analyser,

Si je place les attitudes A et B dans la méme classe
et aussi les attitudes B et C dans la méme classe, il
s’ensuit nécessairement que les attitudes A et C
doivent étre regardées comme appartenant 4 Ia méme
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classe. Si donc nous convenons de dire que les mou-

‘vements qui causent le passage de P'attitude A  V’atti-

tude B ne changent pas la place du doigt, et si la méme
chose est vraie des mouvements qui causent le passage
de l'attitude B 4 Vattitude C, il s’ensuit nécessairement

. que la méme chose est encore vraie de ceux qui causent
‘ le passage de lattitude A i P'attitude C. En d’autres

termes, I’ensemble des mouvements causant un passage

“d’une attitude 4 une autre attitude de la méme classe

constitue un groupe. C’est seulement lorsqu’un tel
groupe existe que la convention établie plus haut est
admissible. A chaque classe d’attitudes, et par consé-
quent 4 chaque place, correspondra donc un groupe

et nous sommes ici ramenés encore a la notion de

groupe sahs laquelle il n’y aurait pas de géométrie.
Néanmoins il y a une différence entre le principe
que nous discutons ici et la théorie que j’ai développée

plus haut. Ici chaque place m’apparait comme associée
3 un certain groupe qui est introduit comme sous-

groupe S du groupe G formé par les mouvements qui
peuvent donner au corps toutes les positions possibles
et toutes les attitudes possibles, les situations relatives

des différentes parties du corps pouvant varier d’une .

manitre quelconque. Dans notre autre théorie au
contraire chaque point était associé 4 un sous-groupe S’
di: groupe G’ formé par les déplacements du corps
envisagé comme un solide invariable, c’est-a-dire par
des déplacements tels que les situations relatives des
différentes parties du corps ne varient pas.

Laquelle des deux théories doit-on préférer? Il

est évident que G’ est un sous-groupe de G et S’ un

sous-groupe de S. De plus G’ est beaucoup plus simple
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que G et pour cette raison la théorie que j’ai proposée ~ . .
d’abord et qui est basée sur la considération du groupe.
G’ me parait plus simple et plus naturelle et en consé- .
~quence je m'y tiendrai. |

Mais quoi qu’il en soit, I'introduction d’un groupe,

‘plus ou moins compliqué, me parait absolument

nécessaire. Toute théorie purement statique du nombre
des dimensions donnera lieu 4 beaucoup de difficultés
et il sera toujours nécessaire de se rabattre sur une
théorie dynamique. Je suis heureux d’étre d’accord
sur ce point avec les idées exposées par le Professeur
Newcomb dans sa Philosophy of Hyperspace.

LE RAISONNEMENT D’EUCLIDE

Mais pour montrer que I'idée de déplacement et

* par conséquent l'idée de groupe a joué un rdle prépon-

dérant dans la genése de la géométrie, il reste 3 faire
voir que cette idée domine tous les raisonnements
d’Euclide et des auteurs qui ont écrit aprés lui sur la
géométrie élémentaire. '

Euclide commence par énoncer un certain nombre
d’axiomes ; mais on ne doit pas s’imaginer que les
axiomes qu’il énonce explicitement sont les seuls
auxquels il a recours. Si nous analysons soigneusement
ses démonstrations, nous y trouverons, sous une forme
plus ou moins voilée, un certain nombre d’hypothéses -
qui sont en réalité des axiomes déguisés; et nous
pourrions en 'dire presque autant de quelques-unes
de ses définitions.

Sa géométric commence par déclarer que deux
figures sont égales si elles, sont superposables. Ceci

— 49 —




DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE -

admet qu’elles peuvent étre déplacées et aussi que
parmi tous les changements qu’elles peuvent subir,
nous pouvons distinguer ceux qui peuvent étre regardés
comme des déplacements sans déformation. Cette
définition implique également que deux figures qui
sont égales 4 une troisiéme sont égales entre elles. Et
cela revient & dire que s’il y a un déplacement qui mette
la figure A sur la figure B et un second déplacement qui

superpose la figure B 2 la figure C, il y en aura aussi

un troisiéme, la résultante des deux premiers, qui
superposera la figure A 3 la figure C. En d’autres termes
on présuppose que les déplacements forment un groupe.
La notion de groupe, par conséquent, est introduite
dés le début et introduite inévitablement.

Quand je prononce le mot « longueur » un mot
que nous estimons souvent inutile de définir, j’admets
implicitement que la figure formée par deux " points
n’est pas toujours superposable & celle qui est formée
par deux autres points ; car autrement deux longueurs
quelconques’ seraient égales entre elles. Or, c’est la
justement une propriété importante de notre groupe.

J’énonce implicitement une hypothése analogue
quand je prononce le mot « angle »,

Et comment procédons-nous dans nos raisonne-

ments? En déplagant nos figures et en leur faisant
exécuter certains mouvements. Je veux montrer qu’en
un point donné d’une ligne droite on peut toujours
élever une perpendiculaire, et pour cela P’imagine une
droite mobile tournant autour du point en question.
Mais ici je présuppose que le mouvement de cette
nouvelle droite est possible, qu’il est continu, et qu’en
tournant ainsi elle peut passer de la position dans
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laquelle elle se confond avec la ligne droite donnée ala
position opposée dans laquelle elle se confond avec son
prolongement. Ici encore nous avons une hypothése

- qui touche aux propriétés du groupe.

Pour démontrer les cas d’égalité des triangles, les
figures sont deplacees de telle sorte qu’elles se super-
posent 'une a Pautre.:

Enfin quelle est la méthode employée pour démon- '

trer que par un point donné on peut toujours mener une
et une seule perpendiculaire 3 une droite donnée? On
fait tourner la figure de 180° autour de la ligne droite
donnée et on obtient de cette maniére le point symé-
trique au point donné par rapport a la droite donnée.
Nous avons ici un exemple fort caractéristique et qui
met en évidence le réle que la ligne dreite joue le plus
fréquemment dans les démonstrations géométriques,
celui d’un axe de rotation.

Ceci implique I'existence du sous-groupe que j'ai
appelé le faisceau rotatif. Quand, — ce qui arrive aussi
fréquemment —, on fait glisser une ligne droite le

long d’elle-méme (continuant bien entendu 4 supposer-

que la droite peut servir d’axe de rotation) on tient
implicitement pour assurée |’existence du sous-groupe
hélicoidal. En résumé, le principal fondement des
démonstrations d’Euclide est réellement 'existence du
groupe et ses propriétés.

Sans doute, il a recours 4 d’autres axiomes qu’il
est plus difficile de rapporter 4 la notion de groupe.
Tel est 'axiome qu’emploient quelques géometres
quand ils définissent la ligne droite comme la plus
courte distance entre deux points. Mais ce sont prect-
sément les axiomes de cette nature qu’Euclide énonce.
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Les autres, qui sont plus directement associés Pidée
de déplacement et 4 I'idée de groupe, sont justement

ceux qu’il admet implicitement et qu’il ne croit méme.

pas nécessaire d’énoncer. Cela revient 2 dire que les
premiers axiomes (ceux qui sont énoncés) sont le fruit
d’une expérience plus récente, tandis que les sous-
entendus ont été assimilés les premiers par nous ; par
conséquent la notion de groupe existait avant totites les

‘autres.

f

LA GEOMETRIE DE STAUDT -

On sait que Staudt a essayé de construire la géo-

métrie sur des principes différents. Staudt n’admet .

que les dxiomes suivants : .
1° Par deux points on peut toujours mener une
ligne droite. ‘

2° Par trois points on peut toujours faire passer
un plan,

3¢ Toute ligne droite ayant deux de ses points
dans un plan est entitrement contenue dans ce plan.

4° Si trois plans ont un point commun, et un
seulement, toute ligne droite coupera au moins un de
ces trois plans. , :

Ces axiomes suffisent 2 établir toutes les propriétés
descriptives, relatives aux intersections des lignes droites
et des plans. Pour obtenir les propriétés métrigues nous
commengons par definir un faisceau harmonique de
quatre droites en prenant comme définition la propriété
descriptive bien connue. Alors le rapport anharmonique
de quatre points est défini et enfin, en supposant que

- I’'un de ces quatre points a été rejeté A 'infini, le rapport
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de deux longueurs est defint. R R
C’est 11 le point faible de la théorie précédente, -

" si séduisante qu’elle soit. Arriver  la notion de lon-

gueur en la regardant seulement comme un cas parti-
culier du rapport anharmonique est un détour artificiel
auquel on répugne. Ce n’est évidemment pas de cette
maniére que nos notions géométriques se sont formées.

Voyons maintenant si nous pouvons concevoir,
sans introduire la notion de groupe et de mouvement,
comment les notions qui servent de fondement a cette
ingénicuse géométrie ont pris naissance. Voyons quelles
expériences auraient pu nous conduire 3 formuler les
axiomes énoncés plus haut. g

Si la ligne droite n’est pas donnée comme un axe
de rotation, elle ne peut étre donnée que d’une fagon,
comme le trajet d*un rayon lumineux. Je veux dire que
les expériences, toujours plus ou moins grossiéres,
qui nous servent de point de départ, devront toutes
étre applicables au rayon lumineux et que nous devons
définir la ligne droite comme une ligne pour laquelle
les lois simples auxquelles le rayon lumineux obéit
approximativement, seront rigoureusement vraies.
L’expérience qu'il faudra faire pour vérifier le plus
important de nos axiomes, le troisitme, sera alors la
suivante ; ' '

Soient deux fils tendus. Plagons U'eeil & 'extrémité

‘de P'un de ces fils. Nous voyons que le fil est entitre-

ment caché par son extrémité, ce qui nous apprend que
le fil est rectiligne, c’est-a-dire suit le trajet d’un rayon
lumineux. Faisons la méme chose pour le second fil.
Nous observons alors ce qui suit : ou bien il n’y aura
aucune position de P'eeil dans laquelle 'un des fils soit
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enti¢érement caché par I'autre, ou bien il y en aura’

une infinité.

Comment se présente la question du nombre -

des dimensions quand on suit cet ordre d’idées?
Considérons toutes les positions de I’ceil dans lesquelles
Pun des fils est caché par I'autre. Supposons que dans
Pune de ces positions le point A du premier fil soit
caché par le point A’ du second, le point B par le point
B’, le point C par le point C’. Nous découvrons alors
que si le corps se déplace de telle fagcon que le point A
soit toujours caché par le point A’ et le point B par le
point B’, le point C reste toujours caché par le point C’
et en général un point quelconque du premier fil reste
caché par le méme point du second fil par lequel il était
caché avant que le corps ne se déplace. Nous exprimons

ce fait en disant que, bien que le corps se soit déplacé,

la position de I'eil n’a pas changé.

Nous voyons ainsi que la position de il est
définie par deux conditions, que A soit caché par A’
et B par B’. Nous exprimons ce fait en disant que le
lieu des points tel que les deux fils se cachent I’'un
l'autre a deux dimensions. '
. De méme, supposons que pour une certaine posi-
tion du corps, quatre fils, A, B, C, D cachent quatre
points A’, B’, C°, D’; supposons que le corps se
déplace, mais de telle maniére que A, B et C continuent
4 cacher A’, B’ et C’. Nous découvrirons alors que D
continue 3 cacher I’ et nous exprimerons encore ce
fait en disant que la position de I'wil n’a pas changé.
Cette position sera donc définie par trois conditions

et c’est pourquoi nous disons que I’espace a trois
dimensions.
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On remarquera que la loi ainsi découverte expé- .
rimentalement n’est vraie qu’approximativement. Mais
ce n'est pas tout. Elle n’est méme pas toujours vraie,
parce que D ou D’ peuvent avoir bougé en méme temps
que mon corps se déplacait. Nous déclarons donc
simplement que cette loi est souvent approximative-
ment vraie, :

Mais nous sommes désireux d’arriver & des axio- .
mes géométriques qui soient rigoureusement et tou-
jours vrais et nous échappons toujours % ce dilemme
par le méme artifice, en disant que nous convenons
de considérer le changement observé comme la résul-
tante de deux autres, I'un qui obéit rigoureusement
4 la loi et que nous attribuons au déplacement de Pceil
et le second qui est généralement trés petit et que nous
attribuons soit 4 des altérations qualitatives, soit aux
mouvements des corps extérieurs.

Nous n’avons pas pu éviter la considération des
mouvements de I’eil et du corps. Cependant, nous
pouvons dire que, 4 un certain point de vue, la géomé-
trie de Staudt est surtout une géométrie visuelle tandis
que celle d’Euclide est surtout musculaire.

Sans aucun doute des expériences inconscientes
analogues i celles dont je viens de parler peuvent avoir

joué un réle dans la genése de 1a géométrie ; mais elles

ne sont pas suffisantes. Si nous avions procédé comme
le suppose la géométrie de Staudt, quelque Apollonius
aurait découvert les propriétés des polaires. Mais ce
n’elit été que longtemps aprés que les progrés de la
science auraient fait comprendre ce qu’est une longueur
ou un angle. Nous aurions dii attendre quelque
Newton pour découvrir les différents cas d’égalité
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des triangles. Et ce n’est évidemment pas de cette

‘maniére que les choses se sont passées.

L’AXIOME DE LIE

C’est Sophus Lie qui a le plus contribué i mettre
en évidence I'importance de la notion de groupe et a
établir les fondements de la théorie que je viens d’ex-
poser. C’est lui, en fait, qui a donné sa forme actuelle
i la théorie mathématique des groupes continus. Mais

pour rendre possible ’application de cette théorie & la~

géométrie, il regarde comme nécessaire un nouvel
axiome qu’il énonce en déclarant que 'espace est une
Zahlenmannigfaltigkeit ; c’est-a-dire qu’a tout point
d’une ligne droite correspond un nombre et vice versa.

Cet axiome est-il absolument nécessaire? Et les

- autres principes que Lie a'posés ne pourraient-ils pas

en dispenser ? Nous avons vu plus haut; 4 propos de la
continuité, que les groupes les plus connus pouvaient
étre, 2 un certain point de vue, répartis en trois classes ;

toutes les opérations du groupe peuvent étre divisées-

en faisceaux ; pour les groupes « discontinus », les

_différentes opérations du méme faisceau ne sont qu’une

seule opération répétée une fois, deux fois, trois fois,
etc. ; pour les groupes « continus » proprement dits,
les différentes opérations du méme faisceau corres-
pondent 3 différents nombres entiers, commensurables
ou incommensurables ; enfin, pour les groupes qui
peuvent étre appelés « semi-continus », ces opérations
correspondent 4 différents nombres comimensurables.

Or, on peut démontrer qu’il n’existe pas de groupe
discontinu ou semi-continu qui posséde d’autres
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propriétés que celles que ’expérience nous a amenés & . .
adopter pour le groupe fondamental de la géométrie, " -
et que je rappelle ici bridvement : Le groupe contient.> " "
‘une infinité de sous-groupes, tous gleichberechtigt, que = -
j’appelle sous-groupes rotatifs. Deux sous-groupes .-
rotatifs ont un faisceau commun que j’appelle rotatif

et qui est commun non seulement 3 deux, mais 4 une
infinité de sous-groupes rotatifs. Enfin tout déplace-
‘ment trés petit du groupe peut étre regardé comme la
résultante de six déplacements appartenant 3 six
faisceaux rotatifs donnés. Un groupe satisfaisant 4 ces
"conditions ne peut étre ni discontinu, ni semi-continu.

. Sans doute, c’est 4 une propriété excessivement
_mystérieuse et qu’il n’est pas facile de démontrer. Les
géométres qui I'ignoraient n’en ont pas moins saisi ses
conséquences, comme, par exemple, quand ils ont
découvert que le rapport d’une diagonale au cété d’un
carré est incommensurable. C’est pour cette raison
que Plintroduction des incommensurables dans la
géométrie est devenue nécessaire.

- Le groupe doit donc étre continu et il semble que
’axiome de Lie soit inutile.

Néanmoins, nous devons remarquer que la classi-
fication des groupes esquissée plus haut n’est pas
compléte ; on peut concevoir des groupes qui n'y
soient pas inclus. Nous pourrions donc supposer, que
notre groupe n’est ni discontinu, ni semi-continu, ni

_continu. Mais ce serait 13 une hypothése compliquée.
Nous la rejetons ou plutét nous n'y pensons jamais,
pour la raison qu’elle n’est pas la plus simple qui soit
compatible avec les axiomes adoptés.
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Le fondement de Paxiome de Lie reste encore
a fournir.

LA GEOMETRIE ET LA CONTRADICTION

En poursuivant toutes les conséquences des diffé-
rents axiomes géométriques, ne sommes-nous jamais
amenés A des contradictions? Les axiomes ne sont pas
des jugements analythues a priori ; ce sont des con-

ventions. Est-il certain que toutes ces conventions
soient compatibles?

Ces conventions, il est vrai, nous ont toutes été
suggérées par des expériences, mais par des expériences
grossiéres. Nous découvrons que certaines lois se
vérifient approximativement et nous décomposons par
convention le phénoméne observé en deux autres:
un phénomene purement géométrique qui obéit exacte-
ment % ces lois et un trés petit phénoméne pertur-
bateur,

Est-il certain que cette décomposition soit tou-
jours légitime ? 11 est certain que ces lois sont approxi-
mativement compatibles, car Dexpérience montre
qu’elles sont toutes approximativement réalisées en
méme temps dans la nature. Mais est-il certain qu’elles
seraient compatibles si elles étaient absolument rigou-
reuses ?

Pour nous la question n’est plus douteuse. La
géométrie analytique est d’une construction solide et
tous les axiomes ornt été introduits dans les équatmns
qui lui servent de point de départ : nous n’aurions pas
pu écrire ces équations si les axiomes avaient été
contradictoires. Maintenant que les équations sont
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&crites, elles peuvent étre combinées de toutes les .07l
maniéres possibles ; ’Analyse est la garantie que des S

contradictions ne pourront pas s’introduire.

Mais Euclide ne savait pas la géométrie analytique -

et cependant il n’a jamais douté un instant que ses
axiomes ne soient compatibles. D’ou lui venmait sa

~confiance ? Etait-il dupe d’une illusion ? Et attribuait-il

a nos expériences inconscientes plus de valeur qu’elles
n’en possédent réellement? Qu peut-étre, puisque
I'idée du groupe préexistait en puissance en lui, en
a-t-il eu quelque obscur instinct sans atteindre 4 sa
notion distincte, Je laisserai cette question sans la
résoudre quoique j'incline vers la seconde solution.

L’EMPLOI DES FIGURES

On peut se demander pourquoi la géométrie ne
peut pas étre étudiée sans figures. Cela est facile 2
expliquer. Quand nous commengons 2 étudier Ila
géometrie, nous avons déja fait, dans d’innombrables
occasions, les expériences fondamentales qui ont permis
3 notre notion d’espace de prendre naissance. Mais ces
expériences ont été faites sans méthode, sans attention
scientifique et pour ainsi dire inconsciemment. Nous
avons acquis la faculté de nous représenter les expériences
géométriques familiéres sans étre obligés d’avoir recours
a leurs reproductions matérielles ; mais nous n’en
avons pas encore déduit de conclusions logiques. Com-

ment le ferons-nous? Avant d’énoncer la loi, nous

représenterons 1'expérience en question d’une maniére

perceptible en la dépouillant aussi complétement que

possible de toutes les circonstances accessoires ou
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perturbatrices, . —. exactement comme un physicien
- [l +
élimine dans ses expériences les sources d’erreurs

systématiques. C’est ici que les figures sont nécessaires, - =

mais elles sont un instrument 3 peine moins grossier
que la craie qui sert 3 les tracer, et, de méme que les

_ objets matériels ne peuvent pas étre représentés dans

’espace géométrique qui fait ’objet de mos études,
nous ne pouvons nous les représenter que dans I’espace
sensible. Ce ne sont donc pas des figures matérielles

que nous étudions, mais nous nous servons d’elles

simplement pour étudier quelque chose qui est plus
.élevé et plus subtil.

LA FORME ET LA MATIERE

Nous devons la théorie que je viens d’esquisser 2
Helmholtz et 3 Lie. Je ne différe d’eux que sur un
point ; mais la différence n’est probablement que dans
’expression et au fond nous sommes complétement
d’accord.

Comme je I'ai expliqué plus haut, nous devons
distinguer dans un groupe la forme et la matiére. Pour

" Helmholtz et Lie la matiére du groupe existait avant

la forme et en géométrie la matiére est une Zahlen-
mannigfaltigkeit A trois dimensions. Le nombre des
dimensions est donc posé antérieurement au groupe. Pour
moi au contraire la forme existe avant la matiére. Les

différentes maniéres dont un cube peut étre superpose -

A lui-méme et les différentes manitres dont les racines
d’une certaine équation peuvent étre échangées cons-
tituent deux groupes isomorphes. Elles ne différent
que par la matiére. Le mathématicien regarderait cette

[
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- différence comme supérﬁcielle et il ne distifnguerait
. pas “davantage entre ces deux groupes .qu’entre un
cube de verre et un cube de métal. Sous cet aspect le .

groupe existe antérieurement au nombre des dimen-
. sions. ‘ ' o o

Nous échappons aussi de cette fagon 2 une objec-
tion qui a souvent été faite 3 Helmholtz et 4 Lie: -
« Mais votre groupe, objecte-t-on, présuppose l’espace ;

.pour le copstruire vous étes obligés d’admettre un

- continu 2 trois dimensions. Vous procédez comme si_
vous saviez déja la géométrie analytique. » Peut-étre
cette objection n’était-elle: pas tout & fait juste; le
continu 3 trois dimensions que posaient Helmholtz et
Lie était une sorte de grandeur non mesurable ana-
logue aux grandeurs dont nous pouvons dire qu’elles
sont devenues plus grandes ou plus petites, mais non
qu'elles sont devenues deux fois ou trois fois plus
grandes.

C’est seulement par lintroduction du groupe
qu’ils en ont fait une grandeur mesurable, c’est-a-dire
un véritable espace. Cependant 'origine de ce continu

- non mesurable 2 trois dimensions reste imparfaitement
expliquée.

Mais dira-t-on, pour étudier un groupe, fiit-ce
dans ses propriétés formelles, il est nécessaire de le
construire et il ne peut pas étre construit sans matiére.
On pourrait aussi bien dire qu’on ne peut pas étudier
les propriétés géométriques d’un cube sans supposer
ce cube de bois ou de fer. Le complexe de nos sensa-
tions nous a sans doute pourvus d’une sorte de matiére,
mais il y 2 un contraste frappant entre la grossiéreté
de.cette matiére et la subtile précision de la forme de
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notre groupe. Il est impossible que ce soit 13, 4 propre-

ment parler, la mati¢re d’un tel groupe. Le groupe des
déplacements tel qu'il nous est donné directement
par l:f‘:xpérifance est quelque chose d’une nature plus
grossiére ; il est, pouvons-nous dire, aux groupes
continus a proprement parler ce que le continu phy-
sique est au continu mathématique. Nous étudjons

d’abord sa forme conformément 3 la formule du con-

tinu phy§ique et comme il y a quelque chose qui
répugne a notre raison dans cette formule, nous la

rejetons et nous y substituons celle du groupe continu

qui en puissance préexiste en nous, mais que nous ne
connaissons initialement que par sa forme. La matiére
grossiere qui nous est fournie par nos sensations n’a

raor ) 2 ' - - .
été qu’une béquille pour notre infirmité et n’a servi -

33 . R
qu’a nous forcer a fixer notre attention sur I'idée pure

que nous portions auparavant en nous.

CONCLUSIONS

, La géomé,trie n’est pas une science expérimentale ;
I’expérience n’est pour nous que I’occasion de réfléchir
sur les idées géométriques qui préexistent en nous.
Mais cette occasion est nécessaire ; si elle n’existait pas,
nous ne réfléchirions pas, et si nos expériences étaient
d{ﬂ’erentes, nos réflexions seraient sans doute aussi
dff_fé'rentes. L’espace n’est pas une forme de notre sensi-
b1ht<?; c’est un instrument qui nous sert, non i nous
représenter les choses, mais 4 raisonner sur les choses.

Ce que nous appelons la géométrie n’est pas autre
chose que l’é:tude des propriétés formelles d’un certain
groupe continu ; si bien que nous pouvons dire que
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P’espace est un groupe. La notion de ce groupe continu
"existe dans notre esprit antérieurement i toute expé-
‘yience ; mais il en est de méme pour- la notion de
_ beaucoup d’autres groupes continus; par exemple
celui qui correspond 2 la géométrie de Lobatchewsky.
Il y a donc plusieurs géométries possibles et il reste ,

3 voir comment le choix se fait entre elles. Parmi les
groupes mathématiques continus que notre esprt

" peut construire, nous. choisissons celui qui s’écarte

le moins de ce groupe brut, analogue au continu .
physique, que ’expérience nous a fait connaitre comme’
groupe des déplacements. ' :

Notre choix ne nous est donc pas imposé par
P’expérience. Il est simplement guidé par P'expérience,
Wais il reste libre : nous choisissons cette géométrie-ci
plutét que celle-12, non parce qu'elle est plus vraie,
mais parce qu’elle est plus commode.

Demander si la géométrie d’Euclide est vraie

" et celle de Lobatchewsky fausse est aussi absurde que

de demander si le systtme métrique est vrai et celui
de la toise, du pied et du pouce faux. Transportés dans
un autre monde, nous pourrions sans doute avoir une
géométrie différente, non parce que notre géométrie
aurait cessé d’étre vraie, mais parce qu’elle serait deve-

. nte moins commode qu’une autre. Avons-nous le droit

de dire que le choix entre les géométries nous est
imposé par la raison et, par exemple, que la géométrie
euclidienne est seule vraie parce que le principe de la
relativité des grandeurs s’impose -inévitablement &
notre esprit ? Il est absurde, dit-on, de supposer qu’une.
longueur peut étre égale & un nombre abstrait. Mais
. pourquoi ? Pourquoi est-ce absurde pour une longueur
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et n’est-ce pas absurde pour un angle? Il n’y a qu’une
réponse possible : cela nous parait absurde parce que
‘c’est contraire 4 nos habitudes de pensée. Sans doute |

la raison a ses préférences, mais ces préférences n’ont

pas ce caractére impératif. Elle a ses préférences pour

le plus simple, parce que toutes choses égales d’ailleurs,
le plus simple est le plus commode. Ainsi nos expé-
riences seraient également compatibles avec la géomé-
trie d’Euclide et avec la géométrie de Lobatchewsky

qui supposait la courbure de Pespace trés petite. Nous

choisissons la géométrie d’Euclide parce qu’elle est la
plus simple. 5i nos expériences étaient considérable-
ment différentes, la géométrie d’Euclide ne suffirait
plus & les représenter commodément, et nous choisi-
rions une, géométrie différente.

Qu’on ne dise pas que le groupe d’Euclide nous
semble le plus simple parce qu’il est le plus conforme
4 quelque idéal préexistant qui 2 déjd un caractire
géométrique ; il est plus simple parce que certains de
ses déplacements sont échangeables, ce qui n’est pas
vrai des déplacements correspondants du groupe de
Lobatchewsky. Traduit dans le langage analytique, cela
veut dire qu’il y a moins de termes dans les équations
et il est clair qu’un algébriste qui ne saurait pas ce
qu’est I’espace ou la ligne droite regarderait cela néan-
moins comme une condition de simplicité. |

En résumé, c’est notre esprit qui fournit une caté-
gorie 3 la nature. Mais cette catégorie n’est pas un lit
de Procuste dans lequel nous contraignons violemment
la nature, en la mutilant selon que P'exigent nos besoins,
Nous offrons 1 la nature un choix de lits parmi lesquels
nous choisissons la couche qui va le mieux 4 sa taille,
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