
EXTRAIT D'UN MI MOIRE INI DIT DE 

] ENR  PO NC R]  

SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNES ~. 

Dans la derni~re livraison du Journal de BORCH~RD~ ~ M. FucHs a publi~ 
un M~moire dont le r~sum4 se trouve dans une lettre ~ M. H ~ R ~  ins~r~e aux 
Comp~es rendus ~. Ce M~moire se rapporte aux ~quations du second ordre. Je 
supposerai que l'~quation diff~rentielle considSr~e est ramen~e ~ la forme cano- 
nique 

d~Y --_- Qy. 
d x  ~ 

1 L'Acad~mie des Sciences ~ Paris avait propos~ pour sujet d ' u n  grand prix des Sciences 
math~matiques ~ d~cerner en 1880 la question suivante: ,Perfectionner en quelque point important 
la th~orie des dquations diffdrentielles lin~aires ~ une seule variable ind~pendante". Le Mdmoire 
qu'on va lire a ~t~ pr~sent6 au Concours; il est tr~s int~ressant parce qu'il  nous permet de suivre 
les idges de POINCAR~ sur les fonctions fuchsiennes depuis leur toute premiere origine. 

Le M~moire se compose de deux parties distinctes. La premiere Partie, que nous ne repro- 
duirons pas,  contient les recherches sur les iut~grales irrdguli~res des ~quations diffdrentielles 
lin~aires que POINCA~g a d~veloppdes avec plus de dgtails dans deux M~moires insgr~s respective; 
ment dans l'American Journal of Mathematics t. 7 (1885), p. 203--258 et darts les Acta matbematica 
t. 8 (1886), p. 295--344. Quant ~ la deuxi~me Pattie POINCAI~ dit qu'il contient les rgflexions 
que lui a inspir~es la lecture d'un M~moire de L. Fccns .  POI~CA~ a re~u ce Mdm0ireiau 
commencement du tools de mai 1880 et son Mgmoire est arriv~ ~ l 'Acadimie le 28 mai 1880. On 
voit par lh l'extr~me rapidit~ avec laquelle travafllait PoINcA~. 

En dgsignant par [(x) et r (~) deux iut~grales d'une dquation diffgreutielle lindaire du second 
ordre et en posant 

f(x) Z ~(x) 
Fvc~as avait fair remarquer que, ~ certaines conditions, x est une fonction mdromorphe de ~z. 
POI~C~R~ d~montre que les conditions 6nonc6es par FccHs ne sont pas suffisanteS. P0~NCA~ 
s'occupe surtout du cas oh l'int6gration de l'gquation peut se faire "~ l'aide des fonctions double- 
ment p~riodiques et du cas of~ l'~quation diff~rentielle n'admet que deux points singuliers ~ distance 
finie. C'est par une ~tude approfondie de ces deux c a s q u e  P o ~ c ~  a ~td amen~ ~ crier  la 
thdorie ggngrale des fonctions qu'il a ddsigndes par le nom de FucHs. N.E.  N/)RLUND. 

'~ t, 89 (1880), p. 151--169. 
t. 90 (1880), p. 678--680. 
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lg. FucHs d6montre qu% h certaines conditions, si f(x) et  ~0 (x) sprit deux int6grales 
de l'dquation propos~e: 10 si l'on pose 

f ( x )  
(x) 

x est fonetion m@omorphe de z; 
2 ~ Si l'on pose 

fo fo x f(x) dx  + f(x,) dx,  = u,,  

X ~ ( x _ d x +  ~(x~)dx, = u , , .  

route fonction rationnelle symdtrique de x et de x, est fonetion mdromorphe de 

u I e t  de u r 
Ce dernier rdsul~at lui permet de ddfinir des fonotions analogues aux fonc- 

tions ab~liennes; mais je ne m'occuperai ici que du premier qui permet de ddfmir 
des fonctions analogues aux fonctions doublement p~riodiques. 

Pour que ce premier r4sultat spit vrai, los conditions de hi. Fucss ne sont 
pas n~cessaires et suffisantes; en effet il faut, pour que x spit fonction m@o- 
morphe, que pour tous los points singuliers, y compris le point c~, ]a diff@ence 
des racines de l'dquation d~terminante spit une partie aliquote de l'unit~. 

En effet, spit tree valour quelconque de z, 

t Y ~  a~ 

ne eorrespondant pas '~ an point singulier de l'~quation propos~e. On a 

f (x )  - z ~ ( x )  = o, 

d'oh 1'on tire x ordonn5 suivant les puissances de z -  a, "s moins que les deux 
expressions 

f (x)-aep (x), 
f '  (x) - ~ o '  (x) 

ne s'annulent ~' la lois. hiais comme nous avons suppos~ que la valour z ~--- a, 
correspondait ~ une valeur, de x qui n'est pas un point singulier de l'~quation 
propos~e, cos deux expressions ne  pourraient s'annuler pour eette valour de x, 
qu'~ la condition que 

f (x) - ~ ~ ( x) 

fur identiquement nul, e'est-'s que f(x) et ~0(x) ne fussent pas lin4airement 
ind@endants, ee que je n'ai pus suppose. 

8* 
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Supposons  m a i u t e n a n t  que a co r r e sponde  ~ un  p o i n t  s ingu l i e r  x -~-- b s l tug 

d i s t ance  finie:  on a a lors  f , (x )  eL f~(x) 4ran t  des  fone t ions  de x, h o l o m o r p h e s  

eL ~ 0 p o u r  x ~ b; a, ~, 7, d ~ t an t  des cons t an t e s ;  e, eL e~ ~ t an t  les r ac ines  de  

l ' ~qua t ion  d ~ t e r m i n a n t e ,  

a (x - b) ~' f~ (x) + fl (x - b) e~ f~ (x) -I- z [r (x - b) q' ['1 (x) -k ~ (x - b) ~ f~ (x)] ---- O, 

ou si p a r t i e  r~el le  de e, ~ p a r t i e  r~el le  de e~ 

(x - b) ~ -  ~ f, (x) (~ + r ~) + f~ (x) (~ + ~ ~) = O. 

P o u r  z ~ a, on do l l  a v o i r  x ~ b, c ' e s t - s  que 

f l + ~ a  ~ O. 
D ' a i l l e u r s  on a 

sans  quoi  on a u r a i t ,  

a + ; , a ~ O ,  

a r 

ce que nous  n ' a v o n s  pas  suppose ,  on a donc  

OU 

OU 

( x _ b ) ~ , _ q ~  f~(x) a(z-~) 
= - - ) i ( z )  - + r ~ + ~ ( ~ - ~ )  

(e, --  e~) L (x - b) = L (z - a) -b L 
-~f~(x) 

i~ (x) [a + r a + 7 (z - a)] 

L ( z - - a )  
L ( x - - b )  - -  e , - e ~  L ( x - b )  

OU p o u r  z ~ a~ x ~ b 7 

-~f~(x) 
L f,(x)[~+ra+r(~-a)] 

l im L ( z - - a )  
L ( x - - b )  --~ e l - e ~ ,  

or  s i x  e s t  fonc t ion  h o l o m o r p h e  de z p o u r  z ~--- a ;  on a 

x - - b  ~ A , ( z - - a ) ~ - b A ~ + , ( z - - a ) ~ + ' - b  ..., 
OU 

donc, 

L (z - a) 1 

1 
91 - -  02 ~ - - "  

n 
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Done il faut que la diffdreace des racines de l'6~uetion d~terminante soit une 

pattie aliquote de l'unit& 

R6ciproquement, si 
1 

~,--e~ ~ -~, 

il vient 

F(x ,z )  = ( x - b ) f : ( x ) ( ~ + ~ , ~ ) ~ + ( - - 1 ) ~ - ' f ~ ( x ) ( ~ + ~ z ) ~  = 0 

et l'on en t i rera x en fonction holomorphe de z; car pour z = a, 

d F  
d x  - -  f ; ' (x)(~ + r @  

n'est pas nulle. 
/Vleme raisonnement, si pour z -~- a, x ----- oo. 

Consdquence: Pour que x soit fonction m@omorphe de z, routes les lois 
ClUe z prendra une valeur eorrespondant: soit A une valeur finie de x qui ne soit 
pas un point singulier; soit s une valeur finie de x qui soit un point singulier; 
soit r~ une valeur infinie de x;  

il taut  et il suffit que pour t o u s l e s  points singuliers y compris le point 
r O , -  q~ soit ane partie aliquote de l'unit6. 

Ces conditions sont done ndcessaires pour que x soit fonction m4romorphe 
de z dans route l'6tendue du plan. 

Sont.elles suffisantes? elles le seraient si l'on pouvait faire voir que l'on peut 
obtenir routes les valeurs de z en faisant d6crire s x un nombre fini de lois des 
contours finis sur la sphere. C'est ce que hi. FvcBs semble avoir admis sans 
ddmonstration. 

Si cela 4tait, si x ddcrivant dans le plan un contour quelconque en ne 
franchissant chaeune des coupures (qu'on y peut pratiquer entre les points singu- 
liers) qu'un nombre fini de lois, z prenait  routes les valeurs possibles, alors la 
fonction x: de z serait non seulement m6romorphe dans route l'dtendue du plan, 
mais dar~s route l'~tendue de la sphere, et  par cons6quent rationnelle. 

I1 s'en suivrait que l'dquation (1) admettrai t  une int6grale algdbrique, ce 
qui arrive quelquefois, mais ce qui n'arrive pas toujours, M. Fvczs lui-m~me I'a 
d6montr6. 

Done en d6crivant un certain contour donn6, (enveloppant plus d'un point 
singulier) un hombre infini de fois~ on arrivera pour z s une certaine valeur 

singulibre qn'on ne ponrrait  obtenir en dficrivant des contours finis un nombre 
fini de lois. 

S'il n 'y  a sur la sph6re qu'une ou deux de ces valeurs singulibres de z, il 
n 'y  a pas de difficult6. 
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Soient en effet a et /~, ces deux valeurs siTiguli6res, on posera 

p e~t + a 
z - -  - ~ t - + l  " 

Alors z ne pourra ~tre ~gal s g ou s /~ pour aucune valeur finie de t; donc pour 
routes les valeurs finies Be t, x est fonction mdromorphe de z et par cons6quent 
de t. Donc x e s t  fonction monodrome de t Bans route I'6tendue du plan et par 
consdquent Bans route r~tendue de la sphere. On est donc par un changement 
de variables, ramend au cas oh x est m@omorphe dans route l'~tendue du plan; 
seulement e'est de t et non de z que x est fonction m@omorphe; pour qu'il le 
ffit ~galement de z, il faudrait  que x consid@4 comme fonction de t, admit la 
p~riode 2 ~, ee qu'on ne peut prdvoir a priori: 

S'il y a sur Ia sphere plus de deux valeurs singuli~res, un pareil artifice 
n'est plus applicable. Quel que soit le changement de variable qu'on effeetue, 
il restera toujours au moins un point singulier ~ distance finie, et pour que x 
soil fonction monodrome dans route l'4tendue du plan, il faudra que x soit fonc- 
tion monodrome duns le voisinage de ce point singu]ier. Or la d6monstration de 

M. Fuchs ne s'appiique pus ~ de pareils points. 

Cette objection ne se pr~sente pas pour les d~monstrations analogues qu'on 
rencontre dans la thdorie des fonctions elliptiques ou ab~liennes. Soit en effet 
par exemple, 

f o  x d x  ~- z. 
~/(i - -  x') ( 1  - -  k' x ~) 

On d~montre ais~ment que x est m~romorphe en z pour routes les valeurs de z 
que l'on peu t  obtenir en faisant ddcrire s x un nombre fini de lois un contour 
fini cur la sphere. On peut en conclure que x est monodrome dans route l'~tendue 
du plan, et par consdquent dans route l'~tendue de la sph&re; ear quand on fair 
d~crire "s x un contour quelconque un hombre infini de lois, z tend vers l'c~. 

Rien de pareil n'a lieu Bans la thgorie des ~quations diff~rentieUes 'lin6aires. 
Je  crois avolr montr~ clue la ddmonstration de M. Fucns est insuffisante. 

Cortsid~rons cependant encore la question s un autre point de vue. 
L'~quation diff@entielIe peut toujours se mettre sous la forme 

d~ y _ 
(1) - d - ~  - -  Qy' 

Q ~tant fonction de x. 
dy  

En posant ~ -~-- t, on trouve entre l e s  fonctions x ,  y, z, t les ~quations 

diff~rentielles suivantes: 
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d x  dy  dt  
d---~ ~ y~' d z - -  t y~' d z = Q y'" 

Pour  que x soit fonction m6romorphe de z; il t au t  et  il  suffit que routes les fois 

que z est fin 4 toutes les re la t ions ent re  x e t  z tir6es de ces ~quations diff6- 

rent iel les  soient de la forme 

x ----- fonction monodrome de z, 
OR 

z ~- constante.  

Or x, y, t sont m&omorphcs  en z, saul  

1 ~ quand Q ---- oo; 

2 ~ quand x ---- co;  

3 ~ quand y = co;  

4 ~ quand t = c~. 

M. Fuchs n'a examin~ que les deux premieres exceptions; il reMe & examiner 

les deux autres. Soit  donc y ~ oo. Comment y, peut- i l  devenir  infini? Suppo- 

sons que x ddcrive une infinit~ de fois un cer ta in  contour  C; que quand x d~crit 

une lois ce contour,  il y air  deux int6grales f et  ~ de l'@quation (1) qui se 

changent  respec t ivement  en ~f et  en f i t ;  que 

y ----- ~ f  + g~ .  

Quand x dficrira m lois le contour  C, y se changera  en 

mats d'apr~s la forme par t ieul i~re  de l '6quation (1), 

aft --~ 1. 

Donc g moins que rood. a ----- 1, 

l imite de y (pour m-----cx~) ~ exp. 

1 
Soit  done y ~ cx~. Posons alors  y = ~- ,  les @quations diffdrentielles deviennent  

dx  d~ dt d~ 

dont  les int6grales,  si Q ~ 0, t ~< c~, se r6duisent  s 

----- O, x = const., z ~ const. 

L a  relat ion en t re  x e t  z se r6duisant  ici ~ z-----eonst, il n ' y  a pas de diffieult6s. 
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Supposons done O = 0, et posons 
t 

il vient 
t = t~z - � 8 9  

d z  d z  d ~  dt~ 
8 4 - -  " 3 " 

I1 reste ~ d6montrer que x reste holomorphe en z; quand on a 

~/,---- Q = o, t 1~c% 

et c'est ce que M. F~c~s n'a pus fair. 

I1 faudrait  ensuite examiner les cas suivants: 

y - ~  Q = c% y = t ~ q = co, 

y "-~ t ~ X --~ c ~ .  

y -~  x ~ c~, 

Ces consid6rations montrent, je pense, l'insuffisance de la d~monstration de 
M. Fucas et la n6cessit6 d'une ~tude plus approfondie de la question. 

Envisageons d'abord un exemple cit6 par M. Fucks, "s savoir l'6quation (1), 
Journa l  de Borchardt,  2e Heft, 89e Band, p. 168. 

Cette 6quation admet trois points singuliers: 

al, a~ et ~ .  

La diff6rence des racines de l'6quation fondamentale d6terminante est 

pour a, ~, 

poor a, ~, 

pour c~ ~. 

TraTons sur la sphere representative des x, deux coupures, allant rune  de 
a~ ~ a ,  l 'autre de a~ s l'infini. 

f(x) 
Soit z = ~ ,  f ( x )  et ~(x) 6rant deux int6grales de l'~quation (1), que 

l'on aura toujours pu choisir de telle sorte que z se change en - z ,  quand x 
tourne autour, de l'infini; c ' e s t - s  quand il d6crira un contour ferm6 en 
franehissant la seconde coupure. 

Quand x franehira la premiere coupure, de fac, on s tourner autour de a ,  
z se changera en z', z '  6rant l i 6 s  z par une ~quation de la forme, 

2i~ 
z t - - ~  3 Z ~  

- -  ~ e ~,_~ ~_~" 
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Donc quand x tournera autour de a~ de faTon ~ franchir successivement les 

deux coupures; z se changera en z", off 

z " - - ~  3 z + a  
(2 )  ~ = e z"-~ z+~" 

Or les racines de l'~q~a~ion d~terminan~e relative "~ a, ayant  pour diff6rence 3 

z dolt etre li~ h z", par une ~quation de la forme 

z"--~, = e - ~  Z - 7  
(3) ~ -  ~ z - e" 

En identifiant les ~quations (2)et  (3) on trouve par des calculs alg6briques 
faciles, 

ou ~ = 0, soit a---- 0 
et 

]~osons a lo r s  
7- - - -0 .  

1 
d 

t '  

x sera une fonction de t qui ne changera pas, quand on changera 

t e n  -- t, 
2izt 

t en f l + e  3 ( t - - f l ) ,  

en d + e  3 ( t - -d) ,  t 

d'ofi l'on conclut que cette fonetion ne change pas quand on change 

2i~ 
t en t + 4 f l  1 - e  ~ )  

ou 

De plus en faisant un nombre infini de changements 

de t e n  --t ,  
oll 

de t en r  s ( t - ~ ) ,  
oll 

de t en ~ + e  3 ( t_~) ,  
Aela mathematics. 39. I m p r i m d  la  20  Jt~ia 1923. 9 
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on bien l'on fair tendre t vers l'infini, on bien l'on tourae toujours duns un cycle 
form4 d'an hombre fini de valeurs de t. 11 en r6sulte qa'il n 'y a qdun  seal 
point singulier 

Or x ne peat  cesser d'etre monodrome en t que pour les valeurs de t qni corre- 
spondent s des po in t s  singnHers; x est donc monodrome pour routes les valeurs 
finies de t; x est done m6romorphe duns tout le plan. 

Par cons6quent x est une fonction doublement pdriodique de t. 
,,~ La figure donnera nne 

A9 

~'~. At, '~'t. 

Aft 

A'i2 

idle des propriSt~s de cette 

fonction. 
J e  prie de n6gliger la 

pattie situ6e s droite de la 

ligne XY, pa t t i e  o~ les hachu- 
res out 5t6 real plac6es. Duns 
eette figure Ies parall6logram- 
rues des p6riodes sont 

A~ A~ A~ A6, A2 As Ao A ,  
A~ A~ Ato A,,, etc. 

Les parall~logrammes sont des 
losanges form6s de deax tri- 

,y angles ~quilat4raux. On d4- 
Figure 1. compose chacun d'eux en deux 

triangles 4qailat4raux (~gaux ~ la 8 ~ pariie de la surface du paralldlogramme) que 

l'on couvre de hachures, et en un hexagone r~gulier qui reste blanc. 
La fonction x ne change pas quand t tourne: 

1 ~ de 180 ~ autour du sommet d'un des triangles couverts de hachures; 
2 ~ ou bien de 120 ~ autour du centre d'un de ces triangles; 
3 ~ ou bien de 60 ~ autour du centre d'un des hexagones r~guliers rest6s en blanc. 
Quand on conna~t x en fonction de t, l'~quation (1) s'intbgre ais6ment; on 

a en effet pour int6grales: 

. 

dx 
Or s i x  est une fonction doublement p4riodiqbe d e  t, x sera li~ ~ d t ~  par une 

~quation alg~brique. L'une des int~grales sera doric alg6brique en x. Si en effet, 
on forme l'~quation (1), on t rouve 

d ~ y [  2 5 35 1 
dx ~ - -  -- 9 (x -- al) ~ H 36 (x - a,) (x -- a,) ~- 144 (x -- a~) ~ y 
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dont les l'int~grales sont ~videmment 

yl --- (x - a,)~ (x - a y ~  
et 

y~ = ( z -  a , )~(x - a~)r ~ , ) -  ~ ( ~ -  a,)--~d~. 
On a done 

Y-~" = t = f ( ~ - a , ) - ~ ( ~ - ~ ) -  ~ x ,  
Yl 

d'ofi l'on tire effectivement x en fonction doublement p6riodique de t. 
Remctrque. L'6quation (1) n'admet donc qu'une int~grale alg6brique et en 

admet une, elle fair partie en effet d'une classe tr~s nombreuse d'6quations diff~- 
rentielles qui ont une int~grale alg~brique et une seule. 

Soit 
d ' y [ A ,  2Bik ] 

(4) dx ~ = Y Z (x--_-a~)~ ~-Z (x--a,)(x--a~) " 

Cette ~quation admettra une int6grale alg~brique pourvu que l'on air 

La seconde intSgrale se trouve p a r  une simple quadrature. 
L'exemple qui pr~cSde fait voir que dans certains cas le th~or~me de 

l~I. FucHs est exact, e~ que x est fonction doublement p~riodique de z. 
Cherehons comment cela peut avoir lieu; proposons-nous de trouver dans 

quel cas x est une fonction de z susceptible d'etre ramen~e aux fonctions double- 
ment p~riodiques. 

Cherchons, ce qui revient au meme, dans quel cas x est une fonction de z 
telle qu'il n 'y  air sur la sphere representative des z que un ou que deux points 
singuliers. 

Supposons que le th~or~me de M. Fucns soit vrai, e ' es t - s  que x soit 
fonetion monodrome de z; ee sera une fonction de z qui se reproduira quand on 
cbangera z en z'; off 

a z W b  
(5) z' - -  

atz -t- b' 

(et cela pour une infinit~ de systSmes de valeurs de a, b, a', b'). 
Or la relation (5) entre z et z' peut toujours se mettre sous la forme: 

~'-(~ ~-~  (6) 

ou sous la forme 

(7) 
1 1 

9* 
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Premier cas. 

r O U  e n  i o u  e l l  Supposolls que x ne change pas quand on change z en Zo, z~, 
~t / t r ~, . . . ;  et que toutes les quantit6s Zo, z,,  z~, . . .  soient 1ides ~ z par des relations 

qui peuvent se mettre sous la forme (6) et de tel le fa~on que 

~_ e2i~th 

t t t etc. h 6taut commensurable. Darts ee cas, le hombre des quantitds Zo, z, ,  z~, 

sera forcdment limitd et x sera une fonction rat ionnel le  de z. L'6quation (1) 

sera int@rable  alg6briquement.  

Deuxi6me cas. 

x ne change pas quand on change ~ en ~' off 

= Z ~ rood Z ~ 1. 
~'-t~ z - #  

Posons 

x sera une fonction monodrome de t qui ne changera pas quand on changera t en ~ t. 
iI y aura alors deux points singuliers, 

t = O ,  t ~ cx~. 

I I n e  pourrait y ~n avoir davantage sans qu'il  y e n  efit une infinit6; car 
les points t = 0, e t t  = co sont les seuls qui se reproduisent quand on change 
t en ~t. Quand x tourne autour d'un des points singuliers de l'6quation (1), t 
se change en t', off 

t ' - - a  t - - a  
(8) t ' - -  b -~- ~1 t - - b ;  
iei 

2i~ 
E t ~ - - - e  n , 

n 6taut entier. Si l'on vent qu'il n 'y  air qu'un nombre fini de points singuliers, 
il faut que la substitution (8) reproduise le syst~me des points: 

t-~-~O, t----- co. 

Or cela peut arriver de deux mani~res: 

1 ~ Si la substitution (8) reproduit  le point t = O, et reproduit 4galement 
le point t ----- cx~. 

Pour cela il faut que la substitution (8) s'~crive, 

2i7t 
t ' ~ - t e  n ; 
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2 ~ Si la substi tut ion (8) change le point t ~ O, en t = ~ ,  et le point 

t ~ c~ en t ~-~ O. 
Un pareil  ~change ne peut  avoir lieu que si la subst i tut ion (8) change t 

en t' e t t '  en t; c'est-s si 

Z l ~--- --1.  

Si dans l '~quation (8), on fair 

Zl -~- - 1 ,  
il vient 

d'o~t 

t ~ 0 ,  t' ~ oo, 

a 
= - 1 ,  

t' - - a  t - - a  

t' W a  t - t - a  ' 
OU 

t t ' - - a '  = O, 
OU 

a @ 

t 

Pour  qu'on n 'a i t  qu'un nombre fini de points singuliers, il fau t  done que quand 

x tourne  autour  d 'un des points singuliers de r4quat ion (1), t se change soit en 

a z 

t e n  soit en - t - ,  

Nous aurons donc une fonction monodrome de t qui ne changera pas, quand 
on ehangera 

t e n  At, 
o u  t e n  

ou t en 

2 i ~  2 i ~  '2i~ 

t e nl t e n2 t e nh 

K, K, 
t '  t ~ " ' ' ~  t 

ou par consdquent quand on mult ipl iera t par  

K, K, K, 
K,' "':' K, 

ou encore par  
2i~ 

e m 

m ~tant  le plus pet i t  commun multiple de n~, n~, . . . ,  nk. 

Posons maintenant  
t ---~ e ~, 
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x sera une fonetion monodrome de u qui ne ehangera pas quand on changera 

u en u+LZ,  
2 i~  

u en u + - - ~  

o a  

u en u + L K ~ - L K ~  ou en u + L K , - L K ~ ,  . . . .  
OU e n  

u + LK,- -  LK~. 

Cette fonetion admet done un certain hombre de p@iodes il faut que ces 
p~riodes soient compatibles, e'est-h-dire qu'on puisse trouver des quantit~s com- 

mensurables 
a~, as, . . . ,  % 

telles que 

r + L K , -  LK~, asL~ + L K ~ -  LKs, . . . ,  %LIt + L K , -  LKp 

soient commensurabies avee 2i~. 

On pent toujours supposer 

K~ 

car on a pris pour Z l'une quelconque des quantit~s par lesquelles on peat  multi- 

plier t sans alt6rer x. I1 faut alors que 1'on puisse trouver des qnantit~s com- 

mensurables a s , . . .  , % telles que, 

 .LN+L  ,LN+L . ,  K,' K, 

soient commensurables avec 2i~. Donc 

logarithmes K ,  K8, .., doivent ~tre Condition 1. 1 ~ Les  des modules ~1~-' KI " 

commensarables entre eux. 

Condition 11: - -  2 ~ Les quantit6s 

L rood K8 
x1 _K, _Ks 

Lmod . . ,  

doivent 6tre commensurables avec 2i~. 
S i c e s  conditions sont remplies, x sera une fonetion doablement p~riodi- 

que de u. 
Continuons cette discussion et tout  d'abord remarquons qu'i l  n e p e u t  jamais 

arriver que lorsque x tourne autour d,un point singulier a de l'6quation (1), 
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t se change en 

te  n 

comme il semblait au premier abord que cela pourrait  se faire. 
En effet, si cela dtait, pour x ~ a, t serait dgal s 0 ou s rinfini e'est-s 

dire irait  en un point singulier, ce qui est absurde. 

Toutes les lois que x tournera autour d'un point singulier de l'dquation (1), 
K, Ks K, 

t se changera en -~-!  on - T '  "" "~ ou t " 

Done pour tous les points singuliers de l'dquation (1) la diff4rence des racines 

de l'dquation ddterminante fondamentale est @ale s �89 
Problbme. - -  Une fonctlon doublement pdriodique peut-elle donner naissance 

s une dquation diff~rentielle lindaire du second ordre? 
Soient h et k les deux p@iodes de x consid@~es eomme fonction double- 

merit pdriodique de u, nous ~crirons 

A ~ 0, rood (h, k) 
quand on aura 

A = m h + n k ,  

m e t  n 6tant des entiers rdels. 

On devra avolr 

L K ~ - L K ~  =_- L K ~ - - L K ~  = . . .  ~ L K , - - L K p  =- 0 mod(h,k) 

2i = 0 rood (h, k). 

Pour  une m~me valeur de x, u pourra prendre une infinit5 de valeurs; soit 

u, l'une de ces valeurs; les autres devront satisfaire ~ l'une des congruences, 

u ~ u~  u ~ L K ! - u ~ ,  u ~ L K ~ - u l ,  . . . ,  

c'est'&-dire h l'une des deux congruences: 

u = ul ,  u ==_ L K ~ - u ~ ,  

ear on a dvidemment 

u -~ L K~ -- u,, rood (h, k) 

rood (h, k), 

L K , - u ,  --  L K ~  :--u, = _ . . .  = L K ~ - u i  rood (h, k). 

I1 n 'y  a dans le paralldlogramme des pdriodes que deux valeurs satisfaisant 

s ees congruences. Done x est une fonction doublement p@iodique de u ~ deux 

infinis~ nous supposerons que ces infmis sont - a  et + a ;  c'est-s que 

L K ,  -~- O~ 

nous pouvons toujours le faire, car si eela n'dtait pas on n'aurait qu's multiplier 
t par  un facteur eonvenable. 
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Nous poserons a lo rs  

on a 

routes les lois que 

o n  

x = .4(,~), 

d x  
du '  ~ -  O, 

h 
u ~ 0  ou u ~  

2 

k h + k rood (h, k). u _= ~ ou u--- 2 

, i x  
Toutes les lois que ~ ~ 0, u se d6veloppe suivant les puissances crois- 

santes de x ' a ,  si x est fini, ou de -~-, s i x  est infini. 

Supposons au contraire u = 0 et soit 

l/(0) = ~. 
i 

Quand x tourne autour du point ~, u se change en - u ;  et u est ~gal ~ 0 pour 

x ~ g ;  el~.~.n O n  a 

x - -  a = A ~  u~ T A ~  uS "-k " " , 

off A~ ~ 0; c'est-s que ron  a 

, = V x - , ~ ( B ~  B , ( x - , ~ ) + B , ( x - , ~ ) ' + . . . )  

o~ B . ~ 0 .  
Soit de. mOme 

en a u r a  

off 

h 
u 2 

k 
2 
h + k  

u -  fl 

Soit maintenant 

= V ~ -  ~ (B; + B~ ( x -  ~) + B~ ( x -  ~)' + , . . ) ,  

= V~-- r (B~ + Bi' ( x - r ) +  B ; ' ( x - ~ ) ' + . . . ) ,  

- - -  = ~ - e (B2'+ Bi" (x--  n) + . . . )  

B ~ 0 ,  B ; ~ 0 ,  B ~ ' ~ 0 .  

y, ---- e - - Y  di~u, 
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soit Uo 

Faisons maintenant 

il viendra 

Si maintenant on fair 

o n  t r o u v e  

u ~ U o + m h + n k  , 

Yt ~ + Ylo e 2 

m h + n k  + 
Y~ ----- 4. g~o e 2 , 

m h + n k  

et de plus le d6terminant 

u = - - u o + m h + n k ,  

mh'+ nk  

Y1 + ~ - ' 1  Y,o e 2 
m h + n k  

y,  = 4. ~/~----l y ,oe 2 

Donc y, et y~ sont des fonctions de x qui peuvent prendre une infinit6 de 

valeurs pour chaque valeur de x; mais si Y,o et Y2o sont un syst6me de valeurs 

de ees "fonctions, routes les autres seront de la forme 

y, -= a Yi0 + fi Y~o, 

Y,~ = dY,o+ #'Y~o, 

u ~ t  _ Urfi 

sera toujours 6gal & 1. C'est dire que y, et Y2 satisfont ~ une 
Aeta mathematiea. 89. hnprimd le 20 Jnin 1923. 

6quation de la 
lO 

& une m6me valeur de x correspondent une infinit6 de valeurs de u; 

l'une d'entre elles; les autres seront 

U o + m h + n k ,  

- U o T m h + n k ,  

off m e t  n sont entiers. On aura 

A ( u o + m h + . k )  = A(Uo), 
A ( - u o T m h + n k  ) ~ +A(Uo) , 

d'ofi l'on tire par diff6rentiation, 

A ' ( u . + m l , + . k )  = 

- , 4 ' ( - - U o + m h + n k )  = +A'(Uo). 

Si l'on fair u = u~ dans les formules qui donnent Yl et y~ on trouve pour ces 

fonotions des valeurs 
y,o et y,o. 
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forme 

d: y = Uy, 
dx  ~ 

oh U est une fonetion de x monodrome duns tou t  le plan. 

Pour  ~tudier la fonetion U il fau t  donner s x routes lee .valeurs possibles 

sur la sphere et  il snftlt de les lui donner une seule lois; e 'est ee que nous 

arriverons ~ faire  en dormant ~ u routes les valears comprises dans l ' int6rieur 

du parall61ogramme des p@iodes. 

Donnons d 'abord s u une valeur telle que 

dx  
du ~< O, 

il est clair que Yi et y.~ sont ddveloppables suivant les puissances de x -  a, s i x  

est  fini. De plus ni y,, ni y~ sont nuls. C'est dire que U est holomorphe en x 

si x est fini. 

Faisons ma in t enan t  u ---~ O, on a alors 

~, = V x -  .-(Bo + B, ( x -  ~) + . . . ) ,  
x - - a  ~ A ~ u ~ + A , & +  ..., 

d'ofi 

012 

oh 

OU 

off 

De plus 

off 

dx 
du --~- 2 A ~ u +  3 A ,  u~ + . . . ,  

d A  dx  
~a, = - ~  = Vx , ~ ( c , + c , ( x - , ) + . . . )  

C. ~ 0, 

~ - -  ~/~-- a (Do§ D , ( x - a ) + . . . ) ,  

.Do ~0.  

2 e = (Eo+ Z , (x -  ~) + ...) + V z -  ~ (Fo+ F , ( x -  ~) +.. .) ,  

Eo~o,  Fo~O, 
ou enfin 

y, = ~/x -- a (a o + a, (x -- a) + . . )  + V ~ / x - -  a (b o + b i (x--  ~) + . . . )  
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et 

y, = ~/x -- cr (a o + a~ (x -- ~) + . . . )  -- Vx-~-- ~ - ~/x - ~  a (b o + b, (x - a) + .. :). 

Ici 
ao~O, bo~O. 

Donc pour x -~ a, U pr~sente un infini double; le point x = a, est donc 
an point singulier de l'dqua~ion 

d~ y 
d x  ~ - -  Uy, 

et les raeines de l'dquation ddterminante correspondante sont 

• e t ~ .  

On arrive au m~me rdsultat en faisant 

h k h + k  
u =  ~ ,  u = - 2 - ,  u =  2 ' 

et par consdquent 
x = fl, x -~ 7, x = & 

Consdquence. - -  U est une fonction m~romorphe de x duns route l'dtendue de 

la sphbre ; c' est done une fonction rationnelle. 

L'dquation 

d*Y ~ Uy 
d x'~ 

est done ~ coefficients rationnels; elle admet quatre points singuliers ~ distance 
finie, et pour ces quatre points singuliers, les racines de l'~quation d~terminante sont 

�88 e t ~ .  
On conclut de 1~: 
On peut toujours former une dquation di#~rentielle lin~aire, ~ coefficients ration- 

nels et s'intdgrant ~ l'aide d'une fonction doublement p~riodique donn~e ~t deux infinis. 

Si Yon choisit Cette fonoti0n doublement pdriodique (avec des p@iodes h 

et k) de telle fa~on que 

2i~r = 0 rood (h, k), 

x sera une fonction monodrome de u admettant la p@iode 2ir ce sera done une 

fonction monodrome de t et par consdquent de z. 

Par  consdquent, il existe des cas off le thdor6me de l~I. Fccns est vrai. 
Si au contraire, on ehoisit cette fonetion doublement pdriodique de telle 

fa~on que l'on n'ait pus 

2i~r ~_ 0 rood (h, k) 
lO* 
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x sera une fonction monodrome de u, mats n 'admettant  pas la pdriode 2i$, elle 

ne sera pas monodrome en t ni par consequent en z. 
Done il existe des cas o~ le thdorbme de 21I. Fuchs est [aux bien que les con- 

di[ions posdes par  ce gdomktre soient remplies. 

Cherchons ~ former des 4quations diff6rentielles lindaires qui satisfassent 

aux conditions pr4c~dentes. 
Ces 6quations s'6criront: 

1 d~y A~ B~ C~ D~ 
y d x ~ - -  ( x - -  o:) ~ + (x -- 13) ~ + (x -- ~,)'~ + (x, -- r 

x - - ~  - x - - ~  " 

il vient 

z4 d z  ~d'y + 2z~ ~_~y z 
r A~ z ~ B~  2 '~ 

---~ Lk )/ ' l--az" nt (t 2 fl-))' 

A~z -t B~z  C,z  D , z  ] 

C~ ~ D~ z ~ 
(1- rz)' + ( t -  

1 ~  le voisinage de z ----- 0, les int6grales de l'6quation doivent ~tre 
r~guli~res; done dam le d6veloppement du second membre, le coefficient de z 
doit ~tre nul; done 

(10) A ~ + B ~ + C ,  wD~  = 0; 

2 ~ Les racines de l'~quation d6terminante doivent ~tre 6gales ~ 0 et ~ - 1 ; 
donc dans le d6vel0ppement du second membre, le coefficient de z ~ doit ~tre 
nul; d'o~_ 

(11) A . ~ + B , + 6 ~ + D , + A , a + B , ~ + C , ~ , + D , d  = 0; 

3 ~ Les d4veloppements des int6grales ne doivent pas contenir de logarith- 
rues; done le coefficient de ~ doit encore etre nuI, c'est-s que l'on a 

(12) 2 A ,  e + 2 B , 3 + 2 C , ~ , + 2 D ,  c ~ + A , a ' + B , ~ ' + C , ~ , ' + D , : ~ '  ~ O. 

L'~quation ainsi formge d@end encore de einq param6tres. En effet nons 
avions primitivement douze param~tres, 

Pour que relativement aux quatre points singuliers a, fl, 7, (~ les racines de 
l'~quation d~terminante soient �88 et ~, il faut que 

3 
(9) A~ ----- B~ ~--- C, = D, = - I6" 

1 
Faisons maintenant x ~ ~ ,  et ~tudions l'~quation dans le voisinage de z ~ 0; 
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3 r 
A s B 2 C~ D~ 
A, B, C, D I. 

E t  nous avons trouv~ entre ces douze param~tres  les sept 6quations (9), 
(10), (11), (12). 

Considdrons maintenant nne fonetion doublemen$ pdriodique quelconque 
dcux infinis. Cette fonction peut s'dcrire A Z ( u  - a) - A Z ( u  - b) + B ~ A(u). 
Cette fonction ddpend de six param~tres, & savoir 

1 ~ Les deux p6riodes h e t  k; 
2 ~ Les deux infinis a e t  b; 

\ o 

3 ~ Le r6sidu rclat lf  aux deux infinis c'est-s .A; 
4* La constante B. Si deux fonctions A(u) ne diff6rent, ni par ]es p6riodes 

h et k, ni par les quantit6s A et B ;  mais seulement par les infinis a e t  b, si de 
plus a -  b a la meme valeur pour les deux fonctionsi ees fonctions donneront 
naissance '~ une m~me dquation diff~rentielle. 

Si au contraire les deux fonctions different de tout autre mani~re elles ne 
pourront donner naissance ~ une m~me dquation diff@entielle. 

Done la fonction z/(u) la plus g~ndrale donne naissanee & une 6quation 
diff6rentielle d@endant de cinq param~tres et de cinq seulemen~. 

Done pour que l'6quation 

(13) 1 d~y A~ B~ C, D, 
j d~ ~ - -  ( x -  ~)-' + (x - :)~ ~ (x - ~)~ + ( x -  e)' 

+~,_ xB,  + c, D, 
x - ~  + x - 7  + x - ~  

soit int~grable par des /bnctions doublement p~riodiques il faut et il suffit qu'il y a i r  
entre les douze parambtres qui ~y entrent les relations (9), (10), (11) et (12). 

Ave c une condition de plus, on pourrait  d~terminer les p~riodes de A(u) 
de telle faqon que le th6or~me de lVI. FucHs soit vrai. ]liais cela n'a pas lieu 
en g6n~ral. 

Troisi~me eas. 

x est une fonction monodrome de z qui ne change pas quand on change z 
en  Z', O{l 

1 1 
. . . . .  i t + ~ .  

Faisons 
1 

Z-- tZ  
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x sera une fonetion monodrome de t, admettant la p6riode Z; il n 'y aura qu'un 
point singulier 

car s'il y en avait davantage, il y e n  aurait  une infinit6. 

Quand x tournera autour d'un des points singuliers de l'dquation (1), t se 
changera en t' off 

2i~ 
(14) ~ ' -  y n t - r  

t ' - - ~  - -  e t - - ~ "  

Et  eette substitution (14) devra reproduire le point singulier unique t ~ c~; 

elle devra done s'6erire 
2i~t 

t ' - - 7  = e n (t ~). 

x sera done une fonetion de t, monodrome eL qui ae ehangera pas quand t se 

changera en 
t +~,  

ou en 
2i+ 

r , + e  n~ ( t ' r 3 ,  v~+e "~ ( t-v~),  . . . ,  r ~ + e  (t---7~). 

I1 est ais6 de voir qu'on peat, en combinant de routes les facons possibles ees 

diff6rentes substitutions, faire voir que x admet un certain nombre de p6riodes 

diff6rentes. 
I1 faut done que ces p6riodes soient compatibles et si elles le sont, x est 

fonction doublement p6riodiqae de t. 
On pourrait  maintenant discuter la compatibilit6 de ces p6riodes. J e  ne 

le feral pas; car dans le eas qui nous oecupei l'dquation diff~rentielle (1) admet 
toujours une int~grale algdbrique et une autre que l'on peut trouver par quadrature, 

ainsi qae je vais le faire voir. 
Supposons que ron air 

x =- zl(t), 

A(t)  6rant une fonetion doublement p6riodique de t; on aura alors 

y, = ~ , 

t t / d A  
Y+ = V -tit ' 

pour les deux int6grales de l'6quatlon (1). It est clair que y, est liG ~t x par 
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une relation alg~brique, et que t, et par cons6quent Ys, peut  se calculer en 
fonction de x par quadrature. 

Done d'apr~s ce qu'on a vu plus baut, si l '~quation diff~rentielle lin~aire 
donnde (1) peut  s'gcrire 

1 d~y A~ + ~ 2 B ~  
y dx  ~ - -  Z ( x _ a ~ )  s ( x - a , ) ( x ' a ~ )  

(volt page 67), on devra avoir les relations 

(15) B,~ = [~- + g~-+-~,] [ 1 _+ VV4-~] .  

Remarquons que si les conditions (15) sent remplies et s'il e n e s t  de m~me 
des conditions de M. FucHs, le th~or~me de M. Fccns sera toujours vrai. 

Exemple: l 'dquation que: nous avons dtudi6e plus haut pages 66 et sui- 
vantes. 

R~sum~. ~ R~sumons cette ]ongue discussion: 
Pour que l 'dquation (1) soit intdgrable s l 'aide d'une fonc~ion doublement 

p~riodique, il faut  et  iI suffit: 
1 ~ 0u  bien qu'elIe satisfasse aux conditions (15) et en outre aux conditions 

de M. FucHs ; 
2 ~ 0u bien qu'elle soit de ]a forme ( 1 3 ) e t  satisfasse aux conditions (9), 

(10), (11), (12); d'ofi il rSsultera par surcrolt qu'elle satisfera aux conditions de 
M. FUOHS.. 

Dans le premier cas, il y a toujours une int~grale alg~brique et le th~or~me 
d e  M. Fucks est toujours vrai. Dans le second cas, il n 'y  a pas d'int~grale 
algSbrique, et l e  th~or~me de t~I. FUCHS est tant6t  vrai  et tant5t  faux. 

Cas particulier. 

Nous allons maintenant  faire une ~tude sp~eiale d'un cas parCiculier fort  
important,  e 'est celui off l'on n!a ~ distance finie que deux points singuliers a~ 
et a~. Alors l '~quation (1) s'~crit 

1 d s y A I 2 B Ag 
y dx  s - -  ( x - a , ) '  ~ ( x - a l ) ( x - - a s ) - t - ~ ,  

Soient el, 0~ et  r les differences des racines des ~quatlons d~terminantes 
relatives respectivement 

A1, B c t  As sent parfaitement ddterminds en fonction de  Q, e~ et r. 
Si Ies conditions de M. Fgc~s sent  remplies: on a 
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1 1 1 
n ,  ~ n~ 10 

off n,, n~ et  P sont  des entiers. Ne supposor, s p a s  pour le moment qu'elles le soient. 

Soient, comme nous l 'avons suppos6 jusqu'~ pr4sent, ~p (x) et f ( x )  deux solu- 
t ions de l '6quation (1) et  

f(~) 
~(~) = ~. 

On aura toujours  pu choisir f ( x )  et ~(x) de telle sorte que, quand x tourne  
autour  de a,, z se change en )tz, off 

~ e 2 i~0~  

Cela pos6 quand x tournera  au tour  de a,, z se changera en.z ' ,  off 

(16) z ' - ~  = " z - O '  # = e 

On aura  aussi toujours  pu choisir f(x)  et  q0(x) de fa,con clue a = 1 par  exemple 
(ou fl = 1, ~ ~ 0). Quand x tournera  au tour  de 0% z se changera en z" oh 

(17) , , _ ~ = ~ - - - - ~ _ ~ ,  ~ =  

S i x  tourne autour  de a,, puis autour  de a, c 'est comme s'il tournai t  autour  de 

l'infini; donc z se change en z", Or z se change d 'abord en itz quand x tourne 
au tour  de a~ ;  donc quand x tourne autour~ de a~, ~tz dolt  se changer en z"; 

c'est-h, dire que l 'on a 

(18) z " - ~  ----- ~ ~ z - ~  ' 

Identifions les 6quations (17) et  (18). Si l '6quation (17) ddveloppde s '6crit  

a z z " q - b z q - c z " - b d  ~- 07 
on aura 

v ~ - -  v b2 + c~ - -  2 a d  
ad - -be  

Or l '6quation (18) d6velopp6e s '6crit  

On a donc 

+I=0. 

.~"~(I-~)+~(~-~)+~"(~-~)+~(1-~) -- o. 

a b c d 
~(1-~) - -  ~ ( ~ - ~  ~ - ~  ~(1 -~ )  
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et  par  consdquent 

( , ,% 1) [@~ ( t  - ~,y - x ( ~ .  - . )  ( ,~g - ~)]  - ,, [ z @ .  - ,~)~ + ( ,~g - t ~ )  '~ - 2,~t~ ~ (1 - ~,)~1 --- o 

OU 

,~ [(,,' + 1) at, - ,, (a' + ~)]  + t~' [(,,' + 1) Ag - ,, (;~' ~ + 1)] 
- 2 ,z~  [(v' + 1) ~tg - v)` (1 - g ) ' .  v ~  (~t' + 1)], 

~- est alors donn6 par  une ~quation du second degr& Formons le discriminant 

de cet te  dqaation, nous aurons 

= [(r + 1) Xg - v~ (1 - g)' - vg  (X' + 1)1'~ 

--  [(v ' + 1) 2 #  - - .v  (a' + t~')] [(v' + 1) 2 g  --  v (a'~#' + 1)] 
OU 

z/ = v (v ~ + 1) 2g (1 + ~,' + #~ + )`~g' -- 2a  + 4Xg - 2 a g '  -- 2/tZ ~ - 2g) 

+ 2v ~ ),tt (1 + ;t '~ + ~ + ~g~ -- 2), + 4),g -- 2/tg ~ -- 2g), ~ -- 2g) 
ou enfin 

- -  ;tgv (v + 1)'()` - 1)'(g - 1)' 
d'of~ l 'on t i re  

(,,' + 1) ~g - ,,X ( 1 -  t , )~-  ,,g (X' + l )  + (,, + 1) (;t - l)  (g - l)  Vs 
P (v" + 1) ~.~ - v ()`~ + ~') 

Laquelle des deux racines faut-il  choisir? La  question est facile ~ d~cider. 

Supposons d 'abord en effet que X ~ Xo, g ~ go, v = vo; ~to, go et  Vo dtant  tels 

que l 'dquation (1) admet te  une int~grale alg~brique. Alors ]e choix de la racine 

se fera sans difficult& On fera ensuite var ier  d'une fa,~on continue )`, g, v depuis 

les[valeurs  initiales ~o, go, Uo jusqu'~ des valeurs quelconques et raisons varier 
a 

de m~me ~ d'une fa,con continue;  nous ne serons encore jamais embarrasses pour 
a 

savoir quelle est celle des deux valeurs de ~ qui nous convient. 

Soient deux 4quations E et  E '  de la forme (1), supposons que pour la 

premi6re les diff@ences des racines des ~quations d~terminantes relatives h a,, a~ 

et  c~ soient respectivement, 

et que pour la seconde ces diff@ences soient 

Supposons que les quantitSs O,-o'~, O~-o~, r - r '  soient des hombres entiers,  

alors ~t, g, v auront  les m~mes valeurs pour les deux dquations E e t E' .  L,~qua- 
fg 

tion du second degrd en ~-  sera la m~me pour les deux ~quations diff@entielles 

E et E ' .  Devra-t-on choisir la m~me racine ? 
Aeta n~at)~ematlca. 39. lmprimd lo 20 juin 19"23. 11 
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(Z 
Remarquons que los deux racines de l'~quation en f f  se permutent quand 

X, # o u v  d4crit un contour simple autour du point 0. On retombera donc d'une 
racine sur l'autre, ou bien on retombera sur la m~me racine selon que le nombre 
des contours simples d~crits autour du point 0, soit par X, soit par #, soit par 
v sera impair ou pair. 

Or quand ~t d6crit an contour simple autour du point 0, ~i se change en 
0 , + 1  ou ~ , - 1 ;  quand # tournc autour de 0, O, se change en Q , + t  ou Q~- I ;  
quand v tourne autour de 0, r se change en r + 1 ou r - 1 .  

Donc on devra prendre pour ~ la m~me valeur ou deux valeurs diff~rentes 

pour les deux 6quations E et E'  selon que 

~, - -  ~'1 + ~ - ~'~ + r - r '  ~ 0, mod 2 ,  
ou 

~1 - P~ + ~ - P', + r - r '  _ 1 ,  r o o d  '2. 

$ Si donc O,-p~,, Q.~-~,, r - r '  sont entiers et si la somme de ces entiers est 
paire, on pourra choisir deux int~grales de l'Squation E, 

~(x)  et f(x) 

et deux int~grales de l'6cluation E', 

r et f '(x) 

telles que quand x d6crit un contour ferm6 quelconque les valeurs finales de 
~' (x) et f '  (x) s'expriment lin4airement s l'aide des valeurs initiales de ces m~mes 
intSgrales par la m~me formule qui exprime les valeurs finales de ~ (x) et f(x) en 
fonctions lin6aires des valeurs initiales de ces m~mes int6grales. 

Remarque . -  D'apr~s ce qui prdc~de, on aura toujours le moyen, quand 
l'~quation (1)n 'admet  que deux points singuliers s distance finie, d'exprimer les 
valeurs finales des int4grales de cette ~quation en fonctions lin~aires des valeurs 
initiales en Supposant que x air d4crit un contour ferm5 quelconque et par con- 
sdquent de reeonna~tre si ces int~grales sont alg6briques. 

Discussion. 

Supposons que les conditions de M. Fucns soient remplies; on a 

~t ~ cos2~e~+is in2~.o , ,  F ~ cos`2up~+is in2~p, ,  v ~ cos`2~r- t - i s in2~r ,  

d'of~ 

+C) 
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o n  

cos 2 ~ r  - cos 2zOl -- cos 2~0~ -~ 1 ~- 4 cos ~ r  sin 7t01 sin ~02 
fl cos 27rr -- cos 2~(0 i -- p~) 

t~ 
Dans cette formule -~  s 'exprime par  une fonction monodrome de O J, Q2 e t r .  

Donc par raison de continuit6, la r ac ine  qui conviendra s la question sera ou 

bien toujours celle qui correspond au signe + ou bien toujours celle qui correspond 

au signe --. En prenant  pour exemple une dquation a y a n t  une int@grale algd- 

brique on ddciderait aisdment lequel des deux signes on dolt prendre. 

Soil done 
1 el 1 02 

Cette  fonction satistkit  ~ l 'dquation diff~rentielle, 

5 
~j d x  '~ ( x -  a #  + ( x -  "1) (x - a2) + (x - .~)~ 

et il est clair que la diff@ence des racines de l 'dquation ddterminante  est ici 

pour al, 0, 

pour as, ~ 

pour co, 1 -- ~1 -- ~ .  

Posons done r ~ 1 -  ~ , - Q ~  il viendra 

(1 -  cos 2zO,) ( l -  cos 2~t(~2) - sin 2z(~ sin 2~.~ ~ [ -  sin 2~rO~ sin 2~Q.~ + ( i -  cos 2~0,) ( 1 -  cos 2~02. 
- 2 sin 2z0j sin 2 ~  

or il est clair que duns le cas part icul ier  qui nous oecupe, on dolt avoir 
a 

~-  ---~ 0; done routes les lois que 

c'est le signe - qu'on dolt prendre ;  e t  par  raison de Continuit6, c'est ]e signe - 

qu'on dolt prendre, quels que soient r, p, et  0~. 

Done quels que soient r, ~i et 02, on a 

a _ c o s 2 ~ r - c o s 2 ~ p ~ - c o s 2 ~ p ~ + l - 4 c o s ~ r s i n z p l s i n z p ~  
fl cos 2 z r  -- cos 2 ~ ( q , -  q2) 

Si les conditions de ~ .  Fucns sont remplies, cet te valeur est r6elle. 

Supposons en particulier,  

11" 
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il vient 

Ne supposons plus 

cos 21tr -- cos 2~0, + 2 -- 4 cos ~r  sin ~0~ 
cos 2~tr + cos 2 ~ t  

02~---�89 

et revenons & rexpression gdndrale; nous verrons qu'e]le pent se simplifier et se 

mettre sous la forme suivante 

ou bien encore 

cos  y (q, + q2 - r) cos  2 -  (q' + q~ + r) 

cos  ~ (q, - e ,  cos  ~ (~, - q2 + r) - r) 

cos ~r  + cos ~ ( e , +  02) 
fl cos ~r  + cos ~r (Q, -- Q~)" 

Soient en g6n6ral r  f(x) deux int6grales d'une 6quation du second 
ordre. Quand x d6crit un certain contour form6, les valeurs finales de ces int6- 

grales sont donn6es en fonctions lin6aires des valeurs initiales par los formules 

~ ( x ) + ~ f ( x ) ,  
r~ (x) + ~f(x). 

En ~n@al ,  on ne sait pas calculer a, fl, 7, & Mais si le contour ferm6 ne 
contient qu'un soul point singulier, on saura toujours trouver les racines de 
l'6quation en co 

(~ - o )  ( ,  - o )  - ~ r  = o. 

On ne peat  plus le faire en g6n6ral quand le contour contient plus d'un 
point singulier. 

Cependant, on vient de le voir, s'i! n 'y  a que deux points singuliers g 
distance finie, on pourra toujours faire ce calcul, quelque soit le contour con- 

sid6r6; on pourra m~me, en faisant attention au choix des int6grales 9(x) et  

f(x), calculer les coefficients ~, fl, 7, ~ eux-m6mes. 
Cette circonstance va nous permettre de discuter plus compl~tement, dans 

ce cas particulier, le th6or~me de M. Fucns. 
Supposons pour fixer los id6es 

q , = � 8 8  ~ 2 = � 8 9  r = ~ ,  

x ne changera pas quand on changera 

z en iz, 
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OU 

OU 

el l  

2i:v 
z - - 7  6 z - - 7  

e l l  # 
z - - ~  z - - ~ "  

Le premier de ces changements nous ]'appellerons l'op6ration L, le second 
l'opdratioll M, le troisi6me l'operation N e t  llous ddsignerolls par exemple 1'opal- 
ration complexe qui consiste ~ faire 1 lois ]'op6ratioll L, puis m lois l'op@ation 
M, puis n fois I'op@ation N, puis de nouveau i, lois l'op@ation L, par la notation 

On aura 
L z M ~ N ~ L*,. 

est donc positif; on verrait  ais~ment que 7a a pour argument ~ .  

Je suppose maintenant que sur le plan repr~selltatif des x, on fasse deux 
coupures en ligne droite l 'une de a~ s a~, l 'autre de a~ ~ l'infini. Supposons a~ 

et a~ r~els. Supposolls que les int~grales ~o(x) et f ( x )  aiellt ~t~ choisies de telle 
sorte que si 

~(x) 

f (x) = ~' 

z ~ 0 pour x ~ a, et z = I pour x = a 2 ou a = 1. 
Toutes ces suppositions peuvent toujours ~tre faites. 
Quand x ~uivra ta coupure de a t ~ a~ d'un certain cStd de cette coupure, 

du c5t6 que nous appellerons r ~(x) et f ( x )  resteront r6els et par consequent 
sera r6el, et variera en liglle droite de 0 s a e'est-g-dire de 0 ~ 1. Quand x 
suivra cette m~me eoupure de l 'autre c6t~, l 'argument de 

v(x) 
f ( x )  --~ z, 

expression qui contiellt en facteur 

(x  - a , )  

sera constant et ~gal ~ 2 ;  z variera donc de 0 ~ a~/~-~l ou de 0 ~ ~ .  

Quand x suivra la coupure de a~ ~ l'infini du eSt~ r de cette coupure, l 'argu- 
mellt de 
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qui ~tait 0 quand x suivait du cSt~ a la coupure ala, ,  devient -~, puisque 

l'expression 

z - / ~  

contient (x - a.) 'I en facteur, et que quand en suivant la droite a, a~ co, on d~passe 

le point a~ on voit rargument  de x -  a~ augmenter de .~. 

Quand x d~crira eette coupure a~ c~, z ddcrira done dans son plan un arc 

du cercle ddcrit sur ~/~ comme diam~tre, arc allant de a s ft. 
On d~montrerait de m~me que quand x ddcrit cette m6me coupure de 

l 'autre c6t~, z suit un arc du cercle d~crit sur a ~/L-11 fl V--1 comme diam~tre, 

arc allant de a ~/~11 s 7. 

I1 en r~sulte que si x d~crit tout son plan sans franchir aucune coupure, z 

restera h l'int~rieur du quadrilat~re mixtiligne a Oa' 7. 

H ~ I - t '  

Figure 2. 
eurviligne 

les cercles qui le forment se 

angles de 60 ~ . 

Dans ]a figure 2, a repr~sente la 
quantit~ imaginaire a; a'~ a~, a~., re- 

pr~sentent les quantit~s ~ ~/- 1, - a, 

- -~  V-- l ;  7, 7~, 7~, 78 reprdsentent 7, 

Le cerele 7 ,~7 ~  est le cercle 
d~crit sur aft comme diam~tre. Per- 
mettons maintenant ~ x de franchir 

la eoupure a, a~ ; alors pour voir queUe 

sera la rdgion off z restera confind, 

appliquons au polygone aO~'7 les op~- 
rations 

L, L ~, L 8 

et nous obtiendrons l e  quadrilat~re 

7717, 73 ; 

coupent aux sommets du quadrilat~re sous des 

Du point 0 comme centre d4crivons un cerele H H '  coupant orthogonalement 

h cercle aT& 
C e  cercle n'est pas alt4r4 par les opdrations L, M~N. 

Or le quadrilat~r e 7717,7~ est tout entier int4rieur ~ ce cercle. S i x  d4erit 
darts son plan un contour quelconque, z reste duns ce quadrilat~re ou dans le 

transform4 de ce quadrilat~re par uue des op4rations combiu4es s l'aide de 
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L, M, 5'. Or tous ces transformds sent int6rieurs au cercle HH'  puisque le 
transform6 d'un point int6rieur s ce eerele est int6rieur h c e  cerele. Done quel 
que soit le contour d~crit par x clans son plan, .z ne pourra jamais sort& du cercle HH'.  

Une autre remarque, c'est que t o u s l e s  transform6s des cercles ~7~, ~,~,~, 
7~73, ete. par une opdration quelconque eombinde "s l'aide de L, M, N coupent 
orthogonalement le cercle HH'.  

Cela posd, je suppose que l'on permette ~ x de franehir un plus. grand 
nombre de coupures; alors la r6gion d6erite par z ira en s'~tendant de plus en 
plus. Pour s'en rendre compte il faut ajouter an quadrilat&re 77, ~,~?~ nn cer- 
tain nombre de ces transformds obtenns par les op@ations L, M, N r6p6t6es nn 
certain nombre de lois. 

Quelqnes d6finitions d'abord. J'appellerai conjugu6 d'un point a, Ie point a, 
qui sera le pied de la perpendiculaire abalss6e du point a sur la polaire du point 
a par rapport au cercle HH'.  

J'appelle opdration S par rapport au point a, ropdration qui consiste 
changer 

~ - - a  6 z - - a  
e n  # 

Si a est le transferred de ~ par une op@ation combinde ~ l'aide de L, M, N 
l'op6ration S sera une des op@ations combindes s l'aide de L, M, N. 

J'appelle quadrilatbres Q les diffdrents quadrilat~res cnrvilignes qui sent 
les ~ransformds du qnadrilat@e ~ ,?2~s  pax une opdration combinde ~ l'aide de 
L, M , N .  

Considdrons un polygone eurviligne P quelconque, susceptible d'etre d6eom- 
pos~ en nn certain hombre de quadrilatbres Q. J'applique aux diffdrents quadri- 
lat~res Q qni composent ce polygone, les opdrations S, S ~, S ~, S', S ~ par rapport 

chacun de leurs sommets; sauf pour les quadrilat~res qui ont un sommet sur 
le pdrimbtre du polygon% ces opdrations ne feront que reprodnire des quadri- 
latbres Q faisant ddj& partie flu polygone P. Mais appliqude aux quadrilat~res 
qui ont un sommei sur le pdrim6tre du polygone, ees opdrations conduisent & des 
quadrilat~res nouveaux, que i',~nnexerai an polygone P de .fa~on ~ former un 
polygone plus grand P'. Cette transformation de P en P' s'appelera l'opdration T. 

Cela pos6 appliquons l'op@ation T an quadrilatbre ~,y~ 7~78i j'obtiendrai un 
premier polygone P,; j'applique de nouveau l'opdration T h ce polygone et j'ob- 
tiens nn second polygone P,, puis un troisi6me P3, etc. Les polygones P~ sent 
des r6gions que z peut parcourir sans qu'on fasse franchir s x des coupures el1 

nombre infmi. 
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Je  dis ClUe le polygone P~ a ses angles ~gaux ~ 60 ~ ou s 120 ~ En effet 
consid~rons la figure 3 qui repr6sente grossi~rement la d~composition du poly- 
gone P~ en quadrilat~res Q, Sur cette figure les arcs de cercle ont 6t~ remplac~s 
par des droites. Comme les quadrilat~res Q ont tous leurs angles ~gaux "~ 60 ~ 

'~ n A 12 

Figure 3. 

on volt que les angles du polygone P1 

A ,  A~., . . . ,  A,~ sont de 60 ~ , 

et 
13, B~, .. . ,  /3~e sont de 120 ~ 

C. Q. F.D.  

De plus, on n'a jamais deux angles de 60 ~ de 
suite. Passons au polygone P.~. 

Sur les figures 4 et 5, les angles marquis A 
sont de 60 ~ les angles marquis 33 de 120 ~ 

En g~.n~,ral les quadrilat~res annexes au po- 
lygone P~ se divisent en deux eat6gories: 1 ~ ceux qui n'ont qu'un sommet com- 
mun avec P, et trois avec P~; en ces trois sommets les angles de P~ sont un de 
60 ~ et deux de 120~ 2 ~ ceux qui ont deux sommets communs avec P, et deux 
avec P~ ; les deux angles correspondants de P~ sent de 120 ~ 

. . . . . . . . .  ; . .fi A 

A( 

Figure 4. 

Sur les figures 4 et 5 les 

J 

',8 A 

/ \ 
Figure 5. 

traits pleins repr6sentent une portion du poly- 
gone P1 partag4 en quadrilat~res Q, et les quadrilat~res en pointill~ sont ceux 
qu'on doi~ annexer au polygone />1 pour former le polygone P~. Sur la figure 
s gauche on envisage une portion du p~rim~tre de PI oQ un angle de 120 ~ suc- 
c~de & un angle de 60 ~ sur la figure s droite une portion de ce p~rim~tre oh 
deux angles de 120 ~ se succ~dent. On voit s la seule inspection des figures que 
les angles du polygone P~ sour encore de 60 ~ et de 120 ~ 

On d~montrerait de la m~me facon qu'il en est de m~me des angles du 
polygone P,, et en g~n~ral da polygone P,,. 
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Consgquence: ~ Les  p o l y g o n e s  P~ son t  des p o l y g o n e s  eurv i l ignes  d e n t  les 

eSt6s son t  form6s p a r  les arcs  de cer ta ins  cercles qui coupen t  o r t h o g o n a l e m e n t  

le cercle HH'~ et  d o n t  les angles  son t  tous  sai l lants .  

Ces p rd l imina i res  6tablis, nous pouvons  nous  poser  m a i n t e n a n t  la ques t ion  

s u i v a n t e :  

L a  fonc t ion  

x---- e ( z )  

qui, nous l ' avons  vu,  n'existe pus quand  te module  de z es t  plus g r a n d  que OH, 

res te - t -e l le  m @ o m o r p h e  q u a n d  le module  de z e s t  plus pe t i t  que O H ?  

P o u r  r~soudre  ee t te  quest ion,  r e p o r t o n s - n o u s  s ce qai  a dt~ d i t  duns la  

N o t e  6 I. On se rappe l le  q u ' o n  a considdr~ dans ce t t e  Note ,  ce r t a ines  rdgions  

i Note 6. On peut se rendre compte de la mani~re saivante de l'insaffisance de la demon- 
stration de M. FrycHs. Je suppose que sur la sphere representative des x je joigne chaque point 
singulier au point co  par nne coupure. Si l'on fait ddcrire ~ x an chemin qui soit assajetti ~ ne 
pas traverser les diverses coupures plus de n lois, ]e point reprdsentatif de z ddcrira an chemin 
qai sera assujetti ~ rester dans ane certaine rdgion /~,~ de la sphere. Quand m va augmenter, la 
rdgion / ~  va s'~tendre de plus en plus. 

Si en sYtendant, la rdgion /~,~ arrive ~t se recouvrir en partie elle-m~me, de telle sorte que 
le point reprdsentatif de z puisse venir de deux mani~res diff~rentes en un certain point de la 
sphere, il est clair que x ne sera pas fonction monodrome de z; si au contraire cela ne peut avoir 
lieu, x sera monodrome en z. 

Or on peut concevoir de deux mani~res diff6rentes que la r~gion l~,n se recouvre en partie 
elle-mdme, comme l'indiquent les figures qui suivent: 

Figure 6. 

Figure 7. 

Duns ces figures, les deux cercles reprdsentent les deax hdmlsph~res, les parties rcstdes en 
blanc sont les portions de la sphere qui ne font partie de la r~gion /~m; la rdgion/~ est couverte 

Acta mathematica S9. Imprirad le 20 juin 1923. 12 
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R~ et j 'ai montr~ clue la condition pour que x reste monodrome en ~, c'est que 
cette r4gion R~ n'arrive jamais s se recouvrir partiellement elle-m~me. Nous 
avons vu en outre que cette r4gion R~ peut se reeouvrir partiellement elle-m~me 
de deux mani~res diff~rentes; ou bien en laissant tout le reste de la sphere d'un 
m~me cSt~ de son contour; ou bien en s une sorte d'anneau de telle fac, on 
que la portion de la sphere qui ne fair pas pattie de R m soit divis~e en deux 
r~gions bien distinctes et qu'on ne puisse aller de l'une ~ l 'autre sans t raverser /~ , ,  

La d~monstration de M. Fccns signifie, je le rappelle, que la r~gion R~ ne 
peut se recouvrir elle-m~me de la premiere mani~re. Cherchons doric si elle peut 
se recouvrir elle-m~me de la seconde mani~re. 

Or ici les r~gions R~ sont repr4sent~es par les polygones P~, ou du 
moins les polygones P~ peuvent jouer dans la d@monstration identiquement le 
m~me rSle. 

Consid~rons la sphere qui a pour grand cercle le cercle H H ' ,  projetons 
st~r~ographiq~tement la figure qui est darts le plan de ce grand cercle sur eette 
sphere. Les polygones P~ vont se projeter suivant des polygones curvilignes 
sph4riques H~ dont les cSt4s seront des petits cercles coupant orthogonalement 
H H '  et par consequent situ~s dans des plans perpendiculaires s celui de ce 
grand cerele et dont les angles seront tous saillants. 

Projetons encore la figure orthogonalement sur le plan de ce grand cercle 

H H ' ;  les polygones H~ vont se projeter suivant des polygones rectilignes h\~ 
dont les angles seront tous saillants. 

Or il est clair qu'un polygone rectiligne dont tous les angles sont sail- 
lants ne peut se reeouvrir partiellement de la seconde mani~re. 

Donc ni les polygones K, , ,  ni par consequent les polygones P~ ne peuvent 
se recouvrir partiellement de la seconde mani~re. 

Done x est mgromorphe en z dans l 'int6rieur des polygones P~. 
l~Iais quand m tend vers I'infini, les ?olygones Pm re rapprochent de plus 

en plus du cercle H H ' .  En effet si cela n'4tait pas, quand m tend vers l'infini 
le polygone P~ tendrait  vers un certain contour /~ qui  devrait ~tre un contour 
ferm4 sans point double et reproductible par routes les operations combin4es s 
l 'aide de L, M, N ce qui n'est possible que du cercle H H ' .  

de hachures et l'ou observe deux couches de hachures dans les portions de la sphere oh la rdgion 
~ se recouvre elle-m@me. 

M. Fucks a d@montrfi que la rggion ~ ne peut passe recouvrir partiellement elle-mfime 
de la premiere mani~re, puisqu'il a fait voir que quand z ddcrit dans l'intdrieur de la rdgion t ~  
un cercle infiniment petit, x revient ~ la m~me valeur. 

Mais it n'a ~as d~montr~ que la r~gian t ~  ne peut passe reco~vrir ~artieZlement elle-m~me 
de la seconde mani~re. 
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Donc x est m6romorphe en z dans l 'int6rieur du cerde t t H ' .  

La fonction x, nous l'avons vu, n'existe pas dans route l'dtendne du plan, 
de sorte qu'on ne peut pas dire positivement que ce soit une fonction analytique 

de z; mais c'est une fondion  parfai tement  dgterminge de cette variable�9 C'est ainsi 
qu'on dolt entendre dans ce cas le thdor6me de 1)I. F~c~s, et cela d'ailleurs suffit 
pour les consdquences que ce gdom6tre en tire. 

~aisons quelques remarques sur la fonction x. 
1 

D'abord elle pent 6tre repr6sentde par une s~rie convergente, est 
x - - ) .  

en effet si / t e s t  convenablement choisi, une fonction m6romorpbe de z qui reste 
finie t o u t  le long du p6rim6tre du quadrilat6re 7~,~',7~ et par cons6quent tout 
le long du p@im6tre du polygone P,.. De plus quand m tend vers l'infini le 
p6rim~tre de ce polygone reste fini. 

Donc l'int6grale 
de 

f (x - Z) - 

prise le long da polygone P~ reste finie quand m tend vers l'infini. 
Or cette int6grale est 6gale d'une part  & une s6rie convergente ordonnde 

suivant les puissances de z; d'autre part  s - f ( z )  plus une s@ie de termes en 

A 
z - - a  

faciles & former. En effet, soit a l 'un des infinis de la fonetion 1 x -  Z ; nous 
aurons un terme en 

1 
z ~ a  

Supposons que l'on sache que x ne change pus quand on change 

h z + k  
z en h ' z  + k' 

alors nous aurons un autre infini 

avee le rdsidu 

ce qui nous donne le terme 

w a k  I 

h - - a h '  

k' h - h' l~ 

(h - :  a h') ~ 

k 'h  - h ' k  1 

(h- -ah ' )  ~ z §  k - a k '  " 
h -- ah '  

12" 
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La somme de tous ces termes diminu6e de f(z) et multipli6e par 2 iz  repr6sente 
l'int6grale consid6%e. Bien entendu, on ne doit prendre que. les termes relatifs 
aux infinis situ6s s l 'int6rieur de P~. 

On a alors 
A 

f(z) = Z + ~@), z , - - a  

(z) 4rant holomorphe en z; quand m tend vers l'infini ~(z), qui est 6gal 
l 'int6grale divis6e par 2i~, tend vers une limite finie, en m~me temps que 

A 
~ z -  a devient une s6rie infinie. Cette s6rie infinie est donc convergente. 

Donc f (z) peut se mettre sous la forme suivante, 

A Z + �9 (~), 

A 
olt ~ (z) est holomorphe dans l'intdrieur du cercle H H  ~ et oi~ ~ _ ~ -  est une s~rie 

convergente dent le terme g~n~ral est facile ~ former. 

Une autre remarque: Soit une 6qaation diff6rentielle 

d' y [ A, 2 B + 2  A, ] 
,~x" = u (x_a , )~  + (x- :h ,~(~  - a,) ~ ( x - a , ) '  

telle que 
Q, = 1+�88 ~, ---- 1+�89 r = 2 + ~ ,  

par exemple. 

Pour ne pas confondre la variable x qui rentre duns cette nouvelle 4quation, 
avec celle qui entrait  dans l'ancienne, appelons-la x,; mais eontinuons, s poser 

~,(x,) 
f,(x,) 

~,(x,) et fl(x,) 6rant des int6grales convenablement choisies de la nouvelle 
6quation; z sera une fonction de x, qui aura une infinit6 de valeurs; mais on 
les obtiendra routes en appliquant s l'une d'elles routes les op6rations eom- 
bin6es s l'aide de L, M, N (voir page 85) or x est une fonction monodrome de 
z qui ne change pas quand on applique s cette variable l'une de ces op6rations. 
Donc x est monodrome en x~; seulement iei encore, x n'existe pus pour toutes les 
valeurs de x~; cette fonction n'existe que pour les valeurs de x, telles que z soit h 
l'int3rieur du cercle HHL 

Derni~res remarques. 

Le mode de discussion que nous venons d'employer peut ~tre utiUs4 routes 
i 

les fois que l'on n'a que deux points singuliers. La difficult6 augmente avec le 
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nombre de ces points. Voyons comment on devrait aborder la question, si ron 
avait trois points singuliers par exemple. 

Soient a, et a~ deux de ces points singuliers, supposons qu'ils sont r~els et 
que les coefficients de l'~quation diff@entielle sont 6galement r~els; r~unissons 
ees deux points par une coupure en ligne droite, et joignons de m~me les autres 
points singuliers par des coupures. 

Quand x d6erira d'un certain c6t6 la coupure a,a~, ~ restera r~el et variera 
de a s /~ ;  quand on appliquera aux diff6rents points de ee segment de droite, 
les diverses op@ations qui ne font pas varier x quand on les applique s la 
variable z, les transform~s suceessifs de ce segment de droite seront une infinit6 
d'arcs de cerele. 

_Pour que le thdor~me de 11I. Fuchs soit vrai, il faut et il suffit qu'aucun de 

ces arcs de cerele ne vienne couper le segment de droite. 


