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REVUE DE MATHEMATIQUES SPECIALES

PREMIERE PARTIE

La publication récente des Annales du concours général nous a fait penser & d'anciens lauréats de ce concours, et sur-
tout & I'un d’eux, illustre entre tous. Grice a l'obligeance de M. le marquis de Beauchesne, I'historiographe du concours
général, nous avons pu retrouver la copie d’Henri Poincaré, (ue nous publions ci-aprés.

Le jury de correction, composé de MM. Bouquet, Briot, Puiseux et Prollier, a mis cette note dans son rapport : « La
copie placée la premiére dans le concours des lycées des départements annonce chez son auteur des connaissances et une
aptitude d'un ordre distingué. »

C’était deux ans aprés la guerre, A la Sorbonne, on le jeune Lorrain est venu chercher son prix, on lui a fait une ova-
tion. ;

CONCOURS GENERAL DE 1873
PRrix D’HONNEUR DE MATHEMATIQUES SPECIALES.
Copie de Henri Poincaré, éléve du lyeée de Nancy.

Une surface du second ordre S étant donnée, ainsi que deux points A et B de cetle surface, il existe
une infinité de surfaces du second ordre ¥ qui sont tangentesen A eten B ala surface S. On propose de {rouver :

1° Le licu géoméirique des centres des surfaces X ; ; :

20 Le lieu géométrique des points de contact de ces surfaces avec les plans tangents qu'on peut leur
mener parallélement & un plan donné;

3¢ Le lieu géométrique des points de contact des mémes surfaces avec les plans tangents qu'on peul leur
mener par une droite donnée. s

Solution géométrique. — Lieu des centres. — Considérons une des surfaces ¥ ; par le cenire de
celte surface et par la droite AB, je fais passer un plan; soit P le point ot ce plan vient couper la
droite PQ d’intersection des plans tangeuts. Le point (0 devra étre le centre
de l'intersection de la surface avec le plan PAB, c’est-d-dire d’une conique
fangente en A et en B aux droites PA et PB; or dans celle conique le dia-
metre conjugué de AB est la droite qui joint le point P, pole de AB, au
point M, milieu de AB.

Donc le lieu des centres n'est autre que le lieu des droites PM, c’est-a-
dire que le plan PQM,

On pourrait dire encore que le plan diamétral conjugué de AB, par
rapport & I'une quelconque des surfaces ¥, doit contenir la polaire PQ de AB et le milieu M de AB, et
n’est autre, par conséquent, que le plan PQM. _

Si I'on transforme ce résullat par Ja méthode de la transformation homologique, on peut dire que !

Le lieu des poles d'un plan fixe est un plan qui passe par la droite PQ et par le conjugué harmo-
nique C' par rapport & A, B du point C ot le plan fixe coupe la droite AB.

On retrouve directement ce résultat sans difficulté en disant :

Le plan polaire du point G passe par la droite PQ polaire de AB et par le conjugué harmonique
¢’ de C; or il contient le péle du plan fixe donné ; done le lieu de ce pole est le plan PQC’.

En transformant par polaires réciproques, on arrive au résullat suivant

Le plan polaire d’un point fixe D passe par un point fixe (7, situé sur la droite AB el conjugué
harmonique par rapport 4 A, B, du point G ou cetle droite est coupée par le plan PQD,

On peut retrouver ce résultat directement :
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En effet : le pole du plan PQD doit étre sur la droile AB, polaire de PQ et de plus sur le plan
PQC', conjugué harmonique du plan PQD, par rapport au sysléme des plans tangents; ¢'est done le
point (', conjugué harmonique du point C par rapport & A, B.

Cas particuliers. — Le lieu des péles d’un plan passant par AR est indéterminé, puisque le point
C ol ce plan coupe AB est lui-méme indéterminé.

Mais celte indétermination n'est qu'apparenle; car, le plan passant par AB, son pole est sur I'Q,
polaire de AB.

Appliquons celle remarque au lieu des centres; c'esl-d-dire supposons que les points A el B soient
a l'infini et nous arriverons au résultat suivant :

7 Le lieu des centres des surfaces dont les cones asymptoles sont tangenls & deux plans donnés le
long de génératrices paralléles est la droile d'inlersection de ces deux plans, théoréme évident par lui-
méme, :

De méme, le plan polaire d'un point situé sur PQ passe par AB. _
Le pole d’un plan passant par PQ -est sur AB et est conjugué harmonique du point ot ce plan

coupe cette droite.
Si on applique au lieu des centres, on a: si les plans langenls sonl paralléles, le cenlre est le

milieu de AB.

De méme, le plan polaire d’un-point C situé sur AB est un plan passant par PQ et le conjugué
harmonique du point C. :

Lieu des points de contact des plans tangents menés par une droile extérieure. — Menons par la droite
ex!érieure un plan quelconque, dans ce plan une droite quelconque
rencontrant AB. Par celle droite, que nous supposerons tangente i
la surface considérée et par AB menons un plan et considérons la
M section de la ﬁguré.

/ : Soit E la trace de la droite donnée, D celle de la droile PQ,
Q

D

EM la tangente considérée, M le point de conlact. La droile’ EM est
B P\ aussi langente & la conique, inlersection de la surface par le plan de

E la figure. Son péle est donc le point M ; or ce pole doit se trouver
sur EM et sur la polaire du point P, ¢'est-i-dire sur la droite DQ
qui joint le point D au conjugué harmonique de P par rapport a AB, Done pour engendrer la surface,
lieu des points M, par la droite donnée E et un point P quelconque de AB, on méne un plan; par la
droite D, polaire de AB, et par le conjugué harmonique de P, on fait passer un second plan et on
considére I'intersection de ces deux plans; le lieu de ces intersections est le lieu des points M. Or il est
facile de voir que ces deux plans forment un faisceau homographique. En effet, a un plan EP corres-
ponlun plan DQ et un seul, puisque & un point P correspond un point Q et un seul; donc le lieu est
une surface réglée du second ordre. Celle surface admet pour "enmatuces les droiles D et E; de plus,

A

clle passe par les poinls A el B.

Il est faciie de trouver la poiaue de AB par :appml a la surface; en effet, revenons a la figure 2 et
considérons la section faite dans la surface par le plan de la [igure. Le lieu des points M est une
conique passanl par les points A, B, D, E; je dis que les droiles AB el DI sont conjuguées; en effet,
projelons sur un plan de telle sorte que les points A et B aillent aux points circulaires & Pinfini. Le
lieu deviendra le cercle décrit sur DE comme diamétre, car les droites DQ et EP deviennent deux
droiles reclangulaires quelconques, donc les droites DE et AB sont conjuguées par rapport a la
conique M, puisqu'un diamélre et la droite de I'infini sonl conjugués par rapport au cercle DE. Donc
le pole de AB estsur la droite DE; de plus il est sur la polaire du point X, inlerseclion de AB et
de DE, c'est-a-dire sur la {roisitme diagonale du quadrilatére ABDE, AB et DE élant considérées

s St
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comme les deux premiéres diagonales. Si I'on fail tourner le plan de la figure autour de AB, la droite
DE décrit I'hyperboloide dont les géncralrices sont D,E et AB. La troisidme diagonale décrit Ie
plan « de linterseclion des plans AD, BE et de celle des plans AE, BD; la polaire de AB est Ia
généraltrice, inlersection de ce plan et de cet hyperboloide, mais Ia geénératrice du méme systéme que D
et que I seulement.

Discussion. — En général, la surface est un hyperboloide a une nappe. Cherchons d’abord a
classer la surface par ses propriétés projectives, c’est-a-dire i reconnaitre dans quel cas elle se réduit i
un cone ou & deux plans,

Pour qu’elle se réduise & un cone proprement dit ou & un cylindre, il faut el il suffit que les géné-
ratrices D et E soient dans un méme plan; il le faut, car dans un cone ou un cylindre deux généra-
trices quelconques sont dans un méme plan; cela suffit, car alors les plans DO el EP passant toujours
par un point fixe, leur intersection passera aussi par ce poinf.

Pour qu’elle se réduise a deux plans, il faut qu'elle se réduise aux plans DA el BE, ce qui est
impossible, car la conique de Ja figure 2 se réduirait & AD et BE, droites
droites AB et DE ne peuvent dtre conjuguées que si 'une d’elles passe par le point d’inlerseclion
de DA etde BE, ce qui exige que la droite E soit dans I'un des plans tangen(s; elle peul encore se
décomposer si la droite AB et I'une des droiles D et E sont dans un méme plan.

Dans le premier cas, le lieu se compose évidemment du plan tangent et d’un plan passant par A,
en supposant que la droite E soit dans le plan tangent au point B; en effet, considérons encore Ia
section par le plan de la figure 2 et rejelons pour simplifier lo point A & Iinfini. Les points P et Q seront
équidistants du point B et on deyra avoir, en vertu du théoréme des transversales dans le triangle MPQ,

par rapport auxquelles les

Ll st I
BO  DP  ME DP SIME el
ou, en appelant m, d, e les dislances des {rois points M, D, E a AB,
' m--d e :
g T ey

ce qui montre que le lieu des points M est une droite parallele
£ “4AB. C.Q.F. D,

On obtient en plus le plan tangent au point B, parce que les plans DB, BE se confondent.

Dans le second cas, le lieu se compose évidemment du plan ABE et du plan de la droite D et du
conjugué harmonique K’ du puint K ou la droite E renconire AB. En effet, si le point P différe du
point K, le plan EP est le plan ABE; si le point P vient en K, le plan PQ est le plan DK’

Cherchons maintenant dans quel cas la surface est un paraboloide,

Siles droites D et E sonl a distance finie, on n'aura de géndratrice i dislance infinie que si les
plans DQ et EP peuvent devenir paralléles, c'est-a-dire si les plans paralléles menés par D el B
divisent harmoniquement le se sment AB. SiI'una des droites D ou B est
généralrice a I'infini, ce qui donne un parahsloide.

On aura un cylindre si la surface est 4 la fois un paraboloide et un cone, ou un céne dont le
sommet est & Uinfini, ¢’est-d-dire si les droites D el | sonl paralléles.

& Pinfini, on a toujours une

Résumons la discussion :
: Hyperboloide & une nappe.
Les plans parallédes menés par D et E divisent

: ] harmoniquement AB: Paraboloide.
: ek Lles‘ deux droites sont a Les droites D, E se rencontrent : Cone.
distance finie. Les droites D, E sont paralléles : Cylindre.
La droile D ou la droite E rencontre AB : Deux plans,
La droite E est dans I'un des plans tangents : Deux plans,
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Paraboloide hyperbolique.
| Les deux droiles se rencontrent, c’est-a-dire que
2° L'une des droiles est a P'une des droiles est paralléle au plan repré-
l'infini. senté par l'aulre : Cylindre.
’ La droite D ouladroite E rencontre AB:
: 3 g I Deux plans.
\ Ladroile E est dans I'un des plans tangents :
; 5 Cylindre.
o 3? b8 = detairollos ontA La droite D oula droite E renconfre AB:
; Vinfini, La droite E est dans I'un des plans tangents : { Deux.plans:
Dans le cas ol la surface est un paraboloide proprement dit, rien n'est plus facile que de trouver
les plans directeurs. Il n’en est plus de méme quand elle est un eylindre. Pour les déterminer dans ce
cas, considérons encore la figure 2.
D Il s'agit de mener par les points D et E deux droites paralléles

' qui divisenl harmoniquement le segment AB. Pour cela, considé-
i 0 t B rons un point ) de AB et son conjugué P'; menons EP paralléle
s a DQ; les poinls P et P’ formeront un systtme homographique
facile & déterminer, ef on en cherchera les points doubles par le
£ procédé connu, i

Si ces points doubles sont réels, on aura un cylindre hyperbolique ; imaginaires, un cylindre ellip-

tique ; confondus, un cylindre parabolique.
Cas particulier, — Les points A el B sont des points circulaires & l'infini; les plans DP et EQ

- . & . .
deviennent des plans dont les traces sur un plan paralléle au plan AB sont rectangulaires ; les sections

circulaires sont alors paralléles au plan AB.
Dong le lieu des points de conlact des plans tangents menés par une droile aux surfaces qui ont une

direction de plans cycliques communs, avec le diamélre conjugué commun, est une surface du second
ordre ayanl méme direction de plans cycliques.
ReMarQue. — Par polaires réciproques : I'enveloppe des plans fangents aux surfaces ¥ dont les
points de contact sont silués sur une droite est une surface du second ordre.
Solution analytique. — Lquation générale. — Prenons pour tétraédre de référence un tétraddre
formé des deux plans langents R et S et de deux plans P, Q passant par AB. L’équalion d’une surface
quelconque est
AP*-A'Q® 4 A'R*—+ 2BOR -+ 2B'PR —+ 2B"PQ —+ 2CGPS +- 2C'QS + 2C"RS + DS? = 0.
La section parle plan Q =0 est
AP? + A"R®* 4 2B'PR +- 2CPS - 2C°RS + DS? = 0. A
Or, cetle section doit étre de la forme :

RS + %P2,
Done Al=B"=0C=D=0.
! B=0=0.

De méme,
Donc I'équalion générale est de la forme

RS+ P2 4+ pQ2 4-2.P0Q = 0.
Lieu des centres, — Supposons qu’on ait pris les plans P et Q pour plans des yz et des @z et posons

RS = F; Vl'équalion devient
Rejs it y.yz-—}—- vay =0,

Les équations du centre seront
: F.+ 2o+ 2vy =0,
Bt 2uy —+ 2ve = 0,
F. = 0.
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L'élimination est toute faite et on trouve F!= 0, qui représenle un plan qui est le plan dia-
métral de AB par rapport au systéme de plans RS.

En prenant un tétraédre de référence, ou les équations tangentielles, on démontrerait tout i fait
de la méme fagon les propositions que nous avons énoncées sur le lieu du pole d’un plan et sur l'enve-
loppe du plan polaire d’un point. .

Lieu des poinls de contact. — Prenons un tétraédre de réfirence formé des deux plans P et Q, que
nous appellerons X et Y, el de deux plans Z et T passant par la droile donnée.

Soit

Y =F4 X2 uY? 4+ 2XY = 0
'dqualtion de la surface; les équations de la polaire ds la droite Z, T seront

2= M=)
puisque le pdle du plan Z -+ AT est donné par
E;:O, S =10) S;—}-f{:;:o.
Eliminons donc ). p, v entre les équations
¥ =0, Na=10 2, =0,

c'est-d-dire
F 4+ 2X2 +uY? +20XY = 0,
Fie +2X +2Y =0,
Py +2uY 4+ 22X =0,
qui peuvent s'écrire
F 4+ (OX 4+ YN + (1Y +-+X)Y = 0.
F, + 20X +vY)+0 =0,
Fl+0 ~+2(pY +vX) =0

d’olt
I X Y
I 2 0| =0,
o 0 2
ou
1) 4P = 2XT! + 2YF |

ou, en posant
4F = 2XI'; + 2YF{ + 2ZI), + 2TI7,
(2) 2, + TF! = 0.
(’est une surface réglée du second ordre dont les génératrices reclilignes sont
Z = \F,, T.— — R},
L= AT, +FL = 0.

Parmi ces génératrices on remarque

qui est la droite donnée,
et I, =0, I =0,
qui est la droite PQ).
La forme (1) de I'équation fait voir que la surface passe par les points
X =0, Y =0, F=0,
c’est-a-dire par les points A el B;
par les points
Fg =0, Fy=0, F =0,
qui est la droite PQ;
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- par les points
X=0, F; =0, F =0,
qui sont des points situés sur I'un des plans tangents, sur le plan X = 0 et sur le plan polaire de
A= (e =T ST ()
La surface sera un cone si les génératrices
Z=0, T=0, =) Fe=
se rencontrent,
Elle sera un cylindre si elles sont paralléles.
On a
I, = RS+ 8/R, e
Prenons les dérivées particlles de la surface
72+ TF;, = 0,
ZF, +TF.. =0,
28+ TF, +F, = 0,
Zh, +TF + F. = 0.

Ces quatre plans doivent se couper suivant une méme droite pour que la surface se réduise & deux
plans, ce qui exigerait que les droites données coincidassent, ou que les deux premiers plans coin-
cidassent, ou que

o U]
Fox v

Fx l;\ :
Or, sila droite ZT estsur la surface F = 0, cette surface peut s'écrire
F = (Z+)T)(AX 4+ BY + CZ +DT) = 0,

d’ol1
Fl, =B, FI = A,
Ko =D, e =

Donc la condition est remplie.

Sila droite F, =0, F! =0 rencontrel'axe X =0, Y =0, on peulécrire

F=(AX+BY +~CZ+T)(AX+BY~+CZ+T)
de telle fagon que C =C'.
Fi. = A+ A F;, = B+ B,
Fje = C(A-+4A), - Fix = GB+B).

Si Z=0, T=0 renconlre cetaxe, on arrivera au méme résultat en remarquant que l'équa-

tion est symélrique en Z, T, I}, F;.

-4
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2776. — Déterminer deux polynomes dn troisiéme degré f(x) el g(x) tels que Uon aut
f=9.q> g=rr
De larelation ¢ = f'f" on déduit, en dérivant et en remarquant qua /" est une constante,
gr = j”! +f.rfm‘ g” = :jf“fm:
remplacons g', ¢ par ces valeurs dans la deuxiéme relation donnée f = ¢'g"; nous obtenons
(1) [ =3 (117
Dérivons encore une fois ; nous avons, en désignant par & la constante /7,
fl= SR(" - kf')+ 3K " (k[ - k[7),




