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PREFACE

I^ar l'édition de ce Tome V des œuvres d'Henri Poincaré, l'Académie

des sciences reprend aujourd'hui une publication qu'elle avait dû, par

suite des circonstances, interrompre pendant de longues années. Réunir

en une série de volumes les mémoires épars de l'illustre mathématicien

français en les classant suivant les difTérenles branches de la science

auxquelles ils se rapportent (car l'esprit puissant de Poincaré a jeté de

la lumière sur les sujets les plus divers), tel était le but que s'était

proposé l'Académie en commençant celte publication. Entreprise par

les soins de la section de géométrie, l'édition avait dû être interrompue

après la mise en librairie du Tome III en ig34. Les difficultés financières

du moment, puis la guerre, l'occupation et leurs conséquences

empêchèrent ensuite de poursuivre l'œuvre commencée.

Or, en 1948, au cours d'une réunion internationale de Mathématiciens

tenue à Genève, le vœu fut exprimé par de nombreux savants français

et étrangers que cette publication des mémoires d'Henri Poincaré fût

reprise. Avertie de ce vœu, l'Académie des sciences fut unanime à

penser qu'elle devait faire un effort pour lui donner satisfaction.

Mais bien des difficultés se présentaient. L'Académie ne disposait

d'aucun fonds pour reprendre une édition dans des conditions devenues

très onéreuses et elle ne pouvait guère espérer obtenir une subvention

spéciale des pouvoirs publics. Sur la proposition de M. Gaston Julia,

l'Académie décida de s'adresser à la Société des Amis de l'École Poly-

technique, Kcole dont Henri Poincaré fut jadis un des plus illustres
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élèves, pour lui demander de constituer en son sein un Comité spécial

chargé de recueillir des fonds, de les gérer et d'assurer toutes les charges

financières de l'édition.

Les choses ayant pu s'arranger ainsi, grâce à l'aimable obligeance de

la Société des amis de l'École polytechnique, l'édition des Tomes IV et V
fut immédiatement envisagée. Le Tome V (Arithmétique et Algèbre)

terminé le premier a pu paraître dès maintenant. La publication du

Tome IV (fin des mémoires d'Analyse) a été retardée par diverses circons-

tances, mais pourra, nous l'espérons, avoir lieu assez prochainement.

L'édition du Tome V que nous présentons aujourd'hui au public

scientifique a pu être assurée grâce à des dons importants provenant du

Centre national de la Recherche scientifique, de l'Union internationale

d'Astronomie et des Élèves de l'École polytechnique (promotions 1946

et 1947)- Ces généreux donateurs ont droit à nos bien vifsremercîments,

ainsi que la Société des amis de l'Lcole polytechnique. Grâce à leur

concours, nous pouvons, pour le grand profit du rayonnement de la

pensée française, poursuivre l'efTort entrepris et resté inachevé. Nous

devons aussi rendre hommage au travail effectué par la Commission

académique chargée de la publication des œuvres d'Henri Poincaré et

en particulier à la part prise dans ce travail par M. Gaston Julia qui,

par son activité incessante et son dévouement, a permis, tant en provo-

quant la constitution de la Commission académique et du Comité

financier qu'en assurant la direction scientifique de la publication, de

réaliser le présent volume dans le délai minimum.

El nous ne devons pas oublier de remercier aussi la maison Gauthier-

Villars pour les soins qu'elle a apportés à l'impression de cet Ouvrage.

Louis de Broglie.



NOTE

Les recherches et les publications de Henri Poincaré sur l'Algèbre et

l'Arithmélique sont très diverses. Cerlalnes se rallachent à des travaux

contemporains d'Arithmétique qu'il a enrichis de méthodes et d'idées nouvelles.

Car « s'il lisait peu et sans s^astreindre à suivre la longue chaîne de déduc-

tions, la trame serrée de définitions et de théorèmes, il allait tout droit au

résultat qui lui paraissait le centre du mémoire, il l'interprétait et le

repensait à sa manière. Il le contrôlait par ses propres moyens; après quoi

seulement, il reprenait le livre en main et y jetait un rapide regard

circulaire . . . » (').

C'est ainsi qu'un grand nombre de ses Notes et de ses Momoiies ont été

inspirés par des travaux, des exposés ou des méthodes de Clebsch, Steiner,

Lie, Sylvester, Laguerre, Appell, Hill, Hadamard, Gauss, Bravais, Eisenstein,

Hermile, Selling, Korkiue et ZolotarefT, Lejeune Dirichlet, Kummer,

Dedekind, Jordan, TchebichelT, Fredholm, etc..

D'autres concernent des applications à l'arithmétique de ses découvertes

d'analyse, mais aussi l'utilisation de l'arithmétique dans la construction de

celle analyse, car « nul mieux que lui ne sût découvrir , entre les diverses

parties de la science, des relations imprévues, par-ce que personne ne sût

mieux dominer cette science de tous les côtés à la fois » (-). C'est le cas

pour les études sur les invariants arithmétiques, sur les groupes fuchsiens,

dont certains qualifiés arithmétiques sont engendrés par des substitutions

automorphes de formes quadratiques, sur les fonctions fuchsicnnes définies

par ces groupes arithmétiques et qui ont un théorème d'addition; sur les

propriétés arithmétiques des courbes algébriques. On sait notamment que ce

dernier travail a clé l'origine de nombreuses recherches ultérieures.

(') Lettre de M. P. Boutroux à M. Mittag-Lefller sur la Inron dont travaillait son oncle »

(Acla Math., Tome 38.39, 1921, p. 1911).

(') J. Hadamarij, L'ceture mathématique de Henri Poincaré (Acta. Math., loc. cit., p. 2o4).
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En raison de cette diversité, on a cru utile de grouper les notes et mémoires

du présent volume, non par ordre chronologique,- mais par sujets d'études.

On a utilisé à cet effet l'Analyse rédigée sur ses travaux par Henri Poincaré

lui-même. Les diverses parties en ont été numérotées et désignées par une

indication sommaire. Les notes au cours des pages complètent les références

d'Henri Poincaré, ou précisent quelques-uns de ses raisonnements, en tenant

compte de l'état actuel de la science mathématique. Des notes plus étendues

donnent après chaque partie quelques indications sur le développement présent

des théories ou sur les questions qui restent à étudier.

A. C.
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THAVAUX SUR L'ALGÈBRE ET L'ARnUMÉTIQUE

Faitr I^k h. POINCARÉ.

Actti iniitheiiiiilica, l. 38, p. 8j et 90, 92 ù 100 (1931).

XII. Algèbre [4, 39, 42, 49, 80].

I
1]. C'est par un prûblèine d'Arillimolique que j'ai clé conduit à m'occuper

d'Algèbre. La théorie des Cormes arithmétiques et des substitutions linéaires à

coefficients entiers appliqu(''s à ces formes est eu l'Ifel intimement liée à l'étude

algébrique de ces mêmes formes et des substitutions linéaires à coefficients

quelconques qu'elles peuvent subir.

C'est ainsi que j'ai été amené, à deux reprises différentes, à rechercher quelles

sont les formes algébriques qui ne sont pas altérées par une substitution linéaire

donnée et quels sont les groupes continus formés par ces substitutions. Après

avoir classé (4, 80) les substitutions linéaires en quatre catégories jouissant de

propriétés difiérenles, j'ai cherché quelles étaient les formes cubiques ternaires

et quaternairiis qui sont reproduites par une substitution linéaire donnée et

par un faisceau {^) de substitutions, c'est-à-dire par un groupe de substitutions

permutables deux à deux. J'ai résolu également le problème inverse, c'est-

à-dire que j'ai déterminé les substitutions qui reproduisent une forme cubique

ternaire donnée, ce qui m'était nécessaire pour le but arithmétique que j'avais

en vue.

{') On dirait de picférence acluellemenl un groupe abélien (A. C).

H. P. — V.
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Il restait à trouver les formes cubiques quaternaires qui ne sont pas altérées

par diverses substitutions linéaires non permutables entre elles. J'y suis arrivé

par une méthode qui est fondée sur l'emploi de « crochets de Jacobi » et dont

M. Sophus Lie a fait usage dans des problèmes analogues. La méthode n'était

d'ailleurs pas restreinte aux formes cubiques quaternaires et permettait de

trouver quelles sont les surfaces qui ne sont pas altérées par deux transforma-

tions homologiques non permutables.

[2]. Depuis, j'ai étendu ces résultats (39) au cas général de la façon sui-

vante. Ayant indiqué la manière de former les groupes contenus dans le groupe

linéaire à n variables, j'ai étudié les formes homogènes par rapport à ces

variables, qui ne sont pas altérées par les substitutions d'un de ces groupes

et j'ai reconnu que ces formes satisfont à un certain nombre d'équations aux

dérivées partielles formant un système complet. Les plus simples des groupes

continus en question jouissent de quelques propriétés que je vais énoncer

succinctement. Si l'on forme le déterminant des coefficients d'une substitution

linéaire à n variables, qu'on ajoute -f- S à chacun des termes de la diagonale

principale, et qu'on égale à zéro le déterminant ainsi obtenu, on a une certaine

équation en S de degré n.

Un groupe continu contient toujours une inimité de faisceaux; on démontre

que, s'il y a dans le groupe une substitution admettant une certaine équation

en S, il y aura dans tous les faisceaux du groupe une substitution admettant

celte même équation en S.

Parmi les groupes continus dont je viens de parler, les plus intéressants sont

ceux qui donnent naissance à un système de nombres complexes à multiplica-

tion non commutative (comme sont, par exemple, les qualernions). J'ai

démontré que toutes les équations en S des substitutions de ces groupes ont

des racines multiples.

[3]. Je suis revenu depuis sur ces groupes particuliers (49). Les recherches

de M. Sylvester sur les matrices avaient de nouveau attiré l'attention des savants

sur les nombres complexes. On pouvait se demander s'il en existait d'autres

que ces matrices et leurs combinaisons. J'ai montré qu'il y en avait encore

d'autres classes parmi lesquelles j'ai signalé une classe de ternions.

[4]. Je rattacherai à ces études algébriques une Note (42) où j'énonce un

résultat analogue à un important théorème de M. Laguerre. Soit une équation
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algébrique ayaiil /) raciacs positives; j'ai démontré qu'on pouvMit toujours on

multiplier le premier meml)re par un polynôme choisi de telle sorte que le

produit n'ait que p variations. Parmi tous les polynômes qui satisfont à cette

condition, il y en a évidemment un dont le degré est minimum ; mais je n'ai pu

le trouver que dans des cas particuliers.

XIV. Algèbre de l'infini (89, 91, 215).

[î>]. J'ai été conduit, par diverses considérations, à une généralisation de la

théorie des déterminants et des procédés par lesquels on résout n équations

linéaires à n inconnues.

Dans certaines questions d'Analyse, on est conduit à envisager un système

de relations que l'on peut regarder comme une infinité d'équations linéaires à

une infinité d'inconnues.

Soit un système de nombres donnés formant un tableau infini à double

entrée. Je désignerai le terme général de ce tableau par la notation

«„/, («./)= I, 2, . . ., 00 ).

Le problème à résoudre consiste à déterminer une infinité de nombres

.ri, x-i, . . ., x,,, . . .,

de telle façon que les séries

S <=^a„pj:„; (p = i, >,..., x)

soient absolument convergentes et aient pour sommes o.

Ces équations linéaires, que l'on peut écrire

se rencontrent eu particulier dans les circonstances suivantes .

i" Quand on cherche le quotient de deux séries trigonométriques;

2° Quand, ayant à intégrer une équation difTérentielle linéaire dont les coef-

ficients sont des séries trigonométriques, on cherche à y satisfaire par une

autre série trigonomélrique.

Ce dernier problème se rencontre souvent en Mécanique céleste.
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Jusqu'à ces derniers temps, on ne s'était pas préoccupé de savoir à quelles

conditions les règles ordinaires du calcul pouvaient être appliquées à de sem-

blables équations Cependant deux savants, ayant rencontré ce même problème

dans deux ordres de reclierclies très différents, n'ont pas hésité à employer les

règles de l'Algèbre ordinaire.

L'un d'eux est M. Appell, qui est arrivé à des équations de la forme que nous

éludions en cherchant à développer les fonctions elliptiques en séries trigono-

mélriques. Les traitant d'après les règles du lîni, il est parvenu à des formules

qui concordenlavec les résultats bien connus où conduisent les autres méthodes.

D'un autre côté, M. Hill, en voulant déterminer le mouvement du périgée de

la Lune, a appliqué aussi au problème qui nous occupe les procédés ordinaires

de l'Algèbre. Cependant, le nombre auquel il arrive diffère très peu du nombre

observé, et la faible divergence qui subsiste provient simplement de l'inclinaison

de l'orbite que M. Hill avait négligée.

La hardiesse de M. Appell et celle de M. Hill avaient donc été également

heureuses; mais elles n'étaient justifiées que par le succès. Néanmoins ce succès

lui-même devait faire désirer une étude rationnelle de la question.

C'est cette étude que j'ai entreprise dans deux courtes Notes insérées au

Bulletin de la Société Mathématique de France (89, 91). Je suis parvenu à

démontrer rigoureusement que les équations considérées par !\fM. Appell et

Hill admettent effectivement les solutions trouvées par ces auteurs. Mais elles

en admettent en même temps une infinité d'autres. Elles ne suffisent donc pas

pour déterminer les inconnues. M. Appell, de même que M. Hill. cherchait à

calculer les coefficients d'une série. Or, ces coefficients ne devaient pas seule-

ment satisfaire aux équations envisagées, ils devaient encore être tels que la

série fût convergente. Or, parmi lessolutions en nombre infini qui admettent

ces équations, il se trouve qu'une seule remplit cette seconde condition, et c'est

précisément celle des auteurs que je viens de citer.

C'est cette circonstance qui explique le succès obtenu par ces deux savants

géomètres; leur méthode est maintenant à l'abri de toute objection; mais il est

aisé de voir que les considérations qu'ils ont invoquées ne suffisaient pas pour

le justifier.

Je vais maintenant parler des procédés qui m'ont fait parvenir à ces résultats.

J'ai commencé par m'occuper du cas particulier où
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ot j'ai reconnu i\no la solution du problème dépendait de la déconiposilion de

la fonction miVoniorphe

I

./T7T

en fractions simples, en appelant y (;) la f(3nclion enliére transcendante qui

admet pour zéros les nombres «„.

J'ai reconnu également qu'on peut faire usage de considérations analogues

dans le cas général.

Enfin, j'ai rencontré un fait réellement inattendu et tout à fait particulier à

celte théorie. Les égalités à traiter

y^a„pXn = o,

qui sont en nombre infini, peuvent être remplacées par une infinité d'inégalités.

11 suffit, en effet, pour que les membres a"„ satisfassent à ces équations, que

certaines séries qui en dépendent soient absolument convergentes.

Dans l'étude de celte question, on esl nalurellemenl conduit à considérer des

déterminants d'ordre infini. A cet effet, on écrira le tableau à double entrée

des quantités a„p, on formera un déterminant avec les n premières lignes elles

n premières colonnes de ce tableau, et l'on fera croître ainsi n indéfiniment. Il

convient de supposer

a„„ = I.

On doit alors se demander à quelle condition un pareil déterminant converge.

.l'ai trouvé pour ces déterminants une règle de convergence qui présente la

(dus grande analogie avec la règle relative aux produits infinis.

Mais en ce qui concerne l'application de la méthode de M. Ilill à la Méca-

nique céleste, toutes les difficultés n'étaient pas surmontées. Le déterminant

de IliU dépend d'un certain paramètre. 11 fallait démontrer d'abord que c'est

une fonction entière dece paramétre, puisque cette fonction entière se réduit

à un cosinus.

J'y suis parvenu (279, Chap. XVll) (') par une application des mêmes

principes; mais dans la première marche que j'ai suivie pour cela, il a été

nécessaire de déterminer le genre de .cette fonction entière et j'ai dû pour cela

me servir des théorèmes de M. Hadamard cités plus haut (Chap. \'I) (-'). Pour

(') Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 2, iSgS (A. C).
(') C.liapitre de l'Analyse des Travaux Scientifiques consacre à la Théorie générale des

fonctions d'une variable, T. 4 des Œuvres (A. C).



6 ANALYSE DE SES TRAVAUX SUR L'ARITHMÉTIQUE.

éviter ce détour, j'ai cru devoir revenir (215) sur la même question et j'ai sim-

plifié considérablement ma première démonstration.

XV. Arithmétique (1, 2, 4, 5, 8, 21, 51, 61, 79, 81, 82, 90,

98, 99, 191, 127, 193, 353).

[6]. Mes recherches arithmétiques ont presque exclusivement porté sur la

théorie des formes. Je vais commencer par exposer les résultats que j'ai obtenus

au sujet des formes quadratiques.

On sait (79) qu'on représente la forme quadratique définie

«./---+- îl/j) -h C) -, D = b-— ac <C o

par un réseau de parallélogrammes dont les sommets ont pour coordonnées

ou bien encore

ax -h br, ) y — D.

Ce mode de représentation ne peut pas s'étendre aux formes indéfinies. Je

représente alors la forme quadratique par le réseau dont les sommets ont pour

coordonnées

ax +- br, y,

mode de représentation qui s'applique à la fois aux formes définies et indéfinies.

Je reconnus d'abord que les réseaux de parallélogrammes jouissent de pro-

priétés analogues à celles des nombres, et j'ai esquissé une arithmétique des

réseaux où l'on trouve des théories analogues à celles de la divisibilité des plus

grands communs diviseurs et des plus petits communs multiples et même des

nombres premiers.

Ma manière de représenter les formes indéfinies me conduit à une définition

nouvelle de la réduction de ces formes. L'unique condition de réduction, c'est

que les coefficients extrêmes doivent être de signes contraires. Avec cette défini-

lion, la réduction continuelle d'une forme indéfinie est susceptible d'une inter-

prétation géométrique très simple. Je représente une forme par un certain

triangle T qui n'est autre, d'ailleurs, que le triangle fondamental de notre

réseau de parallélogrammes. Si la forme est réduite, des deux droites

r = ±x\/f),

l'une traverse le triangle ï, l'autre lui reste extérieure. Achevons le parallélo-
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gramme dont notre triangle est la moitié, et partageons-le de nouveau en deux

triangles en menant la seconde diagonale; de ces deux nouveaux triangles, un,

et un seulement, sera traversé par l'une des droites jk =± ^-v^- ^^ triangle

représentera la réduite conliguc à celle que représentait le triangle T. En

poursuivant indétiniment de la sorte, on trouve une série de triangles qui

représentent la réduction continuelle de la forme envisagée.

[7]. On peut, au lieu diîs droites j-= ih a; y/ 1), considérer deux droites

quelconques passant par l'origine. On trouve ainsi, appliquant les mêmes pro-

cédés à ces deux droites, une représentation géométrique des réduites succes-

sives d'une fraction continue. On est naturellement conduit à une générali-

sation immédiate. Passons, en eCTet, du plan à l'espace, remplaçons le réseau par

un assemblage à la Bravais et, au lieu de deux droites, faisons-en passer trois

par l'origine. Les mêmes considérations seront applicables, et l'on sera ainsi

amené à une généralisation des fractions continues, à laquelle j'ai consacré une

Note (31), mais qui, malheureusement, ne donne pas une approximation très

rapide.

[d (su/le) \. Il me reste, pour terminer l'analyse de mon Mémoire sur les

formes quadratiques (79), à signaler deux résultats :

Je retrouve, en poursuivant l'étude de cette représentation géométrique, les

lois de la composition des formes démontrées par Gauss.

Enfin je termine ce Mémoire par l'étude des nombres idéaux, qui ont pour

origine les formes quadratiques binaires.

[8]. On sait que, lorsqu'on fait subir à une forme algébrique des substitu-

tions linéaires quelconques, certaines fonctions des coefficients demeurent inal-

térées : ce sont les irn-ariants. En dehors de ces invariants algébriques, dont

l'étude a été poussée très loin, il y a, ainsi que je l'ai démontré (1,2, 98, 353),

d'autres fonctions des coefficients qui sont altérées quand on applique à la forme

une substitution à coefficients fractionnaires ou incommensurables, mais qui se

reproduisent au contraire quand on lui fait subir une substitution à coefficients

entiers. Ce sont les invariants arithmétiques. Les formes linéaires binaires qui

n'ont pas d'invariants algébriques ont, au contraire, des invariants arithmé-

tiques dont l'élude se rattache à la théorie des fonctions algébriques et à celles

des fonctions modulaires et des fonctions fuchsiennes. Ces invariants peuvent

être utilisés pour la solution des deux problèmes suivants :
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i" Trouver le plus petit nonabre représenté par une forme quadratique

binaire indéfinie;

2" Reconnaître si deux formes quadratiques binaires indéfinies sont équi-

valentes.

A cet effet, on décompose chacune de ces formes en deux facteurs linéaires

et l'on exprime en fonction des invariants de ces facteurs les coefficients de la

substitution qui permet de passer d'une forme à l'autre, à supposer qu'elles

soient équivalentes. 11 est aisé de voir si les coefficients ainsi obtenus sont

entiers et s'ils permettent elTcctivemeut de passer d'une forme à l'autre. Dans

le cas où il n'en serait pas ainsi, on serait certain qu'il n'y aurait pas équiva-

lence.

Les formes quadratiques binaires définies ou indéfinies possèdenC également

des invariants arithmétiques dont j'ai étudié les propriétés. Pour que deux

formes soient équivalentes, il faut et il suffit que tous leurs invariants soient

égaux. Toutefois, pour reconnaître rapidement l'équivalence, il est préférable

de décomposer chaque forme en deux fadeurs linéaires et d'envisager les inva-

riants de ce système de formes linéaires.

Tous ces invariants sont susceptibles d'être exprimés : 1" par des intégrales

définies; iî" par des séries.

[9]. L'un des problèmes les plus importants qui se posent au sujet des formes

quadratiques ternaires indéfinies est l'étude des propriétés des groupes discon-

tinus formés par les substitutions semblables, c'est-à-dire par les substitutions

linéaires qui n'altèrent pas ces formes (99,61). Soit F(x, j, s) une forme qua-

dratique indéfinie.

On peut choisir la constante K de telle façon que F(j:,j-, s)=R repré-

sente un hyperboloïde à deux nappes. Les substitutions semblables changeront

alors un point de cet hyperboloïde en un autre point de la même nappe,

de sorte que, le groupe étant discontinu, l'hyperboloïde se trouvera partagé

en une infinité de polygones curvilignes, dont les côtés seront des sections

diamétrales de la surface. Les substitutions semblables changeront ces poly-

gones les uns dans les autres. Faisons maintenant une perspective en plaçant

l'œil en un ombilic de la surface et prenant pour plan du tableau une section

circulaire. Une nappe de l'hyperboloïde se projettera suivant un cercle,

et les polygones que nous avons tracés sur cette nappe se projetteront suivant

des polygones curvilignes, limités par des arcs de cercle reproduisant idenli-
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qiiemenl la ligure dont nous avons parlé (p. 44 d suiv.) (' ), à propos de la

théorie des groupes fuclisiens. Ainsi, l'étude des groupes de substitutions sem-

hlables des formes quadratiques est ramenée à celle des groupes fuclisiens, ce

(jui est un rapprochement inallondu entre deux théories très différentes et une

application nouvelle de la Géométrie non euclidienne.

[I0|. Après avoir signalé un certain nombre de propriétés de ces groupes

fuchsiens particuliers, j'ai abordé une question un peu difTérente (191)-

Les substitutions semblables sont celles qui reproduisent une forme quadra-

tique et qui, en même temps, appartiennent au groupe G des substitutions à

coefficients entiers. On peut rechercher alors les substitutions qui reproduisent

la forme quadratique et qui en même temps appartiennent à un autre groupe,

par exemple à un sous-groupe du groupe G. Cela nous permet en même temps

de généraliser la théorie de l'équivalence des formes et de leur réduction.

On obtient aisément des groupes de ces substitutions semblables généralisées

et l'on reconnaît que ce sont encore des groupes fuchsiens. En réfléchissant

ensuite aux relations de ces divers groupes fuchsiens, j'ai démontré que les

fonctions fuchsiennes correspondantes jouissent d'une propriété analogue au

théorème d'addition des fonctions elliptiques, ce qui n'est pas vrai des fonc-

tions fuchsiennes les plus générales.

[Il |. Passons maintenant aux formes d'ordre supérieur au second (4,81).

Le premier problème à résoudre est la réduction de ces formes et l'étude des

conditions de leur équivalence. La solution a été trouvée par M. Hermite; bien

que le savant géomètre n'ait parlé que des formes binaires et des formes qua-

dratiques, sa méthode s'applique, sans qu'on ait rien à y changer, à une forme

tout à fait quelconque. C'est ainsi que M. Jordan, étendant à un cas très général

nu théorème de M. Hermite, a démontré que, toutes les fois que le discriminant

n'est pas nul, toutes les formes qui ont mêmes invariants algébriques se répar-

tissent en un nombre fini de classes. J'ai moi-même généralisé le théorème de

M. Jordan, en montrant qu'il subsiste, pourvu que certains invariants ne soient

pas tous nuls à la fois.

J'ai cherché ensuite à appliquer la méthode générale aux formes cubiques

ternaires que j'avais déjà étudiées au point de \ue algébrique dans un Mémoire

(') Cliapitre II de l'Analvie cics Travaux Scieiitifiiiues, consacré aux Fonctions fuchsiennes
(tome I des Œuvres, p. I\ et suiv.) (A.C.).

II. P. — V. a
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précédent. Je suis arrivé à trouver les limites supérieures dos coeffici(;nls d'une

réduite dont les invariants sont donnés, pourvu que le discriminant ne soit pas

nul. Le nombre des classes est alors limité et, dans chaque classe, il n'y a

qu'une réduite.

Lorsque la forme égalée à zéro représente une courbe de quatrième classe, le

discriminant est nul et le nombre des classes est infini, mais chacune d'elles ne

contient qu'une réduite. Si la courbe est de troisième classe, le nombre des

classes est infini et chacune d'elles contient un nombre fini de réduites formant

une chaîne limitée à ses deux extrémités. Si la courbe se décompose en une

conique et une droite qui la coupe, le nombre des classes est tantôt fini et

tantôt infini; de plus, la chaîne formée par les réduites d'une même classe est,

tantôt limitée comme dans le cas précédent, tantôt illimitée de telle façon que

les mêmes réduites s'y reproduisent périodiquement. Si enfin la droite est tan-

gente à la conique, les réduites ne forment plus une chaîne, mais un réseau.

[12]. J'ai ensuite appliqué la même méthode, non plus à une forme unique,

mais à un système de formes, et j'ai choisi comme exemple le système d'une

forme quadratique ternaire et d'une forme linéaire (5, 82) dont j'ai étudié la

réduction simultanée. La réduction continuelle d'un pareil système de formes

est tout à fait analogue à celle d'une forme unique. Elle peut servir également à

déterminer les substitutions semblables du système. Ces substitutions sem-

blables existent toujours; mais, ayant voulu, dans un exemple particulier, cal-

culer les coefficients de la plus simple d'entre elles, j'ai trouvé des nombres

entiers de plus de huit chifi'res.

[13]. Les lois de la réduction d'une forme quelconque étant connues, il est

facile de reconnaître si deux formes sont équivalentes ; mais ce n'est là qu'un

premier pas. Le principal problème à résoudre, c'est de rechercher si un nombre

donné peut être représenté par une forme donnée. Je me suis occupé spéciale-

ment de la représentation par une forme binaire (8, 00). Egalant la forme binaire

à zéro, on en tire pour le rapport^ une certaine valeur. Avec cette valeur, je

forme un système de nombres complexes et d'idéaux. Le problème de la repré-

sentation des nombres par les formes se ramène à la recherche des idéaux de

norme donnée. J'ai donné, en me fondant sur les mêmes principes que dans

mon Mémoire intitulé : Sur un mode nou^'eau de représentation géométrique
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des formes quadratiques (79), la manière de former tous les idéaux de

iionue M, do former tous les idéaux premiers et leurs puissances, do multiplier

deux idéaux, de décomposer un idéal en facteurs premiers, etc. Pour cela j'envi-

sage une certaine congruence, que je décompose en facteurs irréductibles. A
chacun de ces facteurs irréductibles correspond un idéal.

On trouve toutes les représentations d'un nombre donné quand on connaît

tous les idéaux dont la norme est le nombre donné, mais tous ces idéaux ne

donnent pas naissance à une représentation du nombre. 11 importerait donc de

savoir distinguer a priori quels sont les idéaux qui conduiront à une pareille

représentation. Tout ce que j'ai pu faire dans ce sens a été de montrer qu'ils

devaient tous se trouver parmi les idéaux auxquels correspond un facteur irré-

ductible linéaire de la congruence dont j'ai parlé plus haut (et par conséquent

une racine réelle de cette congruence).

[14]. Dans deux Notes (21
)
que j'ai eu l'honneur de présenter à l'Académie

les 9 et i6 janvier 1882, j'ai cherché quelle était la véritable signification de la

notion de genre définie par Gauss pour les formes quadratiques binaires et

étendue par Eisenstein aux formes quadratiques ternaires, et je suis arrivé à en

donner les définitions suivantes :

1° Deux formes sont équivalentes suivant le module re, si l'on peut appliquer

à la première de ces formes une substitution à coefficients entiers, telle que les

coefficients de la transformée ainsi obtenue ne dilTérent de ceux de la seconde

forme que par des multiples de n\

j." Deux formes sont de même genre lorsqu'elles sont équivalentes suivant

un module quelconque.

Il est clair que celte définition peut s'appliquer à des formes tout à fait quel-

conques auxquelles j'ai étendu également la définition de Vordre. J'ai appliqué

ces principes aux formes quadratiques quaternaires et cubiques binaires.

[lu]. Dans un autre ordre d'idées, j'ai cherché à généraliser l'élégante

méthode de Tchebicheff pour l'étude -de la distribution des nombres premiers.

J'ai reconnu qu'elle pouvait s'appliquer presque sans changement aux nombres

complexes de la forme a + b \/— i (127, 193). Au point de vue des nombres

réels, cela permet de comparer la distribution des nombres premiers de la

forme 4« + i à celle des nombres premiers de la forme 4/1 + 3.
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IX. Fonctions elliptiques (2, 98).

[8 (suite)]. J'ai fait fort peu de choses sur les fondions elliptiques. Cepen-

dant j'ai donné dans un Mémoire d'Arithmétique (2,98), une façon d'exprimer

ces fonctions à l'aide d'une intégrale définie. On sait que les fonctions double-

ment périodiques peuvent se décomposer en éléments simples de la forme

fl'{ U 3.)
, , ,.

ou de la forme
Jl II XI

il" / a'(»~7.) \

du" \i{ u — -j.)}

Il suffit donc d'exprimer par une intégrale définie la fonction

(r(a) u ^^ \ii — II- ir w- j

où (v= 2fxco 4- 2|jl'w' et où /J^ et fi' peuvent prendre tous les systèmes de valeurs

entières positives et négatives, excepte p. =r pi' ^ o. On pourra évidemment

décomposer la série du second membre en quatre autres : la première compre-

nant les termes où \). et ]x sont positifs; la seconde, les termes où \i. est positif

et [X négatif ou nul; la troisième, ceux où \x est négatif ou nul, la quatrième

enfin ceux où p. et p.' sont négatifs ou nuls. Celte décomposition est analogue à

la décomposition de ;: cotg jct. en une somme de deux termes dépendant des

fonctions eulériennes

r'(x) r'( I — X
)- co\."xr. =

r{x) r(i — a:)

Cette généralisalion des fonctions eulériennes est analogue, mais non iden-

tique à celle qu'a donnée M. Appell.

n suffit alors d'exprimer, par une intégrale définie, la première de nos séries

partielles, car les autres s'y ramènent aisément. On trouve que cette série par-

tielle s'exprime par une intégrale prise par rapport à z entre les limites o et cso .

la fonction sous le signe / étant rationnelle par rapport à ; et à diverses

exponentielles de la forme e'-

.

Il est donc possible d'exprimer de la même manière toutes les fonctions

périodiques.
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NOTE.

Celle analyse, rédigée en 1901 à la demande de G. MiUag-Lefller (mais publiée

seulement en 192 1), reproduit en grande partie celle que H. Poincaré avait faite,

en 1884, à l'appui de sa candidature à l'Académie des Sciences. Les seules parties

nouvelles sont celles qui sont numérotées 3, 7, 10, 13, ainsi que le Chapitre XIV

(partie 8), sur VAlgèbre de rinfîni.

Les divisions indiquées par H. Poincaré ont été suivies dans l'édition actuelle de

ses Travaux sur l'Algèbre et l'Arithmétique. Le numérotage de ces divisions qui

n'existait pas dans la publication des Acta Matheinallca, a été ajouté, pour faci-

liter les renvois.

On a modifié quelques indications de publications. Certaines qui semblent avoir

été oubliées par IL Poincaré ont été rétablies : 1 dans la partie 8; 191 dans la

partie 10; 21 dans la partie IV. La Note, numérotée 43, qui était indiquée en exergue

dans r.\ritlimétique (XV) y a été supprimée; elle est en ell'el analysée dans les

Fondions diverses (XI) et elle se trouve dans le Tome IV des OEuvres.

Un Mémoire sur les invariants arithmétiques (333), publié dans le Journal de

Crelle, en iQoS, développe les Notes (1 et 2) et un Mémoire assez bref (98). On l'a

naturellement indiqué dans la partie 8, où H. Poincaré analyse ses recherches sur

cette théorie à laquelle il attachait une grande importance. Cette même théorie est

aussi l'objet essentiel du Chapitre IX de l'Analyse, relatif aux fonctions elliptiques;

pour cette raison, on a reproduit ce Chapitre à la suite de celui de l'Arithmétique.

Un important Mémoire sar les propriétés arithmétiques des courbes algébriques

(3'i-8), quoique publié en 1901, semble postérieur à la rédaction de l'Analyse (dont

IL Poincaré disait, lui-même, « qu'elle ne serait plus complète, au moment oi'i elle

paraîtrait ». On a cru utile de reproduire ci-dessous le compte rendu qui en a été

donné dans le Bulletin des Sciences Mathématiques de 1906, par M. L. RafTy.

Sur les propriétés arithmétiques des courbes algébriques (348).

[16J. Les pi'opriétés arithmétiques de certaines expressions et, en particulier,

celle des formes quadratiques binaires, se rattachent aux substitutions linéaires à

coefficients entiers et l'on sait quel parti a été tiré de l'étude de ces substitutions.

« On peut, dit M. IL Poincaré, supposer que l'étude des groupes de transforma-

lions analogues est appelée à rendre de grands services à l'Arithmétique. C'est ce

qui m'engage à publier les considérations suivantes, bien qu'elles constituent plutôt

un programme d'étude qu'une véritable théorie. »

Kn vue de rattacher éventuellement les uns aux autres plusieurs problèmes

d'.Vnalvse indéterminée, l'auteur établit une classification des formes ternaires

d'ordre supérieur, à coefficients entiers, fondée sur le groupe des transformations

biralionnelles à coefficients rationnels que peut subir une courbe algébrique.
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Deux formes ternaires à coeKicienls entiers (formes rationnelles)

/\.i\ y, z), y',(,r, }\ 3)

sont regardées comme équivalentes ou appartenant à la même classe, si Ton peut

passer de l'une à l'autre par une transformation birationnelle à coefficients ration-

nels ou, pour abréger, par une transformation purement rationnelle.

Toutes les droites rationnelles appartiennent à une même classe, qui comprend
aussi toutes les coniques admettant un point rationnel (point à coordonnées homo-
gènes entières) et toutes les cubiques rationnelles de genre zéro. M. Poincaré montre,

de plus, que toute courbe unicursale rationnelle est équivalente à une droite ou à

une conique.

Il retrouve ce résultat par la considération des groupes rationnels, ou groupes de

points tels que toute fonction symétrique de leurs coordonnées soit rationnelle.

Puis il étudie la distribution des points rationnels sur les cubiques de genre i.

Si les points d'arguments elliptiques

a, ai, a-,, ..., a,/

sont rationnels, il en sera de même de tous les points dont les arguments elliptiques

sont compris dans la formule

a -H jHa -t-y;i (ai — 3. ) -h Ji-i (3.n — 3.) -h . . .-h p,^{a^ — a),

où /i et les Pi sont entiers. Si celte formule donne tous les points lationnels de la

cubique, les </ + i points d'arguments x, a,, ..., ocj formeront un système de

points rationnels fondamentaux. La valeur niinima du nombie </ + i sera le rang

de la cubique, élément important pour la classification.

Les raisonnements faits sur les cubiques s'étendent à des courbes quelconques de

genre i. Soit/=o une pareille courbe, de degré m, et soit è le plus petit nombre

tel qu'il existe sur /=:o un groupe rationnel de 5 points; ce nombre divise m; il

divise aussi le degré de toutes les courbes équivalentes iif^o; il divise également

le nombre des points d'un groupe rationnel quelconque de/=o. Ce nombre

caractéristique est un des éléments les plus importants de la classification des

courbes rationnelles de genre i.

M. Poincaré fait une étude approfondie de certaines transformations propres aux

cubiques de genre i et introduit la notion de sous-classe : deux cubiques équiva-

lentes sont rangées dans la même sous-classe si l'on peut les déduire l'une de l'autre

par une transformation linéaire à coefficients rationnels (pas entiers).

Si l'on étend le domaine de lalionalité en lui adjoignant les nombres qui forment

la base d'un certain corps algébrique, deux cubiques qui n'étaient pas équivalentes

pourront le devenir; deux cubiques équivalentes qui étaient de sous-classes dille-

rentes pourront devenir de même sous-classe. D'où de nouveaux critères pour la

classification des cubiques.

Après avoir étudié des cubiques dérivées de celles qui possèdent trois points

d'inflexion rationnels en ligne droite, ainsi qu'un quatrième point rationnel,

M. Poincaré termine par quelques indications, d'où résulte la possibilité de cons-

truire, pour les courbes de genre supérieur, une théorie analogue à celle qu'il a

développée pour les cubiques.
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L'AVENIR DES MATHÉMATIQUES.

A/fi d)l II'" Congresxo Inirrnaztonulc rhi Mathrmulici (Korna, 6, ii Aprile

i(|o8, p. 167-182).

Bulletin des Sciences Mathématique!: (2*^ série, t. '.Vl, i'" partie, juin 1908,

p. i68-if)o).

Rendiconti dcl Circolo matematico di Palermo ( l. 16, setl.-oU., 1908,

p. 162-168V

Revue générale des Sciences pures et appliquées (t. 19, i5 déc. 1908, p. 900-

939).

« Srientia » Revista di Scienza, Milano (Anno 2, n" 3^ 1908, p. 1-20).

Extrait d'une Conférence Q).

Passons en revue les diverses sciences parliculières dont l'ensemble forme les

mathématiques; voyons ce que chacune d'elles a fait, où elle tend et ce qu'on

peut en espérer. Si les vues qui précèdent sont justes, nous devons voir que les

grands progrès du passé se sont produits lorsque deux de ces sciences se sont

rapprochées, lorsqu'on a pris conscience de la similitude de leur forme, malgré

la dissemblance de leur matière, lorsqu'elles se sont modelées l'une sur l'autre,

de telle façon que chacune d'elles puisse profiler des conquêtes de l'autre. Nous

devons (mi même teuips entrevoir, dans des rapprochements du même genre, les

progrès de l'avenir.

''1 Au
'f"

Congrès international de Malhéniatiques (Rome, avril 1908), Henri Poincaré avait

accepte de faire une conférence sur l'Avenir des Mathématiques; elle fut, en fait, lue par

G. Darboux à la séance générale du 10 avril (-en raison d'une indisposition de H. Poincaré).

On a cru devoir en reproduire, dans ce Tome des Œuvres, la partie qui concerne l'Arithmé-

tique et l'Algèbre. Par certains côtés elle commente et éclaire les idées générales qui ont guidé

H. Poincaré dans les recherches et les travaux qui sont publiés ci-après. Par d'autres, elle appa-

raît singulièrement prophétique et elle caractérise la pensée du mathématicien de génie, qui

était plus sensible à la richesse et à la puissance des méthodes qu'au détail des résultats. (A. C.)
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L'ARITHMÉTIQUE.

Les progrès de l'Arithmélique onl élé plus lents que ceux de l'Algèbre et de

l'Analyse, et il est aisé de comprendre pourquoi. Le sentiment de la continuité

est un guide précieux qui fait défaut à l'aritlimolicien; ciiaque nombre entier est

séparé des autres, il a pour ainsi dire son individualité propre; chacun d'eux

est une sorte d'exception et c'est pourquoi les lliéorèmes généraux seront plus

rares dans la théorie des nombres, c'est pourquoi aussi ceux qui cxisteni seront

plus cachés el échapperont plus longtemps aux chercheurs.

Si l'Arithmélique est en retard sur l'Algèbre et sur l'Analyse, ce qu'elle a de

mieux à faire c'est de chercher à se modeler sur ces sciences, afin de profiter de

leur avance. L'Arithméticien doit donc prendre pour guide les analogies avec

l'Algèbre. Ces analogies sont nombreuses el si, dans bien des cas, elles n'ont

pas encore été étudiées d'assez près pour devenir utilisables, elles sont au moins

pressenties depuis longtemps et le langage même des deux sciences monlre qu'on

les a aperçues. C'est ainsi qu'on parle de nombres transcendants, et qu'on se

rend compte ainsi que la classification future de ces nombres a déjà pour

image la classification des fonctions transcendantes, et cependant on ne voit pas

encore très bien commenl on pourra passer d'une classification à l'autre; mais

si on l'avait vu, cela serait déjà fait, et ce ne serait plus l'œuvre de l'avenir.

Le premier exemple qui me vient à l'esprit est la théorie des congruences, où

l'on trouve un parallélisme parfail avec celle des équations algébriques. Certai-

nement on arrivera à compléter ce parallélisme, qui doit subsister par exemple

entre la théorie des courbes algébriques et celle des congruences à deux

variables. Et quand les problèmes relatifs aux congruences à plusieurs variables

seront résolus, ce sera un premier pas vers la solution de beaucoup de questions

d'analyse indélerminôe (*).

Un autre exemple, où l'analogie loulelois n'a élé aperçue qu'après coup, nous

est fourni par la théorie des corps et des idéaux. Pour en avoir la conlre-parlie,

considérons les courbes tracées sur une surface; aux nombres existants corres-

pondront les intersections complètes, aux idéaux premiers les courbes indécom-

posables; les diverses classes d'idéaux onl aussi leurs analogues.

(') De"^ coiisidcmtions de cette iiiiture ont permis de nombreux progrès dans la tliéorie des

équations diopliantiennes. (A. C.)
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Nul doute (]ue celle analogie ne puisse éclairer la ihéoric îles idéaux, ou celle

des surfaces, ou peul-èlre toutes deux à la fois (
' i.

La théorie des formes, et eu particulier celle des formes quadratiques, est

Intiiueinent liée à celle des idéaux. Si parmi les théories arithmétiques elle a été

l'une des premières à prendre figure, c'est quand on est parvenu à y introduire

l'unité par la considération des groupes de transformations linéaires.

Ces transformations ont permis la classification et par conséquent l'intro-

duction de Tordre. Peut-être en a-t-ou tiré toulle fi'uitqu'on en pouvait espérer;

mais si ces transformations linéaires sont les parentes des perspectives en

Géométrie, la Géométrie analytique nous fournil bien d'autres transformations

(comme par exemple les transformations biralionnelles d'une courbe algébrique)

dont ou aura avantage à chercher les analogues arithmétiques. Celles-ci forme-

ront sans aucun doute des groupes discontinus dont on devra d'abord étudier le

domaine fondamental qui sera la clef de tout. Dans celte étude, je ne doute pas

que l'on nail à se servir de la Géométrie der Zahlen de Minkowski.

Une idée dont ou n'a pas encore tiré tout ce qu'elle contient, c'est l'introduc-

tion des variables continues dans la théorie des nombres par Hermite. On sait

maintenant ce qu'elle signifie. Prenons pour point de départ deux formes F et

F', la seconde quadratique définie, et appliquons-leur une même transforma-

tion; si la forme F' transformée est réduite, on dira que la transformation est

réduite, et aussi que la forme F transformée est réduite. 11 en résulte que si la

forme F peut se transformer en elle-même, elle pourra avoir plusieurs réduites;

mais cet inconvénient est essentiel et ne peut être évité par aucun détour; il

n'empêche pas d'ailleurs que ces réduites ne permettent la classification des

formes. 11 est clair que cette idée, qui n'a été jusqu'ici appliquée qu'à des formes

et à des transformations très particulières, peut être étendue à des groupes de

transformations non linéaires, elle a une portée beaucoup plus grande et n'a pas

été épuisée ('-).

Un domaine arithmétique où l'unité semble faire absolument défaut, c'est la

théorie des nombres premiers; on n'a trouvé que des lois asvmptotiques et l'on

n'en doit pas espérer d'autres; mais ces lois sont isolées et l'on n'y peut parvenir

i'; Ou bail rinipnrliiiice acliulli- île la tliéorie îles idi-aux de polynômes et Jes tliéuries

réceiilcs des fonctions algébriques. On peut y voir une ronséiiation île la propliétie de H. Poin-

caré. (A.C.)

P) H. Poincaré lui-raème a donné des exemptes de tels groupes de transformations non

linéaires, dont l'élude a été développée après lui (Mémoire 348, ci-dessous p. .^83 et notes). (A. C.)
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que par des chemins diilérenls qui ne semblent pas pouvoir communiquer entre

eux. Je crois entrevoir d'où sortira l'unité souhaitée, mais je ne l'entrevois que

bien vaguement; tout se ramènera sans doute à l'élude d'une famille de fonc-

tions transcendantes qui permettront, par l'étude de leurs points singuliers et

l'application de la méthode de M. Darboux, de calculer asymptotiquement

certaines fonctions de très grands nombres (M.

L'ALGÈBRE.

La théorie des équations algébriques retiendra encore longtemps l'attention

des géomètres; les côtés par où l'on peut l'aborder sont nombreux et divers; le

plus important est certainement la théorie des groupes, sur laquelle nous revien-

drons. Mais il y a aussi la question du calcul numérique des racines et celle de

la discussion du nombre des racines réelles. Laguerre a montré que tout n'était

pas dit sur ce point par Sturui. Il y a lieu d'étudier un système d'invariants ne

changeant pas de signe quand le nombre des racines réelles reste le même. On

peut aussi former des séries de puissances représentant des fouclions qui

admettront pour points singuliers les diverses racines d'une équation algébrique

(par exemple des fonctions rationnelles dont le dénominateur est le premier

membre de cette équation); les coefficients des termes d'ordre élevé nous four-

niront l'une des racines avec une approximation plus ou moins grande; il y a la

le germe d'un procédé de calcul numérique dont on pourra faire une étude

systématique.

Il y a une quarantaine d'années, c'élail l'étude des invariants des formes

algébriques qui semblait absorber l'algèbre entière; elle est aujourd'hui

délaissée; la matière cependant n'est pas épuisée; seulement il faut l'élendre en

ne se bornant plus par exemple aux invariants relatifs aux transformations

linéaires, mais en abordant ceux qui se rapportent à un groupe quelconque. Les

théorèmes anciennement acquis nous en suggéreront ainsi d'nutres plus généraux

qui viendront se grouper autour d'eux, de méuie qu'un cristal se nourrit dans

une solution. Et quant à ce théorème de Gordan que le nombre des invariants

distincts est limité, et dont Hilbert a si heureusement simplifié la démonstration,

il me semble qu'il nous conduit à nous poser une question beaucoup plus géné-

(
'

) On sait que les progrès les plus importants dans la théorie des nombres premiers résultent

de l'étude analytique de la fonction Ç(.s) de Riemann. (A. C. )
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raie : si l'ou a une intinilé de polynômes entiers, dépendant algébriquement

d'un nombre fini d'entre eux, peut-on toujours les déduire par addition et

multiplication dun nombre fini d'entre eux (')?

Il ne faut pas croire que l'Algèbre soit terminée, parce qu'elle nous fournit

des règles pour former toutes les combinaisons possibles; il reste à chercher les

combinaisons intéressantes, celles qui satisfont à telle ou telle condition. Ainsi

se constituera une sorte d'Analyse indéterminée où les inconnues ne seront plus

des nombres entiers, mais des polynômes. C'est alors, cette fois, l'Algèbre qui

prendra modèle sur l'Arithmétique, en se guidant sur l'analogie du nombre

entier, soit avec le polynôme entier à coefficients quelconques, soil avec le poly-

nôme entier à coefficients entiers (-).

f) Ce programme parait annoncier à nouveau de multiples théories de l'algèbre moderne.

(A.C.)

{) Cette conception ne semble pas sans rapport avec la construction des corps algébriques

(et des champs de Galois) par des polynômes définis à une longruence près. (A. G.)
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SUR

LES FORMES CUBIQUES TERNAIRES.

Comptes rendus de /'Académie des Sciences, t. 90, p. i336-i33S (7 juin 1880).

Partie algébrique (i).

Le but de ce Mémoire est d'appliquer à l'étude arithmétique des formes

cubiques ternaires la méthode ingénieuse qui a conduit M. Hermite à des

résultais si remarquables, en ce qui concerne les formes décomposables en

facteurs linéaires elles formes quadratiques. Mais, avant d'aborder ce problème,

j'ai dû résoudre diverses questions purement algébriques, relatives aux formes

cubiques ternaires.

Je classe d'abord les transformations linéaires en quatre catégories. A l'égard

de la substitution linéaire

(O

.'•1= 2i?i-<- Pih-t- Tii:î.

j'envisage l'équation en S

et je dis que la transformation (1) est de la première catégorie si les racines de

:<i-S fd,
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celle équalion el les puissances enlières semblables de ces racines sonl loules

dislincles; de la deuxième calégorie si les racines sonl dislinctes sans que les

puissances semblables des racines le soient. .Si les racines ne sonl pas dislincles,

la Iransformalion sera de la troisième calégorie, si elle peu l élre regardée comme

une puissance entière d'une transformation de la deuxième catégorie, el de la

quatrième catégorie dans les autres cas.

Puis je définis les puissances fractionnaires, incommensurables, ou imagi-

naires d'une substitution donnée (').

Je classe ensuite les formes cubiques ternaires en sept familles, d'après les

propriétés de la courbe du troisième ordre que représente en coordonnées tri-

latères l'équation obtenue en égalant la forme à zéro. La forme sera de la

première ou de la deuxième famille si cette courbe n'a pas de point double; de

la troisième famille si celte courbe a un point double à tangentes distinctes; de

la quatrième famille si elle a un point de rebroussement ; de la cinquième

famille si elle se réduit à une droite el à une conique qui se coupent; de la

sixième famille si elle se réduit à une droite et à une conique qui se louchent;

enfin de la septième famille si elle se réduite trois droites. C'est la septième

famille que M. Ilermile a étudiée, el je n'ai pas à revenir sur ces formes. Je

définis dans chaque famille une forme plus simple que les autres etque j'appelle

la canonique de cette famille.

Je cherche ensuite, étant donnée une forme cubique ternaire, à trouver le

groupe des substitutions linéaires qui la reproduisent, et j'arrive aux résultats

suivants :

1° Les formes des trois premières familles ne sont reproductibles que par des

transformations de la deuxième catégorie
;

2" Les formes de la quatrième et de cinquième famille sont reproductibles

par les puissances d'une même substitution de la première calégorie
;

3° Les formes de la sixième famille sont reproductibles par une infinité

de transformations dont les coefficients dépendent de deux paramètres

arbitraires :

4" Les formes des première, deuxième, troisième et cinquième familles ne

peuvent être reproduites que par des substitutions de déterminant i ; il n'en est

pas de même de celles de la quatrième et de la sixième famille :

(') Kn réalité ces puissances ne semblent pas avoir été utilisées ensuite par II. Poinearé.

(A.C.)
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.")" Les formes (|iii se leproiliiiseal par une Iransloriiialion douuée de la

première, de la troisième ou de la qualrième catégorie doivent satisfaire à une

équation aux dillerences partielles donnée.

.lai cru devoir résoudre le même problème eh ce qui concerne les formes

cubiques quaternaires, parce qu'il entraîne l'application de principes un peu

difTérenls et une discussion délicate, et qu'une fois résolu il permettra d'étendre

sans trop de peine les résultats de ce Mémoire aux formes cubiques quater-

naires.



SUR LES

FORMES CUBIQUES TERNAIRES ET QUATERNAIRES.

Journal de l'Ecole Polytechnique, âo' Cahier, p. igo-aJS (i88i).

PREMIÈRE PARTIE.

I. ~ Introduction.

L'élude arithmétique des formes homogènes est une des questions les plus

intéressantes de la théorie des nombres et une de celles qui ont le plus occupé

les géomètres. Les divers problèmes qui se rattachent à la théorie des formes

quadratiques binaires ont été résolus depuis longtemps, grâce à la notion de

réduite, et la solution en a été développée dans des Ouvrages aujourd'hui clas-

siques. La notion de réduite s'étend sans peine aux formes quadratiques définies

d'un nombre quelconque de variables, et les questions relatives à ces formes

ont été traitées dans un grand nombre de Mémoires, parmi lesquels nous cite-

rons un remarquable travail de MM. Korkine et ZolotarefF, inséré dans les

Tomes VI et XI des Mathematische Annalen et auquel nous ferons de nom-

breux emprunts.

Généraliser une idée aussi utile, trouver des formes jouant, dans le cas géné-

ral, le même rôle que les réduites remplissent dans le cas des formes quadra-

tiques définies, tel est le problème qui se pose naturellement et que M. Ilermite

a résolu de la façon la plus élégante dans divers Mémoires insérés dans les

Tomes -41 el i:~ du Journal de Crelle (iSHo tl i85.3)(').

M. Hermite s'est borné à l'étude des formes quadratiques définies ou indé-

finies et des formes décomposables en facteurs linéaires; mais sa méthode peut

s'étendre sans difficulté au cas le plus général. Je crois que cette généralisation

(') CCuvres, t. 1, p. 164 à 263.
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peut couduiri' à des résultais intùrcîssants, et c'est ce qui m'a déterminé à

eutreprendre ce travail.

(]e u'est pas la première lois, d'ailleurs, (jue l'on tente l'application des pro-

cédés de M. Hermile à une forme quelconque, et je dois citer à ce sujet un

remarquable théorème de M. Jordan [Comptes rendus des Séances de l\ica-

dérnie des Sciences, 5 mai 1*^79), dont je donnerai dans ce Mémoire une

démonstration nouvelle.

Les résultats auxquels je suis arrivé s'appliquent à une forme quelconque:

mais, ne voulant pas sacrifier la clarté à la généralité, je me suis restreint aux

formes qui sontles plus simples parmi celles que M. Hermite avait laissées de côté.

On verra aisément, d'ailleurs, quels sont ceux des théorèmes qui s'étendent au

cas le plus général et comment on devrait faire pour les généraliser.

Les plus simples de toutes les formes, après les formes quadratiques et les

formes décomposables en facteurs linéaires, sont les formes cubiques ternaires.

Mais si je m'étais borné à envisager un cas aussi particulier, bien des résultats

importants seraient restés dans l'ombre; c'est ce qui m'a déterminé à dire

quelques mots des formes cubiques quaternaires. Je n'ai pu pourtant en faire

une étude aussi complète que des formes à trois variables; non pas que cette

étude présente plus de difficulté, mais parce que j'aurais eu à envisager un

nombre très considérable de cas particuliers et que j'aurais été entraîné ainsi à

des longueurs inutiles; mon but n'étant que de mettre en lumière quelques

particularités propres aux formes quaternaires, j'ai préféré me borner à un

petit nombre d'exemples.

Outre la simplicité des formes cubiques ternaires et quaternaires, d'autres

considérations ont influé sur mon choix. Ces formes ont été en effet, au point

de vue algébrique, l'objet de travaux très intéressants et très complets, et, grâce

au lien étroit qui rapproche l'Algèbre supérieure de l'Arithmétique supérieure,

ces résultats m'ont été d'un grand secours. Parmi les Mémoires auxquels je

renverrai, je citerai :

Un Mémoire de M. Hesse sur les courbo du ivois'icme ordre (Journal rie

Crelle, 1. 28, 1 884);

Deux Mémoires de AL .Vrouliuld >ur les formes cubiques ternaires {Journal

du Crelle, I. 39, iX.ïo et t. 00, i858);

l'n Mémoire de W. Glebscli sur les formes cubiques ternaires {Matliemalisclic

Annalen, t. V'I, 1878);
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Un Mémoire de M. Sleiner sur les surfaces du troisième ordre {Journal de

d'elle, t. 53, i856) et enfin deux Mémoires de M. Clebsch, intitulés Ueber die

homogène Functionen driiten Grades, etc. [ibid., t. 08, 1861) et Ueber

Knotenpunkte, etc. (ibid., t. o9, 1861).

II. Définitions.

Nous regarderons deux formes comme identiques quand les coefficients

seront les mêmes, quand même les indéterminées seraient représentées par des

lettres différentes. Nous représenterons une substitution linéaire

(I)

par la notation (
'

)

•i'i = ai ?i H- pi ?! -I- r 1 ?3— 81 Ci,

Xî= 3ts?i-t- |3«|»-+- Y!?3-- Sîïl,

•'3 = 3(3 ?1 -I- P3 ?2 -•- ",'3 ?! -t- S3 ?••

.

'•.= «l?l-t- [îlli^ Ï1Î3-'- 04?1

T =

?>
-
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Ces opérations auront donc pour symbole le signe même de la muUiplicatiou.

Toutefois, il faut remarquer qu'elles ne sont pas commulatives, c'est-à-dire

que l'on n'a pas (ordinairement)
T.i"=l'.T.

mais qu'elles sont associatives, c'est-à-dire que l'on a

T.(T'.T'') = (T.T').T",

F.(T.T') = (F.T).T'.

Une transformation T sera unitaire [') si elle a pour déterminant i; elle

sera réelle si ces coefficients sont réels, entière si ses coefficients sont entiers.

Deux formes seront a IqébriquerneriL équivalentes ou du même lype si elles

peuvent dériver d'une même troisième par des substitutions unitaires.

Elles seront réellement équivalentes ou du même sous-type si elles peuvent

dériver d'une même troisième par des substitutions réelles et unitaires.

Enfin elles seront arithmétiquement équivalentes ou simplement équiva-

lentes ou de la même classe si elles peuvent dériver d'une même troisième par

des substitutions entières et unitaires (-).

On choisira dans chaque type ou dans chaque sous-type, pour le représenter,

une des formes de ce type ou de ce sous-type que l'on appellera la forme cano-

nique. Nous désignerons généralement cette canonique par la lettre H. Le choix

de la forme H est à peu près arbitraire; toutefois on sera conduit, dans la plu-

part des cas, à choisir Je préférence la forme la plus simple du type considéré.

Disons quelques mois maintuniint du langage géométrique dont il sera fait

plusieurs fois usage dans ce travail. .Si l'on considère Xt,. X2, x-^ comme les

coordonnées trilatères d'un point du plan, si F est une forme homogène en

x^, X;, .».-,, l'équation
F = o

définit une courbe plane G. Nous dirons habituellement que la forme F repré-

sente la courbe C. De même, si x,, x-^. x,-, x-, sont les coordonnées tétraé-

driques d'un point de l'espace, nous dirons qu'une forme F, homogène par

rapport à ces quatre variables, représente la surface dont r(''quation est

F = o.

f) Cette qu.Tlité apparaît surtout intéressante quand les termes de ï appartiennent à un
domaine d'inlégrilé déterminé. Une substitution unitaire a une inverse dont les termes sont

dans le domaine. Il suffit d'ailleurs, pour quiil en soit ainsi, que son déterminant soit diviseur

de l'unité (c'est-à-dire qu'il ait un inverse dans le domaine). (A. C. )

C) On dir.nit iiiaintc.nani que la substitution ( oa la ni:iti-ice) est modulaire [ou unimodu-
taire si son détL-rniinant est égal ii — i

) ( Knry. des Sr. Matli., liilit. frnni;., 1-16, n" I )• ( A. C. )
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Envisageons, dans les équations ( i ), x,, x^, X3, x^ comme les coordonnées

d'un point de l'espace; i\, ;>. \\i i\ comme les coordonnées d'un autre point.

Les équations ( i ) délinissent alors une relation homologique (' ) entre deux

points de l'espace, de telle sorte que la connaissance de l'un de ces points

permet de déterminer l'autre. Le point (^i, ^2, Ç:,, i;,,) sera le transformé du

point (x, , Xn, x..., X;) par la transformation T; on appellera de même trans-

formée d'une courbe ou d'une surface le lieu des transformées de tous les points

de cette courbe ou de cette surface.

Il est clair :

i" Que les transformées d'une droite ou d'un plan sont une droite ou un

plan:

2" Que la transformée de la surface F = o est la surface F.T := o.

Nous dirons que T reproduit un point, une droite ou un plan, une courbe

ou une surface, quand ce point, celte droite, ce plan, cette courbe et cette sur-

face sont leurs propres transformées.

Nous dirons que T reproduit la forme F ([uand on aura identiquement

F.T = F.

Il faut remarquer que T peut reproduire la surface F" = o sans reproduiie la

forme F; c'est ce qui arrivera quand on aura identiquement

F.T = zF

(ex étant une constante diflérente de i ).

Supposons que l'on change le triangle ou le télraèdro de référence; si

X,, X-,. X;t, Xi] El, ^o,^:,, c,.; sont les anciennes coordonnées de deux points m et m';

si J'i, ys, J':!, J'i j "11) 'l-2ifi-\, ï)» sont les coordonnées nouvelles de ces deux

mêmes points, on a entre ces diverses quantités des relations de la forme

r-, = c^in — b] y^-h Ct )••, -J- dtVu

l\. = «0)1 -I- b-lV-: +- C-i]::-h d-'\\.

r:;= 0:i I I -f- 6:1) î-l- C.-.y.-.-i- (/:;,)',,

f, = /l-^ n - - b; y-, -t- fi Vri-l- O^i.ll,

(2)

?1 = "1 '|1 -•- ^l'fr;- ''1 '",:;+ f/ri'.)

^., = rl< Tu -+- b-i Ti-i -t- C^ T,3 -H d« T,!
,

E:; = «_, T| 1
-\- b., Tu+ C: T|:; -I- (/; T, , ,

?; = "r',1 - b;T^.-+- (•.r,:-!- d'.r,.-

(') i\ benilile qu'il vaudrait mieu\ lire transjunnalioii lioinugiajjhiiiiw. ( \. '.. )
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Soil 2 la Iraiisformalion linoaire (
'

)

«1 61 Cl t/i

a. b-i c» di

«3 b-i C3 ^3

rti b, r, d,

cette substitution définit le changemenl de coordonnées que l'on vient d'efl'ec-

luer.

Il est clair que la courbe ou la surface qui, dans l'ancien système de coor-

données, avait pour équation F =; o, a pour équation nouvelle F.i = o.

Nous dirons que le changement de coordonnées défini par la substitution -

transforme F en F.i.

Supposons maintenant qu'on élimine les x et les £ entre les équations ( i
)

et (2), puis qu'on résolve les quatre équations restantes par rapport aux y :

)'ii J'si.'Ka, y» seront alors exprimés en fonctions de ni, ria, V-.t- v.; par quaire

équations de la forme

yi= AiTu+ 1^1 fi» -T- CiT|3-|- DiTii.

J'2 = A;T,, +- Bil\^-h C;Tl3+ Doïl/,,

,)'3= A3T11-I- 63712+ C3YI3+ Ds'fli,

r-, = AiTi,+ B.,T,o f Cir,3-l- D.V -/).,.

l,a substitution

S =

A, B, C, D,

Ao B, C, Dî

A3 B3 C, D3

A; Bi C. D,

s'appellera la transformée (-) de T par le changement de coordonnées i. Il est

clair d'ailleurs que

S = 2-1. T. S.

Par conséquent, si T reproduit la forme F, la substitution S reproduit

F. S

car

F. 2. S = F.S.-ï-'.T.i: = F. T. S = F. S.

(') On a permuté S et S, dans les notaliuns ilo H. Puiiuiaré, pour les conformer à celles du

pai-agraphe III. (A. C. )

(-) On dirait de préféreiu:e actuellement que S est la transmuée de T par la matrice i;. ( X. C.)

H. P — V. .
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III. — Classification des transformations.

Soit la substitution

T =

p. T. Si

h !'- 0,

p3 Y:! 3:.

p. ï. 0,

nous dirons qu'elle est canonique (' ), si l'on a

pi = Yi = Si = Yj = Oo = 5;. = a. = a;, = a., = p- = p, = v., = j

Envisageons l'équation

(3)
p.-).

La considération des racines de cette équation nous conduira à classer les

transformations T en quatre catégories.

T sera de la première catégorie, si les racines de l'équation (3) sont toutes

distinctes et si de plus les puissances m'"""* des racines de celte équation sont

distinctes, m étant uu nombre entier réel quelconque.

ï sera de la deuxième catégorie, si les racines de l'équation (3) sont distinctes;

mais, si leurs puissances m'"'"''* ne le sont pas, m étant un nombre entier quel-

conque. Par exemple, si les racines de l'équation (3) sont i, — 1,2, 3, T sera

de la deuxième catégorie, parce que ces racines sont distinctes, mais que leurs

carrés, qui sont 1, 1, /l
et 9, ne sont pas tous dillérents entre eux.

T sera de la troisième catégorie, si les racines de l'équation (3) ne sont pas

toutes distinctes, mais si T peut être regardée comme une puissance entière

d'une iranstormation de la deuxième catégorie.

Enfin T sera de la quatrième catégorie, si les racines de l'équation (3) ne

sont pas toutes distinctes et si, de plus, T ne peut être regardée comme une

juiissance entière d'une transformation de la deuxième catégorie.

Supposons que l'on se propose de rechercher les plans reproductibles par la

transformation T.

Soit

«i;ri + ll^X-i-r- UsJr.i-i- U',X;= o

(') On dirait maliiteiKiiit que T est une matrice diagonale i Cf. M.vx Duffek, The Tlieory

of Matrices, 1933, p. 5; ou N. Bourh.\ki, Algèbre, Cli.np. II, § 6, 1947, p. 83). (A. C.)
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i'équalion d'un tel plan; on doit avoir

I UiCli-h UiXi-i- UsXx-h UiX^ _ M, fil
-+- «2po+ «3^3-1- «ipi

\ Ut
~

u-

(4)

35

"i-fi u-iy-i-h W3Y:i-t-MiYi UiOi -h U«0«-h U3O:; -+- U;0

11 est clair que X doit satisfaire à l'équation (3), et que, réciproquement, si,

dans les équations (4), l'on égale X à l'une des racines de l'équation (3), ces

équations donneront pour les u au moins un système de valeurs et définissent

par conséquent au moins un plan reproductible par la transformation F.

Supposons que T soit de la première ou delà deuxième catégorie, c'est-à-dire

que l'équation (3) ail quatre racines distinctes, >.,, X,, X3 et X, . 11 y a alors

quatre plans reproductibles par T.

Imaginons que l'on fasse un changement de coordonnées — en prenant pour

nouveau tétraèdre de référence le tétraèdre formé par ces quatre plans. Il est

clair que la transformée de T par ^ est

V— 1 .X. S =

Al O O O

O X> O O

000 A4

elle est par conséquent cannni([iie; nous l'écrirons quelquefois, pour abréger

(Xj, Xa, X3, Xi ).

Il suit de là que, si T est de la première ou de la deuxième catégorie, on peut

choisir 2 de telle sorte que
i:-|.T.i: = S

soit canonique (' ).

Je dis qu'il en est de même si 'P est de la troisième catégorie; en effet, dans

ce cas, on peut poser '

T = T'",

7 étant de la deuxième catégorie et m étant un entier positif; soit, pour fixer les

idées,
m = 3;

on a
T = T^ =1 T. ï. i^— ' .T. S. 2—' .t.

(') On a légèrement modifié les notations de H. l'olncaré, qui avait designé par la même
lettre T, tantôt une matrice (ou substitution linéaire) quelconque, tantôt une matrice diagonale

(ou substitution canonique) pour laquelle on a employé la lettre S, ainsi que H. Poincaré le

fait ci-dessous (V — 1°). (A. C.

)
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d'où
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V—
1 .T. S = ( S~' .T. S i^.

SI donc i '.T.2 est canonique, i~' .T.i l'est également.

Les mêmes considérations vont nous permettre de définir les puissances

entières, fractionnaires, incommensurables ou imaginaires d'une transformation

de l'une des trois premières catégories.

En efïet, soit d'abord une substitution S canonique

/.
I

o o o

O X; O O

O O À;, O

o o o X;

= (Àl, À2, "/•:. Àl)-

.Soient fil l'une des valeurs du logarithme de Ài ; p-^, p^i, [J-i des valeurs des

logarithmes de /•>, A3, À,; S* sera, par définition, la substitution

o o 1)

e^i'-i o o

o e^V-i o

o o e^V-'

= (e^V-'. e^V-i, e^V-=. e^i>->)-

Supposons ensuite une substitution non canonique; on pourra l'écrire sou.s la

forme

T = S.S.i:-!.

S étant canonique, et sa puissance a"'"'" sera, par définition,

T* = S.S^.S"'.

Les transformations ternaires (canoniques) de la troisième catégorie se

classent en deux types :

Type A

.

a
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On trouve de inéiiie pour les iransformations qualcrnalros de la troisième

catégorie, quatre types :

Type C I a, a, [j, y), l'yp'^ D (a, a, p, p),

Type E (a, a, a, p). Type F (a, a, a, a),

auxquels correspondent, pour la deuxième catégorie, quatre autres types :

Type C (. a, >. 1 ï,
l'î, Y ), Type D' ( a, >., a, [i, À, p ),

TypeYJ (a, /.|ï, /..a, P), Type Y' (a. À, a, Ào a, Àna),

Ài, /,2, >.3 étant des racines /n'""""" de l'unité.

La question qui se pose est de trouver les points, les droites et les plans

reproductibles par la transformation T et de discuter complètement le pro-

blème, mais il suffit pour notre objet de faire celte discussion pour les trans-

formations ternaires, les résultats devant s'étendre aisément aux transforma-

tions quaternaires.

Appelons triangle principal ie triangle de référence auquel il faut rapporter

les équations de T pour réduire cette transformation à la forme canonique

S = S-'. T. S;

on verra aisément :

I
" Que si T est de la première ou de la deuxième catégorie, les seuls points

ou droites reproductibles sont les sommets et les côtés du triangle principal;

2° Que si T est de la troisième catégorie et du type A, les points reproduc-

tibles sont le sommet a;i= a:o=o, et les points du côté 37^=0, pendant que

les droites reproductibles sont la droite Xi^o et les droites qui passent par

le sommet a?) = 0^2= o
;

3° Que si T est de la troisième catégorie et du type H, tous les points et

toutes les droites sont reproductibles.

.Supposons que T soit de la première catégorie : aucune de ses puissances

entières ne sera de la troisième catégorie, d'où il suit que, si ?„ est un point

quelconque non reproductible, si r, est le transformé de t,,, 7n celui de ti, etc.,

il ne pourra jamais se faire que -,n se confonde avec t,,. Conc :

Si T est de la première catégorie, sauf les sommets du triangle principal

(ou, dans le cas des transformations quaternaires, les sommets du tétraèdre),

tous les points ont une infinité de transformés successifs.
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Passons iiiaintenanL aux transformations de la quatrième catégorie ; on ne

peut pas les réduire à la forme canonique, mais on peul choisir ^ de façon à

ramener i~' T2 à sa (orme la plus simple (
'

).

Ainsi les transformations ternaires de la quatrième catégorie se partagent en

deux types, dont je donne ici les formes les plus simples (-) :

Type A,

p
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Or, toulc puissance oiilicre dDiic Iraiisforiiuilioii de qiialricine catégorie est

elle-inènie de cette catégorie.

Donc, siT est de la quatrième catégorie, sauf un nombre fini de points

reproductibles, tous les points ont une infinité de transformés successifs.

Il ne peut y avoir tl'exception que pour les types Ai, Ci, D|, E,, si a"' --^ (3"',

cl alors le lieu dos points qui n'ont pas une infinité de transformes successifs

est une droite ou un plan.

IV. Classification des formes.

Les formes cubiques ternaires représentent des courl)es du troisième ordre;

nous les diviserons en sept familles.

Les quatre premières familles comprendront des formes non décompo-

sablcs en facteurs, qui représentent des courbes indécomposables.

Parmi elles, les deux premières familles comprendront des formes à discri-

minant différent de zéro qui représentent des courbes sans point double, c'est-

à-dire des courbes de troisième ordre et de sixième classe.

Les formes peuvent toujours s'écrire de la façon suivante :

aXVZ-t-X^-H Yi-hZ^

X, Y, Z étant des formes linéaires en xi, Xa, x.^; de sorte que la forme cano-

nique qui sert à définir chaque type ou chaque sous-type de ces deux familles

est

(5) fiuxyz -t- ^i{j:" -\- y'-\- z').

On démontre, en effet (î'o/'r le Mémoire de M. Hesse, inséré dans le Tome 28

du Journal de C relie, i884), qu'une courbe C du troisième ordre et de la

sixième classe a neuf points d'inflexion dont trois toujours réels et six toujours

imaginaires. Ces neuf points d'inflexion se distribuent de quatre manières

différentes sur trois droites, et ils se distribuent d'une manière et d'une seule

sur trois droites réelles. Si l'on prend ces trois droites pour former le triangle

de référence, l'équation de la courbe C est bien de la forme précédente; de

telle sorte que, si F est la forme qui représente la courbe C, on peut toujours

poser

F = [6a.r.)-c -l- (ï ( .r^ -h ,>••> -l- z^)]. Z.

i étant une substitution à coefficients réels.
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Il suit de là que toute forme cubique ternaire de la première ou de la

deuxième famille est bien réellement équivalente à la forme canonique (5).

Maintenant, parmi ces (ormes, je distinguerai (et l'on verra plus loin comment

j'y suis conduit) :

i" Une première famille . composée des formes qui ne sont pas décompo-

sables en une somme de trois cubes;

2° Une deuxième famille, composée des formes qui sont décomposables

en une somme de trois cubes.

Les formes de la troisième famille auront le discriminant nul, mais tous

leurs invariants ne seront pas nuls à la fois; elles représentent des courbes du

troisième ordre et de la quatrième classe.

On démontre que ces courbes ont trois points d'indexiou dont un seul est

réel, et que ces trois points sont sur une même droite réelle.

Si l'on prend pour former le triangle de référence cette droite et les deux

tangentes au point double, l'équalion de la courbe peut être mise sous la forme

(ia,rrc -+- p ( .r-' -i- V" j = o.

On en conclut que, si F est une forme de la troisième famille, elle est réelle-

ment équivalente à la canonique

(6) 62XJ5-(-P(j=-+-_>-3),

ou à la canonique

(7) ^<x.T'-z-^- Zy.y-z.^ p.r'— 3p.c_>'î,

selon que les tangentes au point double de la courbe C sont réelles ou bien

imaginaires conjuguées.

Les formes de la quatrième famille seront celles dont tous les invariants

sont nuls. Elles i-eprésentent une courbe du troisième ordre avec un point de

rebroussement, et celte courbe est de troisième classe.

Ces courbes ont un seul point d'inflexion, qui est toujours réel. Prenons,

pour former le triangle de référence, la droite qui joint le point d'inflexion au

point de rebroussement et les deux tangentes d'inflexion et de rebroussement.

L'équation de la courbe peut s'écrire
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J

1

de sorle qm^ toulo roniie île la quatricriio faniille est réellement équivalente à

la canonique

(8) as-i-t- 313^,1-2.

Les trois dernières familles comprendront des formes (locomposal)les en

facteurs.

Les formes de la cinquième famille représenteront une conique S et une

droite D non tangentes entre elles.

Prenons, pour former le triangle de référence, la droite D et les tangentes

à S aux points où cette conique rencontre D; l'équation de la courbe décom-

posable peut s'écrire

j.z{z"- -\- p-rr) = o.

de sorte que les formes de la cinquième famille sont réellement équivalentes à

la canonique

OU à la canonique

(lo) fî;'+ 3a.f-3 -(- 3a r=-,

selon que la droite D rencontre ou non S.

Les formes de la sixième famille représenteront une droite D et une

conique S, tangentes entre elles. Prenons pour triangle de référence la

droite D, une droite H passant par le point de contact de D et de S et la tan-

gente à S au point où cette conique rencontre H.

I/équation de la courbe décomposable peut s'écrire

a r(;--H [i .'•_}•) = o.

de sorte que les formes de la sixième famille sont réellement équivalentes à la

la canonique

Enfin, la septième famille se composera des formes décomposables en fac-

teurs linéaires, dont M. Hermite s'est occupé.

Avant d'aller plus loin, il v a lieu de dire quelques mots des principaux

invariants et covariants de ces diverses canoniques.

Nous désignerons, suivant l'usage, par Af/) le hessien de la forme /'.

H. P. _ V. (j
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Soit à cnlculer

on Irouve aisriiienl
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A(6a.i'j-; + (îx-^-t- YJ = -I- ûz'-' );

6p.r G a ; fix )•

6a 3 Ù-; y Gx.r

6ar Ca.c 63;

d'où

(12) A = 6([37o + 2x')x)-z — 6a-p.r=— 6a- vj-— 6a- S;-'.

Calculons de même

^{az'-'-h 3p:rj'-);

il vient

d'où

Si l'on veut avoir

on trouve

36A =
o 6 jB )- o

6pj' G(ix o

o () 6 a j

A=-6ap^3j^

A(3aj.-^-+-3pxj-^),

o 6 [iy o

36 A = 6[i.r 6p./' 6a 3

o 6 a ^ 6 ay

OU
A=:^6ap\)-^

M. Aronhold a défini deux invariants des formes cubiques ternaires qu'il a

appelés S et T {Journal de Crelie, t. 39, p. iSa) et que je vais calculer pour

les formes qui nous occupent.

Pour faire ce calcul, je rappelle la définition que Clebscli a donnée d'une

opération qu'il appelle l'opération 6 {Mathemalische A/inalen, t. VI, p. 44;))-

Soit &{/) un invariant ou un covariant quelconque de la forme /; on

convient d'écrire

si«(/,i] = ^, 1 0[/+ '-H/)] i
i>o."- À = o.

M. Glebsch arrive aux deux formules suivantes :
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Mais si l'on remarque que ce que M. fllcbscli appelle S el T, c'est ce que

M. Aronhold appelle 6S et 6T, on est conduit à écrire

3[A(/)J = 3S./, -'S(S) = T.
I

En les caiculaul pour la forme

i\xj]:. -h p.r'-' -h 71 -+- oz-'

(qui comprend les canoniques 5, 6, 7, (j, 10) ('), on trouve sans peine

o\ = 3Ga'^(^Y8 -I- 2%-)xyz — I2a(i5.r=-i- •,•_»•' -1- à3-')(pyo -1- 2a'')

-t- 6v8(— 6a5p)a;j- _ 6a"-(— (ia5j3)x-'

-I- 6 p8 ( — 6 a'- Y ) .rji; — 6 a'-: (
— 6 a2 Y )

j:i

-(- 6Py(— 6a-S)j;>-3 — Ca=(— Ga^ S);-',

OU

SA = 6axy2(6apY2 + '2 a' — GapY^ — GapYS — eapvS)

-I- pa;3(36a'— 24»'— laapYS)

-^YJ^CSea'— 24a'— laaPYS)

-t- S,3-''(36a*— 24a*— i2a|3YS)

OU

SA = {iào.xyz -+ px--'-t- YJ"-t- 2;-'J (12a' — i2apY6),

OU enfin

(la) S = 4a'-4afi5Y.

-SS = 8a''(pYo + 2a:') — 2pYS(pTo -i- 2a^j

— 2aY5(— eaîfi) — 2ap6(— Ga^Y) — aapTl— 6a-:S),

OU

- oS = s a^ [iy^ -1- I (j
»'— 2 [i- 7- S- — 4 a" Py^

-t- I2a''[ÎYS + l2a:'[iYo + I2a5(3Y6,

OU

' - . , r ^ r- o> = I b a'' -h 4o a' \i'{t, — 2 [i- Y" 0-

,

ou enfin (-)

(12 bis) T = - oS = 8a'' -f- 20a:' pY^ — p-^Y-S-.

(') Les formes (7), (10) lui sont algébriquement, mais 11011 icelleiiieiil rquivalentes. (A. C.)

(') Les valeurs indiquées par G. Salmox (Géométrie aiiuly tique. Courbes planes, ïiad.

O. Chemin, i88'i), pour ces invariants sont :

S = — a'-H a^Y°) '"
=— î>*'— 2oa'PY° -I- pY"5•

(A. C.)
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Il est facile de voir que les formes (8) el ( i i
)

x:'-'-i- 'S ^.vf-, 3xyz- -i- 3 [ijcy-

onl des iavariants nuls

S = o, T = o.

Posons en elFet

(i3) .- = :„

la première des formes devient

= - j-i, )• = 2,)i;

xzj +- 'iRxi V;

elle est par conséquent reproduite.

Or les équations (i3) définissent une transformation

I
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Reinarc|iions ensuite que, si Iv est la subsliuilion linéaire (
'

),

45

i —
,

7ï 7^

le délerniinanl de K est égal à — i, et

Il en résulte

S(,3ocj-^;-4-3ar2; -h (jx-i— 3pxr2) = (-i- j)' S [6:<?r,Ç + (i 1/3(^3 -h t,-')] =
(4)

( Tl3aj:2s-f-3ar=;-l-Pj;"— 3,3r_K'-^) = (-Hri'->T[6a=r,:-H [i y/5(|->+T,^)] =— Sa".

De même

(14 6(i)
S

(
pi:^ -+- 3 a j;2 - + 3 oLy-^z) = (+ i')! S ( p!;^ + 6afT,i; ) ; 4 a*

' T(Pc-'-f- -ioLX-^z + 3a j-^ s) = (+ /)«T(p;-i+ 6a?-,)Ç) =- 8a«.

On arrive ainsi aux résultats suivants :

Formes de la première famille. — La canonique

(5) 6a:cj=+p(.f^ + j-^+;3)

donne

A = 6(p3-l- 2a-')j;j; — Ca2p(.i;:i + j3_,. -3)^

S = 4a(a3— p3), T = 8a«-f- 2oa3p-i— p".

Formes de la deuxième famille. — La canonique étant la même avec a nul,

les covariants et invariants sont les mêmes; mais S = o (ARONHOLf), Journ. de

Crelle. t. 39, p. 153).

Formes de la troisième famille.

,

— La canonique

(6) 6a.rj5 + p(.c'+ 7=)

(
'

) Pour calculer diiecleineiil les invariants des formes (7 ) et (lo) en x, y, z, on a permuté,
dans le calcul de H. Poincaré, le rôle des coordonnées x, y, z et ;, ï), ï (A. C. ).
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donne

La canonique

(7) 3!xx^-z-h3=tr'-z-h?.v'-~3^œy'-

donne, en vertu des formules (i4)i

— A = 6x-'^''-^ + Gx~ )- ; — 6 a- [j
a-"

-i- 182- j3x^'-,

S = /laS T = — Six''.

Nous devons appeler l'atlenlion sur une propriété extrêmement remarquable

de S el de T : c'est que S est un carré parfait et T un cube parfait; car (')

T.!_S-'=o.

Nous poserons

V S = VT = p.

Dans le cas qui nous occupe, p est égal à aa-' pour la canonique ((J) el à — aa-

pour la canonique (7).

On voit sans peine que l'on a

3 s/+ A = 483;- ./•)•;, ou — ?,43t^(.r- -(-)•-) 3.

Formes de la quatrième famille. — La canonique

(8) :<;'-f-3pxj =

donne
A=-6«p^-c7S
S=o, T = o.

Formes de la cinquième famille. — La canonique

(9) 6«a;jG -1- p^'

donne
A = iia^xyz — 6a- [i^-^,

S = 4a', T = 82«.

(') Il faut, semble-t-il, comprendre « carre parfait et cube parfait île fonctions entières

(à coefficients rationnels) des coefficients de l'équation de la courbe ».

La propriété résulte de la décomposition unique de S et T en polynômes irréductibles (dont

les variables sont les coefficients de la courbe). Dans la valeur commune de T- et S^ chacun de

ces polynômes doit figurer à la puissance 6. 11 est donc à la puissance 3 dans T, et à la puis-

sance 2 dans S. r.'est une application de la propriété qui est connue maintenant sous le nom de

factorisation unii/ue d'un anneau de polynômes à plusieurs variables. (A. C.)
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La canonique

(lui ^z'^-h 3oLx-z -t- 3xy-

z

donne, en verlu des formules (i4) et suivantes,

S = ,-!«', T=— Sa--'.

Formes de la sixième famille. — La canonique

(il) 3ar;--H 3pxj-

donne
A =— Gx(3\>-»,

et

S = o, T = o.

V. — Transformations semblables (i).

Nous allons maintenant nous occuper de rechercher les transformations c|ui

reproduisent une forme donnée
;
mais posons d'abord le problème de la manière

suivante :

Etant donnée une transformation linéaire T, trouver les formes qu'elle

reproduit.

Nous ne supposons pas ici que les coefllcients de T soient entiers, de sorte

que le problème qui nous occupe en ce moment est purement algébrique.

l" TnANSKORMATlOftS SE.MBLABLES DE LA PREMliîRE CATÉGORIE.

Si la transformation T est de la première catégorie, elle peut s'écrire

2-'. S. 2,

S étant canonique.

Si une forme F est reproductible par S, la forme F.- est reproductible

par T; donc, pour trouver toutes les formes reproductibles par '!', il suffit de

trouver toutes les formes reproductibles par S et de leur appliquer la transfor-

mation 2,.

(') H. Poiiicaré appelle substitutions (ou transt'oinialions) seinblubtes « celles qui repro-

duisent une forme et qui, en même temps, appartiennent au ^'roupe G des substitutions 'a coef-

ficients entiers (ou cventucllemenl à un autre groupe, par exemple, sous-groupe de G)» (Ana-

lyse, partie 10, p. 9). (A. G.)
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Soit
S = [e^+"i, eV-'+i'':, eV->+'''', eV:+"^].

Nous pouvons poser
S = S,. S.,

où

S, = [e!^s eV-', e\^^, pi^-], S» = [e'-'', e'-'--, e'''., e'''.].

Soit une forme F. reproductible par S. et soit

_ _ \ ^m, j^m. j-m, _j.m,

un de ses termes; par la transformation S ce terme devient

On doit donc avoir

1 Ui //! 1 -H iii in> -+- 'JI-; m ;
-+ 'J-i m ,

^ '>

<>"') - - .

.

, , ,

/ V, nix +- v, nu +- /;, m, -h v., /«v s ,) ( mod as).

La première des équations (i5) exprime que F est reproductible par Sj. la

seconde que F est reproductible par S.j.

Supposons d'abord
•/

1
= V., = V:; = V i

= O.

Alors S se réduit à Si, et il suffit, pour trouver toutes les formes F, de

trouver toutes les formes reproductibles par S,. Nous dirons alors que ï a sa

canonique réelle.

On a, dans ce cas,

(h dz f/s do

d:r, dx2
'

dx:; ax;

donc
do do do

,

do
\i.\Xs, -r^ h Ui X- -~ -+- Us X:f -r^ (- U., Xi —r^

dxi dx« dxs dXi

= ( «il [Xl -H «ij ut; -+- /7l3[Jl3+ /rtv(Jlt)ç = O.

11 faut et il suffit que cette condition ail lieu pour tous les termes de F; ou, en

appelant /Ji, p,, p,,, yj» les dérivées de F par rapport à x^, x^, x^, x^,

(l6) iXiXifi-i- iJ.'^XiP'-i- us.rn/J.i-l- fjii.rv/>i = o.

Supposons maintenant que l'on n'ait pas à la fois

V, = •/, = V:;= v, = o;

la condition précédente reste nécessaire, mais n'est plus suffisante.
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Alors, si la transforma lion T est réelle, ce que nous supposerons, les valeurs

des V doivent être opposées deux à deux, par exemple

Vo = Vi, Vi = V3,

la ileuxième condilion (iT)) devient

(17) vi(mi — «i>) + v.-,(m.-.— /«t);E^o, (raoda-).

1" Si vi et V;j sont commensurables a\ec 27:, la transformation S^ est de la

deuxième catégorie; l'écjualion (17) ne pourra être satisfaite, si elle peut

1 être, que si un nombre entier égale ; 1 , lii et h-, étant deux

entiers déterminés. Si

^(m, — /w>)eso (moda-),
"1 "i

F est reproductible par les transformations

Vi, I, t'"= , e "= /'

qui sont de la deuxième catégorie (').

2° Si V, et vj ne sont pas commensurables avec 271, ou si l'on ne peut pas

satisfaire à l'équation (17), il n'y a pas de forme reproductible par S.

En résumé s'il y a des formes reproductibles, elles satisfont à l'équation (16)

et elles sont reproductibles par une ou deux substitutions de la deuxième

catégorie.

Quelles sont maintenant les formes reproductibles par T? Pour les trouver,

il suffit d'appliquer la substitution 2 aux formes reproductibles par S.

Soient j'i, Yi, Yi, Yi les nouvelles variables, qi, cjn. q^, q^ les dérivées de F

par rapport à ces nouvelles variables; les )• sont liés aux x et les q aux/» par

des équations linéaires; de sorte que, par la transformation 2, l'équation (16)

(') Cette discussion semble incomplète; il pourrait peut-être exister d'autres transformations.

Le calcul est repris ci-dessous avec plus de précision pour les formes ternaires ( !i° Transforma-

tions semblables de la deuxième catégorie, p. 54)' (A. <.)

H. P. — V. 7
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devient (')

( ?i(«i^vi-j-6i72-^cij-3-i-rfiyO

, g -
^ -^ q-2{a,yi-i- b,y.-h c,y3-i- d.yi)

] -^qs( aiyi -+- b^y, -+- Cayi +- d^y^.

)

\ -¥- qi{aiyi -+- b,,y, + Ciy-j-h d!,y<,) = o.

Donc les formes qui sont reproduclibles par T doivent satisfaire à l'é(|iia-

tion (i8). Si T a sa canonique réelle, cette condition est suffisante.

Si T n'a pas sa canonique réelle, il peut se présenter deux cas.

Dans le premier cas, les formes reproductibles par T sont en outre repro-

ductibles par une ou deux substitutions de la deuxième catégorie.

Dans le second cas, il n'y a pas de forme reproductible par T.

2" FoRMATIO.\ DES FORMES REPRODUCTIBLES.

Proposons-nous de former toutes les formes cubiques binaires, ternaires et

quaternaires reproduclibles par une transformation canonique réelle de la

première catégorie, ainsi que les transformations correspondantes. Voici quel

est le procédé que nous emploierons.

Nous choisirons dans la forme cubique ternaire ou quaternaire la plus

générale, deux quelconques des termes pour les formes ternaires, trois quel-

conques des termes pour les formes quaternaires, et nous formerons, de cette

manière, toutes les combinaisons possibles, en excluant toutefois :

i" Les combinaisons qui conduiraient à une forme binaire (s'il s'agit des

formes ternaires) ou à une forme ternaire (s'il s'agit des formes quaternaires);

2" Les combinaisons qu'on pourrait déduire des combinaisons déjà obtenues

par des permutations entre les variables;

3° Les combinaisons qui conduiraient à une forme reproductible par une

transformation de la deuxième ou de la troisième catégorie.

Voici comment on pourra reconnaître ces dernières combinaisons.

(') Celte relation (18), bilinéaire entre les q- et les y,, peut être explicitée, par exemple, en

notation matricielle :

y,

7, 7, /], 7, j' X S~' X s, X £ X

S substitutinn qui transforme les y en x; S, partie réelle de la canonique T; on a ainsi les

valeurs des coefficients a,, b^, c,, rf,. (A. C. )
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Supposons (jiie la trauslorinaliou canoiii([ue s'écrive

S = ( X,. a,, «:,, a.,).

Si, dans une combinaison, on trouve à la fois les deux termes

il est clair que la forme à laquelle conduit cette combinaison ne peut être

reproductible par S que si

a ,' = a :]

,

et alors S est de la deuxième catégorie.

De même, si l'on avait à la fois

.7'-,.r; Cl xl^i (111 3:ixl et ^l'-ixl.

ou

JC\^^^^ et iit'2*^3^V)

il est clair que Ion devrait avoir

a; = as ou «i = ao,

et que, par conséquent, S serait de la deuxième ou de la troisième catégorie.

Dans tous les cas, de pareilles combinaisons devraient être rejetées.

Dans ces conditions, voici le Tableau auquel on arrive : j'écris à gaucbe la

forme reproductible et à droite la transformation correspondante; seulement,

pour abréger l'écriture, partout, au lieu de

(eH-., eH-î, eV-\ eV-'),

j'écris
^

le trait placé en dessous permettant de ne pas confondre les deux notations.

l'armes binaires.

xr-
(
-1, 1 ).

Formes ternaires.

yz'^ -4- xy"-

(-2.
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Formes quaternaires.

l'- ( ',. — î. I,
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Soit, pour fixer les idées,

IXi = IX-,.

Supposons, (le plus, ;jli, ;ji.,, p.,, p, réels; car, si cola n'avail pas lieu, on

poserait

1^1 = a'i ^- ('(x',', [i»= [x'„-i- /i^:;, [^3= [ji'3 + l'ji;;, 11^= ix\ + iixi,

d'où

S = S|.S-2, Si = (\x\, l-t'o. (JlJ, \X\\, So= (''[-l". ('1-1.;. l'x''.- l'ix").

et Ton démontrerait sans peine que toute forme reproductible par S est repro-

ductible par Si.

Si |j.,, (0.2, ix-i. fjti sont réels, toute forme reproductible par S doit satisfaire à

l'équation dillérenlielle

;Jl.''i/'i+ lx«..l'ip-2~.- \x-,j;:\Pt.-+- |JiiJ:i/'i= O.

Pour trouver les formes reproductibles par S, il suffit de construire toutes

les formes en x-,, X3, x, , reproductibles par

( ^,, ,a,, Ht ),

puis d'y remplacer x'" par une fonction homogène quelconque de degré m
en Xi et en x^-

Appliquons cette règle aux formes ternaires; quelles sont les formes cubiques

ternaires reproductibles par

S = («^^)?

Les formes binaires reproductibles par

sont

•'.'"

(voir le Tableau des formes reproductibles).

Donc les seules formes ternaires reproductibles par S peuvent s'écrire

axy--i- 7.bxyz -(- cxz-,

et sont, par conséquent, décomposables en trois facteurs.

Il suit de là que les seules formes cubiques ternaires, reproductibles par

une transformati(m de la troisième catégorie et du type A, sont les formes de la

septième famille.
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4° Transformations semblables de la deuxième catégorie.

Nous ne nous occuperons, dans ce qui suit, que des formes cubiques

ternaires. Si une pareille forme est reproductible par une transformation de la

deuxième catégorie et du t^'pe A', elle est reproductible également par toutes

les puissances entières de cette substitution ; elle l'est donc par une transfor-

mation de la troisième catégorie et du type A. Par conséquent, elle est de la

septième famille, et, en ce qui concerne les formes de cette famille, nous

n'avons rien à ajouter aux travaux de M. Hermite.

Considérons maintenant une cubique ternaire, reproductible par une trans-

formation de la deuxième catégorie et du type B'.

Si celte transformation est réelle, sa canonique a l'une des trois formes

(
tvi, — r/i, o ),

(
iV|, — tvi, t- ),

(
o. '- o )•

Si la canonique est de la première forme, et si x"''x'.',''x'"' est un des termes

de la cubique que cette canonique doit reproduire, on doit avoir

"/i(wi — m-ij^BO (mod2::);

et comme «i, — m^ ne peut être égal qu'à o, ou m i , ou zt 2 ou ± 3, on doit

avoir

1. — 1° Soit d'abord

La congruence

'(^nii — mo)Eso (mod2-)

conduit aux solutions suivantes :

/«l=2, «i2=0. «i;=I,

/«1= I, nii^ I, "î; = I.

Toi = o, /?!2=2, in-=i,

TOl = 0, TOo=0, 7/(3=3,

de sorte que les formes reproductibles par
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s'écrivent

x-z -h xyz + r' - + -'

(chaque terme étant affecté d'un coefficient quelconque), elles sont, par

conséquent, de la cinquième ou de la sepliéme famille.

1. — 2" Soit

"'=¥ "" T'
la congruence

^ (nii — nt2) = o (modar)

a pour solutions :

/»! = 3, III-2 = (), /«a = O.

«il = O, in-; = 3. m- = o,

«il = o, nii = o, m- = J,

/«1= I, «i2= I, »i; = I,

de sorte que les formes reproductibles par

s'écrivent

(19) j:^-\- y^^ z'-h xyz

(chaque terme étant affecté d'un coefficient quelconqtie).

2. — Soit maintenant la canonique

elle conduit à la congruence

v,(«i, — «!.,) -L - TO3=H o (mod2-),

d'où

2V|(/?!i — /7î2)eeeo (mod2:i),

ou

•', = ;:. v,= ^, v,= y, v,= ^-, V,

Si vi = TT, on devrait avoir

/«i

—

m^-h niz^ o (mod2),

ou

mi+ «io-f- mjHsE o (mod2),

ou

3^0 (mod2),

ce q>ii est absurde.
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Si vi= ") la forme proposée doit être reproductible par

(
^'-^- /^(----" )-

elle s'écrit donc
s'+ zx^ -h zy-+ ocyz.

Or, si l'on change 3 en — z, le terme en z^ change de signe; elle ne doit pas

contenir de terme en :', elle est, par conséquent, de la septième famille.

Si vi= ^) la forme doit être reproductible par

elle ne doit donc pas changer pour le changement de i: en — z, c'est-à-dire

qu'elle ne peut contenir que des termes en

.r^, 1 ', 3-.r ou z-y;

de plus, elle doit être reproductible par

foi- lir. . Y ( l^i- l^ir. \

(.
^'--T'"^ )

=( -3 r'° )-

et ne peut, par conséquent, contenir que des termes en

a;', j>-', g' et xyz.

Une pareille forme doit donc être indépendante de s, elle est par conséquent,

de la septième famille. On arrive au même résultat pour vi^ -^•

Si Vi= ^, la forme, étant reproductible par

-^'-1 =(-T^.-^:

ne contient que des termes en

;^, xyz, a:', y'^

Or, si l'on fait

-f = e' J, y = e * t),

.s^, xyz^ x^
^
y^ se changent en
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Il ac peut donc y avoir de forme reproiluclihlo par une pareille irnnsformalion;

• 1 1 - Si:
il en csl de même pour V| = -^•

Eulin, si l'on envisage la canonique

(n, o, i-.V

OU voit qu'une forme qu'elle reproduit doit s'écrire

x' -+ y^ -F œz°- -\- yz"

(chaque terme étant affecté d'un coefficient convenable).

Il est aisé de reconnaître que la courbe représentée par une pareille forme a

un point d'inflexion en

X = )* = o,

et que la polaire de ce point d'inflexion par rapport à la courbe est la

droite .3 = 0.

Par conséquent, pour trouver toutes les transformations de la deuxième

catégorie qui reproduisent une cubique donnée F, il faut chercher toutes les

transformations i, telles que

F . S = a.r=+ 3v^ -I- • z^' + f) 5.0;.

et toutes les transformations S, telles que

F. S = a.r^-f- ^i,)-'+3v.r;î-,-3S);î;

les substitutions de la deuxième catégorie qui reproduisent F sont alors

)
^o. o. i-\S~

Appliquons les principes précédents aux formes des différentes familles :

Première et deuxii-me familles. — La forme

ri7..r)-;-t-3r.r--=- r'^ z^)

est reproductible par les transformations suivantes, qui appartiennent à la

deuxième catégorie (nous n'écrivons que les transformations réelles) :
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toutes ces transformations se réduisent à des permutations entre les lettres

X, y, ' C'est là un résultat qu'il était aisé de prévoir; en effet, le système des

trois droites

a; = o, y = o, : = o

est le seul système de trois droites réelles sur lesquelles se distribuent les

neuf points d'inflexion. Toute transformation réelle qui reproduit la forme

proposée doit donc reproduire le système de ces trois droites; elle doit donc

se ramener à une permutation entre ces trois droites. Une conséquence impor-

tante, c'est que toutes les substitutions qui reproduisent la forme

reproduisent également la forme

Troisième famille. — La forme

èaxj'Z -h p(x^-t- }')

est évidemment reproductible par toute substitution qui se réduit à une

permutation entre les lettres x et j'. Réciproquement, puisque les droites x^=^o,

y ^= o sont les tangentes au point double, toute substitution réelle ou imagi-

naire qui reproduit la forme proposée doit reproduire le système de ces

deux droites et, par conséquent, se réduire à une permutation entre les

lettres x et y.

On voit de même que la seule substitution qui reproduit

par-'-f- 3[ixi --(- 3a.T) - -^ 3a_>'--

est la substitution

X = i, )• = — 7). ; = :.

Remarquons que les deux substitutions

X = Tj, r = ç, - = ?,

X = i. J-=— T), = = s,

qui reproduisent respectivement

pa;'+ fiy- -^-6axyz,

px^-h 3li xy- -^- 3 a x- z -h 3 ay- z,
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reproduisent c^galcmcul (
'

)

Cinquième famille. — Pour la même raison, les seules subslilulions delà

deuxième calôgorie qui reproduisent ('-')

2^-+- daxys,

z^-h 3ttX-z -r- 3ay-

z

sont

•c = — ;, .r = — -n, - = ;;

^= — -^, r = — ?: :-=l

pour la première, et en outre

•»= — ?> y = — -n, - = ï;

pour la deuiième.

Ces substitutions reproduisent également

•^ -I- y- -!-
,

Quatrième famille. — Les mêmes principes permettent de démontrer

sans peine que les formes de la quatrième famille ne sont reproductibles par

aucuYie substitution réelle de la deuxième catégorie (^).

Sixième famille. — La forme canonique

est reproductible par les transformations suivantes delà deuxième catégorie (')

y = -n,

z — >'/. X — 'l.y = !; — 2 >.Ç — AT),

(') L'intérêt de cette remarque est dans l'utilisalion de cette forme pour définir la réduite

arithmétique [voir ci-dessous la deuxième partie C Aritlimétique) du Mémoire snr les formes
cubiques, etc., p. 2ij3]. (A. C.)

(-) On rappelle qu'il y a aussi des substitutions de la première catégorie (voir Tableau

ci-dessus et la Note des C. F. Ac. Se). (A. C.)

(') Elles le sont par des substitutions de la première catégorie (voir le Tableau ci-dessus et

la Note aux C li. Ac. Se). (A. C. )

C) Elle l'est aussi par une substitution de la première catégorie (Tableau ci-dessus, avec

transposition des coordonnées x et z). (A. C.)
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1 Citant une quantité quelconque; ces transformations s'écrivent, avec le mode

de notation habituel,

-4>.^ I

Toutes ces transformations sont le produit de la transformation unique

(-1, I, ï)

par l'une des substitutions de la première catégorie qui reproduisent la forme

proposée.

5" Transformations semblables ue la quatrième catégorie.

Nous ne nous occuperons que des types A,, Bi etE,, ce que nous dirons de

ces types s'étendant sans peine aux types C|, D|, Fj.

Type A|. — Soit F une forme homogène en x^, x^ et Xj et reproductible

par iTi transformation

a o o

o p o

o -.- p

on peut décomposer F en une somme de termes tels que

<a étant une forme homogène en x^ et en Xj et reproductible, à un facteur

constant près, par la substitution linéaire

a:,= pE,,

.Xr, = Y?» -4- pc-.,

(0 est décomposable en facteurs linéaires et peut s'écrire

9 = A(x-2— aiajj) (xo— a^x,) . . .(x2— a^a:;).

Après avoir effectué la substitution linéaire, elle devient

A ( TiEo- ai yE,- a, PI, ) ( PS,
- a, v|,_ a, pc,

) . . .
( pç,

_ a^ y^,_ ap pÇ, ) ;

cp étant reproductible, on doit avoir

P
— «lï _ ? — «-i ï _ _ P

— "/•!' _ ,

P

-
P

d'où
a, = c(, = . . .= 2,,= o.
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'j ne dépend donc que de ^.. : donc F ne dépend que de x, et de x-,.

Tuule forme ternaire reproductible pai- une transformation du tjpe A, est donc

réductible aux formes binaires.

lypc Bi. — Soit la transformation

elle reproduit évidemment la forme x^ ; cherchons maintenant quelles sont les

formes quadratiijues qu'elle reproduit.

Soil

Ai.c; -I- S-ixl -\- K-iX\-\- 2Bix-2.r3+ 2Bo.riX;-i- iV>-<,x\Xi

la forme c(uadralique générale. Par la transformation en question, elle devient

-h2A»aÇ,Ç,-h2A,pYÇ,Ç,-^2B,pE,|,+ 2B,7.y=,|,-4-2B,-,-Ç,Ç,

-H A.astj + Aaps^î -i-2Biafi|f H-2B,(3Çf -+-2B,,aÇ?

-H Ajv^ÇS -^-2Bl1•?5

+ 2A,-r?->?5

-H 2A,[iiE,|: H-2B,0(C,f.,,

ce qui conduit aux relations

Aoo -H Ajpv -)- Bi([3 + a-j-) -I- BîY = o,

A^a-H- Asp--)- 2Biap -h 2B.2P + 26301 = o,

As^'-t- 2B17 = o,

Aj-,' = o,

AsP -)- Bi» = o.

En général (
'

) y ;^' o ; on a donc

A3= Bi = o,

et les équations précédentes se réduisent à

(20)

Aoa -I- B-. Y = o,

A2a2-H2B.p-+-2B3-,' = o.

A| est donc arbitraire et des deux équations (20), homogènes en Aj, B2, B3,

on peut toujours tirer des valeurs de ces quantités, car des équations homo-

gènes ne sont jamais impossibles.

('J si Y était nul, on pourrait faire un raisonnement analogue au précédent concernant le

type A,. (A. C;
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Soient donc An, B-,, Bj trois quantités qui satisfassent aux équations (20);

pour qu'une forme quadratique soit reproductible par la transformation

donnée, il faut et il suffit qu'elle s'écrive

(21) Ai.r'i -H À( Ao^rS -f- 26.2^1^;-+- 2IJ3 JTiJCo),

Al et "/. étant deux quantités quelconques.

Réciproquement, si, dans la forme (21), on donne à Aj, Aj, B3, B3 des

valeurs quelconques, on peut trouver une infinité de systèmes de valeurs

de a, (3, y, qui satisfassent aux équations (20). Je tire de là, en passant, le

résultat :

Toute forme quadratique ternaire est reproductible par une injinité de

transformations de la quatrième catégorie.

Soit maintenant F une forme quelconque reproductible par la transformation

considérée et soit C la courbe qu'elle représente.

Considérons l'une quelconque des courbes du deuxième ordre

Ai.rf -t- .^oa;! + 2152371 Jjj-i- 2 B^arij;-) = o,

OÙ Al est un paramètre arbitraire et où Ao, Bj, B3 ont les valeurs tirées des

équations (20). Par chacun des points ni de la courbe C, on peut faire passer

une de ces coniques; comme ces coniques sont reproductibles, les transformés

successifs des points m sont à la fois sur la courbe C et sur la conique qui

passe par m. Mais le point m a une infinité de transformés successifs, tandis

que la courbe C et la conique, qui sont algébriques, ne peuvent, à moins de se

confondre, avoir une infinité de points communs. Donc la courbe C se réduit à

un certain nombre de coniques reproductibles (').

La conséquence est que la forme F est fonction de :ri et de

h.-TXl -H 2 Bo 0:1X3 -H lV>r,XiX'<.

Elle satisfait donc à l'équation différentielle

dx,
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Conséquence. — Toule forme repruductible par une transformation de la

quatrième catégorie et du type 13, .satisfait à une équation aux dérivées

partielles, linéaire et homogène par rapport aux variables x, , x-, et x,^, ainsi

que par rapport aux dérivées partielles~ , -—- , -j-^

Les seules formes cubiques qui satisfassent à cette condition sont celles de la

sixième famille (* ).

7') /je E|. — Soit F une forme quaternaire reproductible par

a
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Il suit de là que toute forme quaternaire reproductible par une transfor-

mation du tjpe El satisfait à une équation aux dérivées partielles, linéaire et

homogène par rapport aux variables a7i, x^, x^, x,,, ainsi que par rapport aux

dérivées partielles -;— > -;— > -=— -, -r~ •

' axi ax-î ax^ dx^.

Ce résultat se généralise sans peine et s'étend aux types D|, C| et r\.

Toute forme quaternaire reproductible par une transformation de la

quatrième catégorie satisfait à une équation aux dérivées partielles.

6° Transformations semblables simultanées.

Supposons qu'une forme soit reproductible à la fois par deux transformations

S et S| ; elle sera reproductible également par tous les produits des puissances

de S et S) ; tels que

On peut donc former un groupe de transformations semblables simul-

tanées qui reproduisent la forme proposée.

Supposons que S et S( soient de la première ou de la troisième catégorie et

que S soit canonique; on peut, toujours ramener le cas général à ce cas

particulier, à moins que S et que S, ne soient de la deuxième catégorie, ce

qu-e nous ne supposerons pas (').

Si />,, /?2) Pii p\ sont les quatre dérivées partielles de la forme proposée/

par rapport aux variables Xi, x^, a?:,, Xj,; / doit satisfaire aux équations

différentielles (-)

/ axipi-h bx^pî-h cxip^-h dxipi= o,

I {(iiXi-h biXi-\-CiXî-hdiXi)pi

i'^'i-) i +{aiXi+ bîXi+ CiX-i-i- cl2Xi)pi

I
-h (aix, -\- bjXî-h 03X3-+- d3Xi)p3

\ -h {diXi-h biX%-i- C.iXi-{- dj,Xi)pi^ O.

Ceci va nous permettre de former d'une autre manière le groupe des

transformations semblables simultanées qui reproduisent /; en effet, en

prenant les prochets des deux équations (22) (qui sont des équations simul-

tanées aux dérivées partielles du premier ordre), puis prenant encore les

(') Cette même restriction est également faite dans la recherclie plus générale de l'existence

de transformations simultanées qui fait l'objet du Mémoire ci-dessous (n° 39). (A. C.)

(') Voir ci-dessus (p. 5o) les équations (iS) et la Note sur les valeurs de leurs loefficienls.

(A. C.)
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crochels des nouvelles équalioiis obtenues, on olilienl de nouvelles écjualions

aux dérivées partielles, qu'on peut ajouter entre elles après les avoir multi-

pliées par des coefficients quelconques. On obtient ainsi une infinité

d'équations de même forme que la seconde des équations (22); ces équations

définissent par conséquent de nouvelles transformations qui reproduisent f.

Prenons dune les crocliets des deux équations (22), nous trouvons

; u = [ /Ji( 6 — n)Xi — Ci(c — a )X:: -+- (h{ (I— «).i-i ]/)!

\
-- \tiA (t — 6).ri— c-,ic — b)jr,.— ff-.(// — b )r,]«,

(23) <

l
— ['-l::{(t — CjXi-f- b-:{b — C ).)•: -h- d:;{fl — C ).r ,]/>:;

'

[a:{a —cDxk-^ bj b — 'h.r-:-- cj c — r/ )x,,]p;.

Prenons encore les crochets de la première des équations (22) et de

l'équation (30) ; nous obtenons une nouvelle équation (24) qui ne difî'ére

de l'équation (2?)) que parce que les facteurs entre parenthèses (b — a),

(c — «), [d — a). .

.

. sont remplacés par {b — a)-, (c — a)-, {d— a)-

.

Pour que les équations (22) soient compatibles, il faut que l'équation (24)

soit une conséquence des équations (22) et (aS) (').

-Supposons donc qu'on ajoute les équations (2.3) et (24) après les avoir

respectivement multipliées par des coefficients convenablement choisis; on

obtient une équation résultante (25), et l'on peut toujours s'arranger de

façon que dans cette équation (2.5) le coefficient de Jr^^p,^ par exemple,

soit nul.

Le premier cas qui peut se présenter, c'est que l'équation (25) se réduise à

= 0,

ce ([ui exige les égalités

= {b - a)'^ = {b - c)'-^ ={b-d)'-^

^^^^
\ 1; b^ l

Supposons maintenant que l'équation (25) ne se réduise pas à une Identité

(') Une élude plus systématique de ces équations (22) et (a.!) est faite dans la Noie (n" 39)

ci-dessous (p. ;>) sur la Uepioduclioii des formes dont la publication (i8S3) est postérieure

à celle du présent .Mémoire (iSSi). (A. C. ;

H. P. — V. 9
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On formera une équalioa (27) en prenant les crochets de (aS) et de la

première des équations (22). Il est clair que dans (27) le coel'licienl de x^p^

est nul. On ajoutera ensuite les équations (25) et (27), après les avoir multi-

pliées par des constantes telles que dans l'équation résultante (28) le coef-

ficient de .Tj/J., soit nul.

Si l'équation (28) est une identité, on est ramené au premier cas, à la

condition de remplacer les équations (28) et (24) par (23) et (27); si l'équa-

tion (28) n'est pas une identité, on recommencera sur (28) la même opération

que sur (25), et ainsi de suite. Il est clair que, après douze opérations au plus,

on arrivera à une identité.

Par conséquent, tous les cas possibles peuvent se ramener au premier cas, et

l'on peut toujours supposer que les équations (26) S(jnt salislailes.

Dans ce qui va suivre, nous dirons, pour abréger, en parlant des différences

a— b, a — c. a — d, 6 — c, b— c/, . . . , les a — 6, et en parlant des coeffi-

cients 6i, r, , f/, , fl.j, Cj, . . ., les bi.

Les équations (2(3) peuvent être satisfaites de différentes façons.

Première hypothèse. — Tous les a — b sont différents entre eux; il faut

alors que tous les bi soient nuls, excepté un, b^ par exemple.

Alors l'équation (28) se réduit à

p = o.

On en conclut que toute forme reproductible à la fois par les deux transfor-

mations proposées ne contient pas x^ et, par conséquent, est réductible aux

formes ternaires. F^a première hypothèse doit donc être rejetée.

Dans les deuxième, troisième et quatrième hypothèses, on supposera que

deux des a— b sont égaux entre eux.

Deuxième hypothèse. — On a

a — ù ^ a — c,

il faut alors que tous les 6, soient nuls, excepté b^ et C), ou bien excepté

ao et Oj.

Si

l'équation (20) se réduit à

pi = o,
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la l'oriuu 1'' osl iliinc rciluclihle ;iu\ formes ternaires. Si

lléqualioii (:>3) s'écril

et sou intégrale générale csl

F = fdiiclion ïï;i'iii'i':ik' iIl' .Ci, X;, Oj^:» — "«J^j,

F est donc encore réductible aux formes ternaires.

Par conséquent, la deuxième hypothèse doit être rejetée pour la même

raison que la première.

Troisième hypollièse. — Ou a

a — b = b — c.

11 l'au'l alors que tous les bj s aiinuleni, excepté bi et c_. (').

l.'(''quation (a.î) s'écril

ht .r.,ji, -r CiX::l>i = o,

et a pour intégrale générale

K = rnlictinii aihilrairc de x-.-,, X\, .r^Xi-.- À.f'j,

X étant une constante.

Donc, pour obtenir une forme reproductible à la lois par la transformation

qui correspond à (aS) et par une transformation canonique, il suffit d'addi-

tionner deux monômes de même degré en

X:;, X\ et V''-'^:i"''i + '-''5
;

on peut, notamment, obtenir deux formes cubiques, non décomposables en

facteurs : ce sont

X'I -i- X3

(

X-iXi -+- 'i.x'l ),

x'I -.- X',{XiX\ +- 'i.x'l).

Quatrit'ine hypothèse. — On a

Il — b ^ c — d.

Tous les b, s'annulent, excepté 6| et c/j.

L'équation ( -1?^) s'écril

bfi^/h ~- '^.-.x^p.: = o

(') Ou a, et b -. ce qui contliiil » dos lonclusions aiuili)j,'ues en remplaranl les indices i, 2, 3

par j, .i, 1. (A. C.)
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et a pour intégrale générale

F = fonction arbitraire de j:-), x^, XiXi-\-\XiXt,

'/. étant une constante.

On obtient donc les formes cubiques non décumpbsables en facteurs, et

satisfaisant aux conditions proposées, en prenant

j::; -r- JTj^ J"l J'; -+- KXiX;;),

XX -t- X-2(Xt X; + XX-.Xs).

La seconde de ces formes se déduit de la première par une permutation

d'indices.

Dans les cinquième et sixième hypothèses, on supposera que trois des a— 6

sont égaux entre eux.

Cinquième hypotlièse. — On a

Il — b ^= h — ( = c — d.

Tous les hi s'annulent, excepté èi, c. et d.-..

L'équation (aS) s'écrit

/jlX-./H-i- C:Xr.p:-+- d:;X;p:i= <>,

d'où

F = Fonction arbitraire de x,, X;X.2-h ''^x'i, xfxi-f- 'JiXiXîX-.i-h 'ixl,

1, p et y étant des constantes.

On conclut de là que la seule forme cubique qui soit reproductible à la fuis

par la transformation qui correspond à l'équation (aS) et par une transfor-

mation canonique, et qui de plus ne soit pas décomposable en facteurs, est la

suivante :

x'IXi -t- ^XiXiXi-T- 'IX3.

Sixième hypothèse. — On a

(1 — b = rt — C = Il — '/.

Tous les bi s'annulent, excepté b,, c,, d, ou bien excepté a^, «3, Oj
;

l'équation (20) s'écrit

P> = '>:

ou bien

II. p., -h <l:,pi -f- «i/'l = O,

de sorte de F est réductible aux formes ternaires, et l'hvpothèse doit être

rejclée.



ÉTUDE ALGÉBRIQUE DES FORMES. 69

Dans la septième et la Imilième liyputliése, un supposera que qualie des

a — b sont égaux entre eux.

Septième hypothèse. — On a

(t — I) = )i — r z= b — fl ^= c — ri.

Tous les bi sont nuls, sauf 6,, Ci, d-^ et dx.

L'équation (a3) s'écrit

(^1 ./«+ CiXi)p\ -f- il-iX^p.—- dsXips^ o,

(l'on

F = foiictiim lu'liiliiiire de ,/,, jr.,-t- ^iX;.,, X:,X\-\- '/.xi-h [xx^x^,

1, }j. et V étant des constantes.

Ou conclut aisément qu'il n'existe pas de forme cubique indécomposable et

reproductible à la fois par les deux transformations proposées.

Huitième hypothèse. — On a

(/ — c = b — c = b — il =. Il — cl.

L'équation (28) doit alors se réduire à

Cl ./'a/)! H- rfiX^pi -+- c-^x-.ip-i-h (l«X\p^ = o,

et a pour intégrale générale

F = fonclicm arbitraire de X3, X;, .rij::i+ '/~XtX;-\- ixxoX:,-^- l'X^x^,

d'où l'on conclut qu'il n'existe aucune forme cubique indécomposable et

reproductible à la fois par la transformation correspondant à l'équation (20),

et par une transformation canonique.

\euvièrne hypothèse ('). — Les six carrés des (a — b) sont égaux. Dans

ce cas si Ion multiplie l'équation (24) par un coefficient convenable, puis

qu'on la retranche de l'équation (22), il vient

<fi.ri/)i -(- hiX',_p«-\- CsX^ip^-h d.x.pi = o,

de sorte que si l'on n'a pas

Il b c d
Oi 60 cj di

la forme F est reproductible à la fois par deux transformations canoniques qui

ne sont pas des puissances d'une même substitution.

(') o» a cru pouvoir modifier légèrement la rédaction de H. Poiiicaré, où une phase parait

avoir été oubliée. ( .\. C.)
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Tout ce qui précède suppose que les équations (aS) et (24) ne se réduisent

pas à des identités. VoAons ce qui arriverait si pareille chose avait lieu.

Première Iiypolhèse. — Toutes les quantités a, b, c, (/ sont dillerentes

entre elles.

Dans ce cas, tous les 6,- doivent être nuls, et l'équation (22) se réduit à

Par conséquent, les deux Iranstormations proposées sont canouiijues, et

l'on il vu plus haut le Tableau des turmes cubiques quaternaires (jui sont

reproductibles à la fois par deux Iransforuiaiions pareilles.

Deuxième hypothèse. Ou a

,t = />.

Dans ce cas, tous les Z», sont'nuls, sauf hi et «j, l'équation (22) s'écrit

(rt| Jl -4- 6| J-^)/»! -t- ( «i J| -;- bt^I'î >p-2^- c. -.X.://:•,— c/v Jv /Ji = O.

Si l'on suppose que la transformation qui correspond à cette seconde équa-

tion est de la première ou de la troisième catégorie, il est possible de la

ramener à la forme canonique par un changement linéaire de variables, et l'on

voit aisément que, après ce changement, la transformation qui correspond à la

première équation (22) reste canonique; on est ramené au cas précédent.

Si l'on suppose, au contraire, que la transformation qui correspond à la

seconde équation (22) est delà quatrième catégorie, elle est évidemment du

type G| et par conséquent la forme F est réductible aux formes ternaires.

Troisième hypothèse. — On a

a ^ b el c =: f/;

tous les bi sont nuls, sauf 6,, a^, c-. et d.^.

Quatrième hypothèse. — On a

rt = 6 = c ;

tous les bi sont nuls, sauf 6|, c,. On, c^, a-, b;.

Dans la troisième et la quatrième hypothèse, si la transformation T, qui

correspond à la deuxième équation (22), est de la première ou de la troisième

catégorie, on raisonnera comme dans la deuxième hypothèse et l'on arrivera

au même résultat.
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Dans la Iroisicnie hvpollièsp, si cette Iraiisforniation Ti est de la quatriéine

catégorie, elle est du type D, et par conséquent la forme F est réductible aux

formes binaires.

Dans la quatrième hypothèse, si T, est do la cpiatiii ine cal('g(irie, elle est du

type El ; mais toute forme (luaternaire reproducliblc pai' une ti'ansformaliou du

type El est décoinposable en facteurs.

Résumé.

On a vu plus haut le Tableau des foruies cubiques quaternaires repro-

ductibles par deux transformations canoniques qui ne sont pas les puissances

d'une même substitution.

Nous allons donner mainlenanl, eu nous appuyant sur les considérations

préc(''dentes, le Tableau de^ formes cubiques quaternaires qui ne sont ni réduc-

tibles aux formes ternaires, ni décomposables en facteurs, et qui sont repro-

ductibles par deux transformations de la première, de la troisième ou de la

quatrième catégorie, l'une canonique et l'autre non canonique,

.r 3 -t- i" 1 J' ; -T- x.ï j:> x.)

.

Il faudrait, bien entendu, ajouter les formes qu'on peut déduire des précé-

dentes en afTeclant chaque terme d'un coefficient quelconque, et toutes celles

qu'on peut en déduire par des permutations d'indices.

En ce qui concerne les formes ternaires, la longue discussion qui jirécéde

n'est pas nécessaire; en eflel, considérons des formes de la quatrième famille,

par exemple : elles représentent des courbes oflranl un point de rebroussement

et un point d'intlexion; toute substitution qui reproduit la forme donnée

reproduit aussi les points singuliers et les tangentes en ces points, et la droite

qui joint ces deux points.

Si une transformation de la première catégorie reproduit ce triangle et est

canonique, c'est que le triangle est le triangle de référence, et s'il est le triangle

de référence, toute transformation de la première cal(''gorie qui le reproduit est

canonique.

Donc une forme de la ([uatrième famille ne peut être reproductible à la fois

par deux transf(jimations de la première catégorie, l'une canonique et l'autre
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non canonique; et, d'ailleurs, nous avons vu cju'une pareille l'orme n'esl repro-

ductible par aucune substitulion de la troisième ou de la quatrième catégorie.

Le même raisunnenienL s'applique aux formes de la cinquième famille. Par

conséquent, les seules formes cubiques ternaires qui sont reproductibles par

deux transformations de la première, de la troisième ou de la quatrième caté-

gorie, l'une canonique et l'autre non canonique, sont celles de la sixième

famille.

Dans un prochain Mémoire, j'étudierai les applications des considérations

qui précèdent à l'élude arithmétique des formes cubiques ternaires.

NOTE
( P A R T I i<: I ).

H. Poincaré a indiqué (dans la partie 1 de l'analyse) qu'il n'avait pas limité ce

premier Mémoire à l'étude algébrique des seules formes ternaires cubiques, en vue

de leuLs propriétés arithmétiques (exposées dans le Mémoire 81, partie 11 de

l'analyse). Il y montre comment ses méthodes peuvent s'étendre aux formes qua-

ternaires, et il les a même appliquées ensuite à des formes de n variables

(Mémoire 39, ci-dessous; partie 2 de l'analyse).

Comme il a été indiqué dans quelques-unes des Notes, l'emploi, actuellement

courant, des notations matricielles simplifierait certains des raisonnements et des

calculs de H. l'oincaré, et permettrait peut-être de préciser, sinon de compléter

certaines discussions (notamment pour la reclierciie des formes canoniques et des

diviseurs élémentaires des substitutions linéaires (')|.

Il ne semble pas que cette élude algébrique des formes ait fait l'objet d'études

nouvelles importantes. H. Poincaré avait d'ailleurs déjà dit, dans son discours sur

l'Avenir des Mathématiques (ci-dessus, p. 22) : « Vétude des invariants des

formes algébriques qui semblait absorber ralgèbre entière est aujourd'hui^ 1908)

délaissée: la matière nest cependant pas épuisée » (A. C).

(') Voir notamment.l'^niy. des Se. Math., Édil. Franc., I. Il; Théorie des formes et des

invariants, igiS. — C. C. Mac Duffee, The theory of matrices, l'jSS. — J. H. M. Wedderbubn,

Lectures on matrices, 1934.
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SUR

LA REPRODUCTION DES FORMES

Comptes rendus de /'Académie des Sciences, t. 97, p. 949-951 (Jg octobre i883).

Il est facile de trouver quelles sont les formes algébriques homogènes de n

variables qui se reproduisent par une substitution linéaire infinitésimale

donnée, ou encore celles qui ne sont pas altérées par deux ou plusieurs

substitutions linéaires infinitésimales permutables entre elles. Il reste à voir

comment on peut trouver toutes les formes qui sont reproductibles par deux

ou plusieurs substitutions linéaires infinitésimales no» /jerm«ia6/e*. J'ai résolu

ce problème pour quatre variables et deux substitutions dans le L*^ Cahier du

Journal de l'Ecole Polytechnique ('), et depuis M. Lie a étendu la solution au

cas de trois substitutions et de quatre variables, en considérant même des

fonctions non algébriques. Je vais l'étendre maintenant au cas de deux

substitutions et de n variables. Je dis qu'une substitution est canonique

lorsqu'elle est de la forme

x„; OLiX\, a^_3:i. .... Xi,Xn)-

Eu général, une substitution linéaire quelconque peut se mettre sous la

forme T^' ST, S étant canonique;; les substitutions qui font exception peuvent

s'appeler paraboliques, [juisqiie c'est ainsi qu'on les nomme dans le cas de

deux variables. Je supposerai que, dans le groupe qui n'altère pas la forme

(') Mémoire So, ci-dessus p. 2S.

H P. — V.
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envisagée, on peut toujours trouver une substitution non parabolique. Alors,

en choisissant convenablement les variables, elle sera canonique.

Cela posé, si une forme F est reproductible par une substitution linéaire

infinitésimale, elle satisfera à une équation de la forme

(i) :Laa-rip/,= »,

OÙ p/- désigne la dérivée de F par rapport à .t/.. L'une des substitutions étant

canonique, son équation s't'crira

(2) I,biXiPi=0.

Si A et B sont les premiers membres des équations (i) et (2) auxquelles

satisfait F, celte forme satisfera également à

(3) [\, U] = ^aalb,-Oi)a-ipk=o.

Mais la substitution correspondante à (1) aura pu être choisie de telle

sorte que

[A, B] = XB,

À étant une constante qui ne peut être nulle, sans quoi les substitutions seraient

permutables. Cette constante doit être égale à une ou plusieurs des différences

bi— bu- Tous les termes de (3) qui contiendront un facteur 6,-

—

bt différent

de X devront être identiquement nuls, ainsi que les termes correspondants de (i).

Soit F' une forme de n — i variables reproductible par deux substitutions S

et S'; tout polynôme entier en F' et en x„ sera une forme de n variables

reproductible par S et S' (ces deux substitutions étant regardées comme

n'altérant pas x,,)-

Si Ion suppose que la forme F ne dérive pas de la sorte dune forme

reproductible F' de n— i variables, il faut que, si l'on écrit le tableau des

différences bi— 6^ qui sont égales à À, chacune des lettres 6i, èo, . . ., b„ se

trouve au moins une fois dans ce tableau.

Supposons, par exemple,

(4) b, — b-2=b.— b:: = ...= &„_, — b„ = >..

Léquation (i) se réduit alors à

(5) V a,J,,,+,x,,p^+^ = o.

7 = 1
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On trouve aisément n — i polvnomos onlii.Tà I',, l'o, .-., I^/i_i qui sont

homogènes et respectiveinenl de degré i, 2, ....n — 1 et qui satisfont à

l'équation (5 ). De toutes les formes reproduclibies par nos deux substitutions,

les polynômes P sont les plus simples et loules les autres n'en sont que des

combinaisons.

Telle est la façon de trailer le probléuie quand toutes les équations ( '\ ) sont

satisfaites. Mais il peul arri\er :

1" Ou bien qu'une ou plusieurs des dillV-rences 6,, — 6,/^i soient dillV'ientes

de À, sans que deux des quantités 6, deviennent égales entre elles, d'où il

n'-sulie que toute dill'érence qui n'est pas de la forme b,j— 6^+1 sera didérente

de !.. Ce cas se traite comme le pn'-cédent. La seule diflerence, c'est qu'un ou

plusieurs des termes de l'équation (5) et des polynômes P disparaissent.

2" Ou bien que deux ou plusieurs des quantités 6, deviennent égales entre

elles. Supposons, par exemple, que 6;,, b; et b:, soient égaux entre eux. Alors

la substitution qui correspond à l'équation (2) ne cesse pas d'être canonique

quand on remplace x.x, x, et x., par des combinaisons linéaires de ces trois

variables, et l'on peut choisir ces comijinaisuns linéaires de telle façon que

l'équaliou ( 1 ) soil de la forme 1 5) cl que les termes

y soient nuls. Ou est donc encore ramené au cas où toutes les équations (4)

sont satisfaites.

NOTE
( I' \ li T I E 2

Cette Note au\ Cornp/es rendus de /\lr,idé/n/c' des Sciences généralise un

raisonnement du Mémoire précédent (n" 80) sur la recherche des substitutions

liaéaires, non permutables, qurlaissent invariante une forme cubique quaternaire.

On rappelle que le crochet [A, HJ, des premiers membres A et B, de deux

équiiions linéaires aux dérivées partielles />,• du premier ordre, des variables au est

l'cNj^-ession



7b FORMES INVARIANTES POUR DES SUBSTITUTIONS.

Dans le cas considéré, on A et 1! sont des formes bilinéaires en .?-,, /*,, caractérisées

par des matrices

. = !!«,, Il, l^
= \\bu\\;

le crochet est la forme bilinéaire caractérisée par la matrice

X X [i — fi X 2.

Quand Tune des matrices, |3, est diagonale (substitution canonique) on retrouve

immédiatement l'équation (3). (A. C.)



TliOlSlKMK PAKTli:. - NOMBRES HYPEIICOMI'LEXES {.Iwdyse, p. :.).

SUK LES NOMBRES COMPLEXES

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. DU, p. ~\ù--!\1 (3 novembre iS84).

I^es remarquables travaux de M. Sylvester sur les matrices ont attiré de

nouveau l'attention dans ces derniers temps sur les nombres complexes

analogues aux quaternions de liamilton. Le problème des nombres complexes

se ramène facilement au suivani :

Trouver tous les grounes continus de substitutions linéaires li n variables

dont les coe[ficients sont desfonctions linéaires de n paramètres arbitraires.

Si un pareil groupe se réduit à un faisceau, les nombres complexes corres-

pondants seront à multiplication commutalive, et réciproquement.

Voici maintenant quelques-uns des résultats auxquels on peut arriver par

celte considération.

Convenons d'écrire les coefficients d'une substitution quelconque sous la

forme d'un Tableau à double entrée

a
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Nous trouverons d"aborcl que les faisceaux qui donnent naissance à des

nombres complexes à multiplication commulalive rentrent tous dans des types

analogues à ceux qui suivent, pourvu que les variables soient convenablement

choisies.

Si l'on considère ensuilo un groupe donnant naissance à des nombres

complexes à mulliplicalion non commulative, et une substitution quelconque S

de ce groupe; si l'on forme l'équation aux multiplicateurs de cette substitution,

(équation aux racines latentes des matrices de M. Svlvester), cette équation

aura toujours des racines multiples.

De plus, les substitutions d'un pareil groupe ne pourront pas cire toutes

paraboliques.

Supposons maintenant (jue les variables aient été ciioisies de telle sorte

qu'une substitution S du groupe, non parabolique, soit ramenée à la forme

canonique

D'après ce que nous venons de voir, les /. ne pourront pas être tous distincts.

Supposons qu'il v ait p valeurs distinctes de À que nous appellerons Xi, À^,

. . . , "/./,. Nous diviserons les n variables en p systèmes :

.('il, .rij 'ii; .î"ji, j-y: J'j;-i; • • : 3>i. ^'/n, .... r/,;.,

et nous supposerons que la substitution S s'écrive sous la forme

le multiplicateur étant ainsi le même pour toutes les variables d'un même

système. Cela posé :

i" L substitution

{Xik,^iXil:)

fera partie du groupe quelles que soient les valeurs des p multiplicateurs

f/.,, fi,, . . ., \i-i,\

2° Ecrivons le Tableau à double entrée des coefficients d'une substitution

quelconcpic du groupe, en conservant les mêmes variables dont il vient

d'être question.

Dans ce Tableau, séparons par des traits veilicaux les a premières colonnes,

puis les ,j suivantes, etc., pais les /. dernières. Séparons de même par des traits
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horizontaux les :z premières lignes, puis les ,3 suivantes, elc, puis les /

dernières. Nous avons partagé nos cocflicients en //- syslémes. Si l'on choisit

convenablement les n paramétres arbitraires en fonction desquels tous les

coefllcients du groupe s'expriment linéairement, un quelconque d'entre eux

ne pourra entrer que dans les coefficients d'un seul des p- svslémes.

Il résulte tle là :

i" Ou bien que les coefficients d'un des p- systèmes sont tous nuls : c'est ce

qui arrive, par exemple, au groupe à trois variables et trois paramétres

a" Ou bien qu'aucune des substitutions du groupe ne jieut avoir plus de \/n

lultiplicaleurs distincts. C'est ce qui arrive, par exemple, pour les qualerninns.

NOTE
( r A H TI E 3 ).

Cette Note aux Comptes vendus de VAcadémie des Sciences ne comporte que

des indications sommaires de résultats et de méthodes qu'il ne semble pas que

H. l'oincaré ait repris ou utilisé dans d'autres Mémoires.

Les exemples de matrices commutatives sont suffisamment suggestifs des types

généraux actuellement connus {voir, par exemple : J. H. M. WEnoruni rn, Lectures

on matrices, Chap. VII, 1934).

La relation indiquée, pour la première fois, semble-t-il, entre les groupes de

substitutions linéaires (ou les formes bilinéaires) et les nombres complexes (qu'on

appellerait maintenant hypei'complexes) a été étudiée et développée depuis par de

nombreux auteurs {voir Ency. des Se. Math., Edit. franc., 1-5, n"26). M. K. Cartan

lui a notamment consacré un important Mémoire {A/in. Far. Se. de Toulouse,

t. 12, 1908).

Les variables (ou les éléments du corps de base) considérées par II. Poincaré

et K. Cartan sont des nombres (rçels ou complexes). Les études modernes

envisagent de façon plus générale, des constructions de quantités hypercomplexes,

à partir d'un corps d'éléments quelconques {voir, par exemple, B. L. Van deii

WiERDEN, Moderne Algebra, •>.'' édit.. Cliap. Wl, i9'|o (A. C.)-.





QUATRIÈME PAKTIK. — ZÉROS DES POLYNOMES (Notice, p. .>).

SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 97, |>. 1418-1419 (17 ilécembre i883).

J'ai obleaii, au sujet de la règle des signes de Descaries, un résultat qui

présente les plus grandes analogies avec un théorème important de M. Laguerre.

Soit F(a;) = o une équation algébrique qui a p racines positives. On peut

toujours trouver un polynôme »I»(:r) tel que le produit F.$ n'ait que p
variations. Il en résulte, d'ailleurs, que l'équation <b[x) = o n'a pas de racine

positive.

En elfet, je puis mettre F sous la forme F, F^ F;, F,.

F, est un produit de facteurs linéaires x + a, où a est réel positif.

Fo est un produit de facteurs quadratiques x-+ aot^r + (3-, où a et P sont

réels positifs et x plus petit que ,5. Le produit Fi Fo n'a évidemment pas

de variations.

F3 est un produit de facteurs quadratiques x- —• 9.y.a: + 3-, où a et [3 sont

positifs et y. plus petit que (3. Je pourrai alors poser

X = 8 cos 9,

o étant un angle compris dans le premier quadrant et tel, par conséquent, que

cosQ), sin-j et sinao soient positifs. Soit n un nombre entier tel que sin'Y,

sin29, sinS'j, .... sin(« — 1)9, sinwcp soient positifs et sin(/i -+- r)c3 négatif.

Posons

6 = 3"-' sln 9 -I- ^i"—-x ?in2 s -1- p"—^x- sin 3 : -1-
. .

. -1- .?"—' sin n z.

Le produit

<i(x-— 22a^-t- 3-) = 3"+i sin 3 — Z.K" sini'/i -^1)9-1-3;"'*-' «iii « 9

H. P. — V. II
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n'a pas de variations. Si donc <I>, e.sl le produit de tous les facteurs, tels que 0,

le produit FiF2F;i4»3= 'i n'a pas de variations. Supposons que '| soit un

polynôme d'ordre q — i

.

Considérons maintenant le quatrième facteur de F, c'est-à-dire F,; c'est un

produit de facteurs linéaires de la forme x — a, a étant positif, et ces facteurs

sont, par hypothèse, au nombre de/»,

¥,,= {x — ai){x — ai)...{x — ap).

Posons

F., <I>v = (.r'i — a'{ ) {xi— al.) . . . {œ'i— àj,),

c'est un polynôme de degré pq qui a p variations et où manquent les

termes dont l'exposant n'est pas divisible par q. Le produit ij^F^*!»! est alors

de degré {p + i)q — '• et a, par conséquent, {p + ^)q coefficients. Il est

évident qu'on rencontre successivement q coefficients positifs, puis q coeffi-

cients négatifs, puis q coefficients positifs et ainsi de suite, de sorte que le

produit en question présente p variations.

Mais nous pouvons écrire

iFi<I>v= F.'I), où <I> = il>,'l).,.

Le résultat énoncé est donc démontré.

NOTE
(PAR T I 1-: 4

Il semble que le théorème de Laguerre, auquel fait allusion H. Poincaré est :

« le nombre V des variations que présente le développement de e--' f{x), [où

f{.v) est un polynôme et z une variable positive^, suivant les puissances crois-

santes de X, ne peut que décroître quand z augmente et il est au moins égal au

nombre p des zéros positifs de f{x) ». [Sur la théorie des équations numériques

(J. de Math, pures et appliquées, 3" série, t. L\, i88.3 et Œuvres, p. 22)].

Dans la préface des OEuvres de Laguerre (1898), H. Poincaré écrit d'ailleurs

(p. i3) : « La démonstration classii[ue de la règle des signes de Descaries est d'une
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^laiido simplicité; Luguene en ;i trouvé une plus simple encore. Ce n'eût été(iu'un

avantage secondaire, mais la démonstration nouvelle s'applique non seulement aux

polynômes entiers, mais encore aux séries infinies. Ainsi transformé, le lliéorèine

de Descartes devient un instrument d'une llexibililé merveilleuse; manié par

Laguerre, il le conduit à des régies élégantes, bien plus simples que celles de Sturm
et s'appliquant à des classes très étendues d'équations ».

Le résultat de H. l'oincaré est plus précis que celui de Laguerre et paraît

susceptible d'applications, si non de développements. On sait que les problèmes

de stabilité, en Mécanique, redonnent un intérêt d'actualité à la détermination des

signes des zéros réels et des signes des parties réelles des zéi'os imaginaires, d'un

polynôme à coefficients numériques (A. C).





CINOUIEMh: l'ARIIE. - ALOKHUK DE I/INFINI ( Aotice, p. 3).

REMARQUES

SUR L'EMPLOI D'UNE MÉTHODE PROPOSÉE PAR M. P. APPELE

INTITULÉE

MÉTHODE ÉLÉMENTAIRE

POUR OBTENIR

LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE TKIGONOMÉTRÏQUE

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

Bulletin de la Société Mulhéinalique de France, t. 13, p. 19- -'7 (20 décembre i8S4)-

Dans la niétliode élémentaire que vient d'introduire M. Appell dans la théorie

des fonctions elliptiques, et dont l'iinportance n'échappera à personne, ce

savant géomètre a été conduit à envisager une infinité d'inconnues. Comme des

('quations de même forme peuvent se rencontrer dans d'autres problèmes, il

importe de rechercher dans quels cas on peut légitimement employer la méthode

qui a réussi à M. Appell ('), c'est-à-dire prendre m. des équations proposées,

{' ) V. Appell s'était proposé de calculer les coefficients A„, du quotient

r-e-'-q"') : |S(— i)"e"7"M = SA„e"-

(n de —00 à ^^o); ce qui donne, pour déterminer les A„, la famille d'équations (on nonilire

infini ) :

Z{—-l )\>-qr--'-\>-'> \V-= ( — 1 r

( u. de — » à-t-3o; pour toutes valeurs de n).

Il résout, pour cela, le système des ini-^-i équations, obtenues en faisant varier n de — /n à

-h m et en ne prenant que les valeurs de [i dans le même intervalle. Il en cherche ensuite les

limites. (A. C.)
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n'y conserver que les m premières inconnues en v suppriuianl lous les ternies

qui dépendent des autres inconnues
;
calculer les valeurs des inconnues conser-

vées, et enfin faire croître lo nombre m indéfiniment.

,1'envisage d'abord une série indéfinie de nombres

(/], «î, . . . , a„, ....

tels que

I

fï/n-i
! > 1

«« Il
lini

I

cf„
j

= x pour n =x.

,1e cherche ensuite à déterminer une autre série de nombres

A,, A.,, ..., A,„ ...,

tels que les séries

A
I
o',' -h K2 (l'î -h . . . -h X „ a',', -h . .

.

(où l'on fait successivement/) ^ o, i , 2, . . . , ad inf.) soient toutes absolument

convergentes cl aient pour somme zéro. J'ai ainsi, pour déterminer les quan-

tités A, une infinité d'équations homogènes et linéaires

( 1 ) ^ A„ct/; =0, (yj = o, I. 2, . . . . ad inf.).

IIZZ 1

Formons la fonction entière F (a?), qui admet pour zéros les nombres a,, a-,, •
a,,, Nous la supposons de genre zéro, de telle sorte que

-'=(-S) ("£)•(-»')

Soient Ci, Co, . . -, C„, . . . une infinité de cercles ayant pour centre l'ori-

gine, et tels que le rayon de C„ soit compris entre
]

a„
]
et |rt„+i|. Soit J,,,,

l'intégrale

/xPiix
TÇx)'

prise le long du cercle Cn- Supposons que .l„y, tende vers zéro, quel que soit p,

toutes les fois que n croit indéfiniment.

Si A; est le résidu de -^—; pour x = a/, il est clair nue l'hvpolhèse précédente
F(j:) ' ' ' •

' '

peut s'écrire

y:\ia'i= o,

de sorte que les A, nous donnent une solution des équations ( i ).
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Celle sdliilioii s'écril

'°(-S)('-ï)'-(-S)-'
et elle est bien celle à la(juelle condiiirail la motliode de M. Appell (

'

).

Mais celle solution n'est pas unique. Il est clair, en effet, que les quantités

A,a,-, A,rtJ, ... satisfont également nus équations (i). Plus généralement,

formons

S,,= SI A„<!:

S/, est finie, puisque nos séries sont supposées absolument (.onvergenlcs. bi

>-o, Ài, >.2, -, "'•,„

sont des nombres tels que la série

XoS„-i- Ài 5i-i- ),., 82-4-. . .-I- À,, S;,-!-. .

.

soit absolument convergente; les quantités

A;( /,„+ X| rt,+ X-^a] -h. . .)

satisfont aux équations ( i), comme les quantités A, elles-mêmes.

Si l'on se propose de trouver la solution la plus générale de ces équations ( i
)

on rencontre de grandes difficultés. N'oici, toutefois, une remarque qu'il est

aisé de faire. Si

Al, Aï, ..., A,„ ...

est une solution quelconque des équations ( i ), la série

A, A» A„
1 h. . .H 1-. . .

.r — (7i ./ — Ui .r — a II

est al)solument convergente et représente une fonction méromorplie qu'on peut

écrire sous la forme du quotient de deux fonctions entières

l I .r )

V ( X i

(') En réalité, ces solutions sont données par les limites des solutions du système de n équa-

tions linéaires, aux inconnues A,

SA, aJ'-> = a,.o,. . . «„

(t de I à «; /> prenant les valeurs de zéro à « ^ 2 ).

Les formules de Cramer coïncident, dans ce cas, avec une application de l'identité d'I^uler. (A.C.)
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Alors la coudition nécessaire el suffisante, que la fonction à{x) doit remplir,

est la suivante :

L'intégrale
rii(.E)xl'd.r

J F(.r )

prise le long de C„, doit tendre \ers zéro, tjuel que soil ]), quand n croît

indéfiniment.

On volt, par celte seule remarque, que les conditions imposées par les équa-

tions ( i) aux quantités A sont plutôt, pour ainsi dire, des conditions d'inéga-

lité (') que des conditions d'égalité.

Si, de même, on considère une double infinité de nombres donnés

aïo, ^20, • • • a«o, • •
,

«11, «21, .... a„i, ....

=<l/.- 'J-lp, ^np:

puis qu'on cherche à déterminer les quantités A, de iarnn à salislaire aux

équations

(i bis) 2, '^ii^nii= o. (p = o, i, ^, .... ad inf. ),

on envisagera une infinité de nombres choisis d'une façon quelconque

<i,, a-i, . . . , a„, ...

et l'on formera la fonction entière F(x), (|ui admet ces nombres pour zéros. On

pourra évidemment toujours s'arranger pour que celte fonction entière soit de

genre zéro.

On pourra ensuite toujours trouver une infinité de fonctions entières

Oo(^), &i{a;), 62(.r), . . ., ()/,{x), . . .,

satisfaisant aux conditions
e/,(a„ ) = «„/,.

Cela posé, on obtiendra la solution générale des équations (i bis), en cher-

chant toutes les fonctions entières '!^{x), telles que

,. r r6ix)%,,tx)dx ... 1,-1
lini / -^-

—

=-—— prise le long de ( .„ = o. pour n = x,
L .' F(-^) J

quel que soil/).

(') H. Poincaré précise le sens de cette plirase dans le Mémoire suivant (n°91), p. 96. (A.(;.)
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Les résidus de l;i lonctiou '^— seront aloi-s les fiuaalilés A cherchées.

Ces coasidéralions sommaires nioiilrenl que la solution obtenue par la

méthode de M. Appell n'est pas unique; il y a même des cas où elle n'existe

pas.

Il ne suffit pas, en ellet, que la fonction l''(x) soil de genre zéro pour (|ue

cette solution convienne, far exemple, revenons aux équations

(i) sA„«;; = o,

en faisant

«n = ( " — i )- --
;

la fonction

l'(j:) = cos \^

est bien de genre zéro.

Je dis que les résidus de lu fonction = ne nous donnent pas une solution
' r ( ./

)

'

des équations (i). En etl'et, le
«'''"" résidu A„, est égal à

. 2 \/a„ ^A„ = — !-T= =±(2/i— i)-,
?in \'«„

et la série iA„ n'est pas convergente.

,fe me réserve de revenir plus tard sur ces importantes (|uestions, que je ne

fais ici qu'eftleurer, et j'ai hâte d'arriver à des équations se rapprochant davan-

tage de celles qui ont été traitées par M. Appell.

.l'envisage alors une série doublement infinie de nombres

. . . , a_„ . . . , «_>, a_i : Oo, "1 , ««, • • . • Cu

tels que

I
ûî/i+i \

">
\
Cn .'• li'il "11

1

= ^ fil f>, pcilir /( = -4- y: ou — x,

et je forme les équations

(2) 2, ^n(i',[ = o. (p = o, I, a, .... ad inf.).

On reconnaît aisément ici les équations inénies traitées par M. Appell : il

suffit d'v donner aux lettres qui y entrent des valeurs convenables, comme on

le verra d'ailleurs plus loin.

Formons une fonction F(x), admettant les a pour zéros et n'ayant pas de

pôles. Ce ne sera pas une fonction entière, mais une fonction holomorphe dans

toute l'étendue du plan, sauf à l'origine, qui est un point singulier essentiel.

II. P. — V. I-
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Soil une série doiiblemenl iiilinie de cercles

..., C_,„ ..., C_2, C_,; Co, Ci, C,, ..., C„, ...,

avant pour cenlre l'origine, et lelle que le rayon de C„ soit, quel que soit n.

compris entre
j
a„

\

et
|
a,, ,_i j. Soil J,,^ l'intégrale

r xP d.c

J WT)'
prise le long du cercle C„.

Supposons que, quand n tend vers 4- oo ou vers — oo , i„p tende vers zéro.

Alors les résidus de la fonction -pj-. satisfont aux équations proposées; c'est

le résultat que nous avions trouvé plus haut dans le cas des équations (i ).

Appliquons-le aux équations de M. Appell en reprenant les notations de ce

géomètre. Il s'agit de déterminer les coefficients A^ du développement

par l'identité

(3) e,(^)=B('^).,V.,

et l'on est ainsi conduit aux cquHtions

que nous écrirons, pour rétablir la symétrie et l'homogénéité, sous la forme

(4) lHa(9-^t^)"+B(-ij" = o,

en posant

n,j, = (—l)V-\,j_q\'-'.

Il faudra ensuite faire B =-- — i dans le résultat.

Dans les équations (4) le nombre n peut prendre toutes les valeurs entières

positives ou négatives depuis — » jusqu'à + os. L'analogie des équations (4)

avec les é(juations (2) est d'ailleurs évidente, et les quantités a sont d'une part

— I , et d'autre part cj~-v-^ où p. prend toutes les valeurs positives et négatives,

et même la valeur zéro. »

La fonction F[x) s'écrit alors

(a- — l)(.r + l)ll| I
— ^•^P-^.r + i-'j -H q'-V-} = a( .r -h i) \Gfi,(lng.r).

Dans cette identité 1 est une constante qu'il est inutile de déterminer davan-
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la^e, et 5, est la fonction (jiii csl désignée ainsi par MM. Hriol el i?oii(|uct, en

supposant la première période to égale à 2<7i. Nous écrirons alors, pourabréger,

et 'P{x) est une fonction admettant l'origine comme point singulier cssenliol,

, holoinorphe dans tout le reste du plan, et jouissant de la propriété

h étant une constante positive qu'il est inutile de déterminer davantage.

Soit maintenant une infinité de cercles C.j. avant leurs centres à l'origine, et

soit p^ le ravon de C^, déterminé par :

!? \-p\>.~'= Pli-

Soient Jji,,, K[i„ et A.j„ les intégrales

/x"dx r\ X" il.r I r\x"d.r\

(x -\-i)\Jx<i>{x) J |i .r-+- i) \/.r «tfr) I' J \
*(a,-) |'

prises le long de Cx- On a évidemment

I
iv"

\
< '^u.«,

puisque le module d'une somme est plus petit que la somme des modules des

éléments. D'autre part,

m '^

m étant la plus petite vrileur absolue ([ue puisse prendre

ljx{x -Ir- l)

le long du cercle d'intégration. Donc

\/p.^|pix-i! •
1-"^-

?\^

Faisons tendre p. vers + xi
, pji tend vers * , le rapport '*•'

'
"
tend vers zéro

et par conséquent A.j,,, tend vers zéro.

Si, au contraire, fx tend vers — x', p.j. tend vers zéro, le rapport ' '•'''
'

"
tend

vers » et \.j,„ tend encore vers zéro.

On en conclurait aisément que l'intégrale Jj^,, tend elle-même vers zéro quand

p tend vers ±x, quelle que soit la valeur entière positive ou négative de n.
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Doac, d'après les principe.'' posés (') plus haut, les résidus de la fonclinn

I

A (x -t-i)$(a:) \/x

salisfonl aux équalions (4).

On trouve ains

B = -ZT7 —^- ) llu =

?.U(l-h q^'^>)^ 7Al{i — q-i^f

1- = (<y-'.a_ I )
(^C[i_ ç'-t^)2n( , _ q'--'^--V.)U( I - q-'-'-'V-),

OÙ V prend loules les valeurs 1,2, ... ad int., à l'excepliou de la valeur p., ce

qui peut s'écrire"

j^ = — q--v-( i — 9»H-)'-ri(i — 5'2iJ-+-'')ii(i — q°-''--v-),

V clanl toujours soumis à la même restriction, on bien

le nombre entier oi pouvant prendre :

1° Une fols toutes les valeurs négatives depuis i ~-jjl jusqu'à — 1;

2" Une fois toutes les valeurs positives depuis 1 jusqu'à p.;

.3" Deux fois toutes les valeurs positives depuis p. + i jusqu'à + 00.

Mais nous pouvons écrire

IT (i — q-"'> = n(i — q"-"' ) i\ ( 1 — g-°-o>) =(— i)iJ-iç-p-iiJ.-i)ii(i_ç-2w)^

ce qui donne

J_ = _ ,y-2(x( , - ^..|X)n( I _ y'-<") [(- I >-' q-V-'i>-'^]

(m pouvant prendre deux fois toutes les valeurs positives depuis i jusqu'à

l'infini, à l'exception de la valeur p. que ce 'nombre ne peut prendre qu'une

seule fois), ou enfin

(') Les lettres/) et n sont ici remplacées par n el |a. (A. C. )
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le ii()iul)ie V puiivaiil prcndit' une fois cl une seule loutes les valeurs enliéies

posilivos. Ou oblicnl ninsi, pour lu valeur déliiiilive de H,j,

<^ ^ ' ' H-grîu. 11(1^ <y--'|-'

Nous allons luaiiilenanl inuUiplier les quanlilés B, H,, et H,i (|ue nous venons

de trouver par le facteur 2 II( i + q'-'')'-
, de façon à ramener B à sa valeur — i

et nous trouvons, en revenant aux notations de M. Appell et posant comme

lui

^'MCt^:.
iqV-

et eulin

A„ = Q, A^ = _1Z!L ( ), \ = _ A_,j

.

Nous avons donc retrouvé lu solution de M. Appell, et je ne crois pas qu'on

puisse faire d'objection à la méthode que je propose pour démontrer que cette

solution satisfait ellectivement aux équations (4).

Mais celte solution n'est pas unique. 11 est claii' en ellet que les quantités

B =-l, H'a= IIa[c(- q-''^y'-hd(—cf-\^)P]

(où p est entier et où c-j-d^i), ainsi que les combinaisons linéaires de

pareilles quantités satisfont, comme les quantités H.j elles-mêmes à ces mêmes

équations.

Il arrive, si c ^ cl. que l'on a encore

h;. = HLi..

t.,es équations (4) admettent donc une Inlînité de solutions et cependant il

est clair qu'il n'y a qu'un seul développement convergent (
')

qui puisse satisfaire à l'identité (3).

(
'

/ On remarquera que la déteiminalion de lette sotution est établie par les conditions du

problème à résoudre. Il semble qu'elle doive pouvoir l'tre établie directement (voir le

Mémoire suivant, p. 100). (.\. C. ;
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Oa doit en conclure que, parmi les solutions en nombre infini qui satisfont

à nos équations (4), il n'y en a qu'une seule qui conduise à un développement

2Ajj,eH-'^ convergent. Il est d'ailleurs aisé de voir que cette solution est celle de

M. Appell.

En effet, si nous posons

on vérifie que A^ est une solution des équations (4) pour toutes les valeurs

entières de p, mais que la série lAÇ_eV^ est convergente pour p = o el pour

p z= o seulement.



SUR

LES DÉTERMINANTS D'ORDRE INFINI

Bulletin de la Soriélé Mat/témalii/ue de France, t. l'i, p. 77-ijo (17 ft'vricr 188H).

J'ai eu l'occasion, à propos d'une (^léganle méthode de calcul employée par

M. Appel], de m'occuper de In théorie d'un système d'équations linéaires,

lorsque le nomhre des équations et celui des inconnues sont infinis (^Bulletin

de la Société Mathématique de France, l. XIII, p. 19) (').

La lecture d'un Mémoire fort important de M. Hïll sur le mouvement du

périgée de In Lune a attiré de nouveau mon attention sur celle qucslion ( (>h

tlie part of tlie motion of the lunar périgée which is a fonction of the mean

mutions of the Sun and Moon ; Cambridge, Wllson, tSj'j.)

Le problème que j'avais d'abord étudié est le suivant : considérons une

suite indi'>nnie de quantités données

'/(, i-i-i, ..., il,,, ... (lim^?„=», Il z= x)

et une suite indéfinie de quantités inconnues

A,. A,, ..., A„, ....

il s'agit de déteruiiner ces quantités A, de telle sorte que les séries

2 A„«^; (/j = I, 2, . . . , ad inf.

;

soient absolument convergentes et aient pour somme zéro.

J'ai dit dans la iNote citée que la résolution des équations linéaiies

(n 2A„rt^'=o

était plutôt une question d'inégalilt'S cpi'une question d'égaillés. Ce passage à dû

(') .Mémoire 89. Ci-dessus, p. 8ô.
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paraître obscur à plus d'un lecteur. Je suis maintenant en mesure de prc'^ciser

davantage ma pensée.

Soient

une solution particulière des équations (i). Ecrivons la solution générale de

ces équations sous la forme

A, = /(,!:!,, A;=A,n,, V„ = /(„B„,

on trouvera, sinon les valeurs les plus générales des quantités h, au moins des

valeurs assez générales de la façon suivanti' :

Soient

A], /,2, /./„ ...

nue suite indéfinie de quantités. Posons

i:iB„<| = S/,

et supposons que les quantités >. aient été choisies de telle sorte que la série

soit absolument convergente. Alors, quel que soit l'entier positif q^ la série à

double entrée

i:À/Ji„o/;+'/, (/(, /7 =1, o, ..., iui inf.i

converge aussi absolument; or elle s'écrit

1>,/,(SB„ <+-/);

elle a donc pour somuie zi-ro, puisque l'on a par hypothèse

ZH„<(i;+'i= o.

Si donc on pose

//„ = 'z\f,iii;,, (p — i, 2, . . ., x),

on a

:ù{h„P,„)a%= o

pour toutes les valeurs entières et positives de q, et les A, sont une solution

particulière des équations (i).

La série 2>./,«^^ convergeant absolument pour toutes les valeurs de a,,, la

fonction
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osl une fonction entière. Donc, pour (iiie

.V, = //iU,, A,= /(2l!, A„=/o, lî„,

soient une solution des équations ( i ), il suffit que l'on puisse trouver une fonc-

tion entière

Z'/.pXi' = Gi x),

telle que

G(«„)=/(„

et que la série

converge.

Nous pouvons toujours, d'après le théorème de Weierstrass, construire une

fonction entière ¥ {x') qui s'annule pour

et n'ait pas d'autre zéro.

Nous pouvons de même, d'après le théorème de Mittag-Lefflcr, construire

une fonction méromorphe R(a7) qui ait pour infinis simples

X = au X = II,, . . ., j- = a„, . . .

,

avec les résidus respectifs

lu II. h„

F\a,)' F'(«o)' F\a„)'

et n'avant pas d'autres infinis.

Cette fonction R(.r) est de la forme suivante

R(x)= /(i Ri(^)H- AoR.,(x)-f-. . .+ /;„R„(i-)-i-. . .;

R„(x) étant une fonction méromorphe de .r, indépendante des k et admettant

l'infini unique x =^ Un avec le résidu 3^7-

Quand je dis que Rn(x) est indépendant des h, cela ne doit pas s'entendre

d'une manière absolue. Le théorème de Miltag-Leffler nous enseigne la manière

de former les fonctions R^, quand les /i„ sont donnés de façon que la série —/inR,;

peut converger pour certaines valeurs des h et diverger pour d'autres valeurs :

en ce sens on peut dire que les fonctions R„ dépendent des /;.

Mais supposons, par exemple, qu'on ait trouvé une suite de fonctions R„,

telle que la série

H, 1'. - V. ,3
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converge absolument. Alors la série

converge aussi absolument, pourvu qu'on ail

(2) |/'„|<|A-„|.

Ainsi, pourvu que les h satisfassent aux inégalités (2), les R„ sont indépen-

lianls des h.

l'osons maintenant

G(a:)= F(x)R(x), G„(j;)= F(jr)R„(a:),

on a

Gix)=Z/i„G„(x); G(a„)=/'„.

Si

G„(i-)= ^'',i,,-rf'. C,{x)= S/./,.r/',

on a

>,/,= /(iÀ,/,-4- /i«y.,,,-h. . .-h /i„A„,,-h. . ..

Si M,i est le plus grand module que puisse prendre la fonction G„(a;) à l'inté-

rieur d'un certain cercle G, il résulte de la manière dont les fonctions G„ ont

été formées que

S|A„M„|

converge; par conséquent la série

converge absolument pour toutes les valeurs de x intérieures au cercle C, ou,

puisque ce cercle est quelconque, dans toute l'étendue du plan.

Cela posé, je dis qu'il est impossible que la série

converge absolument; car, si elle était convergente, on pourrait faire

et alors la fonction G„{x) satisferait aux conditions imposées à la fonction

G{x), à savoir que G{a„)^ hn, et qu'en remplaçant dans la série qui repré-

sente G{x),x'' par S/,, cette série resterait absolument convergente. Il en résulte-

rail que les valeurs (3) des h satisferaient aux équations (i), ce qui donnerait

R„=o,

ce que nous ne supposerons pas.
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Il faut donc (jue 2.
j

Xn/<S,,| diverge cl, par conséquenl, il est impossible que

le rapport

reste constamment infériciir à uu(^ liniile donnée.

Posons maintenant

C. (.<)= Fi,JMlI(.ri-)- /i,C.,(.v)-i-/u.G,{a:)-i-...-hh„G„ij;)-h...,

H(a7) étant une fonction entière quelconque. La fonction entière G(cr) satis-

fait à la première condition que nous nous sommes imposée, à savoir

G( (/„)=/(„.

Il reste à chercher si elle satisfait à la seconde. Posons

F(.ï)H(,j;)= po-<- ?!'" -H p«a---l-. . .-+- p/,j'/'-i-. . .,

G(x)= Xo-h^.tx -h )..^x'--+- . . .-h}./,j:/' -h . . .;

d'où
'•p = ?P -+- /' 1 '• 1/) -H /'; '''1,, -H . . . + A,, À,,/, -I- . . .

.

JNous voulons que la série

"'•p^/l

converge absolument; soient

une suite de quantités, telle que la série

converge absolument. Si l'on a

la série 2'f.pSp converge également. Ainsi, si les h satisfont aux inégalités (2)

et de plus aux. inégalités suivantes

ces quantités satisferont aux équations (i ).

Pour revenir aux quantités A, si l'on a à la fois les inégalités

(4) |A„|<|A-„B„|, |p^+vA/-^|<|,a,,|,

les An satisfont aux équations

(i) i:.\„<=o.

Ainsi ces égalités en nombre infini peuvent être remplacées par des inéga-

lités en nombre inlini.
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On peul remurquer que dans les inégalités (4) entrent un grand nombre de

quantités qui peuvent être clioisies arbitrairement dans une certaine mesure.

Les kn sont seulement assujettis à la condition que la série

S|A-„M„|

converge; les iip à la condition que la série

converge.

Quant aux p;,, ils sont arbitraires dans une large mesure, car ils sont les

coefficients du développement de F(x) H(j7), H(j;) étant une fonction entière

quelconque.

Les équations ( i ) ne suffisent pas en général pour déterminer complètement

les rapports des quantités A„. Mais, ainsi que nous l'avons vu par l'exemple

même traité par M. Appell, il peut arriver que ces rapports soient entièrement

déterminés par ces équations (i), jointes à la condition qu'une certaine série

soit convergente.

Or cette dernière condition peut être remplacée par une infinité d'inégalités

(4 bis). Donc les rapports des quantités A„ sont entièrement déterminés par

les inégalités (4 ) et (4 bis)., qui sont en nombre infini (
'

).

Considérons maintenant un Tableau à double entrée, indéfini

(5)

I (
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appiijons-nous sur le mode suivant de génération, (jiii n'est aiitro que celui qui

est connu sous le nom de clefs algébriques (').

Soit à développer le déterminant

« H <->\l Il

D= ""' "'-"- "

«ni C';;; • • • O;

Développons le produit
u„{y:„a„„),

puis an'eclons chacun des termes du produit développé, suivant les cas, de l'un

des coefficients 4- i , — i ou o; nous obtiendrons ainsi D.

11 est aisé d'en déduire une inégalité; formons le produit

ll = ll;,(i:„|a/,„|i,

on a (
-
)

(6) |D|<1I.

Supposons maintenant qu'on remplace dans le déterminant D un certain

nombre d'éléments par zéro, le déterminant D deviendra D' et II deviendra II';

un certain nombre de termes s'annuleront dans le développement de II, et les

termes correspondants s'annuleront aussi dans le développement de D. On aura

alors

(7) |D-D'|<n-U'.

Telles sont les deux inégalités très simples qui vont nous servir de point de

départ.

(' ) Le procédé des cle/s algébriques, de A. Caucliy, ou le calcul exlensif de H. Grassmann

consiste à définir un déterminant par un produit sjnibolique de n vecteurs, d'un espace vectoriel,

de dimension n, sur le corps des termes a^, du déterminant

d = n(s^ ffl,j);

la somme étant calculée pour / de i à ri et le produit pour y de i à n.

Le produit des vecteurs est caractérisé, d'une part |iar la qualité d'associativité, d'autre part

par les conditions

a, a, = 0, a, 11. = — a, a,, ï,, a,, . . ., oi„ = i.

Ce procédé est signalé dans V/i^ncy. des Se. Math., lîdit. franc., 1-5, n"' 15 à 20; il est utilise

par N. BouBDAKi, Ftémenls de Mathématique, \.\\re- II, Cliap. III (Algèbre niultilinéaire), § G.

(A. C.)

() On sait que .1. Hodamard a établi une formule plus précise, donnant le maximum d'un

déterminant
l/J/y— .5^, D'.J'-S,, S,, .... S„.

(Bulletin des Sr. .Matlt., >' série, 5, iSgS, p. 17, et Selecla, p. iS'J-iiO- (A. C.J
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Pour que le déterminant d'ordre infini converge, il suffit que le produit II

correspondant, qui s'écrit

(
(i + ]a,,I-+-|«:u|+...^-|a„i|-+--..)(i+l«>=l + l«3»|+...-Hla„|+...)

(
(i+

I

nul +-
] ««si +...)•••!

converge lui-même ou, d'après un théorème bien connu, que la série

I
«îil -J-

I
«3il +

I
rtui -f-. . .+ ia„i| -(-.

. .-I-
I

fl]»! -(-
i

a:,«\ -t-. . .-t-
]

o,,]-!-..

.

converge elle-même.

En elTet, soient A,i et ^„+p les déterminants obtenus en prenant dans le

Tableau (5) les n premières, puis les n -\-p premières lignes et colonnes.

Soient n„ et Iln^^ les valeurs correspondantes du produit II défini plus haut.

Comme dans le Tableau (5), les termes de la diagonale principale sont égaux

à I , on passe de ^n+p à A„ en annulant un certain nombre des éléments de ce

déterminant An+p : on a donc

|A„+;,-A„|< !]„+;, -n„.

Mais, si le produit (8) converge, le second membre de celte inégalité tend

vers zéro quand n elj) croissent indéfiniment. Il en est donc de même du pre-

mier membre, ce qui prouve que A„ tend vers une limite finie et déterminée.

Donc, pour que le déterminant A converge, il suffit que la série obtenue en

prenant dans ce déterminant tous les éléments qui n'appartiennent pas à la dia-

gonale principale converge absolument.

Je vais faire voir maintenant que le déterminant converge absolument, c'est-

à-dire qu'on peut modifier Fordi'e des colonnes ou des lignes sans changer la

valeur limite du déterminant.

Soient en eflel deux Tableaux analogues à (5) et ne différant que par l'ordre

des colonnes et des lignes. Je suppose toutefois que, dans l'un comme dans

l'autre Tableau, les éléments égaux à i occupent la diagonale principale. Soit A,,

le déterminant obtenu en prenant les n premières lignes et colonnes du premier

Tableau. Soit A' le déterminant obtenu en prenant les p premières lignes et

colonnes du second Tableau, p étant assez grand pour que tous les éléments

de A„ se retrouvent dans A),. Soient H,, et U' les produits correspondant à A„

et A' . On passe de A'^ à A,; en annulant dans A' un certain nombre d'éléments.

Donc

|A'„-A„|<ii;,-n„.
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Mais le produit (<S) piiiiil ahsoluinciil convergent, on a

Uni 11), = lim ll„ [n,p=:x),

et aussi

lim l'p = liin A„.

Iinaginous maintenant que le Tableau (5) soit indéfini dans les deux sens, de

sorte que les colonnes et les lignes soient numérotées depuis — «jusqu'à +00.

Le terme qui appartient à lu fois à la ligue numérotée n et à la colonne

numérotée p s'appellera a,ip; les entiers n el p pouvant prendre toutes les

valeurs entières positives ou négatives, y compris la valeur zéro.

Nous appellerons A„ le déterminant formé en prenant les 2n+ i lignes numé-

rotées, — n, — « + I ,
— « -f- 2, . . . , — I , o, 1 , 2, . . . , 71— 1 , rt et les 2/1 + I

colonnes portant les mêmes numéros. Le délerminauL d'ordre infini convergera

si A„ tend vers une limite finie et déterminée.

Nous supposons toujours que les termes de la diagonale principale sont

égaux à I , c'est-à-dire que a,,,, = i •

Alors, en raisonnant tout à fait comme plus haut, on trouverait que le déter-

minant converge absolument, lorsque la série

2
I
^n/'li ("<;/'; '^} p varia ni de — x à -f- x),

est convergente.

Supposons maintenant que dans notre Tableau à double entrée, c'esl-à-dire

d'après la définition qui précède, dans notre déterminant d'ordre infini, on

remplace tous les éléments d'une certaine ligue par une suite de quantités

qui soient toutes plus petites en valeur absolue qu'un certain nombre positif A'.

,Ie dis que le déterminant restera convergent si la série

converge.

En eU'el, prenons, comme il a été dit plus haut, 2rt-l-i lignes et 2n+

i

colonnes dans le Tableau à double eptrée, de façon à former le déterminant A„.

Supposons que l'on fasse la somme des valeurs absolues des éléments de chaque

ligne, en exceptant la ligne dont les éléments ont été remplacés par des quan-

lilés X. Faisons ensuite le produit H,, des 2n sommes ainsi obtenues. Un terme

quelconque du déterminant A„ est un terme du produit FI,, multiplié par une
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des quantités x ou par cette quantité changée de signe. Donc, d'après l'hypothèse

on a

' A„] </>ri„.

Si l'on annule quelques-uns des éléments de à,,, ce délerminanl devient A^ et

le produit n,j devient 11^. Quelques-uns des termes du produit II,, s'annulent el

les termes correspondants de A„ s'annulent également. On a donc

|A„-A;,|<A-(n,-n'„).

Observons maintenant que, pour passer du déterminant ^„+/, au détermi-

nant A,i, il suffit d'y annuler certains cléments; nous trouvons

|A„+/,-A„|<A-(n„+^-n„)

cl nous en déduisons, comme précédemment, que A„ tend vers une limite finie

et déterminée, pourvu qu'il en soit ainsi de II„, et c'est précisément ce qui

arrive quand la série

^\a„p\ (,n>p)

converge.

J'arrive maintenant au cas particulier traité par M. HilI.Ce savant astronome

envisage l'équation suivante

, , d- CI'

(9) — -^e... = o,

où est une série de la forme suivante

= 00 -t- 2 01 cos t -h 282 cos 2 < -H 2 03 cos 3 < -t- . .
.

,

ce qu'on peut écrire

= 'X.Bne'-i',

en supposant que i= \/— i, que n varie de — 00 à + 00 et que 0,,^ -+- 0-„.

Alors la théorie des équations linéaires nous apprend que l'équation (9) admet

une intégrale de la forme suivante

(10) a' = S /^„ «(«+')'',

n variant de —• 00 à + 00 et les 6„ el c étant des constantes convenablement

choisies. Elle admet en outre l'intégrale

(6'„ étant l'imaginaire conjuguée de 6„) et elle n'en a pas d'autre.
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Los quantilôs h,, cl c sont déterminées par deux condilions :

i" Que la série (lo) soit convergeate;

2" Que les équations linéaires

„ „ , „, //> varie de — x h -t- xj\
(II) S„e„_„/;,,— (_« H-C)-6„= o {' . ,

' \/i varie de — »;i-t-oo/

en nombre infini soient satisfaites.

M. Ilill a traité ces équations d'après les règles ordinaires du calcul. Bien

que cette hardiesse ait été justifiée par le succès, puisqu'il est arrivé ainsi au

nombre même donné par l'observation [mulatis mutandis), il ne sera peut-

être pas hors de propos de démontrer analytiquement la légitimité de sa

méthode.

Le déterminant d'ordre infini auquel conduisent les équations (11) est défini

comme il suit; en conservant à anp le même sens que plus haut,

a„„=6o— (n-Hc)- el (i„^—e„_p {n ^ p).

Pour ramener ce déterminant à la forme étudiée plus haut, c'est-à-dire pour

faire en sorte que les éléments de la diagonale principale soient tous égaux à i,

nous diviserons la n''""" ligne par ©o— (h + c)-, ce qui donne

e„_„

e„— (ra-*-c)-^
{n:^p).

On obtient ainsi le déterminant que M. Hill a appelé Q (c).

Je dis qu'il est convergent, pour cela il suffit en effet que la série

2| eo-?:r;c)-^
l

("^/')

converge. Or cette série est le produit de deux autres, à savoir de

![ 6„ j, («=£0, n variant de — x à -H »),

OU, ce qui revient au même, de

'. -
i

6,, 1
( /i = I .>.,..., ad inf.)

et de

2^ ie„— (/n-c)5|

Cette dernière série est manifestement convergente et il en est de même de la

première dans le cas particulier envisagé par M. Hill. Donc le déterminant n (c)

converge absolument.

H. P. — V. a
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Ce premier point établi, on en déduira sans peine les propriétés de ce déter-

minant, telles qu'elles ont été énoncées par M. Hill. Supposons donc qu'on ail

déterminé c, de telle sorte que

n(c) = o.

Remplaçons dans le déterminant n(c) les éléments d'une ligne quelconque

par des indéterminées x. Prenons, par exemple, la ligne numérotée zéro et rem-

plaçons-y

e„ e„
' ' e„— c°-

' Bo— c-

respectivemont par

.... j;_„, r,,, .... .r„, ....

D'après ce qui précède, le déterminant ainsi obtenu converge encore,

pourvu que les quantités x soient toutes plus petites en valeur absolue qu'un

nombre donné /•'. La valeur limite de ce déterminant d'ordre infini est évidem-

ment une fonction linéaire des quantités x et peut s'écrire

. . .-H A—nX-,, -H. . .-I- AoJ^o+ Aj.ri H-. . .-f- A„X„ -I-. . ..

On obtient d'ailleurs évidemment A„, par exemple, en donnant à x,, la

valeur i et la valeur zéro aux autres x-

Je dis que les quantités A„ ainsi définies satisfont aux équations (i i). En

efiet, faisons en particulier, pour une valeur quelconque de n,

^^ = ""/-=
eo-ur+c)-^ ' ^'"^P^'' •'•'. = «'. = •

Le déterminant ainsi obtenu est absolument convergent, car la série

y I

»>-P
I^\ 8„— (/2 -hcy-\

devant converger, lus quantités

' e„— (n-hc )-

ont une valeur absolue limitée. De plus, ce déterminant a pour somme zéro,

car il a deux lignes identiques (pourvu que n p== o). Il est encore nul si n = o,

car il se réduit alors à n(c), qui par hypothèse est nul. On a donc

I,kf,Xf,— o

ou

-An '-^^^ +A,, = o (n^p),
'^00— («-H c)- -

'^' "
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on onfiii

(11) ^\/,B„^,, — \„(/i-hc)-=o (tout /!).

Les éqaatioas (ii) admettent évidemment une infinité de solutions; mais

nous savons d'avance qu'un seul système de solutions peut donner une série

qui soit convergente, car l'équation (9) n'a que deux intégrales. H reste donc à

établir que la série iA^e"'+''i" converge.

Or on obtient cette série en faisant

dans le déterminant défini plus haut; le module de Xp est égal à i et est par

conséquent limité. Donc le déterminant est convergent.

Je crois qu'après les explications qui précèdent, la belle méthode de M. Hill

ne peut plus donner prise à aucune objection.



SUR LE DÉTERMINANT DE HILL

Bulletin Astronomique, t. 17, p. i3^-i^3 (avril 1900).

On sait que M. Hill a ramenô le calcul fin mouvement du périgée de la Lune

à rintégralion de l'équation suivante

d'-u> „

où
e = 60+ 2 61 COS 2 T -+- 2 02 COS 4 - -H • . •

les &i étant des coefficients constants. D'une équation de la même forme dépend

le mouvement du nœud.

On cherche à satisfaire à cette équation en posant

n étant un entier positif ou négatif et c un nombre qu'il s'agit de déterminer et

dont dépend le mouvement du périgée.

Cela nous donne les équations linéaires en nombre infini

(2) 6„[eo— (2rt-i-c)2] -+- 'Zp&n-pi>p = o.

Sous le signe 2, p doit prendre les valeurs

±1, ±2, ... (adinf),

et l'on suppose

9—/) = ^p

On sait que M. Hill, pour déterminer c, envisage le déterminant d'ordre

infini déduit des équations (2). Numérotons les lignes et les colonnes de ce

déterminant qui s'étend à l'infini dans les deux sens, de façon que la ligne (ou

la colonne) centrale soit numérotée zéro, et qu'à partir de là les autres lignes

(ou colonnes) soient numérotées successivement zt i, ±2, etc.



ALGÈBRE DE L'iNFINI, 109

L'élànieiil du déternuQnuUjui fait partie delà «''""'ligne ou de la p^''""' colonne

est :

1" Si ra =/>) c'est-à-dire sur la diagonale principale,

00— ( 2 n -I- c )-

;

2" Si nyip, c'est-à-dire en dehors de la diagonale principale,

Outre ce déterminant, on aura à en envisager deux autres analogues.

Le premier, que M. Hill appelle ^(4), est celui des équations

, , ^ ,
[(2n + |)=-eol V / ^"-r

{2 bis) b,,'- --; !- — I.pbp
,,

' =0;

où t est une indéterminée quelconque; on voit que pour H = c les équa-

tions (2 bis) se réduisent aux équations (2) multipliées par un facteur

constant.

Les éléments du déterminant V(ï) sont donc :

pour n = p.

[(a,t-t-g)2-e„]
_

4 «- — I
'

pour n y^p,

4 «-— 1

Je considérerai ensuite le déterminant que j'appellerai OÇi) et qui est celui

des équations

{2 1er) b„-h:s:.pbf
(2/i-l-?P— Oo

Ces équations (2 ter) ne différent des équations (2 bis) que par un facteur

constant.

Les éléments du déterminant n(S) sont donc : 1 pour«=/>;

et pour n^ p,

(2« + ?)— e„

On remarquera que, pour ^ ^ o, ce déterminant se réduit à ce que M. Hill

appelle n(o); en revanche, pour Ç^ \/0O' '' ^^ *^ réduit pas à ce que M. Hill

appelle n(v/®ô)-
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M. Ilill admet, sans démonstralion que ces délerminants d'ordre infini con-

vergent et, en se contentant d'un simple aperçu, que

'm
'(jv/«^)

= D(o).

Dans le tome II àe& Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, j'ai donné

de ces deux propositions une démonstration rigoureuse, mais cette démons-

tration est assez compliquée et fait appel à un théorème de M. Hadamard, qui

appartient à la partie la plus délicate de la théorie des fonctions. Il y a moyen

de simplifier cette démonstration.

Je commence par en rappeler rapidement la première partie sans y rien

changer d'essentiel.

Le développement d'un déterminant d'ordre infini où tous les éléments de la

diagonale principale sont égaux à i :

«_l
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Si les a, h, c, . . . soûl réels, d'aflecler chaque Lerme de H' de l'un des

coefficients o, + i ou — i
;

Ou, si les a, b, c, ... sonl imai;inaires, d'allecler chaque ternie de II' dUn

coefficient dont le module est o ou i

.

Ainsi la convergence du produit H' entraîne celle du déterminant.

D'autre part, si l'on développe l'exponentielle

suivant les puissances croissantes des |a|. on obtient tous les termes du

polynôme i + i
|
a

|
et d'autres termes encore qui sonl réels et positifs.

Si nous développons l'exponentielle

K = e...^\n\ + )ù\b\^)::\c\+...

nous obtenons tous les termes de II' et d'autres encore qui sont réels et positifs.

Pour obtenir le déterminant, il suffit donc de développer E et d'affecter

chaque terme d'un coefficient ayant pour module o ou i.

Si la série

s=...i:|«| + i;|6|-+-i;|c|+...

converge, il en est de même de la série obtenue par le développement de E et

par conséquent du déterminant.

Si les a, les b, . . . dépendent d'une variable quelconque et si la conver-

gence de la série S est uniforme, la convergence de la série E et du détermi-

nant est également uniforme.

Appliquons ces principes au déterminant n(;); la série S peut alors s'écrire

s = (2Sie;j )y, I-
'

, ^ I-

Le premier facteur 2ij0y[ est évidemment convergent. Le second facteur

converge également, à moins que l'on n'ait

f = — 3 « ± v/bT.

Si dans le plan des ; on enloure chacun de ces points singuliers Ç = — 2n± \/&o

par une petite couri)e fermée et c|ue l'on considère le domaine situé en dehors

de ces petites courbes fermées, ce second facteur converge uniformément

dans ce domaine. Donc, dans ce domaine, D(î) converge absolument et

uniforméiiienl.
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Comme chacun des termes du dtiveloppcnient de n(ç) est une fonction ana-

lytique de ^, n(0 ^^^ aussi dans ce même domaine une fonction analytique.

Cette fonction est uniforme, puisqu'elle est entièrement déterminée quand

on se donne ^, elle ne peut avoir d'autres points singuliers que les points

Je dis que ces points singuliers sont des pôles simples. En efiel, supposons

que t, tende vers — 2j -+- y&o, (

—

j entier).

Envisageons le produit H' dont les divers facteurs sont ici tous de la forme

2i:|e,|

!(2rtH-|)=— e»!

Quand ; tend vers sa limite, tous ces facteurs restent finis, excepté

,+ lll^

Soit n, le produit obtenu en supprimant dans H' ce facteur et S, la série

obtenue en supprimant dans S les termes correspondants, c'est-à-dire ceux qui

contiennent ce dénominateur (27+5)'— ®o- La série S| convergera même

quand ^ atteindra sa limite; et, comme on a

n', < e^;

on voit que

ir, = n'
(2y + gr--eo

reste fini quand ^ atteint sa limite. Donc

n'(2y + ?-\/ë;)

reste fini el, comme D(ï) est toujours plus petit que H' en valeur absolue, le

produit

n{?)(2y + f- y/ë;).

reste fini, ce qui montre que le point singulier est un pôle simple. La fonc-

tion 0{c,) est donc méromorphe.

Comme la convergence est absolue, on peut intervertir l'ordre des lignes et

des colonnes du déterminant. Or, changer Ç en ^ -|- 2, ou ^ en —-5, cela revient

à une semblable interversion. Donc OÇO ne change pas, soit quand on change

^ en ^ -j- 2, soit quand on change ^ en — H.

La fonction 0{i) s'annule pour ^ := c, puisque pour ^ = c, les équa-
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lions ('. ter) \w ilillV-renl pas des équations (a), qui doivent être satisl'ailes à

la t'ois.

\ cause do la périodicité de la loncliou, elle s'annule également pour

l = -m -^- c

el, comme la fonction est paire, pour

; = 2 « — C.

\ln résumé, n(ï) est une fonction méromorplie de i; de plus, elle est périci-

dique avec la période :> et ne change pas quand on change ï en — ;.

Envisageons maintenant l'expression

im;) = d(^)
'^°^^^7""'^'^^'

-

cos-J — cos-c

C'est encore une fonction méromorplie de ç. Le premier facteur devient infini

pour £ = art dz y/©,,, mais alors cosTTi — cos7i\/0ii s'annule et, comme tous les

pôles sont des pôles simples, la fonction F(j;) reste finie. Pour ç = 2rt±c,

le dénouiinateur cos~i:

—

costtc s'annule: mais n(;) s'annule également et la

fonction F(i;) reste encore finie.

l3onc F(^) est une fonction entière.

Comment se comporte-t-elle quand |;| auguiente indéfiniment? Comme la

fonction est périodique, il suffit de donner à \ des valeurs dont la partie réelle

reste comprise entre o et 2 ; si l'on partage le plan des H en bandes par des

droites parallèles équidistantes. perpendiculaires à l'axe des quantités réelles,

et que l'équidistance soit égale à 2, les valeurs dont il vient d élre question

seront comprises dans l'une de ces bandes. Et il est clair que dans les autres

bandes la fonction périodique F(t) reprendra les mêmes valeurs.

Si la variable 'i reste dans cette bande, elle ne peut croître indéfiniment

sans que sa partie imaginaire croisse indéliniraent. Or il est clair que. quand

la partie imaginaire de i, croît indéfiniment, l'expression

tend vers zéro, (.-haciin des éléments du déterminant n(E) leud donc verszéio.

sauf les éléments de la diagonale principale. Chacun des termes du développe-

ment de ce déterminant tend donc vers zéro, sauf un seul terme qui reste égal

à I . Comme la convergence du déterminant est uniforme, cela veut dire que le

déterminant tend vers 1.

U. P. — V. i5



Il4 ALGÈBRE DE L'iNFINI.

D'autre part, costt; lend vers l'infini, de sorte que le rapport

cos:tÇ — cos;; y Sa

COSTCÇ — cos:tc

tend aussi vers i. Donc F(^) tend vers i. Ainsi F(^) est une fonction entière

qui tend vers i quand ^ croît indéfiniment. Elle est donc finie dans tout le plan.

C'est donc une constante, et comme

limF(Ç) = i. ( pour ; = oc),

celte constante ne peut être que i

.

On a donc

c'est-à-dire

n(?) =

F(?) = i,

cos:tÇ — cos::c

COS-? — cos:i v'èn

Nous savons que le déterminant ^ (1) est une tonclion entière de 0o, &i, ...,

il est aisé de se faire une idée de la rapidité avec laquelle converge le dévelop-

pement de V(^) suivant les puissances de ces différentes variables. Les prin-

cipes précédents permettent en elfet de reconnaître que chacun des termes de

ce développement est jilus petit en valeur absolue que le terme correspondant

du produit infini

Sous le signe i, l'indice k de Qn doit prendre toutes les valeurs entières

positives, négatives ou nulle.

Or ce produit est aisé à calculer. Posons 2
|
0<. 1

:=— Q- ; les zéros du produit

sont

i = in±Q-

ce sont donc les mêmes que ceux de cos::^ — costtQ. Leproduit est donc égal à

A(cos-ç — coseQ),

A ne dépendant que de Q. Faisons ^ = o ; il vient ^

4«-^
= A(i — cos;:Q).

Or le premier membre peut s'écrire

-(-S) •'- V 1/'-/

-0

,.-Q
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Dans ces deraiéres équations, on donne à n. sous le signe IT. les valeurs

posilives + I
, +3, clc, (ad inf). On a donc

\ = i.

Le terme général du développciiienl de V(ç) suivant les puissances de 0,,,

6(, . . . , est donc plus petit que le terme correspondant du développement de

1 1 4 1

Gela permet de se rendre compte de la rapidité de la convergence du déter-

minant de HiU; on l'appréciera mieux encore si l'on se rappelle que de nom-

breux termes manquent dans le déterminant, tandis que les termes correspon-

dants figurent dans le produit infini auquel nous le comparons.

On remarquera que le déterminant que j'appelle V(ï) n'est pas tout à fait le

même que celui que M. HiU désigne ainsi; pour passer de l'un à l'autre, il

faudrait multiplier tous les éléments par 4- Ce facteur 4 n'a été introduit que

par inadvertance, puisque alors le déterminant deviendrait infini
;
je crois avoir,

en supprimant ce facteur, rétabli la véritable pensée de JM. Hill.

Il est aisé de voir que

H /l I

ou, par un calcul en toul point semblable à celui qui précède,

^(ri=ni?>—^

—

-—^— = ^-:;

Dans le Chapitre cité (XVII) des Nouvelles Méthodes de la Mécanique

céleste (t. II), j'ai désigné par V(ï) un autre déterminant, à savoir celui qu'on

déduit de (£) en multipliant la ligne numérotée zéro par

;-— e„.

et la ligne numérotée n{n ^ o) par

(g-t-2«r--eo
;—:;

'

4/(2

d'où

(S-i-2n)--e«
A(?) = D(?)(?— e„)ii

Or

(Ç._ e„MI
(g^^")— e» ^ \{cOST^; - COSr ^o).
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A étant indépendant de ç et de 0o ; d'où, pour ^ et 0„ infiniment petits,

?2— e„ = 2\ •*in^(E-i- v/ëo) sin^( v'e^o
— ç)-

ou

:2_e„=^A(e„-55),

d'où

cl enfin

V(S)= -^(cos:t \,^n— COSx|).

NOTE
(PARTIE 5

Ces Mémoires (89-91-215) analysés par II. Poincaré sous le titre à'Algèbre de

Vinfini (ci-dessus p. 3) se rattacheraient plutôt à des méthodes d'Analyse. Ils n'en

sont pas moins une première étude, précise et rigoureuse, d'un système d'équations

linéaires, en nombre infini, et à une infinité d'inconnues.

H. Poincaré explique comment il a essayé de démontrer, autrement que par le

succès, les li hardiesses 1) de P. Appell et de M. Hill qui avaient résolu de tels

systèmes par un « passage à la limitç » insuffisamment justifié.

En réalité pour résoudre des équations analogues à celles de P. Appell, et

même plus générales, II. Poincaré n'utilise plus de passage à la limite, mais bien

la construction d'une fonction, dont le développement en une série de fractions

simples (ou, ce qui revient au même, la recherche des résidus) donne les solutions

cherchées. Cette méthode (analytique) lui permet toutefois de montrer que le

système considéré a une infinité de solutions et qu'il convient de lui ajouter une

condition supplémentaire pour le rendre équivalent au problème envisagé, qui était

la recherche d'un développement manifestement déterminé.

Par contre, pour étudier un problème de Mécanique céleste, traité par M. Hill,

H. Poincaré utilise une méthode plus proche du « passage à la limite », en étudiant

une suite convergente de déterminants, d'ordres croissants.

On sait comment une telle « e.\tension » a servi depuis à l'étude de l'équation de

Fredholm et sert encore dans les nombreux et importants travaux contemporains

sur l'espace de Hilberl.

[ Voir notamment C. Julia, Introduction mallii^matique aux théories quanti(iues,

P« partie (igSô), II" partie (1988)]. (A. C.)
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{.\otice, p. 6).

SUR UN MODE NOUVEAU

REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE
*

DES

FORMES QUADRATIQUES DÉFINIES OU INDÉEINIES

Journal de l'Ecole Polytecltnique, 47' Caliicr, p. \--->!fh (1880).

Le lien qui existe entre la théorie des réseaux parallélogranimaliques de

Bravais et celle des formes quadratiques a été remarqué depuis longtemps,

mais on s'est restreint jusqu'ici aux formes définies; le but principal de ce

Mémoire est de faire voir que rien nest plus facile que d'appliquer la même

représentation géométrique aux formes indéfinies.

J'ai dû d'abord étudier les propriétés de ces réseaux parallélogramniatiques

et en ébaucher pour ainsi dire l'arithmétique. Je les ai représentés par trois

notations différentes, suivant que l'une ou l'autre me semblait plus commode.

Ainsi le réseau formé par les points x, y, où

X = am -+- hn,

V = cm -I- dn

(a, b, c, d sont des constantes, m et /» des indéterminées qui peuvent firendre

toutes les valeurs entières positives ou négatives), peut être représenté :

Tantôt par la notation

[: ^1^
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2" TanlôL par la notation (
'

)

A m -t- I j /(

,

où A et B représentent les nomijres complexes a + y^D,. (3 + ôy/D;

3" Tantôt par la congruence (-)

ax -I- jiij' b^ o [ iiiod Y ),

à laquelle satisfont les coordonnées de tous ces points.

Les réseaux jouissent de propriétés qui rappellent quelques-unes des

propriétés des nombres; c'est ainsi qu'on est amené à considérer des réseaux

entiers, fractionnaires ou incommensurables, des réseaux multiples ou diviseurs,

plus petits communs multiples ou plus grands communs diviseurs d'autres

réseaux, des réseaux premiers entre eux et des réseaux premiers absolus.

Après ces considérations préliminaires, je me suis occupé de la représen-

tation des nombres complexes de la forme

a +- h v'T).

Quand
Il (..

le nombre est imaginaire, et on le représente ordinairement par le point doni

les coordonnées sont

a. b v/^^î»'.

Au lieu de cela, je le représente par le point dont le> coordonnées sont

<,. b:

(') Avec la notation matricielle, les représentations i et 2 sont respectivement

Il
a 6

II \\ m II I, ,— Il II
a S

|| ||
m.

||

^ X . ||. v'i'llx n X L

Il
c a

II II
«

Il II
-{ c

II II
n

II

D est supposé entier et, en général, sans facteur carré. En principe a, [i, y, 6 (et a, h, c, d)

représentent des nombres rationnels, ordinairement entiers. (A. C.)

{
=
) La représentation (3) n'est pas équivalente aux deux précédentes, elle suppose que la

matrice

Il
" ''

Il

Il
c rf

II

a un de ses invariants arithmétiques égal à i, ou peut se mettre sous la forme

Il ï ° IlSx -^ ^'
( ^' ^ unimodulaires).

( Voir ci-dessous, p. r3), l'étude de la notnlion nouvelle et notamment le th. XII). (A. C. )



RÉSEAUX ET FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 1 1 1)

modo do reprôsonlalion qui a l'avaiilagc de s'appliqiior au cas ou

1 > > o

ol qu'on pout considérer comme dérivé du preuiiermode (le représcnlatioii par

projection orthogonale, de même que l'ellipse dérive du cercle.

En elTel, supposons qu'un point m ait, dans un plan P, pour coordonnées

Supposons qu'un plan (^ coupe le plan P suivant l'axe des x et fasse avec lui

un dièdre égal à

arc cos y/— D.

Les coordonnées de la projection du point m sur le plan Q (en conservant

le même axe des x dans le [)lan Q') seront

n. h.

Toutefois, pour simplilior le langage, nous convenons que, quand nous

parlerons de figures égales ou semblables, il s'agira de figures égales ou sem-

blables dans le plan P et non dans le plan Q.

Ainsi, quand nous dirons que les triangles formés par les points représentatifs

des nombres complexes

2 -H p v'd, V -h s v^D,

a' -h [i'/D, y'-+- sVd,
a"-i- V'y/'U, y"-4-3'VI1

sont égaux ou semblables, il s'agira, non pas des triangles

(3, |5: a', V; x" . [î" ) et l'-f.o: y- ^'
'<

'{' °"^!

mais des triangles

(a, Pv/^D; a', [j'y'— D; a", (i'V^D'l

et

( -;-, 5 v'— i»
;

•;'. à'v — H; ï"; o'V— d").

Je remarque ensuite que les points représentatifs de tous les nombres

complexes existants, qui sont multiples d'un nombre complexe donné, existant

ou idéal, forment un réseau parallélogramraalique (' )
que l'on peut regarder

(') Il en est de même, plus généralement, de tous les nombres complexes (on dirait actuel-

lement quadratiques), entiers ou fractionnaires, de dénominateurs limites, d'un module dans

un corps. Les multiples d'un nombre complexe, ou les nombres d'un idéal forment un module

particulier ( invariant pour les produits par les entiers complexes du corps quadratique considéré ).

(Voir la 5' partie, p. 17^1. (.\. C.)
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comme un nouveau mode de représenta lion île ce nombre, existant ou idéal

donné.

Et il est aisé de voir que^ si un nombre idéal en divise (
'

) un autre, le réseau

correspondant au premier divise le réseau correspondant au second, de telle

sorte que ce moi^e de représentation fournil un moyen d'exposer dune manière

concrète la théorie des nombres idéaux. 11 conduit de plus à ce théorème :

On peut représenter, avec une approximation aussi grande qu'on voudra,

un nombre complexe quelconque

I a -h h v^D

,

où a cl b peuvent être incommensurables, par une expression de la forme

où Â„i et m sont des nombres entiers, a. et p des nombres fractionnaires

donnés (à dénominateurs plus grands que 2).

I3e l'étude des nombres complexes existants ou idéaux je passe à celle des

formes quadratiques (-).

Depuis longtemps on a représenté la forme

'',/- -I- 2b.ry +- c}-,

quand elle est définie, par le réseau

ija

V'
ac— b-

Au lieu de cela je considère, comme plub haut, ce réseau comme placé dans le

plan P, et, le projetant sur le plan Q, j'obtiens le nouveau réseau

-^]b v'ô

( '
) Le terme divise, pour deux réseaux, désigne une inclusion; pour deux idéaux, il désigne

l'existence d'un quotient idéal entier. L'équivalence de ces deux notions est une propriété

fondamentale de l'aritlmiétique des nombres algébriques. Elle n'est vraie que pour des idéaux

défînls relativement à l'ensemble de tous les entiers du corps. Il ne semble pas que H. Poincarc

l'ait utilisée, il semble lui avoir préféré l'étude directe des idéaux premiers. (.\. < .)

(=) Sous entendu ' binaires ». (A. <'..)
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si 6-— ac = D£'; ce nouveau mode de représentation s'ii[)|jli(|ue c''\ideni!ncnl

au cas où D> o, c'est-à-dire au cas des formes indéfinies.

Outre ce mode principal de représenlation d'une forme par son réseau

typique, il peut être avantageux de la représenicr par des réseaux semblables,

mais entiers, par exemple ('
)

Cette infinité de réseaux semblables au réseau typique de la forme donnée

s'appelleront les réseaux représentatifs de cette forme.

On sail que le mode ancien de représentation des formes définies a permis

d'établir une théorie géométrique des formes réduites, de faire voir, par

exemple, qu'une forme réduite correspond à un triangle fondamental acutangle,

(ju'uue forme donnée est toujours équivalente à une forme réduite et à une

seule.

De même, le mode nouveau de représentation permet d'arriver à des

résultats analogues pour les formes indéfinies. Grâce à lui, je suis arrivé très,

facilement, dans la Partie de ce travail intitulée : Des triangles ambigus,

à trouvera quoi correspondent géométriquement les formes réduites indéfinies

et à donner une démonstration géométrique simple des principaux théorèmes

qui les concernent.

.l'examine de même diderenls autres problèmes relatifs aux formes

(|uadraliques :

i" fteconnaitre si une forme en impliijue une autre.

3." Trouver toutes les transformations cV une forme en elle-même.

Enfin, dans la dernière Partie de ce travail, j'étudie une opération très

(') Celle loprcsentalion rorrespond il la décomposition de la foirne

ax~ —ihxy+ ()''= ' («a:-H (// V ;; D)j-j >- (^a.2- -I- (// — :\ D)j-j.

I.es valeurs des fadeurs sont ali)r- i-cprésentées par les points

Il
, — v'd II

II ^ " Il II ^ Il
II

lj — i\,yi a
II

II -^ Il

II. p.'— V. '0
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simple à elFecluer sur les réseaux el que j'appelle multiplication seconde (')

(pour la distinguer d'un autre mode de mulliplicalion envisagé dans la première

Partie).

Celle multiplication seconde correspond :

En ce ipii concerne les nombres complexes idéaux, à la nuilliplicaliou

ordinaire;

En ce qui concerne les formes quadratiques, à la composition des formes de

Gauss.

Celle considéi'alioii me perinel d'étaidir d'une faron nouvelle les th(''orèmes

de Gauss relatifs à la composition des formes et en particulier les suivants :

Si une forme
A .c- -H 2 Mxy -h C )

-

résulte de l<i composition de

a X- H- -ibxy -\- cy- el. a' x- -+- 2 ù'xy -+- c'y^

el si M, m, m' sont les plus grands communs dii'iseurs de

A, .'. B, C;

'

a. -lù, c; a' , 2 b', c'
;

1" y/B'^— AC est le p. g. c. d. {-) de

ni \j b-— ac el m\, b'-— a c
;

2" M = mm'

;

.3" Pour que la forme résultante soit dérivée d'une improprement

primitive, il faut et il suffit que l'une des composantes soit dérivée d'une

improprement primitive.

(
'

) La multiplication de la première partie est une multiplication de matrices, qui correspond

à un cliangettient de base dans les réseaux. La multiplication seconde est une multiplication

d'idéaux qui peut être calculée par la recherche d'une base d'un réseau (définie par un certain

nombre de points). (A. C.)

(-) Pour abréger, nous écrirons souvent

p. g. c. il. et p. p. c. ni.,

au lieu de plus grand commun div'iscier et ptus petit commun multiple.
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PREMIÈRE PARTIE

Arithmétique des réseaux.

Supposons que dans nu plan ou fasse piisser par l'origine deus droites

quelconques, puis qu'on mène à chacune de ces droites une série indéfinie de

parallèles cquidistantes. ties parallèles diviseront le plan en une infinité fie

parallélogrammes égaux; nous appellerons réseau le système de points formé

par les sommets de tous ces parallélogrammes. Les coordonnées de ces points

sont données par des équations telles que

.0
,/• = am -h h II

r ^ cm -+- lin.

OÙ m el n peuvent prendre toutes les valeurs enliéi'es positives ou négatives.

Le réseau sera désigné par la notation (
'

)

[: '::\

et le déterminant ad — bc s'appellera la norme Ç') du réseau. Ce n'est autre

chose que la surface des parallélogrammes égaux qui forment le réseau.

Commençons par énoncer dilTérenls théorèmes qui se déduisent immédia-

tement de ceux de Bravais.

Théorkme L — Si des points sont disposés dans le plan de telle sorte :

i" que la distance de deux quelconques d^entre eux ne puisse devenir plus

petite qu'une quantité donnée : 2° que si les points x, y et x'. y' font partie

(') Il serait peul-i'Ire pr.'tV-ralile de dire que

Il
" ''

Il

est une matrive de base du réseau. Elle n'est d'ailleurs définie qu'au produit pris à droite par

une matrice unimodulaire, ce (|ui substitue à ni. n des indéleriuinées entières f équivalence

;iritlimélique à droite). (A. C.)

i-l H. Poincaré suppose inipliciteuient que rr délerrninant u'esl pas nul, ou encore que le

réseiiu est elTectivement de dimension 2. Dans l'aritlimélique des noinhres algéliriqucs, le terme

de norme a une signification précise, universellcniirit adoptée actuellement. Il correspond à

la définition de II. Poincaré, dans le cas du déterminant de la hiise relative d'un idéal par rap-

port au doiriaine d'intégrité des entiers (complexes) du corps. (A. f.)
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du système de ces points, il en soit de même des points xdzx',y i.)'; /e

système de ces points est lui réseau (
'

).

Théorème II. — La norme d'un réseau est la limite de la surface d'un

cercle divisé par te nombre des points du réseau contenus dans ce cercle,

quand le rayon du cercle, augmente indéfiniment (Bravais) (-').

Définitions. — Un réseau est entier quand a, b, c, d sont entiers. Un

réseau A est multiple d'un réseau B quand tous les points du réseau A font

partie du réseau B. Deux réseaux sont équivalents quand (eus les points de

l'un font partie de l'autre et réciproquement. Un réseau est unitaire s'il est

équivalent () au réseai-[::]

Théorème 111. — Si un réseau A est multiple d'un réseau B :
\" le nombre

des points du réseau B compris dans l'intérieur et sur deux côtés non

opposés d'un des parallélogrammes qui forment le réseau A est le même

quel que soit ce parallélogramme ; 2" il est égal au quotient de la norme

de A par la norme de B, plus 1.

CoiiOLLAiRE I. — La norme d'un réseau est divisible par la norme des

réseaux qui le divisent.

CoROLLAir.E H. — Les normes de deux réseaux équivalents sont égales.

C) tje tliéorèine se généralise pour un espace à n dimensions et peut être précisé comme suit :

Pour que dans un espace (ensemble de points
||
x, ... .r,, ||, de r coordonnées réelles el

2S coordonnées imaginaires conjuguées), un module de points (renfermant la différence de deux

quelconques de ses points) soit isomoi-plie à un module de points entiers, ou soit formé des

points
1^', e,„||xA,

e- entiers; A matrice de m lignes, // colonnes et de rang in^n; il faut que les égalités

\ x^l < e, ( j de I à « )

ne soient vérifiées que par un nombre fini de points, quel que soit i, nombre positif. Il suffit

qui' cette condition soit remplie pour un nombre e, positif, donné ( Ko»' A. Chatiîlet, Leçons

sur la Théorie des Nombres, p. 19, igiS).

On pourrait aussi se contenter d'utiliser la propriété qu'un module de points entiers est un

réseau. ( A. C

)

(-) Ce théorème se généralise aussi pour un espace à n dimensions et l'on peut y remplacer

le cercle par une courbe convexe ayant un point du réseau pour centre de symétrie. C'est l'un

des résultats essentiels de la Géométrie des Nombres de H. Minkowski. ( A. C. )

(' ) Ou à tout réseau représenté par une matrice unimodulaire. On préférerait actuelleminl

prendre pour base la matrice scalaire unité . (A. C.)
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Rapport de deux réseaux. — Supposons que l'on pose

j
m = aa -I- [Jv,

^2)

il vient tians (i)

/( = Ya -I- ov

,f = ( a a H- 6 Y )
;jL H- ( « [i -t- è 5 )

_) = (ca + rfv) ijt -I- (c p -I- c/S)

On a donc déterminé un nouveau réseau

On ilirn que le réseau

L ra 4- (!;
c'fi

-+- r/S J

est le rapport ( ') de ce nouveau réseau à l'ancien

[: ^]--

Pour trouver le rapport inverse de A à A' il suftit de résoudre les équa-

tions (2), ce qui donne

3
;.= -n,-^n

(A = ao_PY).

Le rapport cherché est donc

[j

Â ~Â

A A

Cette opération ('-) peut être considérée comme une sorte de multiplication

des réseaux, mais elle n'est pas commulative.

(
'

/ Il serait peul-ctie préférable de dire que cette matrice est la base relative du reseau A'

dans le réseau A. r.ette transformation est exprimée par l'cgalitj!' malricii'lle :

(I b

c d

a b

c d

(') C'est une multiplication des matrices de hase

A' = A X
°

équivalent à A'x

(A. C.)

:;i-KII--
(A. C)
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Théorème IV. — Si Un réseau A' es/ multiple d'un réseau A. le rapport

de A' à A est entier.

Eu effet, pour que //; et n soient entiers toutes les fois que [i. et v le sont, il

faut et il suffit que «, (3, y, o soient entiers.

Théorème V. — Pour que deux réseaux soient équivalents, il faut et il

suffit que leur rapport soit unitaire (
*

).

En effet, il doit être entier, et, de plus, m et n doivent pouvoir prendre

toutes les valeurs entières quand jn et v prennent toutes les valeurs entières.

Réduction d'un réseau à sa plus simple expression. — Parmi tous les

réseaux qui sont équivalents à un réseau donné, il en est une infinité dont

l'expression est de la forme (^)

[: ':[

Pour amener à la forme (?>) un réseau donné

[: ;;]

on opérera de la manière suivante.

Soit D le plus grand commun diviseur de c et de rf, et :

f ; D =
Y. ./ ; b = 0.

On peut toujours résoudre l'équation

ao —
-i-i'j
= I

par des valeurs entières de y. et de (5, puisque y el ô sont premiers entre eux.

On multiplie alors le réseau (4) par le rapport

\i -;]•

qui est unitaire, et il vient

[rt p -T- 6x, 110 — 6 Y

1

cp -+- rfa, «••S — f/y J

où
c — f/Y = o.

CJ On retrouve ainsi la propriété énoncée dans la note de la page 120 : la matrice de base d'un

réseau n'est définie qu'au produit près à droite par une matrice unimodulaire. (A. C.)

{') Il faut entendre réseau entier, ou fractionnaire. ( ette réduction est d'ailleurs appliquée

ci-dessous (p. i4'i) à une matrice à termes fractionnaires. (A. C.)
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r^e réseau (4) esl donc réduit à la forme (3). Celle réduction a déjà élé

indiquée par Eisenstein dans ses Mathematisclie Abliandluiii^^en (
'

).

Conditions dU'qui^'alence de deux réseaux. — Pour que deux réseaux

soient équivalents, il faut et il suffit que (-)

c = c', /; = //,

'/ ?= fi' ( mofl // 1.

Conditions de divisibilité. — Pour que IV divise li, il laul el il suffit

que(^)
i:^o (modo'), h ^^ n (iiiodi'),

f
c

, , ,

ri ss II —
( iiiodA ).

flus grand commun diviseur et plus petit co/nmun multiple. — Le plus

pelil commun uiuliiple de R et de R' est le sjsièine des points communs à ces

deux réseaux.

Leur plus grand commun diviseur est le système des points

,/ = a/n -^ bn + ii m.'^ !>'
n'

.

y = cm cm'.

OÙ, m, n. m', n' prennent toutes les valeurs enliéres positives cl négatives ( ').

('; Cette réduction est encore valable pour une matrice, à coefficients entiers, ou fraction-

naires, de dimensions quelconques, multipliée à droite (ou à gauclie), par une matrice unimo-

dulaire II semble équitable de lui donner le nom d'Hermite, qui l'a indiquée et utilisée dans

son Mémoire célèbre, sur l'Introduction des Variables continues dans la tliéorie des Nombres
(Joiirn. de Crel/e, t. 41, i85o; Œuvres, I, p. tti^). (A. C. )

('l On obtient une seule matrice réduite, ou de plus simple expression, en complétant les

conditions par

(a, b, c entiers ou fractionnaires;. La troisième condition dcquivalencc est alors une égalité au

lieu d'une congruencc. (A. C.)

C) Ces conditions subsistent pour c, c'; 6, b' ; a, a' fractionnaires. Par congruence, il faut

entendre que le nombre congru à zéro esl un multiple du module (produit par un nombre entier,

ou élément de l'idéal principal, qui a pour base ce module). (A. ('.)

Cj Le p. p. c. m. et le p. g. c. d. de dèu.v réseaux ainsi définis sont le plus grand sous

module et le plus petit sur module commun. Cette définition (ou construction) reste valable

pour certaines familles de réseaux (ou de modules), notamment ceux qui représentent des

idéaux.

Il ne semble pas que le fait île choisir des bases réduites apporte une simplification réelle

dans la recherche elTective de ce p. p. c. m. et de ce p. g. c d. {voir la Note générale, p. iSi).

( A. C.)
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D'après le théorème I, si les deux réseaux sont entiers, ces deux systèmes de

points sont des réseaux. Le premier est un commun multiple de R et R' et celui

dont la norme est la plus petite; le second est un de leurs communs diviseurs

et celui dont la norme est la plus grande.

Problkme. — Si le p. p. c. m. et le p. g. c. d. de R et de YM sont respec-

tivement

calculer A, B, C, A', B', C.

Soient C, le p. g. c. d, de c et c'

,

c , c'

B, le p. g. c. d. de

A, //, „-/_„'-.;

P le p. g. c. d. de

h, //:

a et x' deux nombres entiers tels que

a-; -- •/•;'= I.

Pour que R, divise R et II', il faut et il sulTu que

c^t'^o iinoilCi. 6 ^ 6' ^ o ( moil B 1.

Or les deux premières congruences peuvent se remplacer par

r., = o (iikhIC

les deux dernières par

""'— f/y^o (ini)dB), /itl ~- n'a' == A--^ imodBi.

Donc, pour que R, divise R et R', il faut et il suffit que

Gi = () ('mii(lC), 6 = 6'î^«y' — ii'-;^=o (iiiodB),

Cl
«a -r- rt'a'^ .\ -^ (iiiodBj,

ou que
Q

(^1^0 (modC). BiEEEQ, rf X ^ a' x' ^= .\ -z^ ( inod B
),

c'est-à-dire qu'il divisera R et R.', pourvu qu'il divise le réseau

r rt a -H n' 7.' B|
1

L i^. oj'
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Mais la norme de Tl, doil être aussi grande que possible; on a donc

I! = n,, C = (:,. A=(/x-:-o'a' (moillî ).

Clierciions niaiulenanl A', B', C.

l'our que 11 el R' divisenl II',, il faut el il suflU que

r.'=o ( niDilr), (7=1) (^iiiodc'), !!'= () (iu(h1i!(I. IV = <) i" moil //' i,

C C

ou bien que

Pos

C C'
A'sErt — (niodfi), iV^fi'-Y (modb').

r.' = ce .

les deux dernières congruences deviennent

()) A'ee3 c/y'â iiiiodi), A'^= «'-;/.
I iniid6'),

d'où

( ri •;'— II' ^'0. ^^ (1 ( niod 3 t.

^^^>-
( 'é)^

Soit A'i un nombre entier fjui satisfasse aux congruences

A', = </;' r^ (iiKitlii. A', = '('-,' ',^- (inodi').

Les deux congruences (5) peuvimt être remplacées par les deux congruences

è)- --^f ( f)-
iS O I IIKJ

Donc, pour que R', soit multiple de R et de R', il faut el il suffit que

c.„ (....<!-), ,...,
( .,f)

c'est-à-dire qu'il ^oil multiple du réseau

B =0 1 iiiiid ^ ) A =A, r,
— (nii>il-^-

A.,

ce' jî

cTïïT

bU
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Mais la norme de Pi', doit êlre aussi pelile que possible; donc ('

1, bb' p,_ cc'(j
,\' = A', . n'=^^, G' =

G, B.

Théobème VI. — Le produit des normes de deux réseaux est égal au

produit de leur p. g. c. d. et de leur p. p. c. m.

En effet, on a

on a donc, en multipliant,

BCB'C'= bcb'c'.

THÉORiiME V^II. — Tout diviseur commun à deux réseaux divise leur plus

grand commun diviseur.

TnÉORiiME \ 111. — Tout multiple commun ci deux réseaux est multiple

de leur p. p. c. m.

( ') On peut reniplacei' ce calcul par la déterminalion d'une malri'e miiinodulaire, telle que

n h u //

roc'
C,li,

o o f/a -t- n'a' B,

C, o

où Cl est le p. y- t- à. de r, c'
; fi le p. g. c. d. de b, li

; et B, le p. g. c. d. de [i et —

-

Les nombres a, i', et w, w sont déterminés par

ir^-LV = C,
ne p

C,B,
Inv' = Cl' c^

cTb?
i'a'= A',

U et V sont des matrices d'ordre i, à termes entiers, qu'il n'est pas besoin de déterminer pour

la solution du i)roblème.

r^e p. g. c. d. et le p. p. c. m. sont respectivement les matrices

aa-h a' a' B, Il || a b C,B,

(., B,

On en déduit immédiatement le théorème VI sur la propriété des normes, ou des déterminants

[
loir d'ailleurs ci-dessous (p. iii) la notation nouvelle et la remarque II (p. i33)]. Voir aussi

la Note générale [Calcul du p. g. c. d. (à droite) et du p. p. c. m. (à gauche) de deux matrices].

(p. 182). (A. C.)
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Il >ullil «l'cnoncor ces deux rosiiUals pour que l'on saisisse immédiatement

leur évidence.

Déjinilions. — On nppelio réseau premier, un réseau dont la norme est un

nombre premier, réseau second, un réseau dont la norme est une puissance

d'un nombre premier.

TiiÉORK.ME IX. — Un réseau quelconque peut être considéré comme le

p. p. c. m. d'un certain nombre de réseaux seconds, premiers entre eux.

Soit, en ertet,

la nonne du réseau donné décomposée en facteurs premiers.

Ce réseau a un diviseur de norme /j^.

Soit, en efl'et,

,^ï-a'„ 3-3' ,.-.•-•,•

on peut toujours choisir a de telle façon que

ar/i'rr= \ ( mo.i/)»-»'),

et par conséquent que le réseau

divise R.

Le réseau P^ qui divise Pi a pour norme p^; on Irouvei'ait de même des

réseaux Q j, R-^ divisant R et ayant pour norme q^' et z".

Donc R est multiple de

H = p. p. c. m. de P», Q3. lî--

Mais Pj, Q-j, R", étant premiers deux à deux, on a

iiiinne H = norme Pa X norme Q3 X norme H-

=

/'^<7^/ï = norme R.

Donc
R = II.

Xotation nomelle. — Considérons le système des points dont les coor-

données sont définies par les équations

x = ainii-h cc-2''>h-t- «p, 'Wn-i- av"'i.

} = ^3| mi -- ri, m-, -t- p:i riij -i- [ili ou,

où les y. et les 3 sont des quantités données et les m des varialjles qui peuvent

prendre toutes les valeurs entières positives ou négatives.
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Si les -j. et les |3 ont une commune mesure, ce système de points est un

réseau; nous le représenterons par la notation

["ai 2., a-, «v"!

Lp. h h pvj*

Par exemple, le p. g. c. d. de

sera

Théorème X. — La norme de

[;; ;; ;:]

csl le p. g. c. d. des normes de

[;; ïl- [;: ;;]• [;; ;;]

En ellel, soit ô la plus grande commune mesure de

et

Soil 0, la plus grande commune mesure de

Les nombres }.,, 1-,, /j seront des entiers premiers entre eux; il existe donc

trois nombres /J), fx^, ;jl;i tels que

|ji| À 1
^- Uj Àj -f- uin '•", = I •

Posons maintenant

!«i,= a, Ml— O -H N..>.3— N.jX;,

/«o = a., M
I
— N, X:, -r- o — N:| >. 1

,

»(:;= .ji,..Mi~ Ni/,2— N',).,^ o ;

à tout système de valeurs entières de M,, JNi, No, IN3 correspond un système

de valeurs entières de m,, m^. m.^ ; de même on peul choisir un système de

valeurs entières de M), N,, No, IV3 tel que m,, m-i. m^ prennent des valeurs

entières quelconques.
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Car les ilétcnninnnts doiil le complexe (') est repr(5senlé par

fl, O A;; A;

[J-l À:; <) — Ài

U:i — À.. — Ài o

sont premiers entre eux, puisqu'il est aisé de voir que ceux que l'on obtient en

suppriuiaul la deuxième, la troisième et la quatrième colonne sont égaux res-

peclivement à /i, In, /j.

Donc le réseau proposé est équivalent à celui qu'on en déduit par la substi-

tution (a) et qui s'écrit

[ai cjti -1- a-2|J.2 + ï;>>J.:} aiÀ'2 — a.jÀi ai/.:; — 2:;X| XjÀa— «a'-ï")

?.iJ->-^?-ni-i^h\^.> piX.-pw., p,À.-e,x. p,).3-?.xj

ou

[ai Ui -I- a.jfji-j -r- a.iiJL:) «lÀi— «2À1 ai X3— a;iXi a-iÀj— a;i'A.j"|

6 o o o J

qui est évidemment équivalent à

[ 3 oj'

c'est-à-dire que la norme du réseau proposé est égale à ôo,, qui est la plus

grande commune mesure de (
-')

a:;À2)o, (ai/.:i

—

a:;/.i)S

ou de

aw.ijo, {0

1 3-.— a,Pi, a t;iP-2, aip3— aapi

Remarque I. — Le même raisonnement s'applique dans le cas de quatre

variables.

La norme du réseau
fai a., a:i a,!

Lp. h h h\

est alors la plus grande commune mesure de

2, 'J
'-{..x, a., 3; 8.1 2i ^:/'\— 'jn«i-

licmarque II. — Cette méthode peut servir à la recherche du p. g. c. d. de

deux réseaux.

(') On dirait de préférence, actuellement, les mineurs, d'ordre 3, de la matrice (A. C.)

(') Celte démonstration peut également être simplifiée par la méthode esquissée ci-dessus en

note (p. i3o) et généralisée dans la Noie générale {Sur les réseaux d'un espare à n dimen-

sions). (A. C.)
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Nolatioii nouvelle ('). — Les points dont les coordonnées sont entières cl

satisfont à la congruence

(i5) bv E^ o (mode),

OÙ o, b et c sont entiers, forment un réseau.

En effet, on peut supposer a et ^ premiers entre eux, car, s'ils ne l'étaient

pas, soit D le p. g. c. d. de a, de b et de c, soit D' le p. g. c. d. de ï=r et |r)

on pourrait remplacer la congruence (i;)) par

DD'" Dl)'-
)• = o III

M

Or, a cl b étant premiers entre eux, soit è le p. g. c. d. de a et de c, on doit

avoir

y^o (motloi. ou 1 = o/H.

11 vient alors

V A" H- b'il ^ o
I

iiiod -
) )

\ "/

d'où, si le est le nombre des nombres premiers avec i^ et plus petits que lui,

ou

j; = — \ ^ ] m ~ ^ n.

Les points en question forment donc le réseau

3

d'où l'on conclut aisément que :

Théorème XI. — La norme du réseau défini par la congruence (i5), où a

et b sont premiers entre eux, est égale à c.

C) Ce n'est pas, à proprement parler, une notation nouvelle, mais plulùt l'étude de réseaux

particuliers, qu'on peut caractériser [comme il a déjà été dit, p. iiS, note (-)J, par la condition

que la matrice de base ait un de ses invariants arithmétiques égal à i, ce qui est équivalent ii

ce que ses termes a, p, •(, 5 soient premiers entre eux. (Voir le théorème XII, ci-dessous et la

Note sur sa démonstration). (A. C.)
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TmiouÈME XII. — Pour qu'un réseau

[': ::]

puisse être représenté par une congruencc telle que ( 1 5), // faut et il sujjlt

que X, (3, y soient des nombres entiers premiers entre eux.

En effel, le rt-seau défini par la congruonce (i5) s'écrivanl

je dis d'abord que

('ir>)

sonl premiers entre eux.

En ellet :

0. K' b
{?:

1° 0, ^ el /; sonl premiers entre eux, car tout nombre qui diviserait, ô et 6

diviserait a et b, qui sont premiers entre eux.

„ N C . '/ • ( Il

2 0, V et - sont premiers entre eux, parce que ^ et ^ sont premiers entre
' '^00 '

Donc les nombres (i6) sont premiers entre eux.

Je dis réciproquement que, si s:, [3 et y sont premiers entre eux, le réseau

[;^]

peut être représenté par une congruence telle que (lo).

Soient en efTet A le p. g. c. d. de a et de [3 et; et o deux nombres tels que

A + 3-0 = 1;

A'

d'où
;ir,, = A.

^ et ^ étant premiers entre eux, nous choisirons À de telle faron que ii soit un

nombre premier plus grand que A,^ ce qui est toujours possible, aiusi que

Lejeune-Dirichlet (') l'a démontré, puisque 1; et ^ sont premiers entre eux.

(') Il s'agit de l'existence d'une infinité de nombres premiers dans toute progression arithmé-

tique, dont la raison est première avec un des termes, et, par suite, avec tous les autres. Il a

été démontré par Lejeune-Dirichlet, au moyen de procédés transcendants et il ne semble pas
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Puisque y et ;i sont premiers avec A, il en sera de même de ylj.

Cela posé, multiplions les deux équations

r = 7 m
respectivement par

— tÇi et aÇi-f- pT,i= A

cl ajoutons ; il viendra

(zSi-i- 3t|i)>— v^ix = Pt('"?i — ''il",).

d'où

(17) (ï?i-i- Pti,)j — YÇ,a; = o (modjÎY}.

Donc le réseau représenté par la congruence (17) divise le réseau donné;

mais ils ont même norme Py, puisque a^i + |3y)i et yçi sont premiers entre eux.

Donc ils sont équivalents.

Corollaire. — Pour qiCun réseau

;:]

puisse ê/re représenté par une congruence telle que (i5), il faut et il suffit

que a, j3, y, soient des nombres entiers premiers entre eux.

Théorème XIII. — Pour qu^un réseau

(IX -+- l)y ;^ o ( mod c )

soit divisible par le réseau

a' X -h b'y 1= o (mode'),

il faut et il suffit que

ab'— ba ^ c ^^ n (mode).

1" .le dis que ces conditions sont suffisantes. Supposons qu'elles soient

remplies; je vais faire voir que deux nombres x et r qui satisfont à la première

congruence satisfont également à la seconde.

qu'on en connaisse encore de démonstration élémentaire (sauf si la progression a un terme

égal à I ).

Il ne semble pas qu'il soit nécessaire d'utiliser ce tlicorème pour établir celle équivalence.

En multipliant la matrice considérée, à droite et à gauclie, par des matrices unimodulaires, on

peut la remplacer par une matrice (arithmétiquement équivalente) dont un des termes est le

p. g. c. d. des termes a, p, y, o de la matrice primitive. Si ce p. g. c. d. est i, on peut ensuite

annuler les termes de la même ligne et de la même colonne. Ce procédé, applicable à une

matrice carrée, d'ordre quelconque, est dû à H. J. S. Smith, Phit. Trans. London, t. 151, 18C1.

( Voir A. Ch.\telet, Les groupes abéliens finis, n" IG à 2'2, 1934, P- 37). Ceci permet aussi de

simplifier les démonstrations des ttiéorèmes XIII et XIV. (A. C.)
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Oun
a\ax + by) — a{a x -t- b'y ) =y{a' b — b'a),

(i8)
b'{ax -(- by) — b(a'x -+- b'y) = x{b' a — a b)

Or, par livpothèse,

ax ~ by ^ a'b — b'a smo ( mod c' ).

Donc c' divise

a(fi' .r -h b'y ) ot b^ a' .r -h b'j' );

ol, puisque a cl 6 sont premiers entre eux, il divise a'x-'r b'y.

j." Je dis que ces conditions sont nécessaires. Si le second réseau divise le

premier, la norme du second réseau doit diviser celle du premier, c'est-à-dire

que

c =^ o I niciil c' }.

Do plus, soient a: et y les coordonnées d'un point du premier réseau qui

appartient, par hypothèse, également au second; on aura

a.c -h b)- SE n'.r + b'y ^e o ( niod c' ).

Or, on |ieut choisir x et r de telle façon que ces deux nombres soient pre-

miers entre eux (voir la démonstration du théorème XII).

Et d'après les équations (i8), on a

y(a'b — b'a) ^^ x{a' b — b'a);^o (mode')

011, puisque x cl y sont premiers entre eus,

a' b — b'a 5^ o (mod c').

Corollaire !. —• Pour que deux réseaux

ax -h by ;^ o ( mod c ),

a' X -+- b'y = o ( mod c'
)

soient éguiiale/ils. il faut et il suffit que

c = c', ab'— i<a'=o (mode).

Corollaire H. — Un réseau

ax -i- by sBo
(
mod c)

n'a jamais qu'un seul dii'iseur ayant pour norme un difiseur donné de c,

f par exemple.

II. p. - V. |8
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En ejf'et, soit

3.x -i- pj- ^5 o (' luud Y )

un diviseur de c ayanl pour norme y; on doit avoir

(7 [î — -jtb ^s o ( niod 7 ),

c'est-ii-dire que le réseau diviseur est équivalent à

ax + iy SEE o ( niod 7 ).

Remarque. — Ce corollaire ne serait plus vrai dans le cas où le roseau

donné ne pourrait être représenté par une congruence telle que ( lô)-

Théorème XIV. — Les deux réseaux

ax -^hy "EEkO (mode),

a X + h'y E^ o ( niod c')

ont pour p. g. c. d. (')

ax -+• by sï o ( mod y ),

oii Y est le p. g. c. d. de

c, c', aiy— ba'

.

En effet, le p. g. c. d. cherché divisant

ax -h hy ^BQ ( mod c
)

peut se mettre sous la forme

ax -h by ^s o (mod y'),

où y' divise c.

Et pour qu'un pareil réseau divise

a X + b'y E^ o ( mod c
)

et

ax -i- by ^ o ( mod c),

il faut et il suffit que

c=^c'==ab'— ba'^o ( mod y'),

c'est-à-dire que la plus grande valeur que l'on puisse donner à y' est le

p. g. c. d. de

c, f', ab'— ba'

.

(') Equaliou L'c|uivalentu à

a' X ^- b'y E^ o ( mod y),

en raison du choix de y. (A. C. )
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DEUXIÈME PARTIE.

Représentation des nombres complexes par des points.

Ou peut supposer que le point doal les coordonnées sout a" et j' représente

le iiouibre complexe

celle représentation est analogue à celle du nombre imaginaire x + v \^— i.

On sait que, dans ce cas, on nomme module cl argument de x +y \' —

i

les quantités

\ X'- ^- V-, arc tir — •
" " ,r

Par analogie, nous nommerons module et argument de x+y\!{y les

quantités

Jx"-— y"- D et -^= arc ls-~ \J— D.

Si D est négatif, ces quantités sont toujours réelles et leur signification

géométrique est facile à trouver.

Le module est (si ^ et r, sont les coordonnées courantes) le rapport du rayon

vecteur qui va de l'origine au point [x, y) au segment déterminé sur ce rayon

par l'ellipse

=5— Tj-^D =1.

L'argument est le double de Taire comprise entre ce rayon vecteur, celte

ellipse et l'axe des x.

Si O {Jîg- i) est l'origine, OA et OB les axes, C le point (,r,_)'), ABD
l'ellipse

on a ,
,

arg C = a X aire ODA.

Supposons maintenant que D soit positif: le module ne sera réel que si

x"— _)-D > o.
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Il sera alors égal au rapport du vecteur OC au segment déterminé sur ce

vecteur par l'hyperbole

Si X- — j'-D^o, le module sera imaginaire et égal à \ — i multiplié par

C

le rapport du vecteur OG au segment déterminé sur ce vecteur par l'hyperbole

ï°-— V-D = — I.

Soit >, l'argument; on aura

y —— _ I e><^— e-'t'>

ou, posant "-: \ + D = w,

gîAi 1. _

M^D
[ I. ( I -H //i ) — L ( 1 — m

)
].

Si in est compris entre — i et + i , A a uue valeur réelle A et une infinité

de valeurs imaginaires

A -: ^\l— I (/> entier |)ositif ou négatif);
V/D

on conviendra de donner à À la valeur réelle quand a: sera positif et la valeur

quand x sera négatif.

La valeur de A est positive ou négative selon que m ou —^ est positif ou

négatif. Elle est encore égale au double de l'aire comprise entre l'axe des x^

le rayon vecteur OC et l'hyperbole ç-— rj- D = i

.
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Si m n'esl pas compris entre — i et + i, c'est-à-dire si

.rî—r^D <o,

). est égal à

A -

l>

où A est réel, A" entier, positif ou négatif.

On conviendra d(; choisir la valeur

A
V'-D

quand ) sera positif et la valeur

quand )• sera négalif.

Le module d'un produit est le produit des uiodules des facteurs.

L'argument d'un protluit est la somme des arguments des facteurs.

En efl'et. soit

{x-y-Y \^) (^1 -t-j'i \,f\i) = [xXi-hvyiD -+- v'D (x)-, -i-j.ri)] :

on a

[,r.r, H- __)•>•! D -h \'D(.rj',-l-7.r,,)J = nrctg—^ —- = :

V'-D "xxi^jKJ.lJ ^/_D

d'où

''
xx,-hyyib

Soit de même

d'où

d'où

irs (j--!- V \/l>) = —= '1/, nrs(xi-hyt y/t)) = A,.

iS^ = ^^^^, i,'l. = ^^^-^^,

.
). vZ-D^V'-L) i-tg6tg'i,

./•
I

> X

d'où

-f
= •!/ + 'ii + 1)1 -.

Celte démonstration, où m est entier, positif ou négatif, s'étend au cas
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OÙ D est positif, et il est facile de voir que, si l'ou s'en lient aux conventions

faites précédemment, m est toujours égal à o, à 2 ou à — 2 (').

Théorème XV. — Tous les nombres entiers complexes dont le module

est égal à i sont les puissances positives 'et négatives d'un même nombre

entier complexe

.

En effet, soient A et B deux nombres entiers complexes (-) de module i
;

le nombre complexe
A"'B",

où m et n sont des entiers positifs et négatifs, est entier et de module 1

.

L'argument de A"'B" est égal à

//( a ri; A -1- n ai;;!!.

.Si les arguments de A et de B n'avaient pas de commune mesure, cette

expression pourrait prendre tontes les valeurs possibles ('), c'est-à-dire que

tous les points de l'hyperbole

X-— Dj'î = I

représenteraient des nombres complexes entiers, ce qui est absurde. Doiic ces

deux arguments ont une commune mesure, et l'expression

m arg.V -1- «argH

peut être égalée à tous les multi[)Ies positifs et négatifs de cette commune

mesure.

(') Ces notions de module et d'argument, inspirées par la lln'orie des nombres imaginaires,

ne semblent pas très utiles pour les raisonnements qui suivent. Files ne paraissent pas avoir

été employées depuis par les arilliméticiens. (A. C. )

(
-

) Il semble que, par nombres entiers complexes, H. Poincaré désigne les nombres de la forme

n -^ Il \ D ia, entiers rationnels).

On sait que, dans le cas de 1>, congru ï i, mod 5, on est amené à considérer aussi comme
entiers, tous les nombres

+^"
.

-y"
(a, h entiers rationnels).

(.'est ainsi que pour D = 5, tous les nombres entiers complexes, de module 1 sont donnés par

la formule (
i-^^Ai

j -(A. C.)

C) Il semble qu'il faut entendre, au lieu de « toutes les... absurde », « des valeurs d'un

ensemble dense sur l'hyperbole x-— Dy- = i, ce qui est absurde (la distance de deux points

entiers ne pouvant être infiniment petite) ». Ainsi modifiée, l'affirmation est exacte, mais reste

peut être insuffisamment prouvée. Elle résulte, soit de la théorie des fractions continues, soit

d'un raisonnement classique, mais assez subtil de Lejeune-Diriclilet. ( Voir, par exemple,

J. A. Serret, Algèbre supérieure, Section 1-12, 3' édit. et suiv.). (A. C.)
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Si A csl celui des nombres enliers complexes de module i donl l'arguinont

est posilif el le plus petit possible, son argument est cette commune mesure,

de sorle cjuc l'argument de B est un multiple de celui de A, et B, qui est un

nombre enlier complexe quelconque de module i, est une puissance positive

ou ii(''gatlve (le A (
'

).

iXotalion nouvelle. — Soient

une série de nombres complexes; nous représenterons le réseau

r «1 a-i II:: a, 1

I.
b, b, b, b; J

par la notation

A y iiit-t- A o ni-i + A :; /H:i -+- A 1 ;/i 1

.

Si l'on a alors (par exemple)

le réseau

C ( A 1 //M + A
L> /«i + A :; ni.; -+- A ; m i )

n'est autre que le réseau qui, avec les anciennes notations, s'écrirait

I

«if -+- Dbtd GiC -+- Dbid ri-c + D/);;rf a.c + Db;d'\

1 ,iid -^b,c a, d -h b,r a, d + b, c «..d-hb^r |

"

PitOBLiiME 1. — Quelle est la norme du réseau

A| 7Hi -H A.i /«.,

où A| et Ao sont deux nombres complexes dont les modules et les arguments

sont respectivement pi et po, o^ et 92
'

Cetle norme est évidemment égale à

,^iPj sin[v/— D(ii— Ço)].

('; Celle conslruclion des enliers complexes, ou Jes solutions île réi(uallon île rcll-Kcnnut,

pnrail inconiplèlc. Elle n'en prouve pas l'exislence, mais seulement la propriété île leur groupe

(s'il existe), d'être cyclique. (A. C. )
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Problème 11. — Trouver les trois coejjlcienls de la forme quadratique

norme ( A i />( i -l- Ai m-i V

Soit

norme ( A i ;;i i -l- A-; nii) = am '] + i but i //(^ H- an'i
;

on aura évidemmenl

Représentation des nombres complexes par des séries.

Soil y. un nombre complexe fractionnaire (') donl le dénominiUeur est plus

grand que 2 et qui ne peul. par conséquent, satisfaire à une équation île la

forme

( 'i>

)

3.'" +- A„,_iï"'-i-H A„,_.ia"'--+ . . .-)- Ai X -f- A„ = 11.

où les A sont entiers.

Soit R,„ le réseau

«,, -I- X/)i -H 2- Ai; :- ... -H X*"-' n,„-l -'- X'" /!„,,

ui'i /i„, H,, ri-j, . -, «m sont les indéterminées ( -'), et qui ne peut être équivalent

au réseau Rm^ii sans quoi une équation de la fortne ('!/) se trouverait satisfaite.

Soil

r ",„ />,„

L ^M o

i" On peul prendre m assez grand pour que b,„c,ii soil aussi petit que

l'on veut.

< '
j U s'agit toujours d'un nombre quadratiiiue, À ^ (a \ b, où /. et ;x sont des nombres rationnels,

de plus petit dénominateur commun supérieur à 2 (qu'on pourrait même supposer égal à 2,

lorsque D n'est pas congru A i, mod 4)- Pour être conforme aux notations précédentes, il aurait

été préférable de désigner le nombre complexe par A, au lieu de 2 et les coefficients entiers de

l'équation par at,, au lieu de A,. (A. C. )

(') Lire des indéterminées entières. En posant

a' = ),,-!- ti^ \ D ().,, 11., fiactions I,

la matrice R,„ est la matrice carrée réduite, déduite, par équivalence, de la matrice de deux lignes

et m -I- I colonnes

''"' =|lo R„ Il X S (S unimodulaire.).

(A. C.)
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Eu ellel, R,„ divisant H„,_i, on a (^')

/>m—l Cm—l =^ O ( mod b„i Cm )

Coinme d'ailleurs K,„ et R,„_, ne sont pas équivalents, on a

t>mCm<. l>m~\Cm—i OU l'mC,,,^ -6,„_iC,„_i,

OU enfin

inégalité dont le second membre peut évidemment devenir plus petit que

toute quantité donnée.

2° On peut prendre m assez grand pour que c,„ soit aussi petit que l'on veut.

En ellet, on a évidemment

Donc, si c,„ ne pouvait pas devenir plus petit que toute quantité donnée,

(in aurait, à partir d'une certaine valeur de m,

; = <-'tn = ''/H+ 1 = <-'iii+ -l = . • . •

Or, le réseau R,,,^, peut s'écrire

Cm «m K -t- (',„ '/. b„i fi J

I )onc on a

6„, n ^ o ( moil c,i,+t )

Donc, si c,„ ne pouvait pas devenir plus petit que y, on aurait

(•„, ^^ o (iiiody). 6,„;jiEEHO ( mod 7 ),

d'où

f'mCm^o (mod—) lin b^c,„^—j
\ i^ / i^

ce qui est impossible, puisque hmCm peut devenir plus petit que toute quantité

donnée.

3° On peut toujours prendre m assez grand pour que l'équidistance des

parallèles menées par chacun des points du réseau R,„ à la droite atx -\- ^y ^ »

('; Il luut euleiidre que la frattion 6,^ ,r,„
,
csl lu produit par un etitipf de la fraclion i„t„,

Voir p. 127, note {')]. ( X. C. 1

H. P. - V. .0
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soit aussi petite que l'on veut. En effet, si 7; est incommensurable, celte équi-

distance est nulle ('
) ; il suffit donc d'envisager le cas où a et (3 sont commensu-

rables. Soit — ' l'équidislancc cherchée pour le réseau
v/û.--t-i3--^

["m l>,„ a,„À-t-c,„uD 6m À "1

rim+ l
=

^ 7 ;

|_ Cm o «m[jl-|-c„, A OmjJlJ'

V sera la plus grande commune mesure des quatre quanlités

aa,„-4- pc,„, ah,„, (aX -(- Pjjl) 6„,

de sorte que

( a). -H |3[ji) a„, -h ( «[i D + pX ) c„„

»a„,-t-Pcm^o (mod y),

ab,n^= o (mod y),

(aX -H pfx) è„, ES o (mod. y),

(aX -+- p,a) a„, -i- ( au D -1- j3X ) e,„ = o ( mod :; ).

Multipliant la première congruence par la deuxième, la troisième par la

quatrième, il vient

(x''a,nb,„-h oi^binCm^o (mody-),

(aX -1- p[x)2a,„6,„-+-(aX + p,a)(a,aD -+- pX)6mC„,= o (mod y');

ou, si A et B sont les quotients de at- et («). + [3pi)'- par leur plus grande

commune mesure,

[apB — («X-t-PiJi)(a|aD-(-pX) A.16mC„,= o (mod y"-)-

Donc, puisque 6m c,„ tend vers zéro quand m tend vers l'infini, le premier

membre de cette congruence, et par conséquent le module y-, tendra égale-

ment vers zéro.

4" Soit y™ l'équldistance des parallèles menées par chacun des points du

réseau Rm à la droite (xx -+- ^y = o.

On a

-..,.=/.„(;),

/m(z) représentant une fonction discontinue et toujours finie de ^- Soit

(') Il n'y a pas, à proprement parler équidistance nulle, mais bien eniemble dense [
yoirp. 142,

note (')].

Naturellement la lettre a n'a plus la signiGcation ci-dessus, f A. C. )
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r,„ la plus grande valeur de/,„ / ^ j
• Je dis qu'on peul prendre m assez grand

pour que F,,, soit aussi petit cpi'ou voudra, plus petit que e, par exemple.

En efl'et, soit d'abord m = i
; /( ( -

j
ne pourra prendre une valeur supérieure

à £ que pour un nombre fiai de valeurs de t;» à savoir t^j tt» •••' ^ par

exemple.

On peut toujours, d'après ce qu'on vient de voir, prendre m assez grand

pour que

'-{v)<- ^-m-' '-(£)<•

D'ailleurs, si -^ n'est égal ni à t;^) ni à tj^vm ni à ;j^) on aura

donc

5" On peul toujours choisir m assez grand pour qu'un point quelconque du

plan soit aussi voisin que l'on voudra d'un point du réseau Rm, car la distance

d'un point quelconque du plan au point le plus rapproché du réseau R„, est au

plus égale à ir T„t.

Donc un nombre complexe quelconque existant (entier, (ractionnaire ou

incommensurable) peut être représenté, avec une approximation aussi grande

qu'on voudra, par l'expression

Oo -i- n,3. +- n2X--h . . . -h rim^'",

où les n sont des nombres entiers simples.

Théorkme XVI. —• Si une infinité de nombres complexes appartenant à

un réseau entier sont en progression géométrique et ont même module, le

rapport x de deux quelconques d'entre eux {et en particulier la raison de

la progression géométrique) satisfait à une équation de Informe

X- -(- px -I- I = o,

où p est entier.

Eu eiïel, si A est un des nombres complexes en question, le réseau donné

est un diviseur du réseau

R ,„ = A ( «„ -+- «
I
a; -(- /!• X- -4- ... -- n,n x"' ).
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quelque grand que soit m. Or, si x ne satisfait pas à une équation

.r5-H px -t- q = Il

(où /> et ^ sont entiers), le réseau Rm aurait une norme aussi petite que l'on

veut, ce qui est absurde; de plus.

mod A^ = inod A, mod .r = i, q = i.

TROISIÈME PARTIE.

Représentation des formes par des réseaux.

Définition. — Nous dirons que le réseau

( .r = :( /?( -h 3 /?

.

r = v m -h on
)

représente la forme (')

i^oim -h |j«)-— D(y/" -+- on)-.

Il est évident quune forme quelconque

iim^-y- ?bi)iri -t- cn-

est ainsi représentée par le réseau (-')

Théorème XVII. — Le déterminant de la forme représentée par un

réseau est égal à D multiplié par le carré de la norme de ce réseau.

(') Dans celte troisième Partie, H. Poincaré considère des formes (binaires quadratiques), à

coefficients entiers (rationnels), dont le discriminant (qu'il appelle déterminant) est de la

forme De-, c'est-à-dire est défini, au produit près par le carré d'un entier. Ce sont donc des

formes associées à un même corps quadratique. (A. C. )

(
=

) On pourrait aussi représenter la forme

o(am--i- 2bmn -+- en")

par le réseau

Il

<j OU
II

m
II II

I V''L) 11

II

« \\

Il

'"
Il X r
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En effet, l'égalilc

(xm -*- 'in )' — D ( 7 m +- n )' = am- -+- > binri -»- cn"

l'iilrnine

« = a- — iJy-,

i = <xP — Dyà.

c = |i- — DaS,

d'où

h-—ac = D(ao — ,3y)^

Définitions. — i" On dira que le réseau (')

\n> -(- B/j

est directement semblable au réseau

{ A»i -t- B«)C,

C étant un nombre coiuplese quelconque.

2" On dira que le rc.seau

\m -t- B«

est égal au réseau

I .\«( -H B«)(",

si la norme de C est égale à i

.

3° On dira que le roseau A est directement similaire au réseau B s'il e*t

semblable directement à un réseau C équivalent à B (-).

j" On dira que le réseau A est symétrique du réseau

s'il est égal au réseau

( ' ) A et B sont de? nomijres quadratiques

A = a^y v'D. B = ? — Sv^O-

Oi> peut leur associer leurs conjugués obtenus en remplaçant y D par — v t-*- La forme repré-

sentée par le réseau est le produit des formes linéaires (à coefficients complexes) :

(Am-^B/i)(A'»i-i-B';i) = («m-i- pn)-— D(Y/n-(-6/i)'. (A. C. )

(
= ) L'équivalence est une coïncidence, (définition p. 12^) (ou égalité des ensembles), l'égalité

du n° 2 est une égalité géométrique (possibilité de coïncidence, après la transformation

ci-dessous). (A. C. )
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5" On dira que le roseau A est inversement semblable au réseau

s'il est directement semblable au réseau

6" On dira que deux formes sont semblables si elles sont dérivées d'une

même primitive (').

Remarque. —• Ces expressions de similitude et à^égalité, empruntées à la

Géométrie, peuvent étonner au premier abord; elles se justifient toutefois si

l'on remarque que, si dans la transformation honiographique

X = x' , y = y' \' — D,

les transformés de deux réseaux semblables ou égaux (selon les définitions qui

précèdent) sont des réseaux parallélogrammatiques, géométriquement sem-

blables où égaux.

De même nous dirons que des triangles fondamentaux de deux réseaux

semblables ou égaux sont semblables ou égaux, et cette dénomination n'engen-

drera pas de confusion, parce qu'il ne sera jamais question entre ces figures

d'égalité ou de similitude géométrique.

Résultats divers. — Les définitions qui précédent permettent d'énoncer

immédiatement les résultats suivants :

1° Deux réseaux égaux ou symétriques représentent la même forme ou des

formes opposées.

2° Deux réseaux équivalents représentent des formes équivalentes (-).

3° Deux réseaux semblables représentent des formes semblables.

Théorèmk XVIII. — Une même forme ne peut être représentée que par

des réseaux égaux ou symétriques.

(') Ce qualificatif a le sens habituel de la théorie des formes: il signifie que les coeffi-

cients a, b. c sont premiers entre eux; (la forme esl improprement primiti\e, si o et c sont

pairs) [Ency. des Se. Math., Édit. française, i-l6, n° 13). (A. C.)

C) Véquivalence des réseaux et des formes peut être définie par une substitution unimodu-

laire sur les variables (entières) m, n ou x, y, donc par un rapport unimodulaire des matrices

\Voir ci-dessus p. 126, théorème V et p. 149, note (')] (A.C).
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En effet, pour que les réseaux

[: i]- [;: ^:]

soient égaux ou symétriques, il faut et il suffit que

[' ^] =[:="][:;
^;J'

où
À- — Dv- = I,

ainsi qu'il est aisé de s'en assurer en se reportant à la définition de l'égalité et

de la symétrie des réseaux.

On doit avoir, quels que soient m el n ('),

(a/7i -f- |jra)' — D(y«;. -t- ô/i)- = (xi '« h- fji n)'-— D(-'i /?; -)- Si ny- '

OU. en posant y^ m + ^i « ;= j.\ •;, m -+- o, n -.= y,

d'où

a /?{ -t- fj n = À ./: -H jjL) . •; m -h fj n = V x -+- pj-

:

on a identiquement

.,. j _ L)j-- =
(.

>, j- +- IX y y- — D ( V j- -(- ?>• )-

,

d'où

!Àî
— Dvî= I,

),(i — Dvp= o.

Il faut faire voir que

,ui = ±Dv, p=±:X.

En effet, des équations (19) on tire

( 20 I /.u = D vp.

(21) xv^=u=vîp^

(22) Dv^lJLî— D^vîpî = D=v5.

(') Celle réciproque peut être plus rapidement démontrée en écrivant (dans le corps ^/D)

l'égalité des deux formes décomposées en facteurs [p. i4j. note (')l

( Am -+- Bn) ( A'm + B'/i) = ( Aj/K + B,n) ( A'i nu- B', n );

plie entraine

(Affi-i-Bn) = ( A,ni -4- B,n)C, ( A'w -I- B'n) = ( A', m -+- B', n) C, CC'=i;

de sorte que :

C = a-i-vv/D, (.' = X — v^/D, X-— •/=D=i.
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De (ai) el de (22) il résulte

(23) w.= — Dv-i)[ji2= D-^v-,

ou, puisque /- — Dv2 = i. ;jl==D-v'-,

(24) ;ji = ±Dv.

Reraplaçanl /jl par sa valeur (24) dans l'équalion (20), il vient, en divisant

par Dv.
"/, = ±?.

GoROLLAiRK. — La forme principale

nc peut être représentée que par Vun des réseaux

[:=:]

Définitions. — Pour abréger le langage dans ce qui va suivre, nous appelle-

rons le p d'une forme la racine carrée de son déterminant divisé par D.

Le m et le pt de la forme

(IX- -t- ïbxy +- cy-

seront respectivement les p. g. c. d. de

a, lb, c CL a. />, c.

Son e et son £ seront délinis par les équations

e=£., . = /!.
m a

Le p, le m, le /jl, le e et le £ d'un réseau seront le p, le w. le /-i. le e et le £ de

la forme qu'il représente.

FI est évident que le p d'un réseau n'est autre chose que sa norme.

Le réseau sera dit propre ou impropre selon qu'il représentera une forme

dérivée d'une forme proprement ou improprement primitive, c'est-à-dire selon

que son m sera ou non égal à son jj-, nu son e à son i.

Théorème XIX. — Pour qu'un réseau donné

\in -h Bn

divise le réseau

h vD(Am -)- B/!l.

il faut et il suffit que h soit divisible par Vt du réseau donné.
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En etl'el, supposons ipio le n-sPMii \ni -{- R/(. n'-ilnii ii sa plus >iinplp expres-

sion s'écrive (
'

)

['::

Le roseau

/( \ I-) ( A //( -H i; // I

sécrit alors

h \ L» [( 7. + -; \ T))in -4- ;:;«|

OU (
-)

I, A •; L» -h A 2 \ D ) m -+- h [i
v
fi " •

Pour qu'il snii miilliple do Am -t- B/i, il faut et il siiffil (|iip les équations

Il Y I) = a OT -H [ï //

.

A a = Y «2

.

o = am I H- [î /(
I

.

Afi = Y«!i

donnent pour m. 11. /«,. // , des valeurs entières, ce qui est équivalent à :

A a ^ /i |j ss o I rnotl •
I.

h — = o ( mod 6 )

ou à :

A afi = A p- ^5 A( a-— D y- j = o 1 mod [iy V

011, puisque/) = y-; el que j:jt est le p. g. c. d. de 3(j3, [5'-', x- — D-;-,

A ;jL :^ () I mod p \.

.odJ=.j.

CoROLLAiKE. — Potif (fuiin résciiu donné

A m +- I> n

(
'

I La forme représentée est

^ a nj — ;i H )-— D ;- m- = ( a-— D 7= ) m- -i- 2 1? «j — fl= «-. ( A . C. )

{'
) La matrice de liasr de ce roseau est

Il

'^"^
"

Il

I /'» /»? I

et il suffit (l'exprimer i|ui- le (|uotient

Il a p ||-' Il AyD o ij _ i II Aafl Afi- Il

llv o
II

'^
Il Aa /(.3 II

~ ^ Il
ACDy" — i'> — A»?!|

l'sl une TiKilrice à termes entiers. {.\. C.)

II. I'. — \. xa
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divise le réseau

{t -\- a \ D ) ( A m H- li n t.

OÙ I et. u sont entiers^ il faut et il suffit que

u SE o (mod s).

Théorème XX. — Pour qu'un réseau donné

A. ni -i- B II

divise (pour une valeur convenablement choisie de t) le réseau

(^ — u ^ D |(A/« -+- B/j),

où, t et u sont entiers, il faut et il suffit que

u s^ o (mod e ).

De plus, pour u = e, on devra donner à t une valeurpaire ou impaire selon

que le réseau donné est propre ou impropre (').

En efl'el. soient encore

d'où (-)

A = a-(--' v'D.

( —h « V D ) (, A ni H- B /t >

= m \(a-: D -t- ^^ -H
V
D ("« -4- -^] 1 -4- «[3

^ ^ -4- u v/D )

Les condilions de divisibilité sont alors que les équations

xt
Il \) -h — = 2 /H -I- j «

.

«2-1- -^ ^ • III.

— =: Xltli-k- fin,

«3 = Y /H,

(') Les notions de réseaux (et de formes propre et impropre se simplifient quand on consi-

dère le corps quadratique yl), et le domaine d'intégrité de tousses entiers (complexes). (A. C. '

<-) Il suffit encore d'exprimer que le quotient

lia Ml- T-""'^ T

est une matrice h termes entiers.
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donnent pour m, n. m,, ii, des valeurs onlières, c'est-à-dire (|uo l'on ail

Mp- 5^ o (mod Py).

aîtapss^jjY (raodaPY)'

»(2'- — Dy-);^o (mod Py*.

Il est clair que ces conditions sont remplies, soit pour toutes les valeurs

paires, soil pour toutes les valeurs impaires de t, toutes les fois (|ue l'on a

u [i- ^ 2 u ajj SE II ( a- — D-,-- ) ^^ o ( mod pY i

ou, puis(|ue m est le p. g. c. d. de (3-, 2zp, a-— Dy-, et que c= '-
i

toutes les fois que

« 5^ o ( mod r i.

Supposons que l'on fasse

//. = r.

Si le réseau est propre, e = £ et

ex'fl ~ o ( mod Py)-

d'où

/.{i'I^o (mod2PY),

1^0 ( mod'i).

Si au contraire le réseau est impropre, on a e= -; donc u n'est pas divisible

par z; donc on n"a pas

eajîs; o (modpY),

et l'on n'a pas uon plus, par conséquent.

/ ^^ I mod •> I.

Corollaire. — Pour qu'un rrseau

\ /?; -H B n

soil impropre, il faut cl. il suffit qu^ il existe un réseau

('^ -I- u v/D)(Am + B«)

qui soit un de ses multiples et oit u est un nombre entier, pendant que t est

un nombre entier impair.

Théorème XXI. — Pour qu'un réseau entier ( a + y \/t) ) m -i- ^n ail son

B égal à I , il faut et il suffit que

j. s S ^s o i' mod Y )• %^\i (modj^y
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La forme représentée est

I
y.'- — L' Y -

) i>t- -(- 2 a Tj in/t -+- [J- /( -
;

le p est ,5y, il est divisible par le p. g. c. d. p. des coefficients do la forme.

L'égalité est donc équivalente à

y.- — D'i'- =£ ap = p- ( niorl [iy ) ;

ce qui est manifestement équivalent à

-7 - entiers; — —;D divisible par -•

Problilme. — Rechercher quelles sont les transformations qui ramènent

une forme à elle-même.

Autrement dit, rechercher si un réseau est similaire à lui-même.

Cherchons d'abord s'il est direcleineul similaire à lui-même (').

Soit A/n + B« le réseau donné, où A et B sont des nombres complexes,

m el n les indéterminées; on recherche si ce réseau est équivalent à

CA m -t- C I > Il

.

OÙ C représente un nombre complexe indépendant de m et de n.

Je dis que modC = i

.

En eflet, s'il n'en était ainsi, le plus petit module de tous les nombres

complexes (jAm4-CBre serait ou plus grand ou plus petit que le plus petit

module de tous les nombres complexes Am + Bn, et, par conséquent, les

deux réseaux ne sauraient être équivalents. De plus, C'-Am + C-B;) et en

général C''Aw + C'M3« sont équivalents à Am + Bn, c'est-à-dire que les

nombres A, AC-, AC. . . ., AC'', qui sont en progression géométrique, appar-

tiennent au réseau Km + B/;. Donc C satisfait à une équation de la forme

C--t-/>C -(- I = o,

où p est entier.
,

Premier cas. — p est pair

on d evra avoir

Soit
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Soit /| + M| \/D la racine enlière rlo l'équation

mod C = 1

donl rargumeiit esl U; plus petit; on a

r. = (>,-(- „, yT))'"

(où //« est entier, positif ou négatif).

Soit Dï- le déterminant de la forme donnée, que nou.s supposerons toujours

primitive.

Le réseau donné est un diviseur ilc

£ \/l)( \ //( -I- 1!/))

et ne divise aucun des réseany tels que

/, \T)( \„> -- Bn).

à moins i|u('

// : Il I 1110(1 £ I.

Pour que G(A//î + B«) soit équivalent à A/» + B«. il faut et il suffit (|ue

Il ^= o ( mod £ I.

Deuxième cas. — p est impair. Soit

^^ / ^ U yT)

on doil avoir

r— ir- n = i.

Dans ce cas. /, u et D sont impairs.

En effet, on ne peut avoir t pair, car l ~- p. Donc !/-D esl impair et u et D

sont impairs (
'

"l.

De plus,

u ^ o I mod s).

car, puisque le réseau — — (Am-i-Bn) est équivalent à Aw -f- Bre,

i l -{- u y/t)) (Am + B/i) est multiple de Am -|-B«.

De plus, il faut, d'après ce qu'on a vu plus haut, que le réseau donné repré-

sente une forme improprement primitive.

I ') Pour que ce deuxième cas soit possible, il faut et il suffit que O soit loiigiu ii i. mod 4-

I A . C. )
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Troisième cas. — Rechercher si le réseau esL inversement semblable à

lui-même (*).

Soit Am + B« le réseau donné; soit A, m -)- Bi n le réseau que l'on obtient

en changeant, dans Am + Bn, \/D en — \/D. Soit

C(.\i»î -h Bifl")

un réseau semblable à Ai«i + B|« et équivalent à Am+ Bn.

Soient p et cp le module et l'argument d'un point quelconque du réseau

Am + B«, p et — o ceux du point correspondant de A, /n + B, ». R et co cens

de C (R = i). Le réseau

G ( A 1 //i -H B
I

/( I

comprend le point qui a pour module et pour argument

s et (u — z.

Ce point doit faire partie du réseau A//t + B/t. Donc, il faut et il suffit que

ce réseau se reproduise quand on change le module et l'argument p et o de tous

ses points en p et co — o.

Le réseau est alors semblable à un réseau

am -¥- bn,

qui ue change pas quand on change y/D en — y/D. car le réseau

I A m -I- H «)("..

où C a pour module i et pour argument — -i contient à la fois les points

c'esl-à-dire qu'il ne change pas quand on y change tous les arguments de signe.

Des triangles ambigus.

On sait que, pour reconnaîlre l'équivalence de deux formes, on ramène ces

deux formes à des formes équivalentes plus simples appelées yorme* réduites.,

{') On trouvera une étude plus complète de ce troisième cas dans les Traités usuels de

Théorie des formes quadratiques. (Par exemple Ency. des Se. Math., édit. franc., 1-16,

n° 17.). f A. C.)
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el l'on examine si les formes réduites obtenues sonl idenliciues (si D <C o) ou

apparliennenlà une même période (si D > o).

Dans le cas où D < o, on se sert depuis longtemps d'une représentation

géométrique des formes qui ne diffère de celle que je propose dans ce travail

que parce que les ordonnées et les abscisses des différents points des réseaux

sont multipliées par certains rapports donnés. Dans ce cas, on sait parfaitement

à quoi correspondent géométriquement les formes dites réduites et les formes

conligués; une pareille recherche ne nous conduirait à rien de nouveau: nous

nous restreindrons donc au cas où D < o.

Définitions. — Nous appellerons première asYinptole là droite \/Da;= ):

seconde asymptote la droite \/Dx=^ — y: triangle fondamental un triangle

formé par l'origine et deux points du réseau donné, et ne contenant à son

intérieur aucun autre point du réseau (l'aire de ce triangle est égale à la demi-

norme), triangle ambigu un triangle ft)ndamental tel que la première asymp-

tote soit intérieure à l'angle du triangle qui a son sommet à l'origine el la

seconde asymptote extérieure à cet angle (').

Par exemple, dans la figure 2, où OX et OV sont les asymptotes. OAB est

un triangle ambigu.

.Si l'on complète le parallélogramme OABG {fig- i), dont une moitié est un

triangle fondamental OAB, les triangles OAC et OBC sonl aussi fonda-

'

I On peut aussi utiliser les points

( !H- V y D ) m -)- ( ? -t- S V D ) /i, \x— r\ D ) /« — (, p — S y U ) n.

LU triangle est ambigu si ses points ont des abscisses positives et des ordonnées de signes

contraires.

Cette définition peut s'étendre alors à un réseau construit à partir de nombres quelconques.

ou dont la base est une matrice carrée, d'ordre 2, régulière. Une base réduite (ou un triangle

ambigu) a les termes de sa première colonne positifs, ceux de la seconde étant de signes

contraires. (A. C.)
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mentaux; on les appellera triangles déri'.és de OAB. De même, OAH sera le

primitif Ae OAC (').

Tout triangle OAlî a deux primilifs OAD et OBE.

Théorème XXII. — Parmi les triangles fondamenlanx d'un réseau^ il v

un a toujours qui sont ambigus.

En ellel, soient X|OX, V
i
OY les deux asymptotes: soient A et Vt deux

points du réseau, situés, le premier dans l'angle XOV. le second dans

l'angle XOV,.

Supposons que le triangle OAB contienne un certain nombre de points du

réseau Ci, Ci, ..., G„ ; supposons que, en faisant tourner une droite OX

\'.n langage vectoriel, les deux dérivés du triangle OA, OB sont

OA, OA-^-OB; OB, OA-t-OB;

les deux primitifs sont

Ils sont déduits du triangle primitif, respectivement par les substitutions unimodulaires

OA, OB — OA: OB, OA — OB.

Ceci montre bien que ce sont encore des triangles de base du réseau. (A. C.j
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autour de O depuis OA jusqu'à ()B, celle droite ronconlre successivemcnl les

points Cl, Cj, . .
.

, C„ ; les triangles

0\C,, OC,C,, OC..C:, OC,^,C„, OC„H

sont t'oudanienlaux, cl 1 un au moins d'enlre eux conlient à lintérieur de

son angle la première asymptote

il est par conséqueiU ambigu.

TuLoiiiiME XXIII. — Si un triangle est ambigu, un de ses deux dérivés,

et un seul, est ambigu.

Car la première asymptote (OX, /ig. 3) est comprise soit dans l'angle AOC,

soit dans l'angle COB, puisqu'elle l'est dans l'angle AOB.

Théorème XXIV . — Si un triangle est ambigu, un de ses deux primitifs,

et un seul, est ambigu.

Car la seconde asymptote (OY, fig. 4), n'étant pas comprise dans

l'angle AOB, est soit dans l'angle BOD, soit dans l'angle AOE, et par consé-

quent soit dans l'angle AOD, soit dans l'angle BOE; quant à la première

asymptote, qui est dans l'angle AOB, elle est à la fois dans les angles AOD
et BOE.

Conséquence. — Il existe une infinili' (') de triangles ambigus disposés en

une série continue (période) de telle manière que cbacun d'eux soit le dérivé

du précédent et le primitif du suivant.

Chaque triangle de la période a un côté commun avec le triangle suivant. Il

se trouve ainsi qu'en général plusieurs triangles consécutifs de la période ont

un côté commun; nous dirons que ces triangles appartiennent à une série, et la

période se trouvera ainsi divisée en séries.

Le dernier triangle d'une série est le premier de la série suivante; un pareil

triangle appartenant à deux séries s'appelle triangle limitrophe; les triangles

limitrophes correspondent aux formes réduites.

(') Ceci suppose, implicitement, que les rapports des coordonnées des points de base sont

irrationnels. (A. C.)
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Théorème XXV. — Si un réseau admet deux triangles ambigus, ces

triangles appartiennent à une même période.

En effet, soil OD {/ig- 6) un côté d'un triangle ambigu appartenant à un

réseau. La droite OD devra être comprise entre deux droites, OA et OC par

exemple, faisant partie de deux triangles consécutifs d'une période.

Fig. G.

Or, d'après un théorème dû à Bravais, si OAB et OAiBi sont deux triangles

fondamentaux, OA, et OBi sont toutes deux extérieures ou toutes deux inté-

rieures à l'angle BOA.

Donc, si OBiD est le triangle dont fait partie OD, OB, est extérieur à BOC
et intérieur à BOA, et, comme il ne peut être compris dans l'angle AOC,

puisque, le triangle étant ambigu, il doit être dans l'angle XOYi (YYj, XX,

étant les asymptotes), il coïncide avec OB.

Le triangle étant fondamental, il faut que le point D soit sur la droite AC
Or il n'y a pas sur cette droite de point du réseau entre A et C ; donc le point D
doit coïncider soit avec A, soil avec C, c'est-à-dire que le triangle donné

coïncide avec l'un des triangles de la période.

Théorème XXVI. — Les triangles ambigus sont semblables {c^est-à-dire

donnent naissance et des réseaux semblables) à un nombre fini de types.

Soient en effet OAB un triangle ambigu, A et B les deux nombres complexes

représentés par les points A et B, rt et è leurs modules, w H '— la différence

de leurs arguments.

I^a forme représentée par un tiiangle ambigu s'écrit

rt .r- -I- ibxv — c ) -

,
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OÙ a el c soûl de signes contraires ('). Or, si Dv^ est le déterminant de la

forme, on doit avoir

Dv- =6-— ne

ou, posant c = — c',

Ur, il (isl clair que l'on ne pourra satisfaire à cette condition que par un

nombre (ini de valeurs entières de è, et de valeurs entières el positives de a el

de c'.

Conséquence. — Dans une période de triangles ambigus, les formes repré-

sentées par les triangles se reproduisent périodiquement.

La relation avec les fractions continues est facile à établir.

Soit, en elVet,

(x = arn -+- bn, y = cm + du)

le réseau donné; on lire de ces deux équations

m = 5C.C -H [î r.

/! =: '; x ^ Si.

Si l'on donne à m et à n les valeurs qui correspondent à un sommet

du /,-'""' triangle ambigu de la période, on a, quand /. tend vers l'infini,

Si l'on développe H en fraction continue

les réduites successives ne sont autre chose que les valeurs de - (Uii corres-
'

/( '

pondent aux triangles limitrophes (-); quant aux nombres «oj «i, . • -, x„, ce

sont les nombres, moins un, des triangles des séries successives.

(') On suppose, bien entendu, a, b, c entiers. ( A. C.)

(•) Les triangles non limitrophes correspondent aux réduites intermédiaires de la fraction

continue (i. A. Serbet, Algèbre Supérieure, G' édit., t. 1). (A. C.)
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QUATRIÈME PARTIE

De la multiplication commutative des réseaux.

Nous avons vu un premier genre de muUiplication des réseaux, dont nous

avons fait plusieurs fois usage et dont la définition est :

[a 6 "1 r a [j 1 _ r n X + /> Y a [i -;- 6 S ~|

Celte multiplication n'est pas commutative. De plus, elle ne dépend que des

réseaux eux-mêmes et nullement de la valeur du nombre D qui sert de base

aux nombres complexes qu'ils représentent. Voici maintenant la définition d'un

second genre de multiplication qui est commutative et dépend du nombre D.

Nous la désignerons par le nom de produit second et par le symbole X^-

Soient

A M -+- B «

,

Al «ii-i- Bi «I

les deux réseaux à multiplier (A, iî, Ai. B, sont des nombres complexes); nous

écrirons

(km -\- B«)X2( Ai/ni -+- Bi «i ) = A A, fxi^ AB, u. + BAi |X:, + BB,|j.v,

où [j-i, fXj, fXj, jjLi sont les nouvelles indéterminées.

Le réseau représente évidemment tous les produits des nombres complexes

représentés par les deux réseaux facteurs. Il suffit, en efi'et, de faire

!j.i=//imi, [12= '««1, ;ji:i=n»(i, ;jiv=/î7ii

pour que

AA, ixi-f- ABi \i-2^ BA, ;ji:i+ BBi iji-, = (A m -+ B n"n A, 7»i -f- Bi n,).

Théorème XXV H. — Tout reseau H qui représente tous les produits des

nombres complexes représentés par un réseau K par les nombres complexes

représentés par un réseau R, est un diviseur du produit second de R

et de Ri.

Soient en effet

Xm -~ B n,

Al 7«, -h Bi «1

les deux réseaux R et Ri.
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AAi, ABi, BAi, 15l5i fcronl partie du rrsenu II, ([ui dcvrn, par conséqueiU,

diviser

AAiiXi-r- .\l!,fji,.-l- l!.\,U:;-(- Bl!,;jL,.

Théorème XXVIII. - Si les différents points des deux réseaux

fadeurs (') représentent les différents multiples de deux nombres com-

plexes, les différents points de leur produit second représenteront les

différents multiples du produit de ces deux nombres.

Soient, en eUet,

\ 1 «il - A
I \ |) Hl^,

les deux réseaux facteurs dont les points représentent les dillérents multiples

de Al et de An.

Le produit second est

\, A,\l, A, A, y iTAi.

c'est-à-dire que ses diUcrents points représenteront les dillérents multiples

de Al An.

Composition des formes. — L'étude de la mulliplicalion seconde des

réseaux va nous permettre de retrouver les théorèmes de Gauss au sujet de la

composition dos formes quadratiques.

Pour cela, remarquons qu'une forme représentée par le réseau (-)

a m -i- p «

peut s'écrire

( a /« -^ ijn)\ani -t- [i /( )

,

OÙ ;< et ^ représentent les nombres complexes conjugués de a et de [3. La

forme donnée peut être alors indifféremment représentée par le réseau

y. m --
[j n

ou par son symétrique

am -+ prt.

(') Ces réseaux sont, dans ce cas, des Idéaux {voir ci-dessous p. 174), en supposant toutefois

que la base des entiers du corps est (i, \lo) (D je i mod4)- Sinon il serait préféraljle de

considérer la forme

A,
'"*"^ "

m.-t-.\.
'~^ '^

/n,. (A. C.)
2 2

( j Contrairement aux notations précédentes, les lettres a, p représentent ici des nombres

d'un même corps quadratique (qui jusqu'ici avaient été désignes, de préférence, par des majus-

cules fran£aises .4, B). (A. C.)
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Théorème XXIX. — Si l'on a, quels que soient m, /(, ;j. et y,

( a /?H- p n )
( a TO -I- p n ) ( «1 [J. + Pi V

) ( ai ijn- pi V )

l'un quelconque des facteurs du second membre est égal au produit d'une

constante par deux des facteurs du premier membre.

Appelons en effet, pour abréger, Y, F les deux facteurs du second membre,

A, A, B, B ceux du premier membre, de telle sorte que

A.Â.lî.B = r.r.

Si nous considérons un instant p. et v comme des constantes, les deux

membres deviennent deux formes égales en m et en n. La première est repré-

sentée par le réseau

XA,

où X est un nombre complexe indépendant de m et de n. La seconde forme

est représentée par le réseau F. Les deux formes étant égales, les réseaux F

et XA sont égaux ou symétriques (théorème XVIII). Supposons qu'ils soient

égaux, car, s'ils ne l'étaient pas, au lieu de représenter la première forme par

le réseau XA, on la représenterait par

Les deux réseaux étant égaux, l'expression

r

est indépendante de m et de re, et il en est évidemment de même de l'expression

r

ab'

De même, en considérant m et n comme des constantes, on verrait que -rn ps'
' Ah

indépendant de p et de v.

Donc

Théouiîme XXX. — Si une forme est transformable dans le produit de

deux autres, son réseau est égal à un multiple du produit second des

réseaux des deux autres.
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En ellet, dire que la forme

, AAI + BN)(Â1\I-^ B\)

esl transformable eu le produit des deux formes

(am -^ 'fin){aiii -{- 'fin),

(•a,;i-i- ;i,v)(a,ijt ^ ;i,v),

c'est dire ([ue, quand on 3 fa il

, M = p/n n - - 1>' ni'i -+- p" n \x -r- p'" n /.

I N = y«i |a -+- (^' //iv -i- (/"/( [1 -)- <7"'/!v,

elle devient identique à ce produit, quels que soient m, n /jl et v.

D"après le théorème précédent, on a donc, en donnant à M et à N les

valeurs (21),

( X m + [in
) (ai ,a + fii v) = X( AM •+- BN\

OÙ X est un nombre complexe indépendant de m, de n, de p. et de v.

Cette relation, ayant lieu pour toutes les valeurs entières de m. n. [j. et v,

est identique, et Ion a

Îaa, = Ài, \ji -+- Bg').

a;ii=X(Aj3' -t-By').

pa,= ).(\//-I-Bj"),

c'est-à-dire que le réseau

divise

AI AM-4-BN).

Théorème XXXI. Si une forme

- \M -+- BN;)(AM + B.\')

est le résultat de la composition de deux autres

( xm — |j«) {xm -t- j3n),

(a,«îi — Pi/(i)(aiTOi+ p,ni)i

io« réseau est égal au produit ' second des réseaux des deux Jornies

composantes.

En effet, je dis que ÀA et ÀB peuvent être représentés par le réseau

aa, M,-i- arjiM., -4- [3a, M,^ TiSiMi.
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En effet, on peut choisir les nombres entiers M|, Mo. M,,, M, de (elle façon

que

pMi-\- p' M-i-^- p" M-,-{- p'" Mi = I,

qMi-i- q' M-2 -4- q" M, -t- q'"

M

•, = o,

puisque, par hypothèse, les déterminants formés avec les nombres /), />', p"
,

p'"

d'une part, (y, q\ q"
^

^"' de l'autre, sont premiers entre eux.

Si l'on multiplie ensuite les équations (22) respectivement par

M,, M>, M,, M,,

et qu'on les ajoute, il viendra

aïiMi-+- apiMo— [iaiMj-T- [^[31^14= À A.

De même, on trouverait

ïa, N , - a,3, No -\- pa, I\; + plii, Ni = X B.

Donc les deux réseaux

j.y.i iiii — ajîi in-i -r- pai m- -t- ppi m,,

et

X(AM + BN)

sont identiques.

Maintenant que la composition des formes est ramenée à la multiplicalion

des réseaux, les théorèmes de Gauss se démontrent aisément.

Dans ce qui va suivre, nous appellerons p^, nii, fij, ei, £i les/>, m, [j., e et e

de la forme résultante, />', m', \^ , e', e'; p" . m", p", e", e" les p, m, ;j., e et £ des

formes composantes.

TnÉoaÈME XXXII. — Le déterminant de la forme qui résulte de la

composition de deux autres formes ayant respectii'ement pour déter-

minants Dp'- et T)p"'-, et, pour m, m' et m", est égal à

"Oph

où p, est le p. g. d. de

m!p" et m"p'

.

En effet, soient

a' x'- + 7.b' x'y' + c y'-,

a"x"- -^ 2 b"x"y"+ d'
y"-

les deux formes composantes.
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Soient
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c'esl-à-dire que la norme cherchée divise le p. g. c. d. de

a"p', -ih"p\ c"p\
a p" , ib'p" 1 c'p'\

c'est-à-dire celui de

m'p' cl m p"

.

Elle est divisible par le p. g. c. d. de

«"/)', b"p., c"p'

,

a p", b'p", c'p"

,

c'est-à-dire de

'^P\ \>-'p"-

Elle est égale, toutes le* fois que b'p" et b"p' contiennent le même nombre

de facteurs 2, au p. g. c. d. de

m"]>' , m' l>"

,

dans les autres cas au p. g. c. d. de

car le p. g. c. d. de

h'p"-h b"p' et b'
p"— b"

p'

est égal dans le premier cas à celui de

'b'P\ ib'p',

dans le second cas à celui de

///,". b"p'.

Gela posé, considérons trois cas.

Premier cas. — Les deux réseaux sont propres. Dans ce cas,

m' = ix'

,

m" = (x",

et la norme est évidemment égale au p. g. c. d. de

in"p' l't in'jj",

qui se confond avec celui de

'/p' et. i±p".

Deuxième cas. — L'un des réseaux est propre, et l'autre impropre.

Supposons que la forme

a'x'--)- -ib'j:'}'^- c'y'-
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soit propre, el la forme

a"x'--i- i.b"x"y"-\- c"y"'-

impropre.

Dans ce cas, la norme clierchce divise le p. g. c. d. de

/ii'jt", m"ji'

el elle est divisée par ceini de

m'p" = tj.'p", '/'P'

Je dis que ces deux p. g. c. d. sont les mêmes, c'est-à-dire que iJ."p contient

au moins autant de facteurs 2 que p-'/j".

Car, le second réseau étant impropre, /x" contient autant de facteurs 2 que 6"

et que p".

D'autre part,/)' contient autant de facteurs 2 que fx', et p'ix' contient au moins

autant de facteurs 2 que [J-'p".

Donc le p. g. c. d. de m'p" el in"p' esl égal au p. g. c. d. de fj-'p" et fx"/)',

et par conséquent à la norme cherchée.

Troisième cas. — Les deux réseaux sont impropres.

Dans ce cas, b' el b" contiennent respectivement autant de fadeurs 2 que

/)' et p", et b'p" et b"p' contiennent le même nombre de facteurs 2. Donc

le p. g. c. d. de

b'p"^ by.
/>,,"- b"r

est égal à celui de

ib'p", ib"p'

\

et la norme cherchée est égale au p. g. c. d. de

ni p" cl m!'p'

.

Corollaire. — Sio. 0' sont les déterminants des deuxformes composantes,

et A celui de la forme résultante, les quantités

\/î " \/l
sont commensurables.

Théorème XXXIII. — m, est égal au produit m' m".

En effet, m' est le p. g. c. d. de tous les nombres

a'jy'--i- -.ib' .r ^'
-i- c'

}''-.
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OÙ x' el v' sont entiers; m" est celui de tous les nombres

II"
x"- —^ lb"x" }" -^ c" ^

"'-,

où j" et >'" sont entiers.

Donc m' m" est le p. g. c. d. de tous les nombres

( a'x'--h ib' x'y' -^ c Y'-){a"x"--r 2b"x"y"-+- c"}"-).

Or, tous ces nombres sont susceptibles d'être représentés par la forme

résultante; donc ils sont tous divisibles par m,. Donc

ih' m" =^ o (inod//!ii-

Soient

ol'x'-^ {i'y,

:t X -7- jj >

les réseaux correspondant aux deux formes composantes et

r = a' 3."
fil -+- a' (5" jjio -I- a" [i' (Jtj+ fi' {i" p.i

leur produit second, qui représente la forme résultante.

Or
3.'

x' — [3'
I

'

divise

{L ^e'\/ï)\{:,'x'-~\yy),

où t' est entier; donc P, qui est égal à

( aV, ^- p' Hj) ûc" 4- ( a' |j., s- [3' i^O fi",

divise
,

De même on verrait que P divise

Il divise donc

où a' el a' sont des entiers quelconques. Or on peut choisir a' et a" de telle

sorte que

3. e -{- X e =; 0,

ô étant le p. g. c. d. de e' et de e". Donc P divise

p('^ +\/DsY

où T est entier.
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C'est dire que

3 ;= o (motU'i I.

Or, d'après le ihéorème pn''cédeat, pi esl le p. g. c. d. de tu'p" cl m"p' ou

de m' m" e" el >ii' rn'e', c'esl-à-dire que l'on a

i/)= in m" 0.

On a done

/'i = m' m" T, ES o (' mod «)'H/'f,V

ou

//il <"i ^ o ( iiiod m' m" e{),

ou

ni\ ^ o ( miicl ni m" \.

Mais, puisque l'on a déjà

m' m"^ o ( iihkI //(i i.

c'est que

//(
I
^ //!

' ///".

ThéouÈ-me X.\X1\ . — Pour que le produit second de deux réseaux suit

impropre, il faut et il suffit que l'un des facteurs soit impropre.

En effet, pour tpi'an réseau A soit impropre, il faut el il siitdt qu'il divise

un réseau tel que

U^n v/d] a,

où u est entier et t entier impair.

Or. si A divise

AXoB divise

('^ -(-(/ v'Ô^ AxîR.

La réciproque se démontre aisément. Supposons, en effet, que les deux

réseau.v composants A' el A" soient propres, pendant que le produit A'XjA"

serait impropre : je dis que cette supposition est absurde.

On a, en effet,

ni\ = mm".

Si donc on avait

//ii=2ai, //i'=u', //t"= u",

on n'aurait pas

(il ^ o y mod \i \t!'),
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c'est-à-dire que Si ne diviserait pas le p. g. c. d. de s' et de s", ni par consé-

quent ê' et z".

Or il est clair que

réseau A divise réseau s A \'D^,

et, par conséquent,

réseau A Xo A' di\ ise réseau ev'DAx^A'.
,

Donc
E ^ o (modsi'i;

et de même
e'hso (modEi).

L'iivpothèse que nous avons faite est donc absurde, et le produit second de

deux réseaux propres est propre lui-même.

11 est aisé de reconnaître dans les trois théorèmes (') qui précèdent les résultats

énoncés par Gauss dans le Chapitre De compositione formai um du premier

N'^olume des Disquisitiones arillimeticw.

CINQUIÈME PARTIE.

Théorie des nombres complexes idéaux.

Les considérations qui précédent permettent d'exposer dune manière simple

et concrète la théorie des nombres complexes idéaux, qui correspondent aux

formes quadratiques de déterminant D (nous supposons toujours que D n'est

divisible par aucun carré).

l'our cela, il faut avoir recours à un mode nouveau de représentation des

nombres complexes existants. Le nombre l-\-ij.\JV) sera représenté (-) par

(') Ces démonstrations seraient simpliiiées par la considération métliodique des corps quadra-

tiques, des entiers et des idéaux. (A. C.)

C) Cette représentation fait correspondre à un nombre du corps, la matrice qui représente

sa table de multiplication par les éléments d'une base, convenablement choisie

(À-HIJH D)||. vDl = l>. + fn'D. plD-(-).v''dI =
||
m'dIxII ^ "^^^ll.

Cette correspondance est un isomorpliisme pour la somme et le produit. Avec un choix

convenable de la base (base d'un idéal) elle fait correspondre, aux entiers du corps, des matrices

à termes entiers (rationnels). On peut ainsi ramener l'arithmétique du corps à celle d'un corps

de matrices.

Celte représentation s'étend à un corps algébrique quelconque, de degré n, les matrices sont

.nlors d'ordre n. (Voir A. Chatelkt. Leçons sur la Théorie des nombres. igiS). CA. C.)



RÉSEAUX ET FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.

le réseau

[:
']

Il est clair que lous les polnls de ce réseau représentenl (conforuicmenl à

la convention l'aile dans la deuxième Partie de ce travail) lous les multiples

existants de À + p.\ D el que le produil de deux nombres complexes existants

est représenlé (ihéoréme XXVIII) par le produil second des réseaux qui

représentent les deux facteurs. Remarquons enfin que deux nombres complexes

existants dont le rapport est une unité complexe sont représentés par le même

réseau.

Cela posé, nous appellerons nombre complexe idéal (') tout réseau entier

dont le £ est égal à i . Le réseau

[ ,1 I,
1

I niod - I
•

sera un nombre complexe idéal si

a ^ ^^ o i 111(1(1 cl, — ^
(.'-

Il est clair que le réseau

[;
>"]

satisfait à cette définition. Les réseaux qui représentent des nombres complexes

existants ne sont donc que des cas particuliers des réseaux que nous venons

d'appeler nombres complexes idéaux.

Le produit de deux nombres idéaux sera le produit second des réseaux

correspondants.

Théorème XXX^ . — Si un nombre idéal est le produit de deux autres,

il est divisible par chacun des fadeurs (').

En effet, soient

H = A/H -h B/i -h A/M,
i D-i- 1?//, v^lJ,

H'= A'//('-i- B'/j'-+- \' m\ \/D -h B'/i'i \ D

( ') On peut aussi le définir comme une matrice, opérateur d'une transmutation, qui remplace

les matrices précédentes à X, (ji entiers par des matrices à termes entiers (Loc. cit.). (A. C.)

(') Il semble qu'il y aurait également inlcrél à démontrer la réciproque : un nombre idéal

multiple d'un autre idéal (au sens de l'inclusion des ensembles) est égal à son produit par un

idéal (entier). La considération des facteurs premiers (et seconds) permet de ne pas utiliser

cette réciproque. (A. C.)
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les deux facteurs; le produit second aura pour coefficients

AA', BB', AB', A'B, AA' y/O, BB' v/D, AB' v/D, A'B v^D.

11 faut démontrer que chacun de ces huit nombres complexes fait j)arlie

du réseau R.

Soient

A' = a' + a" /D, B' = ti' -+ [î" \/D,

où y.', a", p', S" sonl des nombres entiers; on a

AA= \-ï-t- \x" \/D.

On obtient donc AA' en faisant dans Pi

//( =; a . Il = (>, III I = 3;". /(( = o;

on obtient de même A'B en faisant

m = o, /( = a'. «)| ^ <). iii = x",

AA' y/D en faisant

m = 2"D. « = o, //(i = x', //i =

Le produit de R et de R' est donc divisible par R.

TnÉoiiÈME XXXVl. — La norme du produit de deux nombres idéaux est

égale au produit de leurs normes.

Application du théorème XXXII.

Théorème XXX\ 11. — Le p. g. c. d. et le p. p. c. m. de deux nombres

idéaux sont des nombres idéaux.

En effet, le £ des réseaux donnés étant égala i, ils peuvent s'écrire (th. XIX)

R = A/» -h Un -+- \mi •^T) -+- B/j, \/ï),

n'= \' ni -+- B'n'-h- A'm', v't) -1- B'«'i v'ï^-

Leur p. g. c. d. est

Ri= A/«.+ B« -I- A'm'-i- B'/('+ A/«, \/D + B«i v/D-t-A'm', v''î»-)- B'/(', ^/D,

réseau dont le e est évidemment égal à i

.

Soit maintenant

R', = AiM + BiN

le p. p. c. m. cherché; les points A| et B, faisant partie à la fois de R et de R',
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Al \''0 et Bi \/D en funl partie également et par conséquent appartiennent

à R ,

.

Donc 1\', divise R', \ D et le c de R', est égal à i

.

Théorème XXXVIIl. — Si deux nombres idéaux sont premiers entre eux,

leur p. p. r. ni. est m même temps leur produit second.

En eïïel, leur produit second P est divisible par chacun d'eux (théo-

rème XXXV); il est donc divisible par leur p. p. c. m. Q (théorème VIII).

Mais P et Q ont même norme (théorèmes VI et XXXVI). Donc ils sont

identiques.

Décomposition d'un nombre idéal quelconque en facteurs premiers. —- Nous

appellerons nombre idéal premier tout nombre idéal qui n'est divisible par

aucun autre, nombre idéal unimultiple tout nombre idéal qui n'est divisible

que par un nombre idéal premier, et enfin nombre idéal second tout nombre

idéal dont la norjiie est une puissance d'un nombre simple premier.

i" Décomposition d'un nombre idéal quelconque en fadeurs seconds.

Nous avons vu ( ihéorème IX) qu'un réseau

" = [" ']

où

peut être considéré comme le p. p. c. m. des trois réseaux seconds

Les réseaux Ri, Rj et R;, sont premiers entre eux; de plus, si R est un nombre

idéal, ce sont aussi des nombres idéaux.

En ed'et, puisque

6 ^
{
mod c ),

Du reste, si l'on a

on a a fortiori

et /?*= o (mod/)*').

a-sD (modo),

Mî=D (mod/J"-»').

M. V. - V.
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Donc Pi|, esi un nombre idéal ; il en est de même de Ro et Rj et en vertu du

théorème XXXVllI,

Le réseau R est ainsi décomposé en facteurs seconds.

2" Décomposition (V un nombre idéal second en facteurs unimultiples et

réduction de ces facteurs à une puissance iV un nombre idéal premier (
'

).

Soit le nombre idéal second

On a

a is. a', a"^ «',

a- p-^'--i-'= \y (mod/'*-^'' I.

Premier cas. — D n'est pas divisible par p et n'est pas reste quadra-

tique à. p.

Dans ce cas, ou a y. = a', car, si Ton avait v. >> y.' , la congruence

a-/)-*"~-*'ïs o (xnoàp^—^)

exigerait : 1° que «":= y.'
:
2" que D fût reste (juadratiqiie à /'. Donc y. =z a', et

ap^' ^^ u I inixl ji'-' ).

Le réseau (ionné peut s'écrire

[; '::]

c'est-à-dire qu'il est la puissance a'"""' du nomiire idéal

[;:
':\

lequel est premier, n'étant divisible par aucun autre nombre idéal.

(') Celte fai^on de faire présente quelques analogies ave: la flislinci ion, faili- en Algèbre

moderne, dans la théorie générale des idéaux d'anneau, entre idéaux premiers et iâèiiu.r

primaires. L'utilisation méthodique des idéaux premiers, substituée à une étude générale de l.i

divisibilité [Voir ci-dessus, p. 175, note {)] alourdit évidemment l'exposé, en multiplianl

les cas particuliers. (A. C.

)
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Deuxième cas. — I) est divisil)le par/*.

Comme il n'est divisible par aucun carré, il ne contieul le facteur ya qu'une

t'ois. .Si

on ne peut avoir y. — y.'-
1 .

En efTcl, on uc peut avoii'

soit que y"— a'^o. car alors le premier meuil)re de la congruenee n'est pas

divisible par /; pendant que le second l'est; soit (jue a"— iz' > o, car alors le

preuiier membre est divisible par//-', pendant ijuc le second ne Test pas.

Ou a donc

ou iiien y. = z', ou bien a = a'-i- i.

Si 3! = a', on a

rty)*"sï (> I nioil /'-',):

si a = a' 4- I , on a

a-]i'-^"~'-^-'^ D r= Il I \noà ji ).

Donc :)!
"> 5:', ou y'

'—^y^i et

aji^" '^ ,, ( mod/'* ).

Le réseau donné jieut donc s'écrire

.oi, r
\i"'\

soit r ",
/''"'

1.

L/'' " J L/'"-^' "
I

Or il est aisé de voir que, dans le premier cas. il est la puissance 2a'. dans

l'autre cas la |)uissanre na'^- i, du réseau premier

[:^:

Trosième cas. — D n'est pas divisible par p. et est reste quadratique à p.

Dans ce cas il y a deux nombres idéaux do noriue /). qui sont

«1 == — a\, rt'i^a'i -==It ( 111111 1/)).

Reprenons le réseau

K =
L /

'/''•'
I''-
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OÙ l'on a

a > a', «/)-*—-«'= D (mod /)^~*'),

1"= i'.

R est le plus petit commun multiple des deux réseaux

'^-L. oj' •--[. oj'

OÙ

D'ailleurs, il est évident :

1" Que pa et Oj' sont premiers entre eux et sont des nombres idéaux;

2" Que, par conséquent,

;R = Papôc:

3" Que pa et p'^^. sont les puissances a et a' de p et de p', de telle façon que

La décomposition en l'acteurs premiers est donc toujours possible; du reste,

on voit aisément, en se reportant à ce qui précède :

1° Qu'un nombre idéal quelconque n'est décomposable que d'une seule

manière en fadeurs seconds;

2° Qu'un nombre idéal second n'est décomposable que d'une seule manière

en unimultiples
;

3" Qu'un unimultiple quelconque n'est décomposable que d'une manière en

facteurs premiers.

D'où l'on peut tirer le résultai suivant :

Tout nombre complexe idéal ou existant se décompose d'une manière, et

d'une seule, en facteurs premiers idéaux.
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NOTE
(PARTIE 5 ).

Dans ce Mémoire (de 1880), H. Poincaré étudie de nombreuses théories arithmé-

tiques, dont certaines, comme celles des formes quadratiques et des fractions

continues, avaient déjà fait alors l'objet de nombreux travaux [depuis C. F. Gauss

(1901) jusqu'à Ch. Ilermite (i8.5i] ; dont dautres, comme celle des idéaux, n'étaient

encore qu'à leur début (le Mémoire français de R. Dedekind est de 1876-77; le

Rapport de D. Hilbert ne devait paraître qu'en 1897; la théorie du corps des classes

est encore en évolution).

Sur de très nombreux points. II. Poincaré a, tantôt apporté des compléments

essentiels (élude des réseaux de la première Partie); tantôt établi des liaisons

entre des théories, en apparence dilTérentes (réseaux de points, formes, idéaux, etc );

tantôt pressenti et même amorcé des méthodes et des notions qui devaient se révéler

fécondes [interprétation géométrique des fractions continues (p. i58), produit des

modules (p. i64), qu'il appelle « produits seconds », représentation des nombres

quadratiques par des matrices (p. 17)), etc.].

On a cru utile d'indiquer, par des notes assez nombreuses, au cours du texte, les

relations entre les théories de H. Poincaré et les théories modernes, ainsi que les

quelques simplifications et généralisations des raisonnements que permettent les

conceptions actuelles.

I. La première Partie du Mémoire est consacrée à l'étude des modules de points

entiers, de dimension 2, dans un plan, ou à des modules isomorphes (déjà utilisés

en cristallographie et dans la théorie des fonctions elliptiques). Cette notion peut

s'étendre, sans difficulté, à un espace de n dimensions; un module de dimension «,

y est alors défini par une égalité matricielle

Il
.ri r„ jjx A I j-, indéterminées entières);

-V matrice carrée régulière, d'ordre n, à termes entiers ou fractionnaires (ou même
réels ou complexes, sous la réserve de contenir des colonnes imaginaires conjuguées).

Elle est définie au produit près, à gauche ('), par une matrice uniniodulaire

(à termes entiers et de déterminant ± i, appelée par H. Poincaré unitaire).

Dans le cas de termes entiers, ou fractionnaires (-), on peut disposer du facteur

(') C'est à dioite. si les coordonnées des points sont disposées en colonne, ce que H. Poincaré

adopte, de préférence.

(-) Dans le cas de termes irrationnels, la rédaction est apparentée à la réduction des formes

(définies et inriéfinies;, abordées par H. Poincaré, dans d'autres mémoires (partie 11), d'après la

méthode de la réiluclion continuelle de Ch. Hermite.
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unimodiilaire, pour niettie la matrice sous une foinie ri-dnile. iiolanimeiil celle qui

a été indiquée et utilisée par Ch. Hermile :

"/,>": "//=<), ''<./:

Le calcul île cette réduction { '

)
peut se laiie par des reclificlies tic p. g. c. d. (ou

de divisions et soustractions sucessives) sur les termes des ct)lonnes, les opérations

étant faites globalement sur les lignes. Ce calcul s'applique encore à une matrice

rectangulaire de m lignes et n colonnes, multipliée à gauche par une matrice

unimodulaire d'ordre m. 11 fournit alors une base du module (de dimension égale

ou inférieure à n), engendré par les m points dont les coordonnées sont les lignes

de la matrice. Appliquée à une matrice composée de deux matrices carrées (régu-

lières), constituant une base surabondante, il permet d'obtenir une égalité

Il

^" - R"
Il II

A.
Il II

o
II II

A" — r."
11

. , ,
.

< _ = r. ; I- > ( unimodulaire ):

H t » Il
II

"^
Il II

*
Il II

^'11
le p. g. c. d., à droite, des deux, matrices A et H est alors T) ; leur p. p. c. m., à

gauche, est la valeur commune des produits

M = A',- A =B"x lî.

II. Poincaré aboutit au même lésullat (pour des matrices d'ordie 2) par un

calcul direct, moins méthodique et moins facilement généralisable. Sans approfondii'

complètement ces notions et sans leur donner leur complète extension, il n'en a

pas moins fait un usage remarquable, notamment pour la définition des produits

seconds (multiplication des modules et des idéaux (p. i6'i) et pour' l'approximation

par des nombres quadratiques ( p. i \ \).

II. La deuxième Partie, représentation des nombres quadratiques par des points

d'un plan, semble avoir été moins heureuse. L'assimilation au calcul algébrique

des imaginaires (module et argument) ne peut d'ailleurs s'étendre à des corps

d'ordre supérieur à 2. L'approximation d'un nombre (réel) par une somme de

puissances dun nombre quadratique fractionnaire, ne semble pas difl'érer beaucoup

de l'approximation par une somme des puissances de l'inverse d'un entier ordinair-e.

III. La troisième Partie, application de la théorie des réseaux à l'étude des

nombres et formes quadratiques, est un des premiers exemples de liaisons entre la

théorie des formes, développée par C. F. Gauss et Ch. Hermite et l'arithmétique des

corps de nombres algébriques, qu'on peut faire remonter aux nombres de Gauss,

mais dont la théorie venait d'être élaborée par E. Kummer, L. Kroneckei-

R. Dedekind, etc. La notion de triangles ambigus et des périodes de ses triangles y

est une interprétation géométrique de Wilgorithine des fractions ronlinues, mais

elle se rattache aussi à la méthode de réduction continuelle de Ch. Hermite et

(M Voir notainmeiil : A. C.hatei.et, Les groupes abcliens Jlnis et les modules de points

entiers, iv \i à 15, rii'j.
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au\ travaux de II. Miiiku\\5lvi siii- la gcomclrie tics /winùrcs. Il n'est pas sans

intérèl de remaniuer ijue les délinitiuns corrélatives, dans une période, du triangle

suivant (appelé dérivé) et du triangle anléci'denl (appelé primitif), donnent une

explication intuitive du théorème de K. Galois (') sur les développements en

l'raclions cuntiniies de deux nombres (juadralitiues conjugués, lient les périodes

sont les mêmes, mais écrites eu sens inverses.

De nombreux auteurs ont recherché depuis, soit des interprétations diverses, soit

des modifications de cet algorithme, dont on ne connaît pas encore de générali-

sation satisfaisante ( ')•

l\. La notion de multiplication seconde (ou commutative) des réseaux est une

des conceptions les plus originales du Mémoire. Elle a sans doute été inspirée à

II. Poincaré par la composition des formes (de Gauss) (^), dont elle donne un

mode simple de construction (ou de calcul).

Elle donne par suite aussi une construction du produit de deux idéaux, et, dans

ce cas, elle est presque immédiatement généralisable à des corps de degré quel-

conque.

\ . L'exposition de la théorie des nombres loinple.res idéau.v qui est l'objet de

la cinquième Partie, semble très proche de la conception de R. Dedekind (module

de nombres d'un corps algébrique, invariant pour tout produit par des entiers

complexes); cependant II. Poincaré semblait n'en avoir encore eu qu'une connais-

sance incomplète ('). Il a utilisé, moins complètement qu'il aurait pu le faire, la

représentation des nombres algébriques par des matrices. Il semble qu'il aurait été

désirable de préciser plus exactement la notion de corps et de domaine d'intégrité

des entiers de ce corps, en distinguant notamment les corps de base normale

(discriminant sans facteur 4), pour lesquels il v a des entiers de la forme ^— •

l'u conclusion, il est permis d'espérer que les idées de H. Poincaré, l'originalité

de ses méthodes et la hardiesse de ses conceptions, peuvent encore, malgré l'imper-

fection de leurs développements et malgré les progrès déjà réalisés, être l'origine

d'acquisitions nouvelles de la Science arithmétique. (A. C.
)

(') Ann. de Malli. de Glrijoxne, 1828-1829. E. Galois était encore à cette époque élève du

l.ycce Louis-le-Grand.

(- ) Notamment F. Klkix, Ausgewahlte Kapitel der Zaklentheorie, il^fiô; A. Ch.^telet,

An. A'c. JVorm. Sup., i')ii: G. Humbert, Journ. Math, pures et appl., 11)17; t>. Jii.ia, Thèse,

"0'7-

(') Encore qu'il suit possible que H. Poincaré ait eu l'intuition directe de celle notion et

n'ait constaté qu'ensuite son application à la composition des formes et à la multiplication des

idéaux.

(') M. P. Boulroux a écrit de son oncle : « H. Poincaré se servait rarement de livres. . . il ne

pouvait s'astreindre à suivre la longue chaîne de déductions... allant tout droit au résultat... il

l'interprétait et le repensait à sa manière »





SEPTIÈME PAIVIIE. - FRACTIONS CONTINUES (A'o/ice, p. 7).

SUR UNE

GÉNÉRALISATION DES FRACTIONS CONTINUES

Comptes rendus de /'Académie des Sciences, t. 99, p. ioi4-ioi6 (S décembre

Il existe, pour l'approsimation simultanée de plusieurs quantités, des pro-

cédés dont Lejeune-Dirlchlet i?t M. Krouecker ont donné une théorie très

générale. Toutefois il peut y avoir encore quelque intérêt à étudier spécia-

lement et en détail quelques-uns de ces procédés. C'est ce qui m'engage à

signaler un mode particulier d'approximation, qui, à côté de certains inconvé-

nients, présente l'avantage diine grande simplicité et d'une interprétation

géométrique facile.

Rappelons d'abord rinlorprotation géométrique des fractions continues que

j'ai donnée dans le XLVIP Cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique.

Soit X la quantité dont il s'agit d'approcher. Construisons le réseau à la Bravais,

à maille carrée, dont tous les sommets ont pour coordonnées des nombres

entiers. Il s'agit de trouver sur ce réseau des points qui se rap|jrochent beau-

coup de la droite y=7.x. Le réseau peut être engendré par une infinité de

parallélogrammes, de surface i, qui peuvent lui servir de maille. Choisissons

un d'entre eux OABC, qui soit tout entier dans le premier quadrant et qui soit

traversé par la droite y = ax. Celte, droite sortira du parallélogramme parle

côté AB ou par le côté BG; supposons que ce soit par le côté AB, soit D le

point symétrique de O. par rapport au milieu de AB. Le parallélogramme OADB
jouira des mêmes propriétés que le parallélogramme OABC. On obtiendra

ainsi une suite indéfinie de par.\llélogrammes jouissant de ces propriétés. Ce

H. P. — V. 24
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sont les côtés communs à deux ou plusieurs de ces |)aralléloi;raiiiines (jui

correspondent aux réduites.

Soit maintenant à approcher simultanément de deux quantités posili\es a

et (3. Construisons la droite y^=.xx. ^ = (3a;. Envisageons Tassemblage à la

Bravais dont tous les sommets ont leurs trois coordonnées entières. 11 v aura

une infinité de |)arallélépipèdes, de volume i, qui pourront servir de maille

à cet, assemblage. Soient A, H, C trois sommets du réseau, tels que le

tétraèdre OABG ait pour volume :• Complétons les parallélogrammes OADB,

OBEC, OCFA, puis le parallélépipède OABCDEFG. Ce dernier pourra servir

de maille à l'assemblage. Nous supposerons que la droite >' = olx^ z = Sx est

à l'intérieur du trièdre OABC. Nous diviserons ensuite ce triédre en six autres :

OADG, OAGF, OCFG, OEGG, OGEB, OBDG. Nous conserverons celui de

ces trièdres qui contient la droite r = ixx, z = px el sur lequel nous opérerons

comme sur le trièdre OABC. On sera ainsi conduit à une suite indi'finie de

trièdres de plus en plus petits et contenant tous la droite }• = yx, z = ^x.

Pour traduire ce qui précède <lans le langage analytique, appelons m, n. p\

m', n', p'; m", n", p" les coordonnées des points A, B, C. Le déterminant

et les trois déterminants

m I //(

/'

seront positifs. En supposant que ces trois déterminants soient rangés par

ordre de grandeur décroissante, les coordonnées des trois points A|, B). Ci

qui joueront le même rôle que les trois sommets \, B, C dans le triédre suivant

seront

P p-^p p-^p -*-p

Les déterminants qui joueront le même rôle que les trois déterminants A, B
el C auront pour valeurs

A — B. B — C, G,
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d'où la règle analylif|ue suivnnti' : on range les Irois dolerininanls A, lî. C par

ordre de graudL'iir décroissanlc, puis on relianche le second du ])reinier et le

troisième du seound, puis on opère de même sur les Irois nouveaux détermi-

nants olilenus, et ainsi de suite.

(-'-elle règle s'étend imuK'dialement à rapproxiiuation siuiultani'e de ri quan-

tités. Il est ais('' (r(''\aluer l\)rdre de l'approximalion. Supposons que les coor-

données ///. n, p. ... soient de Tordre d'une cjuantiti'' très grande t. les déter-

minants A, 13, C seront de l'ordre de •

Remarquons, eu terminant, qu'on pourrai! partager le Iriédre OABG
d'après d'autres lois moins simples, mais qui pourraient èlre plus appropriées à

certains buts s|it''ciaux.

NOTE
( f A lî r I E

La règle indiquée par H. Poincaré peut encore être exprimée comme suit :

ime ligne (matrice) de trois nombres, positifs, à rapports incommensurables :

est réduite, si les nombres sont rangés dans Tordre de grandeur décrois-

sante : 3! >• y > •-• On obtient une nouvelle ligne de nombres positifs, en la multi-

pliant par une matrice unimodulaire S, dont l'ellét est de soustraire les deuxième

et troisième nombres de leur précédent :

Si cette nouvelle ligne est encore réduite, on la multiplie à nouveau par la même
matrice unimodulaire, sinon on la multiplie par la matrice substitution 2 (nécessai-

rement unimodulaire) qui, en permutant les termes redonne une ligne réduite.

Ces opérations, continuées indéfiniment (puisque les rapports sont irrationnels),

donnent une suite de lignes réduites, dont les termes deviennent infiniment petits.

Cette règle est simple et généralise celle du développement en fraction continue

d'iiiif lii;ne de deux termes [en passant par les réduites intermédiaires: roir
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ci-dessus p. lâg, note (') et iGû, note ('-)|. Malheureuseinent elle ne donne que des

substitutions unimodulaires de la forme

S"> X Si X S"« X Sq X . .
.

,

les fl, étant des exposants entiers positifs, et les i,- étant des matrices substitutions,

de cinq valeurs possibles. Or il ne semble pas que ces matrices unimodulaires,

soient, comme c'était le cas pour les matrices du second ordre, suffisamment

générales.

En outre, ce procédé de réduction ne s'applique qu'à des matrices de une ligne,

alors qu'il apparaît nécessaire (au moins pour la reclierclie des unités d'un corps

du troisième degré) de former des réduites d'une matrice d'au moins deux lignes el

trois colonnes. D'ailleurs celle réduction appliquée à un corps réel du troisième

degré, dont les conjugués sont imaginaires (conjugués), ne donne pas, comme il

serait désirable une suite périodique ('). (A. C.)

(
' ) Sur la généralisation des fractions continues, voir A. Cimtelet, Ann. Ec. Norm. Sup., 191 1

.



HUITIÈME l'ARTIli. - INVAIUANTS AUITIIMÉTIQUES {Analyse, p. 7).

SUH

QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FORMES QUADRATIQUES

Comptes rendus de l'Aradéinic des Sciences, t. 89, p. 3j)4-34G {" août 1S79).

(Mémnire présenlé).

Les principaux problèmes relalils aux formes quadratiques se ramènent

comme on le sait, à un seul :

Reconnaître si deux formes données sont équivalentes, et par quel moyen

on peut passer de l'une à l'autre.

Ce problème est résolu de|)uis longtemps; des opérations assez simples

permetlenl de passer d'une forme quelconque à une forme équivalente,

appelée réduite, et rien n'est plus facile ensuite que de reconnaître si deux

formes réduites sont équivalentes.

J'apporte aujourd'hui une nouvelle solution de ce problème général, solution

destinée, non pas à remplacer l'ancienne, qui conduit à des calculs moins longs

et plus simples, mais à appeler l'attention sur certaines propriétés des formes

quadratiques et des nombres idéaux correspondants. Je résumerai en quelques

mots les principaux résultats obtenus dans ce travail. Tous les ihéorèiiies

qui y sont démontrés reposent sur une notion nouvelle, celle des nombres

corrélatifs (').

Cl Ces nombres corré/ali/s semblent avoir cU- appelés invariants arithmétiques dans la

-Noie suivante Mu 2') novimbre 1870), p. 192. f A. C.)



I()0 INVARIANTS ARITHMÉTIQUES.

A chaque nombre idéal (ou, si Ion veut, à chaque ioruie ) correspond un

nombre complexe existant, que j'appelle son nombre corrélalif.

Il V a une infinité de S3"slèmes de nombres corrélatifs, mais ces systèmes

peuvent se diviser en un nombre restreint de classes. On verra que, dans ce

travair, j'ai envisagé cinq classes de nombres corrélatifs, trois pour les formes

définies, deux pour les formes indéfinies; mais les mêmes principes auraient

permis d'en former bien davantage.

Dans chaque classe, il v a une infinité de systèmes de nombres corrélatifs,

et chacun de ces systèmes est défini par un paramètre K qui peut croître indé-

finiment, mais qui doit rester entier positif.

Voici quelles sont les principales propriétés des nombres corrélatifs; il va

sans dire que le système est supposé déterminé une fois pour toutes :

i" Les nombres corrélatifs peuvent se calculer à l'aide d'intégrales définies.

2" Tout nombre complexe existant a pour corrélatif tantôt lui-même, tantôt

son module (selon qu'il s'agit d'une classe ou d'une autre classe de corrélatifs).

3° Le rapport de deux nombres idéaux de même classe, ou son module

(suivant la classe de corrélatifs choisie), est égal au rapport de leurs corrélatifs.

4" La limite du corrélalif d'un nombre idéal donné, quand le paramétre K
tend vers l'infini, est celui des multiples existants de ce nombre idéal dont le

module est le plus petit, ou son module.

Ces propriétés permettent de résoudre les principaux problèmes relatifs aux

formes quadratiques.

A l'aide de la seconde, on peut résoudre rétjuation

a = X-— iyy-,

où a est un nombre entier donné.

A l'aide de la troisième, on reconnaît si deux formes données sont équi-

valentes.

Enfin, à l'aide de la quatrième, on détermine quel est le plus petit nombre

qui peut être représenté par une forme donnée, et l'on peut trouver, par

conséquent, la forme réduite d'une forme donnée.

Cette théorie se rattache directement à celle des fonctions elliptiques, et la

même méthode qui a permis de calculer les nombres corrélatifs par des inté-

grales définies permet d'exprimer également, à l'aide d'une intégrale définie,

les fonctions doublenient périodiques.
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IjQ calcul de ces intégrales est assez long: mais |)ciit-élre iiouiia-l-on le

simplifier, et arri\er assez vite à une approximation suffisante pour leconnaitre,

par exemple, si le nombre corrélatif peut être un nounbre complexe entier, et,

dans le cas où cela serait possible, quel pourrait être ce nombre complexe.

II suflirn. pour cela, de calculer l'intégrale avec une approxiuiation d'une

unité pour la partie réelle, avec une approximation égale à \/D pour la partie

iniaiTinain
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Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. 89, p. 897-899 (24 novctnhre

(Extrait par l'Auteur).

Celte Noie est destinée à faire suite à un travail analogue présenté à

l'Académie le 11 aoùl 1879. Ce travail avait pour objet certaines propriétés

des formes quadratiques définies el indéfinies; je n'ai fait ici (]ue développer

les résultats obtenus, en me restreignant aux formes définies.

Après avoir donné une expression nouvelle des fonctions doublement pério-

diques sous forme d'intégrale définie, j'envisage une forme quadratique définie

F = am-^ ibmn -t- en-.

à laquelle je fais correspondre un réseau parallélogranimatique ( '

) R, dont les

diflerents points ont pour coordonnées

b
\Ja -'V^-

Dans ces expressions de x el de j^, //t et n peuvent prendre toutes les valeurs

entières, positives et négatives.

De celle façon, à une forme F' équivalente à F, correspond un réseau R

égal à R, el, pour changer R en R', il suffit de le faire tourner autour de

l'origine, d'un certain angle que j'appelle angle de transformation. Je

donne le moyen de calculer les paramétres de la transformation quand on

connaît l'angle et les coefficients des deux formes F el F'.

On sait que, si F dérive de F' par la transformation

[U]

(') Cette notion a été ultérieurement étudiée de façon méthodique par H. Poincaré. {Voir

Mémuire ci-dessus, p. 117, publié en 18^0.1. C A. C.)
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OÙ a, (3, y, sont des qiuialitcs quelcouijuos salisfaisaiit à la coudiliou unique

xà — jj-- = I , la quanlilo b- — ac n'est pas alléri'C par la Iransfoi luation, et

c'est là le seul invariant des formes quadratiques.

Mais si, de plus, les paramètres «, p, y, â sont assujettis à rester entiers, il

existe une inlinlté de fonctions des trois coefficients a. b, c ([ui ne sont pas

altérées par la transformation. Tels sont, par exemple, les coefficients de la

forme réduite équivalente à la forme donnée. Ces fonctions sont, pour ainsi

dire, des invariants arithmétiques, pendant que b-— ac est un invariant algé-

brique. Parmi ces invariants, j'examine en particulier les séries

( ain- -+- -2 ùnui ~ en- )'•'

(^oùron doit exclure les valeurs m =^ o, n -^u), qui peuvent s'exprimer à l'aide

d'intégrales doubles définies. Mais la connaissance d'un invariant ne donne

qu'une chose : une condition nécessaire, mais non suffisante, de l'équivalence

de deux formes. La connaissance des covariants aritliuK-tiques permet, au

contraire, de reconnaître à coup sûr si deux formes sont équivalentes et, si elles

le sont, de trouver la transformation qui permet de passer de l'une à l'autre,

.l'appelle coi'f>r/ant (') toute fonction des coefficients d'une forme quiestégaleà

la fonction analogue des coefficients de toute forme équivalente multipliée par

une fonction connue de l'angle de transformation 0.

Si donc on connaît deux formes F et F' que l'on sait être équivalentes, un

calculera le covariant de chacune d'elles, et, du rapport de ces covariants, on

déduira facilement l'angle et, par conséquent, les paramètres <x, [3, y, ô de la

transformation. Si l'on ne sait pus à l'avance que les deux formes sont équiva-

lentes, on supposera qu'elles le sont; on calculera a, !3, y, ô, et, une fois que

l'on connaîtra les valeurs que devraient avoir ces paramètres, à supposer que F

et F' soient équivalentes, il sera aisé de reconnaître si l'hypothèse faite au début

était exacte.

J'ai envisagé une série de covariants arithmétiques

S E

Cl Ce terme de covariant n'est pas pris ici dans son sens liabituel, car il désigne une expres-

sion qui ne contient pas les v:irial)lcs. Il parait avoir été abandonné ensuite par H. Poincaré.

(A. C.)

II. f. — \ .
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et j'ai donné deux moyens de les calculer, soit à l'aide d'une intégrale définie

soit à l'aide de la série

où Uni représente la somme des puissances (2 A"— i)""'"^ des diviseurs du

nombre m.

Comme application, j'ai donné l:i décomposition d'un nombre premier de la

forme in-\-i, en deux carrés, au moyen d'une intégrale définie.
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Association française pour l'avancement des Sciences, lo" Session, p. ioj-117, Alger

(i5 avril 1881).

Je vais chercher d'abord à exprimer les foQCtions doublement périodiques à

l'aide d'intégrales définies. J'envisage, à cet effet, la fonction suivante :

Hi ( .;. a. 3- a. ù \ — "y "y
\

\
..

'

1
^êJ ^d

l
X — 2 — (irii — bii .< — ,j — ti/ii — ù/i J

délinie par M. Appell ( ') cl qui est aux fonctions elliptiques ce qu'est à coix

, r . !"(.<)
la Jonction •=

I (
.(

)

Je dis qu'elle peut s'exprimer à l'aide d'une intégrale définie. Supposons

que X — X— ain — hn ait sa partie réelle négative. On a identiquement

J = fain — bii . /.,

ezx-x-am-hu (!-._

Donc, si pour toutes les valeurs de m et de n, t — y.— dm — bn et

X —
i3
— am— bn ont leurs parties réelles négatives, on a

i')l\ semble que H. Poiucaré fait allusion à une Note de P. Appell aux Comptes rendus de

l'Arndcniic des Sfienres du 1- novembre i'^7'j. où sont étudiées les diverses limites vers

csqui'lb's lenri un produit dnulilemcnt infini

n m f.i -p n I

V -+- m I

p'iui n de — yj < ^ r, cl m de 1 il — -^ ; suivant la lac on dont les mmilires (entiers) m, n

tendent vers l'inlini.

En fait la somme qui définit la lum tion II, n est pas alisolunient convergente, et il faut

respecter l'ordre des Icrines. (A. C. ) -
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OU

H, = f [e:(^-ïi_ e=(.^3)] V e-«-'" V g-''-» dz,

ou enfin

'

( I — e-"- ) (I — p-''-
)

Hi s'exprime donc à l'aide d'une intégrale définie, pourvu que

partie réelle [.; — 2 — a»i — b/i] <i o.

partie réelle
|

.' — [-j — a»i — hn] < o,

ce qui exige

partie n-elle de a > o, partie réelle de t > o.

partie réelle 1 .r — a — 6 ) < o, partie rc'elle de (x — ji — 6) < o.

On aura de même

re>.z, .-a,_ e/.^:x-,3)] 1 ^i^
^

,^ J(,_,.-M,3^(,_e-/./'c)

si À est un nombre tel que

partie réelle de Ati > o. partie nielle de XO > o,

partie réelle de ).( ,/ — x — l> ) <. <>, partie réelle de K.r — '5 — h) < o.

Pour qu'on puisse tromer un pareil nombre À, il faut et il suffit que le

polygone convexe circonscrit aux quatre points

II. ô. b -7- a — .r, b -i- [j — .1;,

n'enveloppe pas l'origine.

Envisageons la fonction doublement périodique à deux infinis (')

K(a.-. a, ,il; = "y V !

^
' j— 1

on a identiquement

F = —! !-^ - H,(«. b)- H, (6, —(7)— H,f— a, —b)-^ H,(— b. a).

Chacune des fonctions H qui entre dans l'expression de F s'exprime

(') Voir la Note f) ci-dessus, p. iq'i. (A. <'.
)
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par une intégrale définie, pourvu (|u'aucun des quatre quadrilatères convexes

1" ". I>. h a — ./•. b ^ ''1 — x-;

•'." Il, — (7, — f/ -I- a — ./, — (7 -H p — r\

3" — a. — b, — b " n. — x, — /> ^- [j — x\

\" — b, a. <i a — .r. a -^
'i — .r.

n'enveloppe l'origine; c'est ce qui arrive si les points x - x et [3 — x sont

intérieurs au parallélogramme Q qui a pour sommets

a -! b ri — b — a — /; b — n

Or on ne change pas la fonction F en ajoutant à y. ou à ^ des multiples des

périodes; on peut donc toujours disposer de a et de |3 de telle sorte que x — x

et 3— X soient intérieurs à Q.

La fonction F peut donc toujours être représentée par une intégrale définie.

,/m p
Il en est de même de —;— et l'on en obtient l'expression par voie de

difl'érenliation sous le signe / •

Or toute fonclion doublement périodique s'exprime linéairement à l'aide de

fonctions telles que F et -;
' fi:/.

'"

Donc toute fonction doublement périodique s'exprime par une intégrale

définie. Les limites d'intégration sont zéro etoo. La fonclion sous le signe
j

est rationnelle, par rapport à diverses puissances entières de s et à diverses

exponentielles de la forme e-'-'" et e^'.

Considérons, en particulier, la fonction (
'

)

/(.v)='S î ;-—-•
^d {.r — ain — bn )-

(') C'est la limite de [\l(x, a, p):{a — p)], pour a— P tendnnt vers zéro. Celle somme
comme la prcccdenle n'est pas absolumenl convergenle; elle le devient quand on retranche de

cli.ique terme (comme il esl indiqué dans la Notice, p. 12), sa valeur pour x nul. Elle

devient alors

y r ! ! 1= L^'tlLç,n)^'l:El^,n)^,,..
Ji^\<x — am — bn)'- (ain -^- bn)- \ x' 6' ^'"' 6« ^' '

La somme esl étendue à toutes les valeurs dt- m et n (entières ). Les o^{q) sont définies
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En posant

on a (')

6
=5'' >, (,^„,_,,,.. =?^(g)>

/'-^-i-h^<'f^--^r.(',)-^9A,^-.-

d'où il suit que la fonction '-^lAt]) peut être représenttî'e par une intégrale définie

de la forme /- F d:.

où V est une fonction rationnelle de diverses exponentielles de la forme e''

et (?'v-.

La fonction 'y/,(<y) est holoiuorphe, toutes les fois que tj n'est pas réel. Elle

jouit des deux propriétés suivantes :

1" Si l'on change q en

"l — 'i^

;: )

OÙ a, p, y, sont des entiers tels que oio — (3-: := 1 , oi.{q) se change en

a" Quand la partie imaginaire de q est positive, 9<(y) peut se développer en

série et l'on a

Oaas cette formule, w,„ représente la somme des puissances (2 A" — 1

)"•""'* des

diviseurs de m.

par {k'^2 )

s,(<7) = 7 (toutes valeurs île m, /(, sauf 0,0)
'

( cji/i + Il r'-

La propriété d'être exprimés par des intégrales reste valable. Dans le Mémoire suivant

(p. 3o4 ), la notation adoptée est

,(am ^bnr-'- A" * U ''

Il est bien signalé que *. = 9, n'est pas absolument convergent. ( \. C. )

(') Les coefficients ont été rectifiés. ( .\. C. ^
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Voyons mainlenanl quel peut être le rôle arithmétique de ces fonctions 9/, («^)

dont nous venons de donner deux expressions, l'une par une intégrale définie,

l'autre par une série convergente.

On appelle iru'artant algébriijue de la forme F(ar, y^) toute fonction des

coeflicienls de celle forme qui ne change pas quand on fait

y = Y-r'-i- 8 ;)•',

OÙ a, (3. y, (5 sont des nombres quelconques tels que

a — V; = I .

De même, on appellera invariant arithmétique de F toute fonction des

coefficients de cette forme qui n(> change pas quand on fait

y = -'r'-i- 8jk',

où a, (3, y, ô sont des nombres entiers tels que c/.o— Py = i

.

Une forme linéaire ax + by n'a pas d'invariant algébrique; elle a, au

contraire, des invariants arithmétiques; par exemple, les séries convergentes

2di<im --hn i-'< b'-l-
'''

\l,)'

Les invariants arithmétiques peuvent servir à reconnaître si deux formes

quadratiques définies F et F' de même déterminant sont équivalentes.

Soit

17 , 1 « J I
/- '' ^ V^"— «<•

1r = a.T--^ 1 hxy ^- cy- = mod I ./• \n -^ ) —-n ;

I V" J

f ' '., /' ' ' ' 'o iF •
,b' ^ \h'-— a c'^

r=ax--f-2t<a;j'-f-cr-=inoil x \a — i

l \
"'

I

On doit avoir

A2— ac = h"-— a' c = — D.

En outre si les deux formes sont équivalentes, on doit avoir pour des

valeurs entières de a, (3, y, â telles que aô— i^y = i

n) a(ax'-(- 3j')--f- ibiax' -^ ?.>'') I.V-ï''^ S )•') -f- c(yx'-t- Sr')-= a' x'--^ ib' x'y'-\- c'y.

ou bien

;• , , r, js r , ' - , b ~ s.'b"-— ac ^\ , !—' ,6'^ s/6-— n'c'l
U bis\ (xx — jY) \Ja — (;x — ov )

—= — lA x ^a -^ >
—

•

\« I. \" J



200 INVARIANTS ARITHMETIQUES.

On en conclut (
'

)

a ^ \ a I a''/.-
' \ n'

d'où,

(2)

En idenlifiant les parties réelles cl imaginaires des coefficients de x' cl de y'

dans les deux membres de (i bis), on trouve en posant

partie réelle de X = ;j., partie imasinaire de À = v.

aa ~ 'i h ^ Il \ aa'

.

S ^'D«' = (y/j'-i- ;j. \'n) y'<7.

Les équations (2) el (3) donnent les valeurs de a, [3, y, ô, si l'on suppose

que F el F' sont équivalentes.

Pour reconnaître si F el F' sont équivalentes, on opérera donc de la façon

suivante :

On calculera

4'-^) - -C^^)
avec une approximation suffisante pour que les équations (2) el (3) donnent»,

|3, Y, â à moins de - près. Comme ces nombres doivent être entiers, on

connaîtra alors exactement les valeurs qu'ils doivent avoir dans l'Iiypothcse de

l'équivalence.

Si en donnant à tx, (3, y, ô les valeurs ainsi calculées, l'identité (1) est

vérifiée, les deux formes sont équivalentes; si l'identité n'est pas vérifiée, on

est certain que les deux formes ne sont pas équivalentes.

(') On a conservé le calcul même de H. Poincaré; il semble cepeiulant désirable d'utiliser, au

lieu de 9,, une somme ç. absolument convergente. On peut alors déterminer X par la condition

I fb-hii/l>\ 1 fb'^i\/D\

La méthode reste ensuite valable. ( A. C.
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Ue même que les formes linéaires, les formes de degré plus élevé et les

systèmes de formes ont des invariants arithmétiques. Considérons la forme

quadratique

( i ) ax- -\- ib xy -i- cy-,

OÙ
//^— ac = II.

Si 1) < o, elle a pour invariant arithmétique la série

(5) V !

^ad ( am' -i- 2bmn ^ en- /

k est un entier quelconque (
'

) et l'on donne à m et à n sous le signe 7] tous

les svslénies de valeurs entières, sauf

m = « = o.

Soit maintenant D > o et < et ?< les deux plus petits nombres entiers tels

que
/2 —Y) 11"-=!.

Soit (-)

À = hog{l-\- H v/D), — X = Log(/ — Il v'13).

La forme ( '\) a encore pour invariant arithmétique la série ( ')

' Zà ( am- -^ 2 bin n t- cn->- )*

'

k est un entier quelconque (') ; mais l'on donne à m et à n sous le signe 2. '••^"^

les systèmes de valeurs entières tels que

Le système des deux formes linéaires (conjuguées)

(a-.'v/D):r-(^i-r3VD)j.

( ') Supérieur à i.

(') Log désigne le logarithme népérien.

f) f". Lejeune-Diric lilet avait déjà utilisé de telles sériis. H. Poincaré le signale d'ailleurs

dans le Mémoire suivant ^p. 201). (Voir aussi En y. des Se. Math., Edit. française, I-17,

n- 3Î. (A. C.)

(') Supérieur à 1.

H P. — V. < a6
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a pour invariant arilliméliqiie la série

(7) eia. a'. :i. ri=- !

V )
[(»--«'\Û)/;< + (p+p's'Û)«]*

(-[(a-a'^ L>)«i-^(fi-[î v'")"]^ "",

/»• est un nombre entier quelconque et l'on donne à m et à n les inêines

valeurs que dans la série (6). Remarquons que l'expression de 0, dans laquelle

entrent des exposants imaginaires, pourrait offrir quelque ambiguïté; nous

l'éviterons de la façon suivante :

Soient

M = (a + a' v'D)«iH-(p-^fi'v/E)",

N = (a. — a' v'n)/» -^ (|3 — p' \'D)n.

Si M est positif, on posera

•X = valeur arillimétiiiue de logM.

Si M est négatif, on posera

'1 = \aleur arithmétique de lo2(— M) H- i;r.

On aura de même, suivant les cas

V = valeur aritlimetii|iie de logN

ou
/ = \aleur arillimérique de log(— N)-f-/s.

On posera alors

Les séries (5), (6), (7), sont susceptibles d'être représentées par des inté-

grales doubles de la forme

f f Pe/:di.

où F est une fonction rationnelle de diverses puissances (entières ou fraction-

naires, réelles ou imaginaires) de z-, de t, de e- et de e'.

De même que la fonction cp< pouvait servir à reconnaître l'équivalence de

deux formes quadratiques définies, de même la fonction &{a, o, b, 1) peut

servir, par le même moyen, à reconnaître l'équivalence de deux formes

indéfinies.
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Journal fa r dif veine und angewandie Matliematih i Jnurnii/ de Cre/le),

Hd 10'.», Ut 2, p. Sg-iâo (iyo5).

Voluriii- |Hiljlié 111 soiivi'iiir de C. LEJEUNP.-DminHi.ET ( iSoS-iSSg).

I. — Introduction.

Lejeune-Dirichlel dans deux remarquables Mémoires : Sur l'usage des

séries infinies dans la théorie des nombres (Journal de Crelle, t. 18) (') el

Recherches sur diverses applications de l'analyse infinitésimale à la

théorie des nombres (Journal de Crelle, l. 19) (-') est parvenu à déterminer le

nombre des classes des formes quadratiques d'un déterminant donné. Il s'est

servi pour cela de certaines séries infinies dont les propriétés sont remarquables.

J'ai eu moi-même l'occasion de me servir de séries identiques ou analogues

dans divers articles relatifs aux invariants arithmétiques qui ont paru dans

les Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris en 1879 (^) et dans

ceux du Congrès d'Alger de ['Association française pour l'avancement des

Sciences en 1881 (*).

•le demande la permission de revenir sur divers points relatifs à ces séries

|)Our présenter une série de remarques, qui n'ont peut-être pas par elles-mêmes

un très grand iatérêt, mais (jui ne sont cependant pas indignes d'attention, à

cause du lien qui les rattache à l'œuvre de Dirichlel.

Ces reuiarques se rapportent aux fonctions fuchsieanes. aux fonctions abé-

lienues, aux fonctions elliptiques et à un certain nombre de transcendantes

! ') i838. Uerke,t: 1, p. SSg-JSo. (A.C.)

(') 1839 et t. 21, i84i. Werke. l. I. p. 5i3:496. (A. C.)

(') Ce tome, p. i8j et 102-

f '
) Ce tome. p. 195.
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nouvelles plus ou moins apparentées aux lonctions elliptiques et fuchsiennes

et à la fonction de Fredliolm (
'
).

Ce qui permet de réunir ainsi dans un même travail un tel nombre de

fonctions si' diverses, c'est la communauté de leurs propriétés arithmétiques

et leurs relations avec l'analyse de Lejeiine-Dirichlet.

II. — Invariants des formes linéaires.

On sait qu'au point de vue algébrique, une forme linéaire

,r.r -^ br

n'a pas d'invariant; je veux dire qu'il n'existe pas de fonction uniforme des

deux coefficients a et /; qui ne changent pas quand on remplace la forme

linéaire par sa transformée par une substitution linéaire quelconque.

Elle en possède au contraire au point de vue arithmétique, c'est-à-dire qu'il

y a des fonctions uniformes des deux coefficients qui ne changent pas quand

on remplace la forme linéaire par sa transformée par une substitution linéaire

quelconque à coefficients entiers. Ce sont les invariants arithmétiques.

Un bon exemple est fourni par la série

( I
) y, -, ,,. = 'l't ( ". b I,

^ • .^ ( <7ni -^ bn r

OÙ ni et n peuvent prendre tous les systèmes de valeurs entières possibles,

positives, négatives ou nulles, à l'exception du système //) = o, rt = o. Celte

série est absolument convergente pourvu que le nombre A" soit plus grand

que 2.

Dans les articles que j'ai cités, j'ai montré comment ces séries et en même

temps les fonctions doublement périodiques peuvent s'exprimer par des inté-

grales définies simples. J'ai indiqué ensuite quel parti on peut en lirer pour

reconnaître si deux formes quadratiques définies de même déterminant négatif

sont ou non équivalentes, au sens arithmétique du mol.

Ces séries se rattachent nux fonctions elliptiques par le lien le plus direct.

Si en effet, nous adoptons les notations de Weierstrass. et que nous fassions

a := TIO, h = 2 0)',

(') Voir aussi le Mémoire postérieur: Fonctions modulaires et fonctions fuchsiennes (igis)-

Œuvres, t. 2, p. 592-618, f A. C.)
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on a

i . 1

•
'i

'

' i>-7 "loo.i.^ So.'i.y.ii

l'ius généralement, euvisageons uae fonction uniforme v(,«, b) qui joue le rôle

(l'invariant arithmétique, c'est-à-dire qui satisfasse à la condition

: ( <(. //) = 9 ( a « — 'j 6. 7 (/ - oh )

quand a. ,5. -. o sont des entiers tels que

11 f>l clair que c'est une fonction uniforme de g^j et de ^:, et que récipro-

quement toute fonction uniforme tle
ff^,

et de
fi'.-,

«si un inwniant.

Considérons maintenant en particulier les in\ariauls ([ui sont des fonctions

homogènes de a et de b, ce qui est le cas de la fonction <I»/, définie par l'équa-

tion (i): on a

ri V , V , , i y.a — ^jb \
z,(xa r Jt/. 'I ob I

= I '.'Il -^- r,b Y ' z ( ^ , I

\-;>i — f.b J

d'où, en faisant h ^= i

.

:^") (1 a — )* i|/<, I ),

ce qui montre que si k est un entier positif et |jair, o(a, i ) est une fonction

ihélafuchsienne corres|)ondanl à ce groujie fuchsion particulier qui engendre

les fonctions modulaires.

On peut se demander si celle fonction peut être représentée par une de ces

séries thétafuchsiennes que j'ai définies dans le paragraphe J de mon Mémoire

sur les fonctions fuchsiennes yAcla Malliemalira, t. !)('). Et d'abord quelle

est la forme de ces séries thétafuchsiennes dans le cas qui nous occupe.

Soit H(x. V) \n\e fonction rationnelle quelconque, homogène d ordre — 2.k

|)ar ia|)port à .r et à y et envisageons les séries

(.!) ï;H(a« — [J, Y» -i-o) = S(v« — oi--;'' Il / ;i^^ !;'. i)

et

C2*") ZWij.,1 ^ 36, va — 56,1

(
'

I Œuvres. I. _'. p. ibo.
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étendues à tous les systèmes de nombres entiers y.. ,5. y, o, qui satisfont à la

condition aô — (Sy = i

.

La première est une série thétafuclisienne, la deuxième est un in\ariaut

arithmétique. II faut toutefois que les séries convergent. En se reportant au

Mémoire cité sur les fonctions fuchsiennes, on voit que les conditions néces-

saires et suffisantes pour la convergence d'une série de la forme (2) sont :

i" Que la fonction H(x, 1 ), n'ait pas d'inlini sur le cercle fondamental;

2" Que k soit un entier plus grand que i (au moins égal à 21.

Mais dans le cas qui nous occupe, ces conditions doivent être légèrement

modifiées, parce que ce qui joue ici le rôle du cercle fondamental, c'est une

droite : l'axe des quantités réelles.

Il est -aisé de transformer cette droite en un cercle par un changement

linéaire de variable; on retombe sur une série de la même forme.

Soit par exemple

(3) e(;) = SH(^^--4, i^c-^-o)--"

et posons

_ . / — 1

Soit de plus

l'égalité (.3) devient

en posant

Il,(^)= Il ('7^' ' 1)1 /^i ;--<•.

On voit que si la fonction homogène II(.r, r) n admet pas cn_)- = o un zéro

d'ordre 2^- au moins, la fonction H|(/)a un infini pour / =^ — i, c'est-à-dire

sur le cercle fondamental et la convergence ue peut avoir lien.

Les conditions nécessaires et suffisantes de la convergence sont donc :

i" Que le nombre A" soit un entier plus grand que 1
;
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2° Que la foacliou ii[x, y) ne puisse devenir infinie quand le rapport

-

est réel;

3" Qu'elle adnielle un zéio d'ordre ik pour >• ^ o
(^

' ).

Nous avons ainsi une nouvelle foiine plus générale pour repiésenler les

invarianis arilliméliques, mais si nous revenons aux fonctions •!>/, définies par

l'équation (i) une nouvelle question se pose. La fonction thélafuchsienne

<I»/i(a, I
)
peut-elle être représentée par une série ihétafuchsienne?

Nous savons que dans le cas où le polygone ijénéraleur Ro est tout entier à

l'intérieur du cercle fondainenlal et n a aucun sommet sur ce cercle, lotilc

fonction ihétafuchsienne peut être représentée par une série thélafuchsienne

pourvu que k '^ 2 {lue. cit., p. 246) (,-). Mais il n'en est pas toujours de même

ijuand le polygone générateur a un sommet sur le cercle fondamental. 11 y a

alors une condition à rem|)lir [cf. loc. cit., p. 2i5 et 270) ('). Si a,- est un

sommet situé sur ce cercle, et 0|(^) une série téthafuchsienne, on doit avoir

lini (t — ^iy-tSi{/.) = o (pour f = z;).

Revenons à l'équation (3*") et faisons

»,(0(' — I ;~-*ô (t ^^ ) 7 2, = — I.

On doit avoir

lirii e{:) = liiii(7 -^ I )-2<e ( ( j = o ( |i(iur / = — i. ou ; =x).

Si donc *ti était représentahle par une série thétafuchsienne, on devrait avoir

lim'ti(;, il = liiii> r=o (pour 3 = 0).^ (mz ^ n)''

Or on a évidemment

^71 I ,. XT' '

Il m 7 ,
= 2 lim > —77=^ o.

.<bJ ( mz -+- n )* .oJ «*

Donc les <ti ne peuvent être mis sous la forme de séries thélafuch>iennes.

(') Dans le Mémoire : Fonrtioiis modulaires et fonctions fuchsiennes {OEiwrcs, t. >, p. o'ji),

H. Poinraro rectilie celte affirmation :

« Cette cumlusion (3") n'est nullement justifiée par les raisonnements qui la préct-diiit el qui

conduisent tout simplement à l'énoncé (qui remplace les lomlitions 1° et 3").

La fonction rationnelle H{x, y) ne doit devenir infinie pour aucun système de valeurs réelles

de X et de y, le système x — n, y — o étant mis à part ». ( \. C.)

(') Œuvres, t. 2, p. 21 5-2 16.

(') Œuvres, t. '^ p. 188 et 240-j'ii.
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Mais à un certain point de vue les séries «P/, peuvent être regardées comme

une dégénérescence des séries thétafuclisiennes.

Soit en eflPet ; une quantité quelconque, non réelle, et envisageons la série

thétafuchsienne

Si nous faisions tendre Ç vers zéro, nous aurions à la limite dans la série en

question, une infinité de termes qui deviendraient égaux entre eux, ce qui

suffit pour montrer que la série ne saurait être uniformément convergente.

Groupons les termes de la série convenablement, c'est-à-dire en réunissant

ceux de ces termes qui deviendraient égaux entre eux à la limite. On les déduit

du premier d'entre eux en changeant y et ô en

•; -n DIX, 8 -f- m '{j

m étant un entier quelconque positif ou négatif. Le terme général en question

peut alors s'écrire

\( -JlZ -^ [i ) ( I — 7» ; i
— ; ( •; ; — 3 )]

-

iNous sommes ainsi conduits à sommer la série

1,-

où a et b sont des constantes et où l'on donne à m toutes les valeurs entières

depuis — 30 jusqu'à + » . La sommation est aisée; on sali en ellel que l'on a

-rol^..,n-::c.,t<;, - = >̂
id \ .r - - m 1 — ni j

d'où

I ( <r -^ bm)-''
-7-r I

'^ /. — M ! F*
(ï)

en désignant par l'<(^.t) la dérivée ( a/»' — i V'""^ de Trcotga-T:.

Dans cette formule il faut faire

,( = ( 25 -i- [i) — '{ •;; ^- ô), h =^IX-Jiz -^ \i)

d'où

b f y-z — Z

Or si nous supposons x très grand, et. par exemple, de partie imaginaire

positive, on aura sensiblement

f — I M T A- — 1 I ! Fil X ) = Ai e-'"-'',
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Ai iHanl une conslanle ne dépendant que de /,', donc si ; esl 1res petit et sa

|)arlie imaginaire positive, on a

= A,

.

d'où

La sommation est étendue à tous les systèmes d'entiers a et (3, premiers entre

eux. Etant donnés deux entiers a et (3 premiers entre eux, on peut en effet

toujours en déduire deux autres entiers y et <î tels que c/.q — [3y^i; ce

problème comporte même une infinité de solutions, mais qui toutes conduisent

à la même valeur de l'exponentielle e "='*?.

iNous sommes ainsi conduits à un nouveau type d'invariants arithmétiques

représentés par la série

Va 4- ob

La convergence de celle série est évidente si le rapport t^ a sa partie imagi-

.... , 1,1 y a -\- ob ,

naire positive, il en esl alors encore de même du rapport.^ t—.j de sorle que

l'exponentielle

(5) e-"»"-:^"

esl plus petite que i en valeur absolue.

Si au contraire le rapport j a sa partie imaginaire négative, celte exponen-

tielle a son module plus grand que i ; mais il esl limité; car parmi les expres-

sions en nombre infini
V (T -r- OÙ

il y en a une dont la partie imaginaire est plus grande en valeur absolue que

celle de toutes les autres. La série converge donc encore.

Si c, tend vers zéro de telle façon que sa partie imaginaire soit négative, il

faut remplacer l'exponenliclle (5) par l'exponentielle

mais la série reste encore convergente.

II. V. — V.
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Posons maintonanl

H(.r, _r) =
{i- - hy ) i-^- — î-2y ) -{.v - Uir)

et

e(>i, 6) = i;il(a« + [ii, va + 06).

Si nous décomposons la fonction ralionnelle ïl{x, y) en éléments simples, nous

pouvons écrire

U(x, r) = >, F—

»

les Ai étant des constantes. On peut écrire ensuite

, 'ST' V V '^i( ^ " + [''1'
)'"-''

- ' ^ Ad^ \i^\im
où

X;= ( xa -)- Sfc) — ?;('",'« — 36), Y; = — ïi(2" -H p6).

Le premier signe — se rapporte à l'indice ("; le second au nombre entier m
;

le troisième à tous les systèmes d'entiers a, [3 premiers entre eux.

Si nous eflectuons d'abord les deux premières sommations, nous trouvons

Faisons tendre les "cj vers zéro; ..-' tend vers l'oo; et colgTi^r^ tend vers + \ — 1

ou — \, — 1 suivant le signe de la partie imaginaire de y-) ou, ce qui revient

au même, suivant celui de la partie imaginaire de t, ; de sorte que l'expres-

sion (6) a pour valeur asymptolique

où £,• est égal à -|- ' ou à — 1, suivant le signe de la partie imaginaire de ^,....... . x^ A, =,

Si les parties imaginaires étaient toutes de même signe, le coefficient 2^~T~
se réduirait à

A;

et par conséquent à zéro. Nous supposerons donc que les parties imaginaires

des ^i ne sont pas toutes de même signe; et nous poserons
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11 vienl alors

La soinmalioa s'étend à ions les entiers x et jS premiers entre eux, mais il est

clair (|ue l'expression

V \ ,

OÙ 31. et (3 sont premiers entre eux, ne diflere de la même expression où oc et |3

sont des entiers quelconques, que par le facteur constant ^ —r* O" '" P'"end

toutes les valeurs entières positives.

Ainsi se trouvent rattachés les invariants arithmétiques de la forme (i) et

aussi ceux de la forme (4) à ceux de la forme (2) ou (.•>,''") qui s'expriment

directement par une série ihétafuchsienne (').

L'uniformité île la convergence de ces séries s'établirait aisément, ce qui

permettrait de se rendre mieux compte de la façon dont ces séries peuvent

s'exprimer en fonction de g-^ et de g^, ou ce qui revient au même de la fonction

fuchsienne

-/'-.'(:^) =H^
et de sa dérivée.

Prenons d'abord les fonctions thélafuchsiennes les plus simples, en suppo-

sant A- = 2. Elles sont de la forme

•"'
\r/z) ./i.r-nQ(.r)'

où le degré de Q(a;) dépasse d'une unité au moins celui de P(.ï'). Soient

(') Dans le Mémoire postérieur cité {OEuvres, t. 2, p. 5g6) H. Poincaré gcnériilise et précise

ces résultats en groupant les invariants de la l'orme f i ) et ccu.\ de la forme ( '^) dans une même
expression

^^ (oia ^-'^bf-'-

(sauf cliangements de notations |, r,, m au lieu de a, b, q; puis p ou — p au lieu de s); la

somme étendue à tous les couples d'entiers a, p premiers entre eux et fi ^ étant déterminés

par la condition aô — (•? = '•

Pour 7 = r, on obtient la série (4). Pour (] = o. 011 obtient la série ( t ) divisée par le lucleur

constant i;/n-"' (m entiers).

Une série Ihétafuclisienne B eat égale à une somme infinie de fonctions i/ [formule ( 1 1 ; de

la page 5i)8], et cette expression comprend comme cas particuliers, les expressions étudiées

• i-dessus (p. 20S A 210) de 9(i, ; ). (A. C.
)
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d'ailleurs q el p ces deux degrés de telle sorle que

Soient de plus :ri, X2, . , Xq les zéros de Q(x); el z,, z-,. . . . :,j\es valeurs

correspondantes de z. Notre fonction (7) peut s'exprimer par une série lliéla-

fuchsienne de la forme (2) où k z= 2 el où

où z,, z.,, . . ., Zq sont les quantités définies plus haut et dont la partie ima-

ginaire est positive, tandis que (,, ^,, ..., (, ont leurs parties imaginaires

négatives. Quant à n(;), c'est un polynôme de degré q -{- r — 4- Nous pren-

drons pour plus de simplicité

q=i. r = 'i. p = o, q -h r — 4 = <i,

de sorle que P(.') cllli^;) se réduisent à des constantes. Faisons maintenant

tendre simultanément -,, ti, t-,, t, vers zéro de telle façon que x, tende vers

l'infini. Alors à un facteur constant près, la série tliélafuchsienne tend vers une

série de la forme ( 1
") et la fonction (7) vers
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D'autre part, en développant les considérations qui précédent, on pourrait

trouver entre les séries de In forme (4) et (i) diverses relations d'où l'on

pourrait sans doute déduire des lliéorémes d'arithmétique.

il va sans dire que toutes ces séries qui définissent les invariants arithmé-

tiques n'auraient aucune signification si le rapport -'- était réel. Elles n'en

auraient pas non plus si /. [dans la formule ( i )] n'était pas un entier pair; si /•

était un entier impair, <P< serait identiquement nul. Si k n'élait pas entier,

chacun des termes de la série */, ne serait pas entièrement déterminé et il n'y a

pas moyen de choisir leur détermination de façon à conserver à la série toutes

ses propriétés essentielles.

11 faudrait donner un nioven d'exprimer loules ces séries à l'aide de
a'..> et

de gi (ou de x et de -^ 1 • C'est là un problème sur lequel je suis revenu à

diverses reprises dans mon Mémoire sur les fonctions fuchsiennes sans pouvoir

eu donner une solution complète et satisfaisante. Je me bornerai encore

ici à développer certaines considérations qui sont de nature à jeter quelque

lumière sur ce problème, et qui en même temps nous fournissent une générali-

sation inattendue de la théorie des intégrales abéliennes de première et de

deuxième espèce. Ce sera l'objet du paragraphe suivant.

III. — Relations avec les fonctions fuschiennes.

Rappelons d'abord quelques-uns des résultats de mon Mémoire sur les

fonctions fuchsiennes ( Acta Mathematica, t. 1) (').

Outre les séries thétafuchsienncs, j'ai eu à considérer certaines fonctions

que j'ai appelées \{:) (loc. cit., p. aSS) ('-'). Ces fonctions sont de la forme

suivante :

m
Dans cette foruiule x=:f{z) représente une fonction fuchsicnne de z; les

nombres h et ,u, sont entiers; Q est un polynôme entier en x. Les rt; sont les

points singuliers de l'équation différentielle qui définit la fonction fuchsienne,

c'est-à-dire les valeurs que prend la fonction /(-) aux sommets du polygone

'') Œuvres, t. 0, p. i65.

I
'-

) Œux'res, t. 2, p. >0). \'oir aussi le Mémoire postériiur, t. 2, p. Go-;.
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générateur du groupe fuchsien. Les entiers h et [i-i ainsi que le degré du poly-

nôme Q sont assujettis à certaines inégalités.

Dans le cas particulier qui nous occupe, il n'y a que trois points singuliers a-,

el nous pouvons supposer que ce sont o, i, oo
; le polygone générateur se

décompose en deux triangles ayant pour angles o (pou ta- = oo), - (pourir^o),

- (pour X = \). Si nous prenons alors k = i pour nous borner au cas le plus

simple, nous aurons

(2)

.r, étant une constante quelconque.

Si nous prenons un h quelconque, nous aurons

F(.r) étant un pol^-nome de degré p el les nombres entiers \, /,| et/? étant

déterminés comme il suit :

si /( = 6«-4-i, /, = 3«-(-i, À] = 4"- 1, p = Il + \,

si /( = 6 n -)- 2, À = 3 « -- I
,

Xi = 4 " -<- 2, p = n -h 1,

si /( = 6« -H 3, X = 3n -i- 2, Ài = 4 " h- a, p — n -i i,

si /i = Qn H 4; À = 3n H- 2, À] = 4" -+- ^> p = ii -h i,

si /( = 6/i -i- 5, À = 3 « -H 3, ).i = 4 « ^ 4i /) = n -t- 2,

si A = 6n -; 6, À = 3« -h 3, Ài= 4" -<- 4- '/' = " '•

Quant à R(a:), cest une fonction rationnelle de x où le dénominateur est de

degré au moins égal au numérateur et où le dénominateur ne contient pas de

facteur x ou x — i (
'

).

Considérons maintenant les fonctions ihétafuchsiennes de première espèce,

c'esl-à-dire celles qui restent toujours finies. Elles sont de la forme

(3) e(.;:
^''^^"-' •'<"'

r/z .r'~(.T-

ou F{x) est un polynôme de degré/» — 2 el où les cnliers >,, Âi et/; ont des

valeurs conformes au tableau (2).

(') Dans le Mémoire poslérieur (loc. cit.), les lellres /(, À, A,, /; son! reniiilacées par /;; — i,

Àp À,, </; la relalion infliquce est

<7= A, -*-),,— )» -hi iiu yj = ), + A,— /i

el !!(*) est remplace par une constante. (A. C.)
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On voit que pour /(= i , 2. 3, 4. 5, 6 •' nv •> l>;is de fonclion lIiLHafuchsienno

(le première espèce.

Si nous considérons la formule (1), nous voyons que la fonclion A (c) a p -\- q

infinis, q élnnt le degré du dénominateur de R(:f); que, quand ces infinis sont

regardés comme donnés, le nombre maximum des paramètres arbitraires

contenus dans A(.3) est égal à (7 + 1, c'est-à-dire au nombre des coefficients

du numérateur de R(a?).

Entre les p-\-q résidus de A(:;), il y a donc ]) — i relations linéaires.

D'autre part, l'examen de la formule (3) nous montre qu'il y a

p

— i fonctions

thétafuchsiennes de première espèce. Et comme les nombres entiers H, 1, ^t,p

ont même valeur dans les formules (i) et (3), nous devons conclure que le

nombre des relations entre les résidus de \{z) est égal au nombre des fonctions

thétafuchsiennes de première espèce.

C'est là une propriété qui n'est pas spéciale aux fonctions modulaires et qui

est vraie d'une fonction fuchsienne quelconque (cf. loc. cit., p. 266) (').

Bornons-nous par exemple aux fonctions fuchsienncs qui n'exislent qu'à

l'iiilérieur du cercle fondamental, et soit A(;) une fonction de la forme

.r et X étant deux fonctions fuclisieunes; de telle sorte que A(;) satisfasse à

la condition

^( !!"^g ) = (ï---hS)-^\(;s).

Supposons que cette fonction A(j) ait des intinis donnés, di'lerents des

sommets du polygone générateur. Ilj- aura entre les résidus de cettefonction

autant de relations linéaires qu'il y a de fonctions thélafuclisiennes de

première espèce de la forme

(S)'"'-

Comme on (lémontre d'autre part que le nondjre de ces relations linéaires

est égal au nombre des séries thétafuchsiennes, c'est ainsi que j'ai démontré

dans le Mémoire cité que toute fonction ihétafuchsienne de première espèce

est reprôsentable par une série thétafuchsienne, ce qu'il aurait été très difficile

d'établir par une autre voie.

CJ Œuvres, t. 2, p. 232.
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Quoi qu'il en soit, ces résultats vont être notre point de départ. Considérons

une fonction A satisfaisant à la définition précédente, nous remarquerons que

sa dérivée d'ordre 2/1 + 1

est une fonction liiétafuclisienne (cf. loc. cit. p. ^47) (')• Soit alors

X et Y étant des fonctions fuchsieiinos, c'est-à-dire des fonctions rationnelles

de X dans le cas particulier des fonctions modulaires et des fonctions fuchsiennes
,

de genre zéro; ou des fonctions rationnelles de x et de y dans le cas général

des fonctions fuchsiennes de genre quelconque, qui s'expriment comme on

le sait, à l'aide de deux d'entre elles, x et y lices par une relation algébrique.

On voit que Y est une expression linéaire par rapport à X et à ses dérivées

-j^j -1—^' • • Pour former cette expression, égalons-la à zéro.

L'équation

Y = o

est une équation différentielle linéaire en X, quelle en est la signification?

Soit

(4) ;-g=.ç(x,r),

l'équation linéaire du deuxième ordre qui a donné naissance au svstème de

fonctions fuchsiennes considéré. Elle admet comme intégrales

L'équation \ = o admet comme intégrales

de sorte qu'on l'obtient en foruiant l'équation linéaire à laquelle satisfont les

puissances (2/i )'*""'* des intégrales de l'équation (4)-

D'ailleurs, si, oubliant un instant la signification de la fonction A, nous

cherchons à intégrer l'équation Y r= o nous trouvons d'abord que la dérivée

(') Œuvres, t. 2, p. 216-217.
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('.>./« -f- i)'"'""-' de A est niille, par conscqueul t[ue A est un polxiiome df degré 2.I1

en s, et X un pareil polynôme inullipllé par [-tz] •

Cela posé, envisageons iino fonction llictafuchsienne quelconque 0;

intégrons-la a/j + i fois |iar lapporl à j, et soit M(;) le résultat de cette

intégration de telle sorte que

,/-'• • • M
dz-^i' ' 1

)(3).

Soit

M = X(*)-*; «.., = ^{^

Y étant formé avec X comme nous l'avons dit plus haut, tandis que Z est

une fonction fuchsienne, c'est-à-dire une fonction rationnelle de x et y que

nous regardons comme donnée. Comme nous savons intégrer l'équation linéaire

sans second membre \ ^ o, nous saurons intégrer l'équation à deuxième

membre Y = Z.

Quelles sont maintenant les propriétés fondamentales de la fonction M(^).

Pour cela reprenons l'équation Y = Z, et la surface de Riemann relative à

la relation algébrique entre x et y. Décrivons sur cette surface un cjcle fermé,

ou un contour fermé enveloppant certains points singuliers, x,y etZ reviendront

à leur valeur primitive, z subira une des substitutions du groupe fuchsien et

se changera en

Ainsi -la nouvelle comme l'ancienne détermination de X satisfont à une

même équation Y' ^ Z, de sorte que la différence de ces deux déterminations

doit satisfaire à Y = o, c'est-à-dire' se réduire à un polj'uome en z multiplié

par \-jr ] ; posons

V=X.- 1^ 1-,
feV',/dx_

\dz

X' étant la nouvelle détermination de X, et P un polvnome de degré 2 A en z.

Nous avons

-m
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d'où enfiii

M(i)
(
Y ; -t- 5)-2'' -f- (y ; H- o)--^'' p.<m)

II vaut mieux dans ces condilions, meltre la relation sous la forme homo-

gène, en mettant à profit l'idée de M. Klein. Soit F(;) une fonction de z et

convenons de poser

F(Ç,ri) = ^*F(|).

oii k est égal à o, si F(s) est une fonction fuchsienne; à 2/1, si F(;) est la

fonction M(s) ou A(:;); à — 2/1 — 2, si F(z) est la fonction &{z). Dans

ces conditions ou a, pour une substitution quelconque du groupe fuchsien

(5) e(aÇ-f-pYi, Y?-t-Sri) = e(Ç, -n),

( M(aÇ-t-pri, TÇ-+-8-ri)=M(?, •r,) + P(?, -ri),

P(E) ^) étant un polynôme homogène de degré 2h en ^ etïj.

El c'est ici que commence à apparaître l'analogie que j'avais en vue avec

la théorie des intégrales abélieaues. Les fonctions 0, ou plutôt les fonctions

rationnelles Z qui en dépendent, jouent le rôle des expressions algébriques à

intégrer, les fonctions M jouent le rôle des intégrales abéliennes elles-mêmes;

enfin les polynômes P jouent le rôle des périodes.

Pour justifier cette assimilation, il suffit de montrer que la théorie des

intégrales abéliennes rentre comme cas particulier dans la théorie générale que

je viens d'esquisser. Considérons, en efltH, le cas où le polygone générateur du

groupe fuchsien se réduit à un polygone de 4p côtés dont les côtés opposés

sont conjugués et dont la somme des angles est égale à deux droits. Supposons

de plus /i ^ o ; nous avons alors aflaire à des fonctions thétafuchsiennes

incapables d'être représentées par des séries thétafuchsiennes, puisque ces

séries ne peuvent converger que si /; + i est au moins égal à 2. Mais cela ne

fait rien.

On a alors simplement

M (s) = feiz) d:=
I
Z (Ix.

Comme Z est une fonction rationnelle de x et de 7, on voit que M est simple-

ment une intégrale abélienne (' ).

(') Voir Mémoire postérieur QEuvres, t. 2, p. 611.
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Revenons au cas de /*>o; nous distinguerons parmi les fonctions M(c) :

1" Celles qui ne devienaenl jamais infinies; ce seront les intégrales de

première espèce. On les obtient en parlant des fonctions thétafuclisiennes de

première espèce.

Le nombre des intégrales do première espèce indépendantes (c'est-à-dire

dont une combinaison linéaire no se réduit pas à un polynôme P(^, r/) de

degré 2 h) est évidemment égal au nombre des fonctions lliétafuscbiennes de

première espèce, c'est-à-dire (vide supra) à p — i.

1" Celles qui deviennent infinies, mais n'ont d'autre singularité que des

pôles. Ce sont les intégrales de deuxième espèce.

Combien y a-t-il d'intégrales de deuxième espèce indépendantes [c'est-à-dire

dont une combinaison linéaire ne se réduit pas à une fonction A (3) plus une

intégrale de première espèce] ?

C jnsidérons celles qui admettent q infinis donnés, ou quelques-uns de ces

infinis. S'il v en a plus do p — i, on peut trouver une combinaison linéaire

de ces intégrales dont les résidus satisfassent à /> — i relations linéaires

quelconques. Soit C(5) celle combinaison. Par exemple on peut prendre les

p — I relations auxquelles doivent satisfaire les résidus d'une fonction .A(3).

Alors les résidus de l'intégrale C(;) sonl égaux à ceux d'une fonction A (:) el

la différence C(s')— A(5') ne devenant plus infinie est une intégrale de première

espèce.

Le nombre des intégrales indépendantes est donc au plus rgal à p— i.

La forme de ce raisonnement suppose que tous les infinis sont simples, mais

il serait aisé de l'étendre aux infinis multiples.

Considérons maintenant la fonction

(cf. loc. cit. p. 242) (
' I. C'est une intégrale de deuxième espèce, el même elle

peut être considérée comme l'intégrale de deuxième espèce élémentaire. C'est

de plus une fonction thétafuclisienne de a.

Considérons/)— i de ces fonctions

<!>(:, a,), '!>(;. ct.j)- ••• '!>(::"/•-<).

(') OlCuvies, t. 2, p. 21a.
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eu clioisissanl ai, rtj, iip^i. d'une manière quelconque. Si ces/?— i fondions

nY'taient pas distinctes, on pourrait trouver/»— i nombres A,, Ao, . . ., Ay,_|

tels que la combinaison

ZS,<^{z, a,)

se réduise à une fonction A (s) plus une intégrale de première espèce. C'est-

à-dire qu'on pourrait trouver une fonction A(3) qui admette seulement les

infinis

«1, «2, .... (t-p—y

avec les résidus

A,, A,, .... A;,-,.

Mais les résidus d'une fonction A( s) sont assujettis à yy — i relations linéaires

distinctes auxquelles les A; devraient satisfaire, ce qui ne serait possible

(puisque le nombre des relations linéaires distinctes est égal à celui des A,)

que si tous ces nombres A,- étaient nuls.

Donc les fonctions $(s, ai) sont indépendantes.

Donc le nombre des intégrales indépendantes est au moins égal à p — i

.

En conséquence,

Le nombre des intégrales indépendantes de deuxième espèce est égal à

celui des intégrales indépendantes de première espèce.

Etudions maintenant les périodes et prenons d'abord celles qui se ra|)portenl

à une substitution linéaire elliptique

Ecrivons celte substitution sous la forme

j étant une racine (aA)''""^ de l'unité.

Posons

H ( >•; -i- i^-n, P? ^- <J-i ) = M (.^, -n j ; Q ( À? -h ,ur,, st + ^r, ) = P
( ç, t, ).

L'équation

!\I(a? ^ 'yr„ vç -f- St,) = M(E, T,J -^ P($, T,)

peut s'écrire

li(j^/~\ -^j'iJ-A, y-'P? -l-y-'^-n) = H(/.^ -f- [iTi, p£ -H (7Yi) -^ Q(/.Ç -I- ix-i), p5 -)- u-q).
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On a didic

"(yç,y-'in) = ii(Ç, r,)^-Q(^, -0).

De celle équation, nous pouvons en déduire d'aulres en changeant H eu /;,

1
1
<j' ? j-'- -^1^ = 11 (y;, y- n ) - q uk, y-' n ),

'•y-?. y-^T,
,
= iiiy*-'!, y'-*-n) -I- <.>(y*-'?, y-'-o.

Mais comme y esl une racine (2/1 )''""° de l'unité, on a

el par conséf[ueiil

Qii. -n^-^Qiyç, y-'-'-.^-i •••+Q(y''-'?,y"^''Ti~t = o,

ce qui signifie (juc, dans le poljnoine Q, tous les termes où la dillerence des

exposants de ^ et de -n est nulle ou un multiple de 2 k doivent être nuls.

Le nombre des coefficients distincts du polynôme Q (ou ce qui revient au

inéine du polynôme P). est égal à 2to, m étant le plus polit nonihre entier

satisfaisant à l'inéenlilé

Dans le cas des fonctions modulaires nous n'aurons à envisager que deux

polynômes P, le premier correspondant à la substitution (z, ) pour

laquelle /• = 2, el le deuxième à la substitution ( z.
"'

) pour laquelle A' = 3.

Pour le premier, « est égal au nombre "/, du tableau (2); pour le deuxième

au nombre >.,, de ce même tableau, de sorte que le nombre des coefficients

arbitraires est

2). + 2X1.

Mais nous pouvons ajouter à l'intégrale M(5) un polynôme entier quelconque

en z d'ordre 2/1 sans que sa dérivée d'ordre a/t 4- i cesse d'être égale à ©(-z)-

Ce polynôme contient 2/1 + 1 coefficients arbitraires. Nous pouvons donc

ajouter à M(:;) un polynôme choisi de façon à annuler 2/1 -+- 1 des coefficients

arbitraires des périodes. Pour qu'il On fiU autrement, il faudrait qu'il existât

un polynôme entier en z dont toutes les périodes fussent nulles, c'est-à-dire

qui fût égal à une fonction A(i). Or il n'y en a pas (sauf le cas de h = o, que

nous excluons).
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Ce n'est pas loul; soient P(5, n), Q(^, v) les périodes relatives aux deux

substitutions elliptiques envisagées plus haut, de sorte que

M( -VI, = M(?, Yi) + P(?, iri),

M($--o, Ç) = M(Ç, Yi) + Q(Ç, -n).

Si nous faisons ? =; o, il vient

M(.— -r), o) = M(o, 7i) + P(o, -f]),

Ml,— -11, o) = M(o, 1]) + Q(o, -n),

donc
P(.,. •r,) = Q(o, -nV

Cette condition étant distincte des précédentes, ainsi qu'il est aisé de s'en

assurer, il nous reste

2 X -^ 2 Xi — (
) /i + l) — I = 2/) — 2

coeflîcienls arbitraires.

I.,c nombre des coefficients arbitraires est donc au plus 2p — 2.

Il ne peut pas non plus être inférieur. Car s'il l'était, on ne pourrait

trouver 2p— 2 intégrales de première et de deuxième espèce linéairement

indépendantes. Car si nous prenons ap — 2 intégrales M{z) quelconques,

nous pourrions en former une combinaison linéaire et choisir les coefficients

de cette combinaison de telle sorte que toutes ses périodes soient nulles, c'est-

à-dire qu'elle se réduise à une fonction A(^).

Or nous savons qu'il existe précisément 2./}— 2 intégrales indépendantes

de première et de deuxième espèce.

En conséquence :

Le nombre des coefficients arbitraires des périodes est double de crlui

des intégrales de première espèce.

Ce tliéorème est d'ailleurs général.

On peut trouver d'autres analogies avec la théorie des intégrales abéliennes,

ainsi la possibilité de décomposer en intégrales simples de deuxième espèce

les fonctions A(:;) qui jouent ici le rôle des fonctions rationnelles R(a;, y)

dans l'étude des intégrales abéliennes. D'autre part, les relations entre les

résidus des fonctions \{z) correspondent au théorème de Riemann-Roch.

Enfin '^{z, a) est une intégrale de deuxième espèce par rapport à z, et c'est

en même temps une fonction ihétafuchsienne de a; il j a là une sorte de
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réciprocit(5 qui n'est pas sans analogie avec la Vertauscliung von Parameter

und .Irg-urnent de Clebscli et Gordan.

Mais revenons au problème qui nous avait servi de point de départ. 11

s'agissait de ramener les fonctions lliélafuchsiennes à la forme de séries

ihétafuchsiennes, ou si l'on préfère, de chercher les conditions nécessaires et

suffisantes de l'identité de deux expressions thétafuchsiennes, mises soit sous

la forme de séries thétafuchsiennes, soil sous la forme des séries (i) et (4)

du paragraphe précédent, soit sous la forme du produit de (-rr) P^'' ""e

fonction rationnelle de x et de )•.

Nous pouvons maintenant énoncer ces conditions. 11 faut et il suffit :

i" Que les infinis soient les mêmes avec les mêmes résidus.

a" Que les périodes soient les mêmes.

Encore ces conditions ne sont-elles pas distinctes; il suffit que /> — i des

coeHîcieats arbitraires des périodes (sur 2p — a) soient les mêmes.

IV. — Invariants des formes quadratiques définies.

Après avoir envisagé les invariants arilhmiHiques d'une forme linéaire isolée,

nous sommes conduits à étudier ceux de deux formes linéaires simultanées,

d'où il est aisé de déduire ceux d'une forme quadratique.

Soient ax -{- by et a'x-{-b'y deux formes linéaires simultanées, nous

cherchons les fonctions des quatre coefficients a. b, a', b' qui demeurent

inaltérées quand les deux formes subissent une même substitution linéaire à

coefficients entiers.

Si y, , Jn, . . . , j,, sont des invariants de la forme ax -+- by, regardée comme

isolée, si y, . /"
, y'^ sont des invariants de la forme isolée a'x -\- b'y, il est

clair d'abord (|ue toute fonction uniforme des j et des j" est un invariant des

deux formes simultanées.

.Mais tous les invariants de ces deux formes ne peuvent pas s'oblcnir ainsi;

ceux qu'on peut définir de la sorte, restent inaltérés, non seulement quand

les deux formes subissent une même substitution, mais encore quand elles

subissent deux substitutions différentes. Ce ne sont donc que des invariants

1res particuliers cl qui ne présentent pas d'intérêt spécial, puisqu'ils se ramènent

immédiatement à ceux que nous venons d'étudier.



224 INVARIANTS ARITHMETIQUES.

Il est aisé d'en obtenir d'autres; soient

Fi = ( ax -- bv) -H ç, (a'.r -f- b' y),

F» = («x — by) -^ Ço {a' x -+- i'.r):

F/,= («j; — by) -r ^/,{a'x ~ b'y),

p combinaisons linéaires de nos deux formes; les lettres ^i, Eo, • • • , S/< repré-

sentent/» coefficients constants quelconques. Soityi un invariant de Fi,y.j un

invariant de F-.>, . . ., jp un invariant de ¥p. Toute fonction uniforme de j',,

y.., . . . , Jp esl encore un invariant des deux formes.

Considérons maintenant la forme quadratique

(ax -h by){a'x -h b' t) = aa'x- +- {ab' -r- ba) xy -f- bb' \-

qui est le produit de nos deux formes linéaires. Toulc fonction de «a',

ab'-\-ba', bb' qui est un invariant arithmétique de nos deux formes linéaires,

est un invariant de la forme quadratique; et la réciproque est d'ailleurs vraie.

D'après ce que nous avons dit des invariants des foi mes linéaires, nous

sommes conduits à envisager spécialement les invariants des deux formes

linéaires qui dépendent seulement des rapports

a a ,

b
^^' F ^ ^'

c'est-à-dire les fonctions F(-, z') telles que

V • z - ; z a J

C'est ainsi que parmi les invariants d'une seule forme linéaire, nous avons

distingué les fonctions fuclisiennes F(c), tandis que les autres se ramènent aux

fonctions thétafuchsiennes.

Parmi les fonctions F(.:, :;') qui jouissent de la propriété précédente, celles

qui sont S3"métriques en z et z' sont des invariants de la forme quadratique.

Si nous considérons les différentes substitutions linéaires à coefficients

entiers, pour une infinité d'entre elles, les deux nombres

sont infiniment près d'être réels; ce qui nous montre d'abord que les points

pour lesquels .: et z' sont réels tous deux, sont des points singuliers de la
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fonction F(3, z'). Mais d'aulre pari, si z ut ;' sont deux nombres cjui ne sont

pas tous deux réels, il est impossible de trouver une infinité de substitutions

telles que les deux équations

T3-1-Ô Y s' -1-5

soieiil luiiniuient prés d'être siinultanéiiieiil satisfaites.

On pourrait donc être tenté de croire qu'il est possible de former des

fonctions F(«. z') (ou plus généralement des invariants arithmétiques des deux

formes simultanées^ rtx + i'j' et a'x-{-b']) qui n'admettent d'aulies points

singuliers que ceux pour lesquels ; et ;' sont réels tous deux. Cebi n'est pas

possible; supposons en effet que ; et :;' soient liés par la relation

(2) ;;'-!-((; — ;') + i = o;

alors F(c, ;')^F(;, —^ A) serait fonction uniforme de c seulement et

comme :; et s' en vertu de la relation (2) ne peuvent être réels à la fois,

la fonction F(;, z') n'aurait aucun point singulier essentiel, ce qui est

impossible.

Nous avons bien des manières de former des invariants aiitlimétiques;

considérons par exemple la série

analogue aux séries ibétafuclisiennes et où la sommation est étendue à toutes

les substitutions linéaiires du groupe.

Cette série où H(^, z') représente une fonction rationnelle de ; et de •:

converge pourvu que :

i" Le nombre m soit entier et positif.

2" La fonction H(s, z') ne puisse devenir infinie ou indéterminée quand r

et z' sont tous deux réels.

3" Le produit H(;, z')z'"z'"' tende vers une limite finie cl déterminée

quand ; et z' croissent indéfiniment.

Posons alor^

,-.,„,-=,„,h(^4)1h.(„,a..'.a');

H. P. - V. 29
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la série (3) peut s'écrire

(3'"«) i;il(a« + 36, -;-(/ + ob, «</'+ fib', -(a'^ob') = e(<i, h, a b'

)

et se présente directement sous la forme d'un invariant des deux formes

linéaires. Si la fonction H(^. z'^ est symétrique en z et:;', c'est un invarianl

de la forme quadratique. Si l'on donne à la série la forme (3'"') la condition de

convergence est que H soit une fonction rationnelle homogène, de degré — 2 m
tant par rapport à a et à 6 que par rapport à a' et 6', dont le dénominateur ne

puisse s'annuler quand les rapports ji jj
prennent une même valeur réelle.

Nous obtiendrons évidemment une autre forme d'invariants en envisageant

les séries

^^^ 2d(ya -i-obyC;o'-hSb'y,'

où y et ô peuvent prendre tous les systèmes de valeurs entières possibles sauf

le système y = â = o, et où nous supposerons d'abord .y entier (et d'ailleurs

> i). Les invariants définis par les séries (3'^") ou 4 admettent comme points

singuliers essentiels, non seulement ceux où z et ;;' sont réels lotis deux, mais

ceux où l'une seulement de ces deux quantités est réelle. Ils n'en admettent

d'ailleurs pas d'autre.

Soient maintenant A et ju., X' et ju.' quatre constantes quelconques, et reprenant

la fonction définie par l'équation (3'"'), formons l'expression

(3''''') 9(Àc/ -1- ;ji«', ÀZf -!- iib', '/,' a -+- ,'J.'"', '/•' b -\- \i-' b'

)

c'est an invariant arithmétique des deux formes linéaires, mais non plus de la

forme quadratique, ses points singuliers sont ceux pour lesquels l'un des deux

rapports

À II -I- \x a '/.' a H- (jl' II'

Ab -h iib'\ '/.' b -h \x.'

b'

est réel. Plus généralement soit H(a, b, a! , b') une fonction rationnelle quel-

conque homogène de degré — \m par rapport aux quatre variables a, b, a', b'.

Formons la série

(5) ^]]( an -h lib. -; a -{- Sb, aa' -i- [ib', -(a -{- ob') = &t( (': b, a', b').

Si cette série est convergente, 0f est encore un invariant des deux formes

linéaires. Soit Q(rt, b; n! , b') le dénominateur de H; l'ensemble des points où
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l'un des lorines de la soric dovicnt infini est donné par les équalions

((')
)

Q(af( -,- [j/v, Y« i- Si, «(/+ (36', Y«'+ 56') = o.

Mais ce dont non-- devons suilout nous pr(>occupcr, c'est de leclicrclier

renseinblo des points dans le voisinage desquels il y a une infinité d'équations

(6) qui sont satisfaites. Ces points sont en cfl'et les points singuliers essentiels

de la fonction 0,

.

Soit d'al)ord ;„ une quanlité coninieasurable quelconque. Posons

a = I ^ // 3(1, [j = — h 3,-,, -' = A, 0=1 — /( Zn,

d'où aâ— 3y = I ; comme -o est conimensurable, on peut choisir h d'une

infinité de manières de façon que a, [3, y, ô soient entiers, et l'on a

a« H- |36 = a + /( z,){ii — z„b ), ; ,i -^ où = b -h h(a — z„0 ),

an' -^ 36'= d' -h /i Zo(ti' — Zab'). ^; ii'^ S 6' = b' -i- li.i n'^ z„/>'),

de sorte que quand h croîtra indéfiniment, les rapports des quantités

uii-r[Jb, -j/i-tob, aa'^yb', •^n'-i-ob'

tendent vers ceux des quantités

z„<a—z„b), («— ;„6),, z„( a'— z„/y ). (n'—z„b').

Donc, si le point a, b, a', b' satisfait à l'équation

(7) Q[c,j(</— ;„6). (>t — z„b), zo(u'—zob'), (n'— z^b' )] = o,

il y a dans le voisinage de ce point une infinité d'autres points où des équations

de la forme (6), dillerentes pour tous ces points, sont satisfaites. El cela est

vrai quand on donne à z„ une valeur commensurable et par conséquent aussi

une valeur réelle quelconque.

Mais ce n'est pas tout; il est évident que si le point «, b, a', b' est un poini

singulier essentiel, il en est de même de tous les points

xri-hpb. ya-hàb, a«'-i-p6', •(•«'-+- 36',

où X, jj, y, sont des entiers tels que v.o — (3y^ i . Donc les points a, b, a', b'

qui salisforont à l'équation

<)(3oA, A, ïoA', A') = o

en po^ant

A ={ati -i- b,b) — Zi,{-;'i -+- 36), A'= (an' -+- pb' ) — z„{yii'-h 36')
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sont encore des points singuliers essentiels. Or quand r„ prend toutes les

valeurs réelles possibles,

a — 2oT

prend aussi toutes les valeurs réelles possibles. Nous obtenons donc linalemenl

les points singuliers essentiels à l'aide de l'équation

(;'"') q[z,{a-:'„b): {a-z;b), ;„(«'-;'„//), (</-:'„ 6')] = o,

où Zq et ^0 sont deux constantes réelles quelconques.

Réciproquement, si l'on considère une suite indéfinie de systèmes de

nombres entiers, x, [3, y, ô, tels que aô— (3y =: i , on voit que, quand on

s'avance indélinimenl dans cette suite, les dilTérences

a fi a -( aa-)-pt x ««'-)- p 6' a

' a -i- àb

tendent vers zéro (j'exclus le cas où o reste fini, cas où il conviendrait de

renverser tous les rapports précédents). On déduit de là que si le point

ai, bi, «',, b\ est infiniment voisin d'une infinité de transformés du point «, b,

a', b', on doit avoir

><, _ b, _ a\ _ b\

Zu{u- z\b) ~
Il — :-'J)

" Sni<i'— z'ab')
"

a'— i» 6'

'

3g et z'„ étant réels.

On peut en conclure ensuite que si le point a. 6, a', b' ne satisfait ni

aux équations (6). ni à l'équation (7'"'), on peut trouver une limite

supérieure de

H(«, b, a, b')b'-"'b"'"'= H,(rt, b, a', b')

(qui est une fonction rationnelle homogène de degré zéro en a, b, a', b') ainsi

que de toutes ses transformées

Ht(aa -H pè, -,'(/ -i- ob, a a' -h ^b', •; ci -h ob').

D'où il suit que la série (5) converge puisque la série

(8) 2(-ca-i-Sè)-2'«(Ya'-+-S6')-î"'

est convergente. A vrai dire ce raisonnement semble supposer en outre que les

rapports j-i -p ne sont pas réels, puisque dans le cas contraire la série (8) ne

convergerait pas, mais il serait aisé de remplacer dans l'expression de H, le
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facteur b'-"'
b'-'" par

n.o -h iJ./yy"'CA'b-hix/j'y"'

et de choisir les constantes /, p., À', ,u.' de telle farou que les rapporls

'/.b -h \i.b' y b -+- ]x' b'

ne soient pas réels et par conscrjuent que la série

(8*'-<) S[X(va -+- ob) -t- 'i{-fa'-h ob')]--'" [>.'(t« + 36) -+- ;/(Ya'-i- àb')]-'-'"

converge.

La nature des points singuliers résulte de la discussion qui précède.

Considérons l'espace à huit dimensions où les coordonnées sont les parties

réelles et imaginaires de a, b, a' et b'. Dans cet espace les points satisfaisant

à une équation (6) forment une variété à six dimensions, les points satisfaisant

à une équation (7''") où :;„ et ;'„ sont réels, forment en général une variété

à huit dimensions. Donc en général /es points singuliers essentiels forment

des espaces lacunaires.

Cependant il peut se faire que le premier membre de (7'"') puisse se mettre

sous la forme

Q'(=o)Q"i''"' — "v'j, "'— -0*') = o-

Dans ce cas lécjuation (7''") peut se réduire à

Q*tT — z'ob. a'— z'ob') = o

et ne contient plus qu'un paramétre arbitraire réel 5'„. Dans ce cas, les points

qui y satisfont forment une variété à sept dimensions; de sorte que si l'on

regarde par exemple b, a', b' comme donnés, les points singuliers essentiels

dans le plan des a forment des lignes singulières et non des espaces lacunaires.

Dans le cas par exemple des invariants de la forme quadratique, H et par

conséquent Q sont homogènes de même degré en a et b d'une part, en a' et b'

d'autre part (de degré k par exemple); le premier membre de (7''") se réduit

alors à

Q(--„, I, .-.„ i)ia~z',b)H"'-=-«b'y

rt l'équation {'j'^'') sécrit

(« — -0 ^)* («'— ^'0 b'Y = o,

ce qui montre que les points singuliers essentiels correspondent aux cas où -r
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OU 'j-, sont réels. Dans le cas où Ton a Q(-;o, \,Z(,. i) = o, ^i, étant réel,

c'est-à-dire si le dénominateur de H s'annule quand les deux rapports r et p

prennent une même valeur réelle, l'équation (7''") est toujours satisfaite, de

sorte que la série ne converge jamais.

On est donc conduit à partager l'espace en quatre régions d'après le signe de

la partie imaginaire de j et de p- La série (.5'"') représente des fonctions

différentes dans ces quatre régions; observons que tie ces quatre régions la plus

intéressante est celle où l'une des parties imaginaires est positive et l'autre

négative; quand en effet, les deux rapports sont imaginaires conjugués, la

forme quadratique devient réelle et définie. Ce que nous venons de dire

s'applique à la série (3'"'); on obtient des résultats analogues pour la

série (3"^' ).

Soient ©1, ©2, ©;i, 0, quatre séries de la forme (3'"") le nombre m étant le

même pour toutes les «juatre. Existe-l-il en général entre elles une relation

algébrique liomogéne

( (j) F( H|, H,. H3. H, I = ().

Ce serait là une généralisation d'un tliéorème connu sur les séries

ihétafnclisiennes. Désignons par Hi. H-.., FI), H, les fonctions rationnelles

qui engcndreni respectivement Bi, ©^i ©i! © et supposons que l'on ait

„ _
"'.

„.= "^
'

{ Il — qyh)ia — q\b'

)

'
{ n — q.,h ) i ri'— q.,b'

)

où rji et (y-, sont des constantes, où ll\, H', sont des fonctions rationnelles qui

ne deviennent ni nulles, ni infinies pour j- r= (^,, , = rj.,^ tandis que H3 et II,

sont quelconques; nous supposerons seulement qu'elles ne deviennent ni

nulles, ni infinies pour .- = q,, -, , ^= q-,.

Ordonnons la relation (9) sui\anl les puissances de ©j et ©^ et soit

Au.,, 6!;^ H'',

l'un des termes du développement, Ap étant un polynôme homogène en ©;,

et 0, . Je distinguerai parmi ces termes ceux qui sont d^ordre maximum.

Un terme en ©'^0',' sera d'ordre maximum s'il n'existe pas de terme en ©'^ 0' tel

que /->-' > fjt, v'-^ y, ou (ji-'^ {J-, v' > v.
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Soit

a, ,2, y, o; a', (3', y', o' sont des entiers tels que <xd — j5y ^ i , a'
o'— (j'y'r=ij

mais ijui correspondent à deux substitutions linéaires différentes.

Alors 0, et 0;. deviennent infinis pour

et, si l'on développe

(qui ne dépendent que des rapports - = ;, j-, = ;'l, suivant les puissances

de ; — </', et z'— (/,, on trouve

Vi et \ -j ne devenant pas infinis el B| et Bj représentant des constantes

analogues aux résidus.

Si nous développons de même

F(e, /<•"" 6'-^"'. e..b-^"'/y-^"'. e, 6^'" //-'", 0ib-"'b'-''")

suivant les puissances de z — </', ,
:'—

(j,, tous les termes du développement

doivent être nuls. Or si A^,;0i^0".' est un terme d'ordre maximum, le

coefficient de

est A|[.,ï en désignant par A!}., ce que devient A.j^v quand on y fait

a = q',, b = i. a'=5r'o, 6'=i.

Donc A^., doit être nul el le rapport -^ doit être le même quand on y fait

n aqi-t-[j li a! q-i-^r- \j!

b 'CJi-^o b' y'qi-}-5'

quels que soient les entiers x, (3, y, ô, a', ,3', y', o'. Comme tji et (j^ sont

(juelconques, le rapport -^ ne doit pas changer quand a. b et a', b' subissent

des substitutions linéaires à coefficients entiers, (jue ces substitutions soient

identifjues ou différentes.
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Comme il n'en est pas ainsi, c'est que la relation (9) ne peut exister et qu'il

n'y a pas en général de relation algébrique entre les 0.

A l'aide des invariants obtenus par les séries (3''"), on [)eul en obtenir

d'autres en les combinant par addition, soustraction, mulli|)licalion ol division.

On peut également les combiner avec la fonction

"b'-a'b,

qui est évidemment un invariant des deux formes linéaires et la racine carrée

d'un invariant de la forme quadratique.

D'autre part, si J est un invariant des deux formes linéaires, il en est de

même des expressions

Dans le cas particulier où

H(,.) =
(3_^)(-'_y)'

l'invariant formé à l'aide de la série (.3''") satisfait à une équation différen-

tielle remarquable, car

an rlh

est un des inxariants de la forme linéaire unique ax~\-by. invariants étudiés

dans le paragraphe 2. Plus généralement, si

(=-7)"'(:'-7V'

la même opération répétée m fois sur W conduit à un invariant de la forme

linéaire unique ax -\- by.

11 est clair que si l'invariant J est homogène dordre m en a et b et d'ordre m'

en a et b' . l'invariant a' -V—- b' -rr est homoKènc d'ordre m — i en a et b cl

d'ordre m' ^- \ en n' et b'

.

.Soit maintenant A un invariant homogène d'ordre m en a et b et d ordre ni

en a! et b\ m et m étant positifs. Alors les dérivées d'ordre m par rapport à a

et à 6 sont homogènes d'ordre o, de sorte qu'en vertu du théorème des

fonctions homogènes, on peut poser

daP db^-*-"'-P
:(— i)'-*-"'-/'i/'rt'^"'-/' M(«, b, a', b')
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Cl l'on constate aisomunl (|iie M esl encoiv; un invarianl ;uilhmétiqun homogène

il'onlre — {m -\- 2) en a ot b cl d'ordre /;/ eu «' cl b'. On poscrail de même

;^?S^^ =(-')'"'"•-" ^'""''•^'"-"^("'
''' "'' ''^

('l l'un M'i-rail que N est 1111 invarianl aiitliinclique lioinogène dordrc — {ni-\-2)

on n cl b d'ordre — (/>i'+2) en a el b'. Gela est l'équivalent de la relation

entre les fonctions A envisagées au paragraphe III et les fonctions théta-

fuchsiennes. On voit de combien de manières on peut (h'-duire de nou\eaui

invariants de ceux que l'on connaît déjà.

On peut rattacher ces invariants à certaines fonctions qui sont apparentées

aux fonctions elliptiques. Considi'rons en efTet la série double

i;H(:i; — ma — nb, j:'— ma'— nb') = F^,y(.r, x'\

011 III el n prennent toutes les valeurs entières possibles, el où H peut s'écrire

H = ^^,
xP x'i

p {>t Y étant deux entiers positifs dont la somme est plus grande que 2. Si nous

supposons d'abord q ^^ \ . nous vovons que la fonction F^, satisfait à l'équation

dUrérentielle

r/.i; da db A4 {x — ma — nhV'+^

dont le second membre est une fonction elliptique.

Si q est > I , on a simplement

I.a dilléreuce

V,„,{x,x)--^^^

se réduit pourx = .T'=o à l'un de nos invariants.

Observons encore que le produit

Vp,i{x, x')'7{x, a, b)'yP{x', a', b'),

[où 7(x, a, b) représente la fonction u de JVeierstrass ayant pour périodes a

cl b\. reste fini pour toutes les valeurs des variables (sauf bien entendu quand

l'un des rapports^ ou ', devient réel). Si l'on développe ce produit suivant

H. P. - V. 3o
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les puissances de x et de x\ les coefficients du développement sont encore

des invariants qui ne deviennent pas infinis.

Il résulte de cette rapide revue que les invariants des formes quadratiques

présentent beaucoup plus do variété que ceux des formes linéaires, et cette

variété se manifeste en particulier par la circonstance suivante. Dans la série (i)

du paragraphe II, on ne pouvait donner à A' une valeur fractionnaire; dans

la série (4) de ce paragraphe IV au contraire, on peut donner à s une

, ., . . .
, ,

a (i ...
valeur tractionnaire, au moins quand les rapports j et -p son' imaginaires

conjugués; la somme de la série reste un invariant. Cettte circonstance a joué

un rôle capital dans la démonstration de Lejeune-Dirichlet qui nous a servi

de point de départ.

V. — Relations avec les fonctions abéliennes.

Les invariants des formes quadratiques prcsonlent, comme nous venons

de le voir, une grande variété; au lieu de l'invannnt

j,...,=y—^—j _
^ai (am--i- 2 o/nn-+- en-)'

qui joue le rôle capital dans la démonstration de Lejeune-Dirichlet et qui

correspond à la série (4) du paragraphe précédent, on peut envisager la série

^z{arn--h ibmii -i- en-),

OÙ o est une fonction quelconque, et en particulier

V{q)= ^qOm---*-tbn,n+,„\

C'est d'ailleurs ce qu'a fait Lejeune-Dirichlet lui-même (cf. (H£u^res complètes,

t. 1, p. 467-469) (') et, comme nous allons bientôt nous en rendre compte, cet

(') I.e Mémoire cilc est Tiechcrches sur dàerses- applications (le l'analyse infinitésimale à

ta théorie des nombres.

Il a été publié dans ic Journal de Crelle, lid. 19, iSSg et Bd. 21, iS )i. Lcjeune-Diriclilot y utilise

surtout les sommes que H. Poincnré désigne par •

J(s) = i:P~'; P= am^-i- 2 6/«« -H '«•;

il ue donue que d'assez brèves indications sur l'emploi des sommes

On trouvera un résumé des résultats obtenus par Diriclilet et des reeherclies ultérieures dans

VEnc. des Se. Matli., Édit. française, I, 17, n'» 32 à 30. (\. C.)
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invariant F(^/) nurail pu. tout aussi l)i('n quo i{s) servir de point de dépari

à son analyse.

Onvoil d'ailleurs que ces deux invariants sont intimement liés l'un à l'autre;

car on a la formule

(U l{s)}is)=f\-^-'[V(e--)-i]dz.

D'un autre côté, F(^) se rattache aux l'onclions abélicnnes, car la série

I
•)> = 1 e'i'"'+".>l qnm^+-ib„in+,n'-

n'est autre chose que la célèbre fonction 0, et il suffit pour retrouver ^ {q)

d'y faire x =^}— o.

Nous avons besoin pour ce cpii va sui\re de savoir comment se comporte

cette fonction pour q voisin de i , et pour cela nous emploierons l'artifice

suivant. La fonction elliptique peut recevoir l'interprétation physique

suivante. Soit une armille de longueur 27t, soit f{x) la distribution de la

température dans celte armille à l'instant t^o, x désignant l'arc compté sur

l'armille à partir d'une certaine origine. Si l'on choisit convenablement les

unités et si l'on prend q = e\ la distribution de la température à un instant

quelconque est représentée {)ar l'intégrale

G(''néralisons cette conception. Nous voyous d'abord que, si nous posons q = e~',

la série (2) satisfait à l'équation aux dérivées partielles

Elle représente donc la distribution de la leinpcrature dans un plan formé d'une

matière anisotrope c'est-à-dire où la conductibilité calorifique varie avec la

direction. De plus celte distribution doit être périodique, car la fonction ne

change pas quand on augmente r ou r d'un multiple de ar. 11 est clair d'ailleurs

que si cette périodicité existe à l'instant initial, elle subsistera toujours. De

même, dans le cas de la fonction elliptique, au lieu de considérer une armille

fermée, nous pourrions envisager une droite indéfinie, mais où la distribution

initiale serait supposée périodique.
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Revenons à la fouclioii aUélienne et cherchons quelle doit cire la dislri-

bulion initiale dans le plan. Soit d'une façon plus générale

f{x, r) = s A,„„e'l"' >•+".»

la tlistribution initiale; la distribution à un instant quelconque sera

J\x, y, t) = ï A„,„ e'l""--^".>) qnm'+'>bm,i+,„\

Or on M

les intégrations étant effectuées de (^ = o à u=^-2t: et de r = o à i>=:2r..

On a donc

/(x, y, l I
= 7—7 // _/'( II, c ) e ( ,r — «, ) — i' ) (/u fh>.

Pour passer à la fonction elle-même, il .>nf(it de supposer que la fonction

_/'(«, () est nulle sauf quand u et c sont nuls ou multiples de 2-, auquel cas

elle est infinie.

Si l'on me permet de parler de quantité de chaleur au lieu de température

a(in dénoncer le résultat plus facilement, je dirai :

Supposons qu'à l'instant ^ = o, il y ail une quantité de chaleur 47;- concentrée

à l'origine, ainsi qu'en chacun des points x = 2 A"7r, j'=2A-'7r, la distribution

de celte chaleur dans le plan à un instant ultérieur sera représentée par la

fonction 0.

Etudions celle distribution par une autre voie. Envisageons l'équalion

(4) « = (fe-"'—'r{i., r,)dit (h-,

011 l'intégration double est étendue au plan des iw tout entier et où l'on a posé

; = .r -f- a(/ (il -t- [jc V 2': <", =.) — T" v'a' -+- S^• \ 2/.

11 vient

d% tV . . du dv I dz dz\ (V . .du dv / d'^m # ? \

-di =jj
'-'"'"'

-TTVdJl^'t.) =jl ' -ÎT [dlT^ ^ d^)-

Donc si nous choisissons les constantes x, [3, y, ô de telle façon que l'on ail

identiquement

(a i- -^ Y_y)î-4- (p.r -(- ô))-= 2{a.v-- ibx y -\- cy^)
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la ionclioii dofiuiu par rc'C[u;Uioii ( {) satisfera à l'otjiialion {•'>)', on aura

dailleurs pour f = o

= 3(x, y) jj e-"'-'' du di' = t:z{x, y),

c'est donc 7ry(a:, )') qui représente la dislribulion initiale.

Soit

a 5 — i^Y = '-! d'où />- — ac = — - E^,

il vient

«-+'- =
1717

["'.' - r,y-2b(x - ?)(.! - -O -^ c(j- - Ç)2] = I'

et r6([uation [!\) devient

e=/^-(i..)^.

Maintenant, pour notre distribution initiale particulière, toute la chaleur doit

être concentrée aux points

de sorle que ot^I, rj) est nulle parloul. saut en ces points où elle est infinie, la

(|iiaulité de chaleur concentrée en chacun de ces points et représentée par

l'intégrale tt // cp(E, n)dî.dn, doit être 'jt:-. Notre intégrale doit donc èlre

remplacée par la série

(5) "=2ë'^""

où

P = -±.^[a(y - 2k'r.y-- 2b{y - o/c'-)ix - >/c::)^i- c(x - 2/<7-.r-l,

et où la sommation doit être étendue à toutes les valeurs entières de k el de /.'.

Si nous faisons a7=j'=: o, nous voyons que pour t très grand, les exponen-

tielles e""" sont très petites, excepté celle qui correspond à A' = /.'= o et qui se

réduit à I. On a donc sensiblemenl

Ainsi pour des valeurs de q très voisines de i , V im-arianl V(f/) ne dépend

que du déterminant de la forme quadratique. C'est là une propriété ana-
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logue à celle de •!($) dont Lejeune-Diiichlet a tiré le parti que l'on sait elelle

pourrait Jouer le même rôle (
' ).

En faisant x ^y = o dans la formule (5), on trouve

(6) F(e-0= ^f(^~ET7).

Cela est vrai quelle que soit la forme au;'- + 2 bxy -\- cy- , mais si elle est à

coefficients entiers, on a de plus

(7) F(e-'-^'^) = F (>-'!.

En posant f = atTTu et F(e^-''"") = <I>(u), les équations (()) et (7) deviennent

Ces équations nous montrent que '^-{u) est une fonction tliétafuclisienne du

groupe fuchsien engendré par les deux substitutions

(U, H — I I. ("• - ^]

L'élude de ce groupe fuchsien jetterait sans doute quelque lumière sur les pro-

priétés arithmétiques des formes quadratiques. Bornons-nous à dire qu'il est

formé de deux séries de substitutions; à savoir les substitutions

a 5 — jj-' F- = 1
,

2, |î, y, 3 cntieis

et les substitutions

.F«-| .^
_

": —r: rT=r) 20F- — 3v =.i, a 3 -' S etiliers.
' hii ^ o\:

...

Les substitutions de la première série forment une Congruenzgruppe qui

est un sous-groupe d'indice 2 de notre groupe fuchsien.

('; Cette propriété Je J(s) a clé précisée p.ir Kro.necker (Sitzgsb. Akail., Berlin, 18S.},

p. 775) qui a calculé la limite pour s tendant vers i de

(Ency. des Se. A/ath., Édil. française, I->7, n" liii, note 3i5). (A. C;
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Pour montrer les rolalions des considérations qui précèdent avec l'analj-se

de Lejeune-Dlrichlel, nous choisirons un exemple simple. Dans ses Œuvres

complètes (t. 1, p. 4''8) l'illuslrc géomètre considère en particulier les formes

proprement primitives de déterminant i/», p étant un nombre premier de la

forme 4'-' + •> et il démontre la formule suivante :

(«) -.-S(=)r-.

Dans le premier membre P désigne une forme quadratique à indéterminées

entières; et la double sommation s'étend d'une part à toutes les formes qua-

dratiques proprement primitives de déterminani — p, non équivalentes; et

d'autre part à tous les systèmes de valeurs entières des indéterminées qui ne

rendent pas la forme P égale à un entier divisible par 2 ou par p. Dans le

deuxième membre la sommation s'étend à tous les entiers /* et «' impairs et

premiers à p.

11 en résulte que 2^ (- | représente le nombre des représentations de

l'entier nn' par les formes du système; la sommation devant élre étendue à

tous les diviseurs de nu'

.

Celle formule peut être mise sous une forme plus commode. Soit en effet

j.p"' un nombre impair quelconque, a étant premier à /;; je dis que le nombre

des représentations est le même pour 5: et pour ap"'\ en effet le nombre des

représentations propres de j. (c'est-à-dire des représentations telles que les

deux indéterminées soient des entiers /;/'em«er* entre eux) est égal au nombre

des solutions de la congruence x'+p ^ o (mod oc); le nombre total des

représentations de y. est jégal à la somme des nombres des représentations

propres des divers entiers -pi />' étant l'un des diviseurs carrés de a.

Le nombre des reprc'sentalions propres de xp est égal an nombre des solu-

tions distinctes de l'équation

ay>c — Ij"- = ji (lu vpc — />" P" = /' "U ae — ^3-=i,

ou

/)- [is ^ /) ;= o (modal ou ,r'- -^ /> sh o (mod a),

puisqu'on a toujours un nombre (3 Itjl que p'^^x (mod a). C'est donc le

nombre des représentations propres de «. T>e nombre total des repré>entations

de <xp est égal à la somme des nombres de représentations de y-, ! ou de -p,i

c'esl-à-dire au nombre total des représentations de y..
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SI nous coasidérons ensuite les nombres y.p'-'i et y.q'-i^^. nous voyons qu'ils

ne peuvent être représentés que si les deux indéterminées entières sont divi-

sibles paryj'?, de sorte que le nombre de leurs représentations est le même que

pour a, ou pour cf.p, c'est-à-dire encore pour y..

Dans ces conditions la formule (8) peut se transformer de la façon suivante :

(«'""•') --?'= 22j(^)?""'-

L'écriture est la même, mais les sommations se font dans des conditions diffé-

rentes. Dans le premier membre, elles s'étendent non seulement aux termes

où P est impair et premier à /;, mais à tous ceux où P est impair. De même

dans le deuxième membre, n est impair et premier à p, mais n! est seulement

assujetti à être impair. iNous pouvons même supposer que n et ii' sont lun et

l'autre assujettis seulemeni à être impairs, à la condition de poser

pour n divisible par p.

Le second membre peut encore s'écrire :

-^V/'/ I -</-'

ou encore eu appliquant la formule de la page 'MV\ des (Htu\res complètes

citées (')

1 „ „ . 2 an - q" i „ „ . 2 1« - q "

-;= SS «in —i—^ ^ -i sin - '

\'p P t — q-" ^p /' i — q'"

OÙ a désigne un reste quadratique à p et b un [non-reste, et où l'une des som-

mations s'étend à tous les nombres impairs n et l'autre à tous les restes ou

non-restes a ou b. Quant au premier membre, il peut s'i'crire

isF(7)-^SF(-y),

où f{q) désigne notre Invariant et où la sommation s'étend à toutes les formes

de déterminant — />, proprement prlmilives et non équivalentes. Nous avons

('j II s'agit celle fois du Mémoire antérieur : Sur l'usage des séries infinies dans la théorie

des nombres, publié dans le Journal de Crelle, Bd 18, i838, où Lejeune Diriclilet calcule déjà

une valeur du nombre h des classes de formes quadratiques d'un discriminant donne. ( A. G. i
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donc fiaalemenL

(.,) vl.•^,y)_vF(_^)=_^-si, \an- q" \ ^, . ihii- q"
sin

Je n'ai écrit qu'un signe i dans le second membre pour abréger l'écriture,

mais ce signe simple doit être regardé comme équivalent au signe double défini

plus haut.

Nous avons vu plus haut comment les formules (.t) et ((3) permettent

d'évaluer V{q). Disons quelques mois de F'(

—

q); nous pouvons supposer

(|ue l'on a choisi dans chaque classe, comuic type de celte classe une forme

quadratique dont les coefficients extrêmes a et c sont tous deux impairs. Dans

ces conditions la jiarilé de l'exposant de (j est la même que celle de m-\-n; il

en résulte que n(jus avons, en parlant tie la série B(a:, ) ) définie par ['équ;i-

tlon (2)

F(9) = e(o, o), F(-y) = e(::, ;r).

lleprenons donc la formule (5) et faisons-y successivetiienl x=y = tj^

j; = y=z-, nous trouvons

I" =
jp-, ( " l"--

— 2 /-< n V -+- cv'- ),

où
ij.

el V désignent deux enliers pairs dans le cas de F(q) et deux entiers

impairs dans le cas de F(

—

q).

Cela posé, reprenons l'égalité

;f(,)-if(_,) = 42(;:)tt^:

el faisons-y l très voisin de o, et par conséquent q très voisin de i. loules les

exponenlielles e~'' deviennent très petites, à l'exception d'une seule qui ligure

dans F(<y) et qui correspond à ;jl = v =: o. Le premier membre se réduit

donc à

( /< étant le nombre des classes), puisque

I) = ac — 6- = F-
4
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Passons au second membre; ou a sensiblement

,y"=I. ,_^y^"=(,_^)i^ =2«(l — <-')?-"-' = 2/i«.

Le deuxième membre se réduil donc à

?s(;;)^
d où enfin

C'est la formule de Lejeune-Dirichlel (').

Nous pouvons maintenant poser

o( «) = 2 sin2 nu - — ,

d'où

<'•"' ^^'"-^^'-"=éK")--(?)]

et chercher à étudier et à Iranstormer 9(w). On trouve tout de suite

iiz( u) = 2 e-'"""q""'— 2 e—-'""~q""',

Sous celte forme, on voit que o(u) est une fonction doublement périodique

admettant pour infinis

_ /c . n' il

k étant entier et «'impair. J"ai mis le signe ±: pour éviter toute ambiguïté, le

nombre n' ayant jusqu'ici été supposé positif.

Quant au résidu, il est égal à + >7^î si /.- est pair et à — — > si I; est impair.

Nous achèverons de déterminer la fonction q{u) en rappelant que &(o) ^ o.

On a donc

8 -
9 ( « ) = ï ( i/ w' ) ï ( M (0 lo' ) ï)

.

en donnant à w, w', ri leur signification habituelle dans la théorie des fonctions

(') Il >/*(', p. 3i;3.
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elliptiques cl posant

Nous voyons ensuite que la (onction o{u) devient infinie pour

avec le résidu -— pour /.• pair el -— pour /.• impair. Nous pouvons donc écrire,

eu posant pour abréger e ' ^ X

et comme la constante doit être telle que o(u) s'annule pour m = o, c'est-à-

dire pour X = 1

(..)
''

!r^^«)=2;(7d^- rr^) -21(7:7^ -T^T^r^)-

Cherchons d'abord l'expression du deuxième membre pour i très petit; nous

voyons d'abord que r/i tend vers zéro pour / = o; nous devons ensuite faire

une distinction suivant cpie a=pu est compris entre o et ', ou entre - el p.

Dans le premier cas X tend vers l'infini et \fji vers zéro; dans le deuxième

cas X^i tend vers l'infini et X^', vers zéro.

Envisageons alors les divers termes du deuxième membre. Dans le j)re-

mier cas

les terme? en (/'j* (/ <o) leiulenl vers n

» _ » „ yf ,Â=o) .. „ -^
.. yï'' (/>>o) .. « o

.) » » (/•f*+'(A<o) » » o

„ „ „ yy/ M (/,=,„) „

De sorte qu'en définitive le deuxième membre tend vers •

Dans le deuxième cas, il n'y a de changement à faire que pour les termes

en f/', *\ /. = o; ici Xiyi tend vers l'infini, au lieu de tendre vers zéro, et

Yi tend toujours vers zéro, de sorte que

I t



244 INVARIANTS ARITHMÉTIQUES.

tend vers — i et non plus vers zéro, el le deuxième membre tend vers + ^
et

non plus vers — ;
• On a donc finnlemenl

où l'on doit prendre le signe + ou le sigae — suivant que a est compris

entre 7- elp ou entre o el ^•

Si alors dans la formule (9'"') nous supposons t très petit, le premier membre

se réduit à ^^) el le deuxième à —^(A — B), A désignant le nombre des

restes quadratiques el B celui des non-restes compris entre o el — Nous

retrouvons ainsi une formule de Lejeune-JDirichlel (').

Si nous reprenons l'équation (11) nous pourrons développer chacun des

termes du deuxième membre

I
— Xçt i^</t

suivant les puissauces croissantes ou décroissantes de Xry'; ou q''^. suivant

que X(/^ ou
(/'i

est < ou >- i ; excepté bien entendu pour le terme

qui est constant et égal à -•

Dans ces conditions o ( ^ ) va se trouver développé suivant les puissances de

c'est-à-dire en définitive suivant les puissances de e ''"'.

(') La formule ( Werke, p. 305) déjà trouvée par C. G. J. Jacobi (Journal de Crelle, 9, iS32)

donne une expression du nombre h des classes de formes quadratiques de discriminant —p
où p est un nombre premier de la forme 4" -•- 3

/( = A — B,

A nombre de restes quadratiques et B nombre de non-restes compris entre o et -- •

Pour/) de la forme .'in-i-i il existe une formule analogue mais dont l'expression diffère sui-

vant le sens précis attribué à la notion de classes (voir également Ency. des Se. Math., Kilit.

française, I-17, n» 35). (A. C.)
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Il eu esl do incmc [«mr K's tiiêmes raisons de o I
'

], et par conséquent du

deuxième membre de (;)*")• Il en est déjà de même du premier membre par

suile des l'ormules (lu) et (lo'"').

En identinanl les deux développements, ou trouverait de nouveaux théo-

rèmes d'aritlimélique.

VI. — Invariants des formes quadratiques indéfinies.

Il n'est pas possible, pour les formes quadratiques indéfinies de trouver des

invariants, au sens que nous avons donné à ce mot jusqu'ici, c'est-à-dire des

fonctions continues des coefficients de la forme, et qui restent inaltérées quand

la forme subit une transformation linéaire quelconque à coefficients entiers, et

cela quelle que soit la valeur entière ou fractionnaire du déterminant de la

forme. Cela lient à ce que le groupe des transformations à coefficients entiers

qui est proprement discontinu, quand on prend pour variables les rapports

des coefficients d'une forme définie, ou ce qui revient au même les deux racines

imaginaires conjuguées d'une équation du deuxième degré, n'est qu'impropre-

ment discontinu quand on prend pour variables les rapports des coefficients

d'une forme indéfinie, ou ce qui revient au même les deux racines réelles d'une

équation du deuxième degré (cf. pour la définition des groupes proprement et

improprement discontinus, Acla Mathematica, t. iî, p. /J9) (M.

En revanche pour un déterminant entier déterminé, et en se bornant aux

formes à coefficients entiers, en renonçant par conséquent à envisager des

fonctions continues de ces coefficients, on peut construire des invariants

arithmétiques, c'est ce qu'a déjà fait Lejeune-Dirichlet dans le Mémoire que

j'ai cité.

Soit
ain-— ibiiin — c/i- = V(/)i, n)

une forme quadratique indéfinie proprement primitive el à coefficients entiers,

de déterminant
Ù-— ne = D > o.

On sait qu'il existe une infinité de solutions de l'écpiation de Pell

.,--L»)- = i

i
'

) Œuvres, t. 2, p. 25S ;i 2ij3.
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el que ces solutions peuvent s'obtenir par l'égalité

.r±y v'D = {idzii v'T))'^.

(JL étant entier cl x ^ t, y ^ u étant la plus petite solution de l'éijuation de

Pell. l^a forme quadratique peut alors être reproduite par une transformation

linéaire à coefficients entiers qui est la Iransformalion

[»). Il : {I — /m) m — Clin, aum -r- (t ^ bu) n] 1)110 j'ii|i|)L'lii; T.

On a en elle t idenliqueun'nt (
'

)

(l) V(iii. Il )
= F[i / — /)U. )iii — ruii. ciuiii -- {/ ^ ùu)n].

Nous pouvons aussi présenter la ciiose sous une autre forme par l'introduc-

tion des nombres complexes. Soit on effet

un nombre complexe où yD sera le symbole d'une unité complexe caractérisée

par la loi de multiplication y/D ^D = D; nous aurons, par déllnitiou,

iii)iiiic(x -- ) v'L)) = X- — I
-1)

el par conséquent

iiornif(/ — Il ^ It) = I

el quel que soil l'enlier //; positif ou négatif

MO|-|lK'(/ — Il \'|1 )"' = I .

De plus on aura
„ ,' (lin -.- bii II ,7- \F(w, «; = iiciuM- — h ^= v'J •

^ \/a ya 7

Dans ces conditions l'équalion (1) signifie que l'on a également

iiii - .- lin
F( /;(. /( ) = norme

V" \ " ' J

('; La Iransformalion peut éti'e délinie par uni; matrice {voir ci-dessous, p. j^^j

Il ' — '"' ""
Il ...

Il
"^ ''

Il Il
" ''

Il

Il
— eu l -h bu

II II
b 1:

Il II
b < II'

T' étaiU la matrice symétrique fou transposée) de T (transpositions des lignes et colonnes).

La forme quadrati([ue étant décomposée en un produit de formes linéaires

ain-^r- 'ibinn -+- en'- = - [am -+- (ô -1- \/D)n] [am -1- (è — ^/D)n]
;

la transformation précédente est équivalente au produit des formes linéaires respectivement

par {t±u\jD). (.\. C.)
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D'iiillours nous pomons plus gëuériiliMiical encore poser ('
)

V (m. Il I = noinic v 1' (' -i- "i V D) '

À et ,u. élant deux constantes quelconques, entières ou non, telles que la norme

du nombre complexe À 4- fJ^ \/'^- c'est-à-dire que la quantité X-'— Dp.- soit

égale à 1. Nous pouvons donc d'une infinité de manières mettre F(m, n) sous

la l'orme

F(«(, « ) = ii(iriiic[ .V m - 15 n],

A = a -f- et! \/D, B = |j + (3'\/D, étant deux nombres couiplexes tels que

afj'-

Le nombre complexe x+y\/îï peut cire représenté par le point dont les

coordonnées rectangulaires sont x et j'; et je suppose que ce point se trouve

sur la droite

qui passe par l'origine et que j'appelle OA; le point qui représente le nombre

(x -1- )-\/D) \t 4- u y/D) est alors sur la droite

c|ui passe également par l'origine et que j'appelle OA'; les droites OA etOA'

forment un faisceau homograpliique dont les droites doubles sont les droites

v/D

(M Cette conception conduit ;i remplacer la notion d'invariant d'une forme parcelle d'une

fonction associée à un corps quadratique k, définie par

1 [ norme cl ]-' = i : II[i — (norme 'X )-'];

la somme étant étendue i tous les trfértux entiers A du corps k et le produit à tous les idéaux
liieiniers -C. D'une façon plus générale on pourrait utiliser

2;= (norme cl ),

= fx) étant une fonction convenable (voir ci-dessous p. :>i'i).

On ne dislingue plus ainsi les formes déduites de l'une d'elles par les puissances de la trans-

formation T, c'est-à-dire les diverses bases des idéaux.

l'.es fonctions associées à une matrice de base des entiers de k sont des invariants pour tout

produit de cette base (d'un côté convenable) par une matrice uni-modulaire (Voir aussi ci-

dessous la Note sur la partie 8, p. 265). {\. C.)
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que j'appelle OB el OB'. Ces deux droites partagent le plan en quatre angles,

iii, iîj, £2,, Q,;] dans deux de ces angles iî, el £2:i opposés par le sommet, la

norme de .c -f JK\'D est positive, dans les deux autres élite est négative.

Soit OAo une demi-droite parlant de l'origine et située dans l'angle i^i ; soil

OAi la transformée de 0A„ par la transformation homographique qui change

OA en OA', soit OAo la transformée de OAi, OA, celle de OA.., . . . OA„ celle

de OA^f, OA_i celle de 0A_o, ... : les dilTérentes droites OA^, où l'indice />

prend toutes les valeurs entières depuis — oC' jusqu'à + -x> , vont diviser l'angle ii,

en une infinité d'angles partiels. Et si l'on considère l'un de ces angles partiels

et qu'on le transforme par la transformation homographique en question, ou

par l'une de ses puissances, ou par une puissance de son inverse, on obtiendra

successsivemenl tous les angles partiels. Nous appelons w,, l'angle partiel com-

pris entre OA,, el OAi, en y comprenant la demi-droite 0A„, mais sans y com-

prendre la demi-droite OA,. Il est clair alors que si x -{- r \'D prend toutes les

valeurs complexes représentées par un point intérieur à w,,, et k toutes les

valeurs entières positives, négatives ou nulles, le nombre complexe

(x ~ y ^D) {l -^ Il v/d)*

jirend toutes les valeurs représentées par un |)oinl intcM-ieur à 12i.

On opérerait de même sur les trois autres angles ii.,, £2,, il,. Observons

maintenant que d'après les formules précédentes

I bii

-^\/'ri\i''- + ;j'\''")('-^ " vD) = CA/«-h v,n)(t-hii v'd),
s,/a )

ce qui peut encore s'écrire

en posant

//(' = ( / — Il II )iti — eu II, II' = au III ^ {/ -- bu) II.

La transformation linéaire

T _ I

' — ^" — '^"
I

I
au i -^ bu

I

qui lie m' et n' à m et à n est à coefficients entiers, pourvu que la forme qua-

dratique F (m, n) ait ses coej/ïcients entiers.
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Considérons les divers |)oinl> iciHi'scntalifs dos di\ors nombres complexes

OÙ m el n [n-ennoal loules les valeurs entières. Ces points formeront nn reseau

analogue à celui qu'on olilienl (piand on partage le plan en une infinilé de

parallélogrammes égaux, cl qui est formé par les dirtérenls sommets de ces

(larallélogrammes. Les points du réseau peuvent d'une infinité de manières se

distribuer en une infinité de files parallèles.

11 résulte de ce qui précède que les transformés des divers points du réseau

par la transformation homographique définie plus haut et qui correspond à la

transformation linéaire V, que ces transformés, dis-je, appartiennent encore au

réseau, mais à une condition, c'est que la forme F (m, ?i) ail ses coefficients

entiers.

D'autre part, nous avons vu que le plan peut être partage en quatre angles

12f , i2j, ii;,, 12,: queîîi se partage en une infinité d'angles partiels w,,, w, , . .., w,,, ..
.

,

u_, w_„, ... ; transformés les uns des autres par la transformation homo-

grapliique. On peut partager de même i^o, ii;,, ii; et désigner par wj, w", toj les

divers angles analogues à co,- formés respeclivement dans iî.,, H-i et £2,.

Gela posé, soit 9 (a:) une fonction uniforme quelconque de j:; formons la

série

^^l ¥(iu. II)]

et étendons la sommation à tous les points du réseau intérieurs à l'angle w,,.

Si la série en question converge, elle représente un invariant, pounu que

les coefficients de F(m, n) soient entiers, et cette condition suffit pour distin-

guer ce nouvel invariant de ceux dont il a été question dans les paragraphes

précédents.

Toujours il la même condition, la valeur de la série est indépendante de la

position de la demi-droite OA,,.

Nous aurions pu étendre la sommation outre l'angle w,,, à l'angle wî, . Il est

inutile de l'étendre aux angles
',\l

el (^i'l, on ne ferait ainsi que doubler la somme

de la série, puisque les angles w,, el <ù'[,, w'„ el co„ sont opposés par le sommet et

que '^[F(/«, n)] ne change pas quand on change ni el n en en — m el — n. En

général nous nous bornerons à étendre la sommalion à l'angle co,, ; cela revient

au même d'ailleurs que d'étendre la sommation aux angles Uo et &)'„ et de sup-

poser que la fonction o{x) est nulle pour x <^o.

11. I'. - V. ii
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En général nous supposerons

s(xj=— pour ^ > o, i(a:) = o pour x<o

Cl nous définirons un invariant

convergent pourvu que v > i et analogue à ceux des paragraphes précédents.

Lejeune-Dirichlet ne fait pas tout à fait comme cela; il prend (')

ç(.r)= —

:

pour x entier, pi«i[if cl inipiiir,

o{x) = o pour x enlici', positif cl p^ir et pour x ui'^atif.

La valeur de 'j(j;) pour x non entier peut être quelconque, puisque l''(»i, n)

est toujours entier. Il forme ainsi un invariant que nous appellerons Ji(i).

Dans l'article que j'ai inséré au Bulletin de VAssociation française (-)

(Congrès d'Alger, 1881), j'en ai introduit uu autre : j'envisage le nombre ima-

ginaire \ défini par l'équation

(/-l-^^^/D)'=I,

j'envisage le nombre complexe A/n + B«, et le nombre conjugué Aom + B|,«

qui se déduit du premier en changeant y/D en — \/D, de telle sorte que

( A m +- \in) ( \am -i- Bo «) = F(/», «)

et je forme la série

S ( Am — 15 /i )-" +> ( A um ^- B „ « )
-•—'

étendue à l'angle &>„.

C'est un invariant des deux formes linéaires simultanées A//i+B« et

A(, m + Bu /;

.

(') K'erAc, p. 434 à 436- H. Poincarc illustre par des considérations gcomctriqucs les limites

des sommations déjà indiquées par Dirichlet, sous la forme légèrement dillerente ;

< m, < /i ^
t — bu

La convergence des séries a été établie rigoureusement par Dirichlet ( Werke, p. .'162, tlico-

rènie II) en amenant le raisonnement à être analogue à celui des formes définies. Il semble

que cette convergence est admise par H. Poincaré. (A. C.

)

(
=

) Ce tome, p. 201-202. Le nombre À n'y a pas la même signilicntioii. Il y est défini pnr un

logarithme népérien.
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Il me reste à délinir les limilcs de l'aiiglc '.i„; nous poiivous les exprimer par

les inégalités

(2) « ^ o, iiuin- yl — bu)ii<C.o

OU, plus généralement, puisque la position de la droite OAo est indillcrenlc, par

les inégalités

'x[am bii ) -:- À n ^ o,

(
'.'"'

)

{ i'/.H - •j.t}ii(m--hnV.-('/.l~ [xaUjiK,

/. et [j. étant deux quantités réelles quelconques.

Nous préférerons dans la suite définir 9 {x) d'une autre façon ('). Nous pren-

drons soit

o(x) = </^' pour X ^o, ^{x ) = o pour x < o,

ce qui nous fournira un invariant que nous appellerons F (7), soit

ç(a-) = ^i' pour X entier positif impair.

si^x) = o pour X entier positif pair, ou pour x nci;iilif,

ce qui nous fournira un second invariant que nous appellerons F|(y). Nous

aurons d'ailleurs comme au paragraphe 5 (-')

\\s)i{s)= j ;--'[Fi e---) — l](/^.

Nous sommes conduits à examiner les séries

( 3 )
S qnm'+tl,mn+,„-^my„

tout à fait analogues à celles que l'on envisage dans la théorie des fonctions

abéliennes, mais où la forme am-4- ibmn -|- en- est indéfinie. La série étendue

à toutes les valeurs entières de m et de n serait divergente; elle converge au

contraire, si l'on se borne aux valeurs de //i et de /i qui satisfont aux égalil(''s(2).

Au lieu de la série (3) envisageons la série

(3'"'
) ^t„^„q""''^°'"""-*:"'' X'" y"

,

Cj C'est une fonction .Tnaloguc à cette i|ui a été emplo\ée ci-dessus pour les formes dcfinies

(p. 234).

{) Ce lome, p. 235, formule (1).
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le nombre £,„„ étant égal tantôt à + i , tantôt à — i , à savoir

^mn = — I si X m -^ lin ^ o,

'inn = — ' si X /« + ij. 71 < O.

Celte série n'est pas convergente; nous la désignerons par

H( J-. }•
; X, ijij

et nous envisagerons la dill'érence ('

)

II(x. >; X, [ji ) — ri(j-, )•; X', jj.').

c'est encore une série de la forme (3'"'), mais où le coeKicient £„,„ a pour valeurs

• mil = 'J- si X m -T- un ^ o. X'rti -f- fji'« < d

Emn = o si X m -t- [Jt « ^ o, X' m -j- \i' n ^ o

'mn^ — 2 si X m -t- (JL/t < o, V ni -^ \x' n ^ O

'•inii^=<^ si X /« -f- iji« •< o, X' //( H- [ji'n < <i.

Celte fols la série peut être convergente et c'est ce qui arrive en particulier si

nous prenons

X = o, ;jL = I ; X'= au, |ji'= l -^ bu;

de façon à retrouver les inégalités (2).

Envisageons le terme général de nos séries (3) et (3'"')

qnin'+lhmii+cn'^m yi, ^ ^(3C,y; m, «).

Si l'on change x et i' eu xq-" el yq-'' et que l'on multiplie ^nr xq" , c'est comme

si l'on changeait m en m -\- \ ; de sorte qu'on a

.rq"'ln .vq-'\ )/j-''-, m, n) = 'li{x, )•; ni-hi, n)

et de même
Yq'-^ixq-'^, yq'-'

; ni, rt) = 'i<la:, ) ; ni./i-.-l)

et plus généralement a et (3 étant deux entiers quelconques

{,',) !j(j^,y; ni-^ y., n -^ ,3) = x^y? q"^'+-'"^'?+'-f^' ii(.v q"-('"^+l>?^
; y q"-l''^+<:'?i

; m, n).

Dans ces conditions, comparons les deux séries

(5) H(x, r; X, |ji); x=^j?q<"---+'-''='?+^?'- ll(xq-'i"^+''?K rq-^<l'^+'?f
; X, jx);

la première s'écrit

Sï„,„J/(a:, t; m. n )

(
' ) Il faut enlendie que cette dilléreiice est la série des dilTcrences des termes des deux séries

correspondant aux mêmes valeurs de m, n. (A. G.)
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el la seconde

^î,„„>l{x, y; m -h a, n — p).

Les termes correspondants des deux séries sont les mêmes si

c'est-à-dire si les deux quantités

(C) ÀOT-^fJi«, À( /« -F a) -1- [j.(/i -H P)

sont toutes deux négatives, ou ne le sont ni l'une ni l'autre.

Supposons d'abord

les deux conditions sont satisfaites en même temps el l'on a

U(x. y; /., xj.) = q"^'-+'-''»':^+'-?'l\(x(/-'f''^+l''i). rq^-ib^^-?^
; X, ii).r^r?.

Supposons ensuite que À el /jl soient deux entiers premiers entre eux, de

même que a et (3 et que l'on ait

À a H- ;ji p = I .

Dans ce cas la dilVérence des deux expressions (6) est égale à i ; les nombres £„,„

et £„i+x,n^'i sont égaux, sauf pour les valeurs de m, n (elles que

À ( /« + a ) -^ [ji ( /j -F p ) = o o 11 X 1)1 -^ 'j. « = — I
;

alors

'«,/, = — I, Sw+a./,+;j= I-

La dillérence est donc

il) il.'lix, y; m, n),

la somme étant étendue aux valeurs (entières) de /», n telles que

X «i -r- IJI « ^ — I .

C'est (au facteur 2 près) une série analogue à la série (3), mais où la somma-

tion au lieu d'être étendue à tous les sommets du réseau, lesl seulement à une

file de ce réseau.

Qu'est une pareille série? Elle est du type

(8) 'Lif{x, y, nin^-i-'ii.t, rio—'/.t),

OÙ nit, et «0 sont des entiers fixes et où t peut prendre toutes les valeurs entières

de — » à -f- 1» , les points W(,-|-;ji/, //„ —• }.t constituant une ftle puisque

X(mo-^ (ji/) H- [ji(/îo— X;) = consl.
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Or celle série peut s'écrire

OÙ
A = ç""'5+-'""«"o"'"''"ii, /( = mi."-— 2 i À [i. + c'a-,

/i = 2 «m,| fl — 2 C/io /• H- '^ ^ ( '!o l-t — "!o '- )j

sonl des conslaales el où

X = xi^y-'-

est la nouvelle variable iadcpendanle. C'esl au fadeur simple près x"'°]-"', une

série tliéla elliptique par rapporl à la variable X.

Ainsi la différence des deux séries (5) s^exprime par les fonctions

elliptiques.

Soil inainlenanl ly. + p^y quelconque; nous supposons toujours ), el /jl entiers

et premiers entre eux. Il arrive encore que s.,,,,, et im+^,ti.^'i sont égaux, sauf

quand l'une des deux expressions (6) est négative sans que l'autre le soit. Les

points m, n pour lesquels cette dernière circonstance se présente forment un

nombre fini de Jiles parallèles du réseau. Ainsi la dilVérence des deux séries (5)

n'est autre chose que la série (7) étendue à un nombre fini de files parallèles.

Elle s'exprime donc encore par les séries thôla elliptiques.

Prenons maintenant comme nous l'avons dil plus haut

À = o. iji = I : X' = (in, ;ji' ^= t -~ 1)11.

La série

B{x, y) = H(.r, j;./.. a) — II(,v, y; X'. ;ji')

est alors convergente; el nous avons d'ailleurs en faisant z = 1 , (3 = o

.rfj"B(xq-'', yq-'') — B{x,y)

= xq" \\(xq-", yq"-''; X. a)— \\(x. y; X, u) — xq" Hixq-". yq-''; X', [J.')-!- ^H^!.)"t '•': y-')-

La différence

.rq" Q(xq", yq-'') — B{x, y)

s'exprime donc par les séries thêta elliptiques, et il en est de même, pour la

même raison, de la dififérence

yq'Qi xq-'', yq"') — B(x,y).

L'exemple le plus simple est celui où

« = c = I . h y. o
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d'où

Les inégalités (a) deviennent

n ^ o, — /n < o.

La série est

Bi^x, y) = \\{x, y; o, I ) — \\{ X, y\ — 1,0)-

ou

la première somme étant étendue aux valeurs entières :

m > o. " L^ o
;

la deuxième aux valeurs

Il <C !> m^ o.

Quand m et ii sont de mémo signe, le teruie correspondant (igure sous le pre-

mier signe — si ce signe est positif, et sous le deuxième s'il est négatif. On

trouve encore sous le premier signe .2 les termes où ii = o, m> o, et sous le

deuxième ceux où m = o, « < o ; le terme m =/;= o ne (igure null(; part

On trouve ensuite

(çi; x-UjQ{xq~"-, yq-''-l'j — id[_x, y ) = -i'î,q"'y"

et

I I)'"'
) yq8(.Tq''-'', yq-) — ^{x. r) = —22 q'"' .r'"

.

les seconds membres

-"/"'.l'"! 'S.q"'''X"'

sont les fonctions elliptiques ordinaires.

Nous sommes amenés à nous demander si Ton peut construire une fonction i^

jouissant de la double propriété

( I o )

xqQ(xq-, yp-'') = Q{x, y),

yqQ( xq''-'', yq-) = Q(x, y),

c'est-à-dire satisfaisant aux conditions que l'on obtient en privant les équa-

tions (9) et (9'"') de leurs seconds membres.

Les équations ( 10) entraînent la suivante

qui donnent pour ar = i
,

[3 = — b

xy~''q-"Q(.rq--'^, y) = Q(x, 1);
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el pour a = — h, |3 = i

.^—''j-^-i'QC.r, .)(/--") = ilix, y).

Posons

x = 'iy+l-; U(Çr+*,.r) = 0„(Ç, jj.

Les équations deviennent

OU

(io'"<) l^^y.qr-^'^'njlq--'-^--^, rq'-") = Q„(^ y).

Il suflil de prendre

en apprlant 0| cl 0., les funclions d'une seule vnrinble (|ui satisfont aux condi-

tions

iq~"B,(lq~-'-") = S,{i).

yqt^,(rq-^) = e,(y).

La seconde est la fonction elliptique

e, (_)) = S.q"'r"

qui ligure précisément dans les deuxièmes membres des équations (9) et (9'"')-

La première est définie par une équation fonctionnelle analogue, mais où la

(juanlité qui joue le rôle de q est de module > i. Il n'y a donc pas de fonction

cnliére qui y satisfasse, mais on peut prendre

^{x, y) étant ainsi défini, >i nous posons

lîiar. y

)

les équations (9) et (9'"') deviennent

:*(a;,j

1(^{xq--, rq--'') — <I'(^, .>) =
ïr~f~

=22 qn",'j.my-l,m — n-t\(xj—''),

Si nous posons pour abréger

<I'(j;(/—̂ yq~-'') — '^{x. _))S ;
q-^'x-\y''= A

'\>(xq-'', yq-) = <I>(.r, )')S' q-^x-''y = I!,



INVARIANTS ARITHMÉTIQUES. 257

ces équations donnent aisémeni

i'I>S-—
(I :- A)<1>S-^ A<I) = o.

<I«SS'— 4>S — *S-f- <P = o,

<I>S-^ - (I lîi 'I>S'^ li'I' = o.

Ces [jiopriélés nioatrent suflisaimiieut que la fonction ©(;/, j), l)ien qu'elle

soil une Iranscendaule nouvelle, est apparentée aux fonctions ellipliques. Nous

avons considéré une forme quadratique F(m, n) assez particulière; mais on

aurait des résultais analogues avec une forme quadratique quelconque.

Remarquons que, si l'on fait croître b indéfiniment, et tendre A' vers i de telle

façon que i]''= r/ demeure constant, on trouve à la limite la série

m et n étant toujoui-s assujettis aux mêmes conditions, et l'on reconnaîl un

développement connu de la fonction doublement périodique de deuxième

espèce (cf. Halphen, Traité des Fonctions elliptiques, t. 1, Clia|). Xlll).

Revenons au cas où la forme F(m, n) est une forme quadrati(jue quelconque

indéfinie à coefficients entiers. N'oyons quelle relation celte transcendante

&{x, y) peut avoir avec nos invariants arithmétiques.

Notre série s'écrit

e( .r. r) = H(x, )-; o. i )
— \\{x, y: au, t -h bu),

ou

où l'on ne prend que les points m, n situés dans l'angle coo défini par les inéga-

lités (2) ou dans l'angle opposé par le sommet; à savoir avec le signe + pour

l'angle u„ et avec le signe — pour l'angle opposé.

Pour retrouver notre invariant F(q): il suffit de supprimer les termes alTeclés

du signe — et de faire x=y= i. Dans ce cas, nous pourrions comme nous

l'avons dit plus haut sans changer la valeur de la série, remplacer l'angle coo

défini par les inégalités (2) par l'angle analogue défini par les inégalités (2''").

Cela tient à ce que si l'on pose

m'= ( t — l>u )m — curi

.

n' = (luni -i- (/ ^ bu)n,

on a
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Mais comme on n'a pas en même temps (en général)

( l3) .;•'")" = x'"' ^
"',

on changerait au contraire la -valeur de B(x, v) en substituant, dans le cas

général, les inégalités (2'"') aux inégalités (2).

Si ci' et y sont des racines p''"'"-'^ de l'unité, la condition (i3) est remplie

pourvu que l'on ait

m ;s m', n ==. n' 1 iikhI /' )

ou bien

/ ^= I, u ^^ i> (niody/i.

Cette dernière condition n'est pas remplie, en général, quand / et u sont,

comme nous l'avons supposé jusqu'ici, les plus petits nombres entiers qui

satisfont à l'équalion de Pell. Mais si nous posons

nous pouvons toujours choisir fx de telle faron que

/u.sr I, ;/,j.sz; Il (iiiud/i ).

Nous pourrons alors remplacer l'angle co,, par l'angle

Wt; = 0)„ -T-.O,-... -(.)(,_, ,

formé de l'angle Uo et de ses ;-(. — 1 preniiers transformés par la transformalion

homographique envisagée plus haut.

On a alors une fonction 0u.(x, y) analogue à Q{x, y) et définie par l'égalité

eji(.r,)-)= H( j;. ,r; 0,1)— H(,r, _v; nii^, /^^~ biiu.).

( )n peut alors, pourvu que x et )• soient des racines ^'''"'^' de l'unité, remplacer

les inégalités qui délmissent l'angle oj'I' et qui sont analogues aux inégalités (2)

par d'autres inégalités analogues aux inégalités (2''"). On a ainsi, en désignant

par }. et V des constantes réelles quelconques,

6ji(x, r)= H{.r, y; )/</, \' b ^\)= H{x. ); a\ii, \\b -+- Ài)

on posant ''-
^'v/,'<„; Ài = /./[i^ /,'Hu.t>-

Mais il importe d'examiner de plus près ce que c'est que 0a(x, y
Soit

ii-K% îi-r
,

5//;
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; et rj élanl dt'us entiers; il en lé-mlte

.i-"'r"= ;>', ,f"'j«'= ;»'

OÙ
M = ^//( + Ti/i ; |M'= t/«'+ ï)rt'= ?i /« H- Tp II

;

en posant

;i = ;i / — hii)-^ iiiir,; t,! = — c(( ? + t,(/ ^- 6(/).

Si nons posons de même

;-, = ;, (/ — /;;/ )— tiiir,,; Tjo = — cii^^ -^ r\,(t^ bu);

et ainsi de suite, et de plus

,a = ;';'•, ,17 = ;'.';

il en résulte manifestement

Hj,i .;, 1 )= 61 ./. r)^ eCfi, ),)-;- e(.r,, .)•-;)+.. .-i- e(.r^_,, ,)-u.-i)-

Il reste à voir si Qfj,{x.y) n'est pas identiquement nul. Si nous supposons /j =: 2,

de telle façon (|ue x et j- soient égaux à rh i , il eu est certainement ainsi, car

les termes en

.C"'r". ,,—m,— /<

se détruisent.

Supposons donc qua p soit un nombre premier impair ne divisant pas D, et

que I) soit reste quadratique à p de telle sorte que

D ^ ).- ( mod p).

i'osons

t -h '/.Il ^B x. / — X (/ E= 3.—'
I iiiod p ),

et convenons d'écrire

il en résulte

(J'écris bien entendu -jl^'' au lieu de «/'-'-' à cause du théorème de Fermât

Gela posé, nous avons

?t= ?('x-— '"'A-; — ""/(•',; ' -f,/; = — cw*? -+- -nC/i—+- '-"'x"!

et si l'on pose

Mx:= Ikin -^ t\kn

il vient

iMx = A x''— Va-'- ( iiiod p ),
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OÙ A et A' sont des formes à coefficients entiers doublement linéaires d'une

part par rapport à m et n, d'autre part par rapport à ^ et rj.

On vérifierait aisément en construisant efTectivemeul ces formes, que l'on

peut choisir m et n de façon que A et A' prennent des valeurs quelconques

(par rapport au module p), et cela, quels que soient t et r,, pourvu que

c^-'— zb^o -\-a-n- ne soit pas divisible par yj. De même on peut choisir^ et y) de

façon que A et A' aient des valeurs quelconques pourvu que am- { 2 bmn+ cn-

ne soit pas divisible par/?.

Cela posé, dans &u.{x, y), le coefficient du terme en

est

\iZ ?in ( ^ '"X )•

On doit donner à A" sous le signe 2 toutes les valeurs entières depuis o jusqu'à

(ji — I (p. étant le premier entier tel que tx^^ i modp).

Si (X est une racine primitive, ou plus généralement, toutes les fois que

de sorte que
^'^ = -^',,^/^-'

la somme des sinus est nulle, et 0|j. est identiquement nul.

Supposons au contraire a " ^"i» et soit par exemple

a = 2. p = -. a-i^ I,

la somme des sinus devient

sin — -T- sin -'-" — siii —
7 7 7

et n'est pas nulle.

Nous pouvons aussi envisager le cas où

t^Bi, ii^o (modp), 2 = 1, ;'-=y-,

qui se présente certainement toutes les fois que p est un facteur premier qui

divise u sans diviser D. Alors la somme des sinus se réduit au sinus unique

sin

P
et ne s'annule pas.
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Je n'Insisterai pas davantage, el je ne parlerai même pas du cas intéressant

où D serait non-reste quadratique à/), et je me contenterai d'avoir montré par

ces exemples (|ue B^ n'est pas toujours identiquement nul.

Supposons maintenant que l'on fasse subir à m el à ii une transformation

linéaire, en posant

(i
I ) m = 0.111 + 3/i', Il = ; in A- on'

.

Posons

(I/11--+- îbinti -+- en- = a' m'- +- ib' m'n'-\- c' n'-,

E /» + T, n = S' m' -\- r\ n'.

Comme ^^{x, y) dépend non seulement de x et de }', c'est-à-dire de ^ el de /)

mais encore de a, 6, c, nous pourrons écrire

e^(.f, ,))=e(^;, b, c; =, -ri),

la première sommation s'étendanl aux valeurs de m et de n qui satisfont aux

inégalités

(ij) « Si o, nu^^m +( (^+ bu^)n <io

et la deuxième à celles qui satisfont aux inégalités

(ij*'"') n < o, (iii^m +(7.j.-l- bii^)n '^ o.

D'après ce f[ue nous avons vu plus haut, nous pouvons remplacer les inégalités

(i5) el (i5''") qui définissent l'angle (ji^ el qui sont analogues aux inégalités (2)

par d'autres inégalités analogues aux inégalités (2''") el qui s'écrivent

(16) \'(am -i- 6/0-1- Àra^ o; (X u^^-i-X' t^x)(am -i- bn) -{-('/, /^^V ii^^^ )" < o,

(iG*") '/.'(fini -f- 6n)-f- À n < o; (au^^ ''''ij.) {ani -h bn)-i-(),/^^-h- ).'"[jLD)«i^ o.

On a alors

- e(rt, b, c; =, •r,)= ^q''mi-^'-l''mn^-H:'n^r;lm+r,^n_Vf^„m'.-^-'-l,mn+c,i^~l'm+r,n.

OÙ m! et n' satisfont sous le premier signe 2 aux inégalités

(171 ; m' -- on' 2 ». nu^iiiin' -~ jj/i') -- ( lij.^ bu^;) {•; m'-!- on')<Z o

et sous le deuxième signe i aux inégalités (17*") opposées à (17), comme (i5''")

el ( 1
6*"') lesontà(i5Wtà(i6).

Changeons, dans les inégalités (16), a cl b en a' el b', m el n en m' et n' el
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cherchons ensuite à identifier les inégalités (i6) ainsi modifiées avec les inéga-

lités (17); il vient

\
>,'((=-;. '/.'

b'— >. = o: À rt' = fl2 — 6 /,'«',

Il s'agit de savoir si l'on peut trouver des valeurs de X et 7.' satisfaisant aux

équations (18); or, en éliminant ). et X' entre ces équations, on trouve

j b' •; — (la — é"- = on'.

I b'-'~<i''j~ brj = ob'.
('9)

que l'on peut remplacer par l'équation unique

(20) am — bii = o((i'
m' -^ b' n')— ^;(b' in -^ c' n).

Or de l'identité

F = am'- -T- 2 bmn -^ en- = a' m'- -^ ib' m' «'
-f- c' n'-.

on déduit par difTérentiation

dm dm' ' dn'

ce qui vérifie l'équation (^20).

Les inégalités (17) et (17'"') sont donc bien de la forme des inégalités (16)

et (16''") modifiées, de sorte que Ion a

e^'^. b, c: ç, T, )= 01 II , //. c: ;'. T,'i.

lorsque

ç ;= ç', r, =E T,' (. mod p 1.

On voit (jue ne change pas quand on change a, b, c en a , b' , c' . Or c'est

ce qui arrive toutes les fois que

121) ï^soEsi. jij ïî^ V ^ o iinod/)).

Les congruences (21) définissent un sous-groupe (Kongruenzgruppe) du

groupe des transformations linéaires à coefficients entiers et l'analyse qui pré-

cède montre que Q,j.{Xi y) est un invariant />o«r ce sous-groupe.

Nous ne pouvons pas retrouver ainsi notre invariant F((jr) et pour l'obtenir

il faut avoir recours à d'autres considérations. Voyons d'abord quelle relation

il y a entre la fonction théta-elliptique de Jacobi

e(.r ) = S q'"' e'""- ( m = o, -±1, =2. . . . )

OU
Q(x)= l-!- 2^ q'"' coi mjc (/« = i,2. ...;
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el la fonction de Fredholm :

;(.;)= i; ^"'' (•""''
( «i = o, I. 2, ...).

Nous pouvons d'abord poser

2 = (x)=i^e(.o-f-rH-ï;):

où
li( x) = ï^q'""' sin ni.r (m = i.2, ...).

Rappelons maintenant fjue

/" sin ii.r (Ix -

avec le signe +, si a est positif el le signe — . si a est négatif.

Considérons alors l'intégrale

r ' >/z r riz.

I
— 1^('^'

—

-) — 6(''' ^- -)] = 1 - /
q'"' sin r»x un inz ^ •

Elle donne

-l(x)= f^''!^[0(j.--z.)-e(x-^:.)].

Inversement un a

sin 7)iz cos mx — >

d'où

/ '-r [^(•'- ^ -)- ^('^ - -)] = î ^fr" ^i

/" <lz

C'est une formule analogue que nous allons applifiucr ici.

Posons

.r = e'ï, r = e'^i,

d'où

'dix. J'j
= i - y^ ei,m;^«r,l — 2 V ^A g— i[/;i ;^//T,i; \ — „,„0 ^_ o />/;);; -^ c/t-,

ni et M satisfaisant aux inégalités définies plus haut; je préfère écrire

e( j-, .)•) = •> H
I

-- 2 H , - 2 Un - 2 ir,

,

où II|, IL, II:i, II, représentent la somme i^^e'""E+"T,i avec les conditions

' fa") n > o, aum ^(t ^ hii)n <^o pour Il|.

\ ( fj> /i < o, auin -^(t ^ bu)n ';> <t pour il;.

(22)
1 .

--

i(-') n = o. //( > o pour 11^,

(5i n < (I. iiiiin I I — On ui = i> pciui- II,.
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Je suppose au<C ><; dans ces condilions nous avons

H, — ll;i = 1/ ^q^ sin(/« ; ~ "fi),

m el n satisfaisant aux conditions [(22) (et)]. Soient alors X et /jl deux quantités

choisies de façon que 'Km-\-ixn soit positif toutes les fois que m et n satisfont

à [(22) (a)]. Posons

il vient

(23) f'(lU-lU)~=ir.ZqK

Nous avons d'autre pari

H.2 = S^"'"' e""' (/« = i,2, ...)

H i
= S q"">'- e—"«';'

( ;)i' = 1 , 2, . . . )

avec

:' = ( t + /•"')? — (iU(].

Peut-on choisir }. et p. de telle sorte que ;':=;? Evidemment oui, il suffit de

prendre

(24) À =(<-=- 6«)>. — aujj..

Quand }. et /j. sont choisis de façon à satisfaire à cette équation, l'expression

X/n+p.« ne peut s'annuler que pour une certaine valeur du rapport — ) ou si

nous revenons à notre représentation géométrique, quand notre point repré-

sentatif est sur une certaine droite passant par l'origine. Que cette droite n'est

pas à l'intérieur de l'angle con, c'est ce qui est évident, puisque l'équation (aS)

exprime précisément que Xto + |j!./i a même valeur en deux points correspon-

dants des deux côtés de l'angle oj,,. Donc Im-j-p-n conserve toujours le

même signe à l'intérieur de cet angle, c'est-à-dire quand m et n satisfont aux

inégalités (2), ou si l'on préfère aux conditions [(22) (a)] ou [(22)(y).] Nous

pouvons choisir X et p. de façon que ce signe constant soit le signe -I-.

Dans ces conditions les équations (23) et (24) sont vraies à la fois, et nous

pouvons écrire

II)— Hi = 2 iHq"'"' siii »iç,

d'où

/ (Hn-HO^ =i-Zq"'"\

OU enfin

/ e(c'''-=, e'>=)'^ = ii-.Xq'^-T-.-li~.Xq""'\
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Dans le calcul de A, il faut donacr à m et à n toutes les valeurs satisfaisant aux

conditions [(22) (a)]; ou voit alors que Iq^+ ^q"'"' est notre invariant F{q);

on a donc

/ e(e-''--, c'V---)'-^ --=-i,-V{q),

et c'est là la relation cherchce entre la fonction &{x. y) et l'invariant arithmé-

tique de Lejeune-Dirichlel.

NOTE
( 1' A lî TI E 8 ).

Les deux iVoles à rAcadémie des Sciences de 1S79 ne sont que des extraits, l'un

fait par l'Académie, l'autre par 11. Poincaré lui-même, d'un Mémoire qui ne semble

pas avoir été publié ultérieurement.

La communication au Congrès d'Alger (1881) de VAssociatiun française pour

r itanrenient des Sciences n'en est elle-même qu'un résumé assez succinct et,

semble-t-il, incomplet. Il n'y est plus question que des invariants arithmétiques (au

lieu des nombres corrélatifs et des covariants) des formes quadratiques délînies et

indélinies (ou de leurs facteurs linéaires conjugués). L'application aux nombres

idéaux, déjà remplacée dans la deuxième Note par l'utilisation du réseau parallé-

loi^rammalique (plus proche des conceptions de Dedekind) est abandonnée.

Par contre H. Poincaré insiste sur la possibilité d'exprimer les invariants par des

intégrales et des séries; il indique même qu'il en a trouvé une application à la

décomposition des nombres en sommes de deux carrés.

Ces expressions des invariants arithmétiques sont précisées dans le Mémoire du

Journal de Crelle (1900). Les paragraphes IL III et IV sont plus spécialement des

calculs sur les fonctions fuchsiennes et thélafuclisiennes et constituent en fait des

compléments du Mémoire célèbre des Acta, postérieur au Mémoire d'Alger (t. 1,

i8S>, p. if)3-a94; Œuvres, t. 2, p. 169-357) auquel il est fait divers renvois. Ils

sont eux-mêmes complétés dans le Mémoire posthume des Annales de Toulouse

{Fonctions modulaires et fonctions fuclïsiennes, 3, 1912, p. i25-i49; Œuvres, 2,

p. Ô92-618).

Le paragraphe IV est une suite de considérations sur les expressions possibles des

invariants d une forme quadratique binaire définie considérée comme un produit

de deux formes linéaires conjuguées.

H. P. - V. 34
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Le paragraplie V (toujours sur les formes définies) reprend des calculs el des

raisonnements que G. Lejeune-Dirichlet avait faits en utilisant des séries

J ( « ) = S P"", P = Kin- -T- 2 binn -i- en-,

où la somme esl étendue à toutes les valeurs entières de ni et n. 11. Poincaré

montre qu'on obtient des résultats analogues en utilisant au lieu de J {s) des séries,

indiquées aussi par G. Lejeune-Dirichlel

qui sont liées aux. fonctions abélieunes par linterniédiaire de la fonction

0(.r. )•)= Ze'\m.r+ny) g\\

\\n fait, la considération de cette fonction n'intervient qu'accessoirement par sa

valeur pour .r =r i- r= o.

Le paragraphe VI est consacré aux formes indéfinies et reprend les méthodes et

les fonctions du paragraphe précédent, en tenant compte toutefois de l'existence

des substitutions automorphes des formes quadratiques, définies par les solutions

de l'équation de Pell (ou de l'existence d'unités complexes). En fait, il semble plus

simple, dans ce cas, de considérer le corps quadratique défini par la forme el les

sommes étendues aux idéaux el non aux nombres de ce corps [ Fo/r p. 347. note(')].

Cette considération esquissée par II. Poincaré a été reprise el généralisée pour un

corps algébrique quelconque, par E. Hecke (') puis par E. Landau (-).

C) Nach. von der Konigliclien Gcs. dcr ll'm. zu Gottingcn, 11)17.

(') Einfiihrang in die elementare und analylische Théorie der atgebraischc Zalilen and
der Idéale, 1918. Zweite Auflage, lys;.



NEUVIÈME PAKTIE. - FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES ET GROUPES FUCHSIENS

(Analyse, p. 8).

SUR LES

APPLICATIONS DE LA GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE

A

LA THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES

(Associai ion française pour l'avancement des Sciences,

m' Session, p. i3i-i3s, Alger, i(J :ivril iS8i).

Depuis longtemps, M. Hennite a déiiionlrL' qu'une forme quadraliquc

ternaire indéfinie à coefficienls entiers n'est pas altérée par une infinité de

substitutions linéaires dont les coefficients sont également entiers. Mais toutes

les propriétés de ces substitutions ne sont pas encore connues; je crois donc

qu'il n'est pas inutile d'en signaler quelques-unes qui me seinblenl curieuses.

Je prendrai pour point de départ les importants Mémoires de MM. Herniile

et Selling sur celte question [Journal de Crelle, t. XLVll et LXXN'III (*)].

Je commencerai par rappeler les résultats obtenus par ces deux savants géo-

mètres; mais je les exposerai sous une forme un peu différente et plus commode

pour mon objet.

(') Les Mémoires de Cli. Hermitc sont de iSj^ ( Oh'ui'rcs. t. I, p. igi et 2no). lin réalités,

Hermite s'ét.iit déjà occupé auparavant des formes ternaires définies (d'après des idées

de Gauss {Journal de Crelle, t. 40, i85o; Œuvres, t. 1, p. ij|.).

\x Mémoire de E. Selling est de 187^, il étudie les formes quadratiques binaires et

ternaires, définies et indéfinies, et constitue un développemenl systématique des méthodes
de Gauss et d'Herniite. (A. C.)
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Soit F une forme quadratique ternaire indéfinie; on peut récrire

F = {ax ^ by -h cz)--i-{a'x -i- b'y H- c' z)-— {a"x -+- b"y ^ c" z^.

Nous poserons

I = ax -T- by -^ cz, tj = o'.r -i- b'y -t- c'c, ? = a"x + b"y -\- c" z.

X=r^i—

,

\=-^, / = \-t-jY.

Supposons que la forme F soit reproduite par une substitution linéaire à

coefficients entiers, c'est-à-dire qu'en posant

I X = kx' -¥- B t' -î- C:',

(i) ! r = A,j:'— Bi_)'-l- Cic',

( ; = .K.x-r-h.y' -\-C,z',

on obtienne

F = <ax'^ by'^ cz')--i- (a'x'-^ b'y'+ c'z')=— (a"x'-T- b"y'-+- c" z' )"-,

nous poserons

\' =i ax'^ b y' -^ cz' , t\ = a x'— b'
y' -^ c' z' , 'Ç =^ a" x' -^ b"y' -^ c" z'

;

F = r-+v°--r-;

Je suppose que l'on ait

d"où

;', ï)', Ç' sont déterminés en fonction de ^, r), Ç, par des équations de la forme

(2)
I

V= =('? — [^'•n-^T''i

où y., j3, y, etc. sont des constantes réelles, telles que (')

Sa-
— a'-— 3."- = I ,

'5- -i-
'î'-— 3"- = 1

1
y" -<- "' — Y "- = — I j

l^ï
"*"

;^ T — .^ T = o.' ^Y -t- a Y — a •( =0, a^i ^ a ^j — a ^1 = o.

(' ) Oa suppose implicitement la matrice des coefficients A, B, . .
.

, C, régulière (à déterminant

non nul). Voir ci-dessous p. 271 [et note (')] l'interprétation de cette matrice (ou de cette

substitution) par un déplacement non euclidien. (A. C.)
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De plus, on a enlre t' cl t une relaliou de la forme

/
h'i ^ir

où /j, /.", h\ /{' sont des constantes réelles (' ).

On connaîtra les coeflicieuts des relations (i) quand on connaîtra ceux des

relalions (2); nous ne nous occuperons donc que de ces dernières.

N'oici comment il faut opérer pour trouver toutes les réduites de F. Soient

?i, •ni, 'i-

trois quantités telles que
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pas tant que le point //(| reste intérieur à l'une d'elles. Mais le nombre des

réduites possibles est fini (
'

) ; il faut donc qu'il y ait une infinité de régions

R„, R'o, K, ...,

qui correspondent à une même réduite. Soit n le nombre des réduites

distinctes, et

n,„ R,, Ro, ..., R„_,

un système de n régions contiguës les unes aux autres et correspondant respec-

tivement à ces n réduites distinctes, ce qu'il est toujours possible de trouver.

Soit P l'ensemble de ces régions. Il existe un système de régions

R'„, R',, R',, ..., R'„_,,

disposées les unes par rapport aux autres comme l'étaient entre elles

Ro, R., Rî, , R«-i,

et correspondant, respectivement, aux mêmes réduites que ces dernières.

Soit P' l'ensemble de ces régions ; on définira de même P", P'", ....

Considérons l'une quelconque de ces régions : P", par exemple. 11 y a une

des substitutions (2) telle que, lorsque le point rrit (dont les coordonnées

byperboliques sont It, /),, Ç, ) décrit la région P, le point dont les coordonnées

hyperboliques sont

décrive la région P". De plus, on obtient de la sorte toutes les substi-

tutions (2), de sorte que, pour étudier ces substitutions, il suffit d'étudier la

figure formée par les régions P, P', P", etc. (-').

Ici, je vais faire appel à la géométrie non euclidienne ou pseudogéomélrie.

J'écrirai, pour abréger, ps et pst, au lieu de pseudogéométrie et pseudogéomé-

trlquement.

J'appellerai droite ps toute circonférence qui coupe orlhogonalement le

cercle C; distance /?j de deux points le demi-logarithme du rapport anharmo-

( ') Cette afrirmalion résulte de l'Iiypotlièse que les coefficients de la forjiie indéfinie F consi-

déiée sont des nombres entiers. C'est le principe essentiel de la méthode de C. Hermile sur

i'introdurtion des variables continues (i85o, Œuvres, t. 1, p. 164 ). (A. C.)

{) Cette méthode est, en fait, la recherche du domaine fondamental du groupe des substi-

tutions automorplies de la forme F, prises snus forme de transformations homograpliiques. (A. C.)
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nique de ces deus points et des points d'intersection du cercle C et de la

droite jDi qui les joint (compté sur cette droite /w). L'angle ps de deux courbes

qui se coupent sera leur angle géométrique. Un polygone ps sera une portion

du plan limitée par des droites /w.

Deux ligures seront /Jii7 égales s'il existe un système de neuf constantes :

telles que

a--l- a - — a -= I.

7.-' — ï'"'— ï"-'"^ o, oc'j -^ x"j' — y." ''j" ^

et que, si le point (;i, ra, Çi) décrit la première ligure, le point

décrive la seconde de ces figures (').

Cela posé, on reconnaît que ces distances ps, angles ps, droites ps, etc.,

satisfont aux théorèmes de la géométrie non euclidienne, c'est-à-dire à tous les

théorèmes de la géométrie ordinaire, sauf ceux qui sont une conséquence du

postulaiiun d'Euclide.

Il résulte de ce qui précède que les régions P, P', P", . . . sont pst égales

entre elles. On appellera mouvement ps toute opération qui change le point

dont les coordonnées hyperboliques sont ;, yj, Ç en un point dont les coor-

données hyperboliques sont des fonctions linéaires de 4, rj, Ç. Ce mouvement /Mi-

sera une rotation s'il conserve un point fixe; une translation dans le cas

contraire. Un mouvement ps sera complètement déterminé quand on saura

qu'il change le point a en rt| et le point h en 6, ; nous rappellerons le niouve-

(') L'cgalitc pst, uiiisi ilcfinie (et déjà signalée ci-dessus, p. 2G!5), osl une substitution

linéaire, de matrice T, déllnie par la condition d'invariance de la forme quadratique

l(x, y, z) = x'-^y'— Z-:

ou encore telle que

I T* symétrique (ou transposée) de T]. C'est la forme 6 et sa forme polaire qui définissent les

distances et les angles ps.

Celle géométrie hyperbolique est aussi caractérisée par une substitution lioniograpUique sur

le paramètre imaginaire t. C'est notamment ainsi qu'elle est étudiée dans le Mémoire célèbre

de II. Poincaré sur la Théorie des groupes fuchsieiis f§ II sur \es /igures loiigrue/ites, 1S82;

Œiix'res, t. 2, p. 113). loir la Note sur la neuvicme partie (ci-dessous p. iSo). (A. C.)
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inent(a a,, b b^ ). Il faut, bien entendu, que la distance/)* de ai , 6, soit égale à

la distance ps de a, b. Deux, figures seront pst égales si l'on peut passer de l'une à

l'autre par un mouvement />*.

Supposons que la forme donnée F ne satisfasse pas aux conditions du para-

graphe 299 des Disquisitiones arilhmeticœ, c'est-à-dire qu'on ne puisse pas

l'annuler en y substituant des nombres entiers à la place de x, y, z. La

région P ne s'étend pas jusqu'à la circonférence du cercle C. En suivant son

périmètre dans le sens positif, on côtoie successivement les régions Y'^,

P2, . . ., P„. Soit bi lo frontière commune de P et de P,-; soient a, et rt,_^.i les

extrémités de cette frontière; les 6, seront appelés les côtés, les «, les sommets

de la région P. En suivant le périmètre, on rencontre successivement le

sommet a(, le côté ft,, le sommet «_,, lo côté b<, . . . , le sommet r/„, le côté 6„,

enfin le sommet à„^i qui n'est autre que le sommet iii.

C'est pourquoi nous dirons que le côté qui suit le sommet a, est fe, et que le

sommet qui suit 6; est rt,vi •

Joignons par des droites ps les sommets consécutifs de P, nous obtenons

un polygone /)i Q ('). Faisons de même pour P', P", ...
; la surface du cercle C

va se trouver divisée en (une infinité de) pol3gones ps Q, ps Q', ps Q", ....

Ces polygones ps sont pst égaux entre eus, et le mouvement yy* qui change P

en P', par exemple, change Q on Q'. Envisageons le polygone /m Q, l'un de

ses côtés aia2) et le polygone Qi qui lui est adjacent le long de aiCfo et qui

correspond à la région Pi. Considérons le mouvement /)5 qui change Q en Qi,

le mouvement ps inverse change Q en une certaine région Q,- adjacente à Q le

long d'un côté «,n,>|. De deux choses l'une :

Ou bien Q, diilere de Qi ; alors les côtés aia^, aiai+i sont homologues,

forment une paire, et le mouvement /;* tjui change Q en Qi chauge «, en eu

et a,+t en cii.

Ou bien Q, ne diffère pas de Qi ; alors le mouvement ps qui change Q
en Qi est une rotation ps de 180" autour du milieu ps de aiit,. Soit p ce

C) H. Poincaré ne précise pas les conditions de réduction à adopter pour une forme délinie.

Il dit d'ailleurs, dans un Mémoire ultérieur (OEin'rcs, t. ?, p. 4/9 )> qu'on peut en imaginer une

infinité.

On pourrait se demander s'il n'est pas possible de choisir ces conditions de réduction de

façon que la frontière commune à un couple de régions P et P', voisines, soit toujours une

droite ps; ce qui permettrait de confondre la région P et le polygone Q (ainsi qu'il est possible

pour la réduction de formes cubiques ternaires décomposables). (A. C. )
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milieu; on l'envisagera comme un sommet du polygone Q de telle façon que ce

polygone présenle deux côtés consëculifs rt(|3, (3rtj, faisant entre eux un angle

de 180". Ces deux côtés sont homologues, forment une paire, et le mouve-

ment /« qui change Q en Q,, change «i en <!, et ^ti en [3.

Donc, grâce à ces conventions :

i" Les côtés du polygone Q se répartissent en paires de côtés homologues.

2" Tout mouvement ps qui change Q en l'un des polygones qui lui sont

adjacents change un des côtés en son homologue.

Quand on connaîtra le polygone Q et la distribution de ses côtés en paires,

on connaîtra tous les mouvements ps qui changent Q en Q', Q", etc., et, par

conséquent, P en P', P", etc. On connaîtra donc toutes les substitutions (2) et,

par conséquent, toutes les substitutions (1).

Supposons, pour fixer les idées, un quadrilatère aia-ia^a.\ où a^a,

est homologue de a-^a^, et (7|rt-, de a^a^^; les mouvements ps, qui

changent Q en O', Q", etc., sont tous des résultantes des deux mouve-

ments (aif*:, , a.,a-,) et (ai a;,. a:,a,).

Toute propriété des substitutions (i) se ramène donc à une propriété du

polygone Q. J'en énoncerai deux :

1" Deux côtés lioinologues sont, pst égaux.

Envisageons maintenant un sommet quelconque, le côté suivant, puis le côté

honioloi;ue, puis le sommet suivant, puis le côté suivant, puis le côté homo-

logue, et ainsi de suite. On rencontre de la sorte un certain nombre de

sommets et Ton finit par retomber sur le sommet qui a servi de point de

départ. On dira que tous les sommets rencontrés de la sorte forment un cycle,

et tous les sommets de Q se trouvent ainsi distriljués en un certain nombre

de cycles. Cela posé :

3" La somme des angles correspondants aux différents sommets d'un

même cycle est une partie aliquote de 2 7r.

Supposons maiiitenaiit cjue la forme F puisse s'annuler quand on y rem-

place X, y. z par des entiers convenablement choisis. Les résultats sont les

mêmes, sauf quelques diflérences. La région P s'étend jusqu'à la circonfé-

rence du cercle C. On peut. <ommo dans le cas pn''C(''dent, décomposer la

II. I'. — V. '^i
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surface du cercle C en une infinité de polygones ps : Q, Q', Q", etc., de telle

sorte que les mouvements ps qui chaîigent P en P', P en P", etc., changent de

même Q en Q', Q en Q", etc.

Seulement il peut se faire que deux côtés consécutifs du polygone Q ne se

coupent pas, ou, si l'on veut, que l'un des sommets de ce polygone soit

imaginaire.

Les côtés du polygone Q se distribuent en pairos, et les côlés d'une même

paire seront pst égaux.

Les sommets de Q se distribuent en cycles comme dans le cas précédent;

mais il y a deux sortes de cycles, les premiers ne contenant que des sommets

imaginaires, les seconds que des sommets réels.

La somme des angles correspondant aux sommets d'un même cycle de la

seconde sorte est une partie aliquote de 271.



SUR LES FONCTIONS FUCIISIENNES

LES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDÉFINIES ^'^

Comptes rendus de l'Académie dex Sciences, t. |02, p. 730-7.17 (ay mars i88(i).

Une forme quadratique ternaire indéfinie peut toujours s'écrire (en cliangeant

au besoin tous les signes) de la façon suivante :

F(.r,,v, z) = \::-\A.

OÙ

X = ax — by -^ cz. Y =^a' j- -t- b' y -^ c z, Z = a"x + b" y -r- c" z,

les a, les b et les c étant des nombres réels quelconques.

Soient maintenant a, (3, y, â quatre nombres réels tels que xo— j3y := i

.

Posons

X'=a-X + 2aYY -r-'f-Z.

Y'= ap X -f- (aS — .'i-' 1 Y — 78 Z.

Z'= ;î2X +2[jSY
'

— 3-.^z,

X'= a.r'^ 6 i '-H ce', Y'=: «'j'-H 6' )•'-:- c' :', Z' = «".c'-i- b"y' -r- c"z'.

J'appelle S la substitution ('-) qui change x, r, : en a:', y, z'. C'est une

(') Cette Note a déjà été publiée dant le Tome 2 des Œuvres (p. 6^). 11 a paru utile de la

publier à nouveau, pour la rapprocher du Mémoire ci-dessus. Elle est, en effet, citée, en même
temps, dans la neuvième Partie de VAitalyxe et elle précise la méthode de réduction des formes

qui n'avait été qu'esquissée dans ce premier Mémoire (de 1881). Elle a été partiellement déve-

loppée dans un Mémoire, également publié dans le Tome 2 des Œuvres (p. 4''')> dont on

donne ci-dessous une analyse et quelques extraits. (A. C. )

() V.n appelant i: la substitution qui fait passer des x, y, z aux \, Y, Z et T celle qui fait

passer des X, Y, Z aux X', Y', Z' et (]ui est associée à la substitution du deuxième ordre

( fuchsicnne 1

c'est-à-dire si

\ Y Z - X y z
I

- 1 et X Y /. =1 X Y Z |1 X T;

la substitution aulotiiorplie S, de la forme considérée est définie par

S = X X T X i;~'. (.\. c.)
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siibstitulion linéaire et, comme on vérifie aisément l'identité

Y- \'Z'= Y2 — XZ,

on voit que S n'altère pas la forme F(x, f, -).

Si les coefficients de S et par suite a, (3, v, 0, sont entiers, on dit que S est

une substitution semblable de la forme F; si ces coefficients, sans être entiers,

sont rationnels, on peut dire que S est une substitution semblable frac-

tionnaire de F.

Si les coefficients de F sont entiers, les substitutions semblables forment un

groupe discontinu G. A la substitution S faisons correspondre la substi-

tution (:, ~ k )• Au groupe G correspondra ainsi un groupe g qui est un

groupe fuchsien.

Nous sommes ainsi conduits à nous servir de ce que nous savons des groupes

fuchsiens (') pour l'appliquer à l'étude du groupe G. Si nous envisageons, par

exemple, les cycles formés par les sommets du polygone générateur, nous

voyons d'abord que la somme des angles d'un cycle ne peut être égale qu'à 2Tï

(s'il n'y en a qu'un), à tt, à ^j à -; à ^ ou à zéro.

Il y a un cycle où cette somme est tt, si F peut être transformé par une

substitution de déterminant i ou 2 en une forme telle que

a"z^ -^ ax^ +- 2 b"xy + a' r-.

11 y en a un où cette somme est — si F peut être transformé par une

substitution de déterminant i ou 2 en une forme telle que

a" z' -;- ax- -^ (t }-.

Il y en a un où cette somme est -" (ou bien ^ J
si F peut être transformé

par une substitution de déterminant 1 (ou bien 3) en une forme telle que

fi" z- — 2 b"{.rv — .r'- — y" ).

Il y en a un où celte somme est zéro si F peut représenter zéro, c'est-

à-dire si F satisfait aux conditions du paragraphe 299 des Disquisitiones

f) Mémoire sur la Théorie des groupes fuchsiens {%k- Polygones générateurs): Œuvres,
t. 2, p. 122. (A. C.)
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iirithinelicie. Dans ce cas, le groupe fuchsien est de la tleuxiéine ou de la

sixième famille. Dans tous les autres cas, il est do la première.

11 est uu aulre point sur lef|ucl je désirerais allirer l'attention. On peut se

demander s'il existe pour une fonction fuchsienney (:;) un théorème analogue

à ce qu'est le théorème d'addition pour les fonctions elliptiques, c'est-à-dire si

Ton peut trouver une relation algébrique entre /{:) ei f{z. T), T désignant

uue substitution linéaire n'appartenant pas au groupe g de la fonction /{:)

Pour cela, il faut et il suffit que les substitutions communes aux deux groupes

fuchsiens g et T~'^T forment encore un groupe fuchsien.

Il ne semble pas qu'il en soit ainsi en général; on sait pourtant que cela a

lieu pour la fonction modulaire; car si /(s) désigne celte fonction, et n un

entier quelconque, il y a une relation algébrique enire fi :) et/ (
- )

La mêuie propriété appartient aux fonctions fuchsiennes /{:) engendrées

par un groupe g, lorsque ce groupe g correspond, comme il a été dit plus haut,

au groupe G des substitutions semblables d'une forme F.

Considérons maintenant le groupe des substitutions semblables fraction-

naires de la forme F; ce groupe n'est plus discontinu. Soit alors 2 une

quelconque de ces substitutions semblables fractionnaires, et soit a la substi-

tution de la forme Iz, f_
'^

)
qui correspond à 2 de la même manière que g

correspond à G. Il j a une relation algébrique entre/(;) elf{z. u).

Pour obtenir ce résultat, il faut s'appuyer sur le principe suivant :

Soit r le groupe des substitutions linéaires à coefficients entiers et de

déterminant i

.

Soit T' un sous-groupe d'indice fini contenu dans T. On peut convenir de ne

considérer deux formes comme équivalentes que si l'on peut passer de l'une à

l'autre par une substitution de F'. On peut faire ensuite, à ce nouveau point de

vue, la théorie de la réduction des formes quadratiques, elle ne diffère pas de

la théorie ordinaire.



LES

FONCTIONS FUCHSIENNES ET L'ARITHMÉTIQUE
( l'ARAGRAl'HKS I A Vlll )

Journal de Mulltéinaliques, 4° série, l. :!, 18S7, p. ^o5-4^;)-

Ce Mémoire a déjà été publié dans le Tome 2 des Œuvres (p. 46i), qui est plus spé-

cialement réservé aux fonctions fuchsiennes. Cependant les huit premiers paragraphes

développent, en fait, les méthodes esquissées dans le Mémoire et la Note précé-

dente. Pour cette raison, il a paru utile d'en donner ici une analyse sommaire.

I. Les notations et définitions indiquent la foime générale d'une substitution

automorphe d'une forme quadratique

/ ( ./. y. z) =.)-— -xz

et son association (qui est un isomorphisme) avec une transformation homogra-

phique d'une variable imaginaire (ou substitution fuchsienne) ( Voir la première

partie de la Note ci-dessous). Elles précisent aussi quelques notions générales sur

les groupes.

II. La réduction des formes (du type précédent 1 rappelle, avec quelques préci-

sions complémentaires, la méthode de réduction continuelle ( Voir la deuxième

Partie de la Note ci-dessous).

IIL Quelques lemmes divers expriment des propriétés des groupes fuchsiens.

IV. On recherche des substitutions aulomorphes des formes, à termes frac-

tionnaires.

V. Le calcul des multiplicateurs, c'est-à-dire des zéros de l'équation en /, d'une

matrice S, carrée, d'ordre 3, à déterminant égal à i, est en réalité, l'étude des

transmuées T~' x S x T, de cette matrice, dans le cas particulier, où elle est substi-

tution automorphe d'une forme quadratique, et, par conséquent associée à une

substitution fuchsienne.
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VI. La rt'du'/ion r/cs substitutions continue réliide pi-écédente el détermine

nolamiiient les classes de substit niions cllij)li</ucs (M.

\ II. Kecherclie des foi mes quadrati(|ues, invariantes pour les substitutions

c//iptiques. ainsi déterminées.

\ III. Kcsumé, dont on croit devoir reproduire les passages caractérisliques.

Au groupe des subslitulioiis à coeflicienls entiers qui n'altèreut pas une

forme quadraticjue donnée V (ternaire indéfinie) correspond toujours un groupe

fuchsien qui le détermine entièrement.

Les formes F peuvent d'abord se répartir en quatre catégories :

1" Celles qui n'admettent ni substitutions elliptiques, ni substitutions

paraboliques;

2" Celles qui admettent des substitutions elliptiques, mais pas de substitu-

tions paraboliques;

3" Celles qui admettent des substitutions paraboliques, mais pas de substi-

tutions elliptiques;

4" Celles qui admettent à la fois des substitutions elliptiques et paraboliques.

Un nombre limité d'essais permet de reconnaître à laquelle de ces quatre

catégories appartient une forme donnée.

Si la forme F est de Xn première ou de la deuxième catégorie, son groupe

fuchsien principal est de la première famille; si F est de la troisième catégorie,

son groupe fuchsien est de la deuxième famille; si F est de la quatrième caté-

gorie, son groupe fuchsien est de la sixième famille.

Si la forme F est de la première catégorie, le polygone générateur de son

groupe fuchsien a 4/» côtés, les côtés opposés étant conjugués. Les 4/' sommets

forment un seul cvcle, et la somme des angles est égale à 2::.

Si F est de la deuxième catégorie, les sommets du polygone générateur

peuvent former plusieurs cycles. (11 convient d'ajouter que le plus souvent ils

n'en forment qu'un seul et qu'il n'y a plusieurs cycles que dans des cas

exceptionnels). Pour reconnaître combien ces sommets forment de cycles, on

(') Une suljstitulion est etliptique si elle a deux points doubles imaginaires conjugués. Il en

est alors de même de la substitution fuclisienne associée [ainsi que des zéros de l'équation

en À, diirérents de i : voir ci-dessous, Note, p. 2S3, note (')]. luette qualité se conserve par transmu-

tation el ne drpeiiil que de la somme des termes de la iliagonale principale (invariante d:iiis la

transmutaliiin
) ( A. C, ).
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peut construire les formes

.\..T'- 4- \'r- -^ A' ;2 H- 2 Byz

(la forme binaire A!y- -[- \" z- -h -aByz i^tant réduite) ou bien encore les

formes

.S.,r-: _ ( 2 B"-!- B ) > 2 _ 2 Brz — ( 2 B'^ B )
c-^ -)- 2 B".r)- ^ 2 B'.cj

et

Xx--i- 2 B ( r- -'- ys -^ ï-— Jja;)' — 'j-r:-).

Si la forme F est équivalente à n des formes ainsi construites, les sommets

du polygone générateur formeront n cycles. La somme des angles de l'un quel-

conque de ces cj'cles est égale à -, "
i ';^ ou ^' •

Si F est de la troisième catégorie, les sommets du polygone générateur sont

tous sur le cercle fondamental, et ils forment un ou plusieurs cycles (en

général un seul), dont la somme des angles est nulle.

Si F est de la quatrième catégorie, les sommets du polygone générateur sont

les uns sur le cercle fondamental, les autres à l'intérieur, et ils forment plu-

sieurs cycles dont la somme des angles peut être o. tt, — j ^ ou ^"•

Les résultats que je viens d'exposer demanderaient évidemment à être

complétés. Les propriétés nouvelles des groupes que nous avons étudiés ne

suffisent pas pour les déterminer complètement; mais, en en faisant un usage

judicieux, on peut notablement simplifier les anciens procédés de calcul qu'on

employait autrefois pour former ces groupes.

NOTE
(PARTIE y).

l. Je donne d'abord quelques indications sur la nature algébrique des problèmes

de cette neuvième Partie, qui ne sont pas entièrement explicités dans les Mémoires

précédents. Pour étudier une forme quadratique ternaire, indéfinie, H. l^oincaré a

utilisé successivement deux formes canoniques (relativement à une équivalence
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algébrique). |)ans le Mémoire de 1881 (p. 2G7), il emploie

I

I o

1 0—1
dans la Note de 188(1 (p. 275), il emploie

î/(x,y,z) = 2y-'-2xz = \\:t r c
||
x F x

on passe de 2/(.r, >-, : 1 à 2'j(^, y), Ç) par la subslitulion S,

X y 3
II
= III r, !:

Il
X S, S

— I o I

1 o

1 I) I

o 01
— 10 o

S X F X S*=*.

Les substitulions linéaires ( matrices régulières),

/
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H =

On voit alors aisément que la substitution définie par une matrice (d'ordre 4),

jmposée de quatre matrices du deuxième ordre

o
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Dans le résultat, les coel'lirieiits du produit I x I' sont bien encore éi;au\ aux

termes de ce produit (').

louant aux substitutions auloniorphes de 0(1, r), Ç), ou peut les calculer par

tiansniulalion

î 'jO

- I

o
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II. Four appliquer ces résultais algébriques à la recheiclie arithmétique des

substitutions semblables (auloinorphes, à termes entiers) d'une forme quadratique

i^{x, y, z) indéfinie à coefficients entiers; caractérisée, par exemple, par une matrice G
(carrée d'ordre 3), symétrique, à termes entiers, on peut la mettre sous l'une des

formes canoniques algébiiques i x G x 3*, par une substitution 2; les substitutions

automorphes de cette forme étant, définies par des matrices T, construites comme
il vient d'être dit, celles de f((^-i', y, :) sont les transmuées i"' x T x i, et il suffit

de chercher celles qui sont à termes entiers. Elles forment manifestement un groupe

et il en est de même des substitutions T et des transformations homographiques I,

associées, qui forment, suivant le vocabuhiire de H. Poincaré, im groupe fuchsien.

Dans le premier Mémoire, (i88i, p. 267), H. Poincaré indique une formation

géométrique de ce groupe par l'application de la méthode de réduction continuelle

à la recherche d'un domaine fondamental [p. 270, note ('-)]. Cette méthode de

réduction continuelle, indiquée par Ch. Ilermile, avait été précisée, comme il a été

dit par E. Selling (187')), et appliquée numériquement par L. Charve {Ann. Ëc.

ISorm., 1880). Elle a été utilisée, plus récemment à de nombreux exemples numé-

riques par Th. Got {Questions diverses concernant certaines formes quadratiques

ternaires indéfinies et les groupes furlisiens arithmétiques qui s'y rattachent,

0,1" Partie; Thèse de doctorat et Ann. Fac. Se. Toulouse, 191 3).

Dans la Note (1886, p. 270), II. Poincaré se borne à énoncer quelques remarques

sur la structure de ce groupe et notamment sur les cycles des polygones généra-

teurs. Il développe cette méthode et ces remarques dans les huit premiers para-

graphes du Mémoire dont on a donné une analyse et un extrait (p. 278 et

279). (A. G.)



DIXIÈME PARTIE. - PONCTIONS FUCHSIEXXliS ARITHMÉTIQUES

( innlyse, p. 9).

LES FONCTIONS FUCHSIENNES

ET L'ARITHMETIQUE

(l'ARAGRAPIIK IX 1

Journal de Malhémaliques, 4° série, I. 3, 1SS7, p. ^09-46/1.

Ainsi qii il a déjà été dit, ce Méinoiie a élé publié dans le 1 unie 2 des (i-ffe^i'/Y";;. Les

paragraphes I à Mil, qui traitent des relations entre les substitutions autoniorplies

d'une forme quadratique ternaire indélinie et certains groupes fuchsiens appelés

arithmétiques ont été analysés ci-dessus (9" Partie, p. 278).

Le paragraphe IX est consacré à une propriété remarquable des fonclious

fuchsiennes. définies par ces groupes. On a cru devoir le publier à nouveau en

raison de son caractère arithmétique et de son importance, tant pour illustrer la

pensée de H. Poincaré qu'en vue de ses applications ultérieures possibles.

1\. — Généralisation du théorème d'addition.

Dans ce qui précède, je uie suis ellorcé de montrer la possibilité d'emplojer

les fonctious fuchsiennes (') dans des questions d'Arithmétique. L'application

inverse de l'Arithmétique ;ï la théorie des fonctions fuclisiennes est au moins

aussi féconde.

L'analogie des fonctions fuchsiennes et des fonctions elliptiques est évidente;

les premières ne changent pas quand l'argument subit une substitution linéaire

(') l'Ius ex.Tclemenl les groupes fii(libien8.(A. C.)



286 FONCTIONS FUCHSIENNES ARITHMETIQUES.

appartenant à un certain groupe, de même que les secondes ne changent pas

quand l'argument augmente de certaines périodes. Il y a cependant une pro-

priété des fonctions elliptiques qui ne s'étend pas immédiatement aux fonctions

fnchsiennes, c'est le théorème d'addition.

Si l'on augmente l'argument d'une transcendante elliptique d'une quantité

qui ne soit pas une période, il y a une relation algébrique entre l'ancienne et la

nouvelle valeur de la transcendante. Si donc F(z) est une fonction elliptique,

il y aura une relation algébrique entre f{:) et Fiz -{- h), h élant une

constanle.

\ oici qu'elle serait la généralisation la plus naturelle de cetlu propriété.

Soient F(c) une fonction fuchsienne, S une sulistitution linéaire n'appartenant

pas à son groupe. Il devrait y avoir une relation algébrique entre F[z) et

F(3.S). (Je désigne par 5. S, selon l'habitude, ce que devient ; quand on applique

à cette variable la substitution S.) Il est aisé de voir que celte propriété ne peut

subsister pour toutes les substitutions fuchsienncs S, c'est-à-dire pour toutes

les substitutions linéaires S qui n'altèrent pas le cercle fondamental. D'autre

part, il arrivera, en général, que cette propriété n'appartiendra à aucune substi-

tution fuchsienne; ce n'est donc que pour certaines fonctions fuchsiennes

exceptionnelles qu'elle appartiendra à quelques substitutions fuchsiennes.

A ce double point de vue, on peut dire que le théorème d'addition des fonc-

tions elliptiques ne s'étend pas, en général, aux fonctions fuchsiennes.

Je vais faire voir toutefois que, pour certaines fonctions fuchsiennes particu-

lières F(3), il existe une infinité de substitutions S, telles que F(z) et F(.3.S)

soient liées par une relation algébrique. 11 est clair que, dans ce cas, ces

substitutions S forment un groupe.

Que faut-il pour qu'il en soit ainsi ? Soit G le groupe de la fonction F(;).

La fonction F(5.S) est aussi une fonction fuchsienne, et son groupe est le

transformé de G parla substitution S, c'est-à-dire S~' GS. Si les deux groupes G

et S^'GS sont commensurables (') entre eux, c'est-à-dire si leur groupe

commun g est un sous-groupe d'indice fini pour chacun d'eux, g est encore un

groupe fuchsien. Mais alors on peut regarder F(;) et F(i.S) comme des fonc-

tions fnchsiennes admettant ce groupe g. Ces deux transcendantes sont donc

liées par une relation algéljrique.

(') I.a Héfinition (reproctuite ii i) He ce i^imlifiriitif, ainsi que relie de Viiidirc (ou inrii-x) d'un

sous-p'i'oupe onl été données dans ce même Mémoire, § I (Œuvres, l. '2, p. '\'V>-'\'>-). (A. C.)
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D'où la conclusion suivante {') '

Pour quUl y ait une relation algébrique entre une Jonction fuch-

sienne F(-) de groupe G et sa transformée F(3.S) par la substitution S,

ilfaut et il sujjit que les deu.r groupes Ci et S-' GS soient commensurables.

Je citerai d'abord un prcinicr exemple sur lequel je ne m'arrêterai pas.

Soient G un groupe fuchsien et g un second groupe fuchsien, sous-groupe du

premier {'-); soil \'{z) une fonction fuchsienne de groupe^'. Soit enfin S une

substitution appartenant à G ( '). Jo dis qu'il y a une relation algébrique

entre F(r) et F(;.S).

Soit, en ellet, <!*(;) une loncliou fuclisieniie du groupe G; nous pouvons la

regarder aussi comme une fonction du groupe g; elle est donc liée algébri-

quement à F(«). Mais nous pouvons de même regarder *^{z) comme une

fonction fuchsienne de groupe S~'^S, puisque S-'^S est aussi un sous-

groupe de G. Donc •!*(*) est aussi liée algébriquement à F(-.S). Cela

prouve que I'^;) et F(:;.S) sont liées algébriquement entre elles.

Les substitutions S forment, dans ce cas, un groupe G qui est discontinu.

Aussi ce premier exemple n'oOre-t-il pas grand intérêt. Nous le laisserons donc

de côté pour ne nous occuper que des cas où les substitutions S, telles que

F(3) et F(3.S L soient liées algcbriquemeal, forment un gi-oupe continu.

C'est ce que nous observerons dans un second exemple, à savoir quand F(c)

se réduit à la fonction modulaire J. Le groupe de cette fonction se compose

alors de toutes les substitutions

^'

( ') lin rralité If raisoiinetiienl inoiitrc sculcimnt que Li coinliUoii esl siiflisante. Ln l'cciproquf

ist une conséquenie du théorème f;r''néral suivant sur les fonctions automorplies :

l'oitr ijue lieux fonctions (lulomorplies soient liées par une rein/ion algéhrique. il esl

nécessaire que leurs groupes O et G' aient en commun la région couverte par un réseau de

polygones fondamentaux (domaine d'existence commun des fonctions) et possèdent, en outre,

un sous-groupe commun d'indice fini.

Cet énoncé cl sa démonsi ration sont donnés dans la Théorie des fonctions algébriques d'une

variable, t. II, p. 357 {Fondions automorplies), rédigé par P. Fatou, ig-^o. (A. C.)

(') Il semble qu'il faut ajouter d'indice fini. (A. <'..)

(^) Définie, à un produit près par une substitution de g, d'un cùté convenable (faite

avant S). (A. C.)
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OÙ «, (3, y, sont quatre entiers, tels que

a5 — Py = '•

Nous savons qu'il y a une relation algébrique entre F(.;) et F( -
j

; c'est cette

relation algébrique qui est bien connue sous le nom d^équation modulaire

dans la théorie de la transformation des fonctions elliptiques.

Vérifions que le groupe G, formé des substitutions

(:-mx.

où a, (3, y, (3 sont entiers, est bien commensurable avec son transformé S-' GS

par la substitution

où n est entier.

En effet, le groupe S~' GS est formé des substitutions

\ •; n z ~ '

où «, P, Y, sont entiers et tels que aô — (3y = i

.

Le groupe commun g aux deux groupes G et S-'GS est alors formé des

substitutions

où X, j3, y, ô sont des entiers satisfaisant aux conditions

ïC — fv; = I . V == " ' niod n i.

C'est donc par rapport à G, un sous-groupe à congruences (') et par

conséquent un sous-groupe d'indice fini.

Pour la même raison, il y a une relation algébrique entre la fonction modu-

laire F (s) et F { "1 ) jD et n étant deux entiers premiers entre eux.

(') Un sous-groupe « congruences a été défini por H. Poincaré, dans ce même Mémoire

( Œuvres, t. 2, p. 477 )i pour des matrices carrées, d'ordre i : » un ensemble de matrices dont

les neuf termes sont assujettis à satisfaire à certaines congruences suivant un certain

module g, premier ou composé « (et telles que les matrices forment bien un groupe). Il est

nécessairement d'indice fini.

Dans le cas présent, il est manifeste que la congruence reste vérifiée, dans un produit et dans

«ne inversion; il est également manifeste que l'indice fini du sous-groupe dans G est égal à n.

(\. C.)
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Plus généraleniout, je dis qu'il y a une relation ali;i''hrique entre la

fonction modulaire V{z) et F/ ""^'
j? a, b, c et d étant des entiers

quelconques.

Car la suhsiituliou

où a, h. c. (/sont des entiers quelconques, peut toujours être regardée comme
la résultante de piusieur^ autres des formes

(.,= . (.^).

L'ensemble des substitutions S, telles que V ( z) el F(3.S) soient liées algé-

briquement, forme donc un groupe continu.

Jusqu'à présent cet exeuiple était isole, mais nous sommes maintenant à

même d'en citer une ialinité d'autres.

Envisageons une forme quadratique indéfinie F à coefficients entiers.

Considérons le groupe reproductif de F formé de toutes les substitutions à

coefficients (/uelroriques cjui n'allèrent pas cette forme, el le groupe principal

de F formé de toutes les substitutions à coefficients entiers qui n'altèrent pas

celle forme. A toute substitution du groupe reproductif correspond une

substitution fuclisienne et au groupe principal de F correspond un groujie

fuclisien G qui est le groupe fuchsien principal de F.

Soiiy(c) une des fonctions fuchsiennes engendrées par le groupe Ci.

.l'envisagerai également les substitutions du groupe reproductif qui ont des

coefficients /"/•rtc^«o««rt</-es (étudiées dans le paragraphe I\'), les substitutions

fuchsiennes correspondantes el le groupe V foimé par ces substitutions

fuchsiennes, qui sera un groupi; continu.

Soil S une substitution fractionnaire du groupe reproductif de F el .s la

substitution fuchsienne correspondante appartenant à F. En vertu des lemmes 11

el VI du paragraphe III, le groupe principal de F esl commensurable avec son

transformé par .S el G est commensurable avec son transformé par v.

Il y a donc une relation algébrique entre

/(s) el f{:.s).

S étant une substitution quelronque du groupe runti/iu V.

11. I'. V. .3-;
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Les fonctions fuchsiennes arithméliques jouissent donc, comme la fonction

modulaire, de la propriété qui nous occupe. La fonction modulaire n'en est

d'ailleurs qu'un cas particulier et on l'obtient en prenant, pour la forme

quadratique F,

Ainsi il y a une propriété que l'on peut regarder comme la généralisation du

théorème d'addition, si l'on regarde les fonctions fuchsiennes comme la géné-

ralisation des fonctions elliptiques, mais que l'on peut aussi regarder comme la

généralisation de la transformation, si l'on regarde les fonctions fuchsiennes

comme la généralisation de la fonction modulaire.

Cette propriété n'appartient pas en général à toutes les fonctions fuchsiennes:

mais elle appartient aux fonctions fuchsiennes arithmétiques.

Cela peut faire concevoir l'espoir que ces transcendantes arithmétiques

rendront, dans la théorie de certaines classes d'équations algébriques, des ser-

vices analogues à ceux qu'a rendus la fonction modulaire dans l'étude de

l'équation du cinquième degré.

NOTE
( P A R T I l£ 10)

Les groupes fuchsiens arithmétiques, auxquels U. Poincaré a ainsi associé

des fonctions fuchsiennes, vérifiant un théorème d'addition (ou de transformation),

ont été ensuite rencontrés par G. Humbert dans l'étude des fonctions abéliennes

doublement singulières {Journ. de Math., 5" série, t. 9 et 10, igoS et 1904). C'est

une des raisons qui ont conduit Tli. Gol, à en faire une élude générale au point de

vue de la détermination pratique [loc. cit. Questions diverses {.4nn. Fac. Sr.,

Toulouse, igiS)]. On sait que G. Humbert, géomètre, devenu analyste, devait se

révéler, à la fin de sa carrière, un brillant arithméticien (M. Une part de mérite en

revient sans doute à II. Poincaré.

(') E. BoRBL, Notice sur ta vie et les Travaux de G. Humbert. lue à l'Acadi-inie îles

Sciences le 27 mars 1923.
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( Anahse, p. \)).

SUR LES FORMES CUBIQUES TERNAIRES

Comptes rendus de l'A''adémie des Sciences, I. 'JO, p. l'i^S-js-îg (7 juin 1880).

(K\li:iit d'un Mémoire p;ir l'Auleui-. 1

Partie arithmétique (').

Avant résolu ce problème algébrique, j'aborde les cjueslions nritliiiiéliques

relatives à ces formes, .l'appelle d'abord substitulion réduite toute substitution

qui transforme la forme x'\ -\- x\ + x'I en une forme quadratique réduite (définie

comme le font MM. Korkine et Zololareiï, Malhcma/ische Annalen, t. VI).

.l'appelle yorme réduite toute forme qui dérive de la canonique par une substi-

tution réduite. En ce (|ui concerne les formes de la quatrième et de la sixième

hiniille. qui peuvent dériver de leur canonique par des substitutions de

délerininanl 1 on de déterminant différent, je distingue les réduites [irincipales

(|ui en dérivent par une substitution de déterminant i et les réduites secondaires.

M. .lordan a démontré [C . R. Ac. Se, 5 mai 1879) que, si le discriminant

n'est pas nul, il ne peut dériver d'une même canonique qu'un nombre fini de

réduites à coefficients entiers. ,Te donne une démonstration nouvelle de ce

ihéoréuie, et, rappllqu;inl :iux formes des deux premières familles, je limite

les coefficients de ces réduites en fonction des invariants S et T.

Le nombre «les classes dérivées de chaque canonitjue est fini dans la première

et la deuxième famille (et aussi dans la cinquième famille, toutes les fois que T

est négatif ou que 4 S n'est pas puissance quatrième parfaite). Au contraire, le

{' ) La première Partie, ;ilgiliriqiie. se trouve el-dessus, p. 2J-2-. {\. C.)
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nombre des classes dérivées de chaque canonique est infini dans la troisième,

la quatrième et la sixième famille (et aussi dans la cinquième famille, toutes

les fois que T est positif et 4 S puissance quatrième parfaite). Mais alors les

classes se répartissent en genres, les réduites d'un même genre se déduisant

aisément l'une de l'autre, et le nombre de ces genres est fini dans la troisième

et la cinquième famille, infini dans la quatrième et la sixième.

J'étudie ensuite la distribution des réduites dans chaque classe. Les classes

des trois premières familles conliennent une réduite et une seule en général.

Celles de la quatrième famille ne contiennent qu'une réduite principale et un

nombre fini de réduites secondaires; celles de la cinquième famille contiennent

un nombre fini de réduites principales; enfin celles de la sixième famille

contiennent un nombre infini de réduites principales et secondaires.

Quand une classe contient plusieurs réduites, il peut se faire qu'elles se

disposent en une chaîne où chacune d'elles est contiguë à celle qui la précède

et à celle qui la suit. Si le nombre des réduites est infini, cette chaîne est

indéfinie, et on peut la suivre indéfiniment sans retomber sur la même réduite

(c'est ce qui arrive pour les réduites principales de la sixième famille). Si le

nombre des réduites est fini, il peut arriver que la chaîne reste indéfinie et que

les réduites s"y reproduisent périodiijuemenl, comme dans le cas des formes

quadratiques binaires (ce qui arrive pour la cinquième famille, toutes les fois

que T est négatif ou que 4^ n'est pas puissance quatrième parfaite, et aussi

pour certaines classes de cette même famille, quand T est positif el4S puissance

quatrième parfaite). Il peut se faire aussi que la chaîne soit limitée (ce qui

arrive pour les réduites secondaires de la quatrième famille et pour les réduites

principales de certaines classes de la cinquième famille, quand T est positif

et S puissance quatrième parfaite). Enfin, il peut arriver que les réduites, au

lieu de former une chaîne, forment un réseau, comme dans le cas des formes

quadratiques tei'naires indéfinies (ce qui arrive pour les réduites secondaires

de la sixième famille).



SUR

.ES FORMES CUBIQUES TERNAIRES ET QUATERNAIRES

Journal de l'Ecole Polytechnique, 51' Cahier, 1SS2, p. 45-y'-

SECONDE PARTIE

Dans la première l'arlie de ce travail ^Journal de l'Ecole Polyleclinique.

ôo*" Cahier ( ')], j'ai étudié les formes en général, et en particulier les formes

cubiques ternaires cl quaternaires, à un point de vue purement algébrique,

et j'ai cherché, entre autres choses, à trouver les transformations linéaires qui

reproduisent une forme donnée.

Je vais maintenant pouvoir aborder les j)roijlèmes arithmétiques qui sont

l'objet principal de ce Mémoire :

i" Reconnaître si deux formes données sont équivalentes ('- ):

2" Distribuer les formes en classes, en genres et en ordres (
'
) :

o" Trouver les transformations à coefficients entiers qui reproduisent une

forme donnée.

Je résoudrai ces problèmes par une généralisation de la méthode de

\[. Ilermite, sur laquelle je veux donner d'abord quelques explications.

('J Ci-dessus, p. 28 à 7». lin réalité, dans cette seconde Partie, H. Poincaré n'étudie plus

que les formes ternaires. Le numérotage des paragraphes continue celui de la première

Partie. (A. C. )

l"-) Deux formes sont arilhmètiquement équi\>alentes s'il est possible de passer de l'une ;i

l'autre par une substitution entière et unitaire (on dirait actuellement unimodulairc). Une

classe est l'ensemble des formes arithméliquemenl équivalentes à l'une d'elles. Voir la première

Partie de ce Mémoire, ci-dessus, p. 3i. (A. C.)

(') La définition des genres (de formes, ou de substitutions) est donnée ci-dessous (p. 3i5-3i7,

pour la troisiènie famille; p. 320-324, pour la quatrième; p. 33o, pour la sixième). Il ne semble

pas que JL Poincaré ail défini, dans ce qui suit, une répartition en ordres. (A. C.)
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VI. — Méthode de M. Hermite.

Pour que deux formes soient arilliméliquement i''<fuivalentes, il faul

d'abord qu'elles soient réellement équivalentes ('), ce que l'on peut

reconnaître par des considérations purement algébriques, qui permellent

également de trouver une transformation permellnnt do passer de l'une à

l'autre.

Soient donc K et F' deux formes dont il s'agit de reconnaître l'équivalence

arithmétique; supposons qu'elles soient réellement équivalentes el dérivent

par des substitutions réelles d'une même canonique H. Pour reconnaître si V

et F' sont arithméliquement équivalentes, il faul définir des formes qui jouent,

par rapport à F et F', le même rôle que les réduites par rapport aux formes

quadratiques.

Quelques définitions sont tout d'abord nécessaires.

(la appellera substitution réduite toute substitution f[ui, n|)pliquée à la

forme quadratique définie,

donne une forme quadratique définie réduite.

Parmi les formes dérivées de la canonique H. ou appellera y'o/7/;t'.< réduites

toutes les formes qui pourront être tirées de H par une substitution

réduite.

.Soit à trouver toutes les formes r('duites nritlimétiquement équivalentes

à une forme F ([ni est elle-même réellement équivalente à la canonique II.

Soit .S une transformation (-) qui [)ermot de passer de H à !•', de telle

sorte que

I ') Lieux formes sont n'ullemciit (ou algcbriquement / équivalente-, s'il esl possible de passer

(le l'une à l'autre par une substitution à termes réels et de déterminant égal à i. ( \. C. )

(-) Pour éviter des confusions et faciliter la lecture, on a légèrement modifié les notations

de H. l^oincaré; on a employé la lettre S, au lieu de T, qui est utilisée plus loin pour designer

la forme réduite t. S. E (équivalente ariltimétiquement à droite à la matrice t. S).

On a aussi utilisé à peu près méthodiquement X,, X,, Xj pour désigner les variables des

formes canoniques (algébriques) et a;,, .2;,, x^ pour désigner les variables des formes considérées

et des réduites aritlunétiques. ( H. Poincaré avait employé assez arbitrairement, soit ces variables,

soitJ.ï:, y, c, soit ?,, Ç,, ïj... (A. C.)
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Soil 7 une transformalion qui reproduit II; on ;i ('viiiomineiU (')

I' = II. T. S,

et l'on obtient toutes les transforma tiens qui font passer de 11 à F, en

prenant toutes les IrausformaUons r qui rcproduiseni il, et les luullipliani

par S.

Pour trouver toutes les formes réduites équivalentes à F, il faut chercher

toutes les transformations entières K (-) telles que la substitution

-.S.E = T

soit réduite, ou, ce qui revient au môme, telles que la forme quadratique

définie

(Xr + X? + \5).-.S.Ii

ou

(\-,-+-\l-h\z-r'\î).-.S.K

soil réduite.

D'après ce que l'on sait des formes quadratiques définies, on est sûr qu'il

y a toujours une substitution entière unitaire E qui réduit

(\i + X3+X5).T.S

f)U

(Xr+Xs-t-Xj-t-Xn-'-S:

en général, il n'y en a qu'une, et on peut la trouver aisément.

Si donc le Ivpe H n'est reproductible par aucune substitution, il y a une

forme réduite équivalente à F et, en général, il n'y en a qu'une.

Si le type H est reproductible par dillérenles substitutions, il y a, en

général, un nombre fini ou une infinité de réduites équivalentes à F, et il est

aisé de les trouver.

Cela posé, il est clair que, pour quç deux formes soieni équivalentes

(' ) I.'effet de la suhstitulion S peut <Hre exprimé par la relation matricielle

X,
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arithméliqueinent, il faul el il suffil que le sjstéme des réduites de l'une soil

identique au système des réduites de l'autre (').

La méthode de M. llerinite peut également servir à trouver toutes les

substitutions entières qui reproduisent F.

Supposons, en effet, que l'on ait

i étant une substitution enliéro.

Soit E l'une des substitutions entières qui réduisent F, de telle sorte que

F.E

soit une réduite.

On a de même
F.E = F.l.E.

La substitution entière i.E réduit donc F et conduit à la même réduite

que la substitution E.

Par conséquent, pour trouver une transformation entière qui reproduise F,

(
'

I I^a niplliode ainsi exposée revient, eu somme, <i rherclier une forme réduite (txTxE)— S

d'une matrice (t , X), pour une équivalcnrc nrithmélif/iw (produit par une matrice unimo-

dulaire E) à droite.

C'est encore cl\erclier, dans le réseau de points (d'un espace à trois dimensions) :

(- xT) X I j\, .r,. X-, entiers),

un tétraèdre de base (origine et trois points) réduit dont les points constituent S. L'utilisation

de ta forme quadratique

{x\ ^x\^ x\).(\ X T) \x^ T. X3 11 X (t X T) X (t X T)*

(voir, pour les notations, la IVolc, p. 280); revient à considérer les dislances et les angles dans

l'espace. Lejeune-Diriclilet choisit le tétraèdre de plus petits côtés; K. Selling utilise un contour

sans angle aigu {Ency. des Se. Math., Édit. française, I-16, n°34). Il peut tHre plus commode
d'utiliser, comme le propose U. Minkowski, une stralUdistanz, qui peut être notamment la

spaiine (la plus grande des valeurs absolues des coordonnées).

Dans tous les cas la substitution réduite clioisie T = t:.S.K, remplace une certaine forme

(quadratique, ou strahldistanz) <P(.\, Y, Z) par une forme, considérée comme réduite, ^{x^, x.,, x^).

Mais it peut se faire qu'on puisse passer de '!> à ç par une substitution (de forme plus simple) ;

on peut alors mettre T sous la forme

ï = T.S.E = L.e,

U est une substitution automorptie (ou reproductrice) de 'I'(-\, V, '/.). (A. C).
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il fiiiil clierclier deux bubstiliitions cnlières el unilnires (jui n^'Hiiisenl F cl

Iraiisformenl celte forme en une même r(^duite (').

Si E et El sont ces deus siilislitulions,

est une suljstilulion cnlicre qui reproduira !•

.

\ II. Propriétés des transformations réduites.

Il V a plusieurs uianiéres de dôliulr les transformations réduites; car il v a

plusieurs manières de définir les réduites d'une forme quadralif[ue définie.

Supposons, pour fixer les idées, une forme ternaire :

Aa;--t- A'r--'r A" z--t- 2 Uyz -+- 2 U'jz. -+- -i H'jcy.

Dans une première délinitiou, on peut diie ijue celte forme esl réduite ; si A
est le plus petit nombre c[u'ello puisse représenter, quand on donne à x, r, ;

des valeurs entières telles, (|ue l'on n'ait pas à la fois

si, de plus, A' est le plus petit nombre qu'elle puisse représenter, quand on

donne à x, )•, z des valeurs entières telles, que l'on n'ait pas à la fois

si enfin A" esl le plus petit nombre <|u"elle puisse représenter, quand on donne

à X. y, z des valeurs entières, telles que l'on n'ait pas

Nous pourrions nous servir des transformations réduites définies de la sorte,

el nous atteindrions, grâce à elles, le but que nous nous proposons; loulefois

ce ne sera pas de cette définition f[ue nous ferons le plus fré(pienl usage, mais

bien de la définition qui esl due à MM. Korkinc cl ZoloiarciV (Mal/ie/iia/isc/tc

Annalen, Bd G, 187.'^).

On dit alors qu'une forme est ri'duile quand ou peut l'(H;rire :

ç.( .f|. .;-.. X : I = ;j:ii ./,-!- i<\X.-¥- i^^x^ I- -I- 'X.,! x^-k- i-.iX- )- -+- \J..:X'-.,

(
'

I II est vi:iible que la condition est aussi suDisante, on obtient bien ainsi toutes les

-.ubstitutions automorplies de (ou reproduisant) I'. Voir un raisonnement plus complet dans le

Mémoire ci-dessous sur la réduction simultanée de deux formes (\t. 36')). (.\. C.)

II. 1'. - V. .Î8
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où
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i" Tous les £ sont plus pelils en valeur absolue que -;

2"
p-i esl le plus petit nombre que puisse représenter la forme donnée;

3"
n-,

est le plus petit nombre que puisse représenter la forme binaire

;jio ( JT.i -I- S:i-.3r:i)--t- jxn.ri;.

Une transformation T = (7. S.E) est alors réduite, si elle est égale à

U X o vôî =32 V^ = U X 8;

o o \'';ji:.,

où U est une certaine subslitution qui reproduit (ou laisse invariante)

<I>(X,, X„ X,) = Xf-+-Xi-i-X =

et où les fJL elles s satisfont aux conditions précédentes (').

MM. Korkine et Zololarefl' ont démontré, dans le Mémoire auquel j'ai

renvoyé, diverses propriétés des p.. On a, dans le cas des formes ternaires :

-3

'^::> 7^.2, |.ls> 77|Jll
;

dans le cas des formes (jua ternaires

3 3 3 ri

'^^>;}^h |^=>7H2, IM> -7 1^^, ,U3> ,;Ji
t -i 'i

3

Nous ferons de ces propriétés un fréquent usage (-).

:j-:> -Kt-

Mil. Réflexions sur la inétliode précédente.

Il est clair que la définition que nous venons de donner des réduites équi-

valentes à une forme quelconque laisse quelque prise à ré(|uivoque: en effet,

on n'arrivera pas au même résultat :

f'J En effet, on peut trouver une substitution unimodulaire E qui transforme la forme

quadratique "KXj, X,, X3).t.S (construite h partir de F = H.t.S), en la forme rcduito

o(a:,, X,, X,) et l'on :i

•l'.T.S.E = <î>.U.E = ç. (.\. C.)

(') On a rétabli l'inégalité ij.,> 7 [j..,, qui avait été omise ici et qui esl utilisée plus loin. De
H '

.1 3
même on a rétabli les inégalités fi-3> r V--, ;J-i> 7 V-v également omises, mais non utilisées ensuite.

4 ' ' 4 '

(A. C.)
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i" QucUo que soil In manière dont on aura défini les Iransformalions

rodiiiles (voir \e paragraplu; prociHlenl);

2" Quelle que soil la forme II qui aura ëlé choisie comme canonicpie parmi

les formes algébriquemenl équivalentes à !•'.

Toulcs les fois que l'on parlera des n'diiiles d une forme F. il faudra, par

conséquent, spécifier ;

1" Si l'on délinil les Iransformalions réduites à la manière ordinaire, ou à la

façon de MM. Korkinc et Zolotareir, ou de toute autre manière;

2° Quelle est la canonique II qui est choisie dans toutes les foruies léellc-

ment équivalentes à V.

Ainsi, pour les formes (|uadratiques binaires par exemple, on choisit

généralement pour la canonique ou bien x(x--\-)'-), ou bien aa;j)', ou enfin

«(or-

—

y^)', mais il est clair que l'on pourrait tout aussi bien choisir une

canonique différente; alors on arriverait à une théorie tout à fait identique

à la théorie ordinaii-e, bien f[uc les n'duites soient définies d'une façon

loule dillérenle.

1\. Théorème de M. Jordan.

M. Jordan a déuiontré (('. /?. Ac. Se, séance du 5 mai 18'ji)) un théorème

ipi'il énonce ainsi :

Les formes à coefficients entiers algébriquement (') équivalentes à une

forme donnée se répartissent en un nombre fini de classes, pourvu que

le discriminant ne soit jxis nul.

Nous allons donner de ce théorème une démonstration nouvelle, el arriver

I
'

I I.c quiililicatif nlgclirirjueincnt, iMnployo p.ir <^. .Ii)rflan et repris ci-dessous par 11. Hoincaré

isl équivalent au terme réellenienl. employé auparavant (notamment p. 29^, et première Partie

ilu Mémoire), pour désigner deux formes déduites l'une de l'autre par une substitution linéaire,

à coefficients réels et de déterminant 1.

V.n plus de cette Note, la démonstration de <'. .lordan est développée dans un Mémoire
( Joui II. Ji''. Potyle hn., ^8' Caliier, 1880, p. 'iJi-r!S). KUe est basée, comme celle de H. Poincaré

sur la réduction d'une substitution t. S par l'intermédiaire de la forme quadratique 'I'.t.S, <l(int

on clierclic une réduite, d'après la construction de A. Korkine et G. Zolotareff.

I.'uri^inalité de la démonstration de H. Poincaré réside dans l'emploi des coefficients .-V^^^ ^i^^

•^„,_i I I,
f' 'la»'^ l'utilisation des covarianls, ce qui permet d'étendre les cas de validité de la

démonstration et de les intcrprclcr géométi iqncinenl. (A. C.)
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aiasi à faire voir qu'il esL vrai aou seulement quand le discriminant n'est pas

nul, mais encore, dans certains cas, où le discriminant est nul.

Pour que les formes algébriquement équivalentes à une forme donnée se

répartissent en un nombre infini de classes, il faut, en effet, nous allons le

faire voir, que non seulement le discriminant, mais encore d'autres invariants,

que nous apprendrons à former, s'annulent à la fois.

Pour démontrer le théorème de M. Jordan, nous allons faire voir qu'il ne

peut y avoir qu'un nombre fini de réduites algébriquement équivalentes à une

forme donnée.

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'une forme ternaire d'ordre m^

algébriquement équivalente à une canonique II.

Nous appellerons réduite de la première catégorie toute réduite telle que

le coefficient de x"' et celui de x"'~^ x^ ne soient pas nuls à la fois.

.le dis d'abord (jue les réduites à coefficients entiers de la première

catégorie algébri(juement équivalentes à II sont en nombre fini.

Soit

et soit

F = H.T = ^Z\i,.k.ix'ix'ix'.

une forme réduite algébriquement éqtiivalenle à H; T:=t.S.E, qui est une

substitution réduite, est égale à

^/|JLi O O

T = U X

U étant une certaine substitution qui reproduit

et dont, parconséquent, les coefficients sont tous plus petits que i . Quant aux £,

ils sont plus petits que - en valeur absolue.

On a alors

et il est clair que, les coefficients de U étant tous limités, les C doivent être

également limités. De même, si l'on pose

I -^-i\ ;:il

H.U X ^:.D,,.kjx'l:c\xL,
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les D sonl ainsi limités. Or, on a

Il k l

(2y) .^/,.x./= "/,.x..,n, Us ,u,

.

l*ar livpollièse, des deux coefficients

V„...n- Am-..l.n,

l'un au moins n'est pas nul. Soit, par exemple, A,,,,, „, on a

/H— l 1

(3o) A,„^,.,.„=D„,_,.,.„a, '
.a!.

Multiplions les équations (29) et (3o), après avoir élevé la deuxième au

carré

'"^h.k.i X A,7,_,
. , .0 = r>/,./! ./ X \y}n- 1 .

1
.0 :-ti " .'Jî

"
;«:; •

Remarquons :

1" que

2" que

Donc

h -^ /; -i- l = i/i.
;

'I 4 J

'N(f-) " x(^ ;.:,)

f^. <!^.xu^:0 ;

d'où

„-; + /, i-i-; /
.»-l-A:-5 /.

^'-''

^<{x) ii) (!^•!^^l^^')^

-•^/, /, + s /

.^„= .:<(0
^

a)-

A/,.t./X A,^,_,.,.o< D/,.j..,D,Vi.i.of
^j (;j •

Le jjToduil de

A/,.*./ et A,^,_i.,.o

est limité. Mais A„,_, ,_„, qui n'est pas nul, est au moins égal à i. Donc A,,_, , est
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limilé el il n'y a qu'un nombre fini de réduites de la première catégorie équi-

valentes à H (' ).

Soit maintenant A(H) un covariant quelconque de II; on a, T' étant une

transformation unitaire quelconque,

Ani).T'= ArH.T').

Si, de plus, II. T' a ses cueflicienls entiers, A(in.'r' a également ses coeffi-

cients entiers.

Supposons que, parmi les formes algébriquement équivalentes à A(H), l'on

choisisse A(H) comme forme canonique; A(II).T' est alors une forme réduite

quand T' est une transformation réduite T, c'est-à-dire f[uand H. T est une

forme réduite.

Nous dirons que A (H) est un covariant de première espèce quand le

svinbole A représente une opération telle qu'à une forme A(H) corresponde

une seule forme H (par exemple le iiessien des formes cubiques ternaires de

la première famille).

Nous dirons que A(H) est un roK-ariant de deuxième espèce quand, sans

être de la première espèce, il est du même degré que H (par exemple, le

hessien des formes cubiques ternaires de la deuxième famille).

Enfin A(H) sera dit de troisième espèce s'il n'est ni de la première ni de la

deuxième.

II.T sera appelée une réduite de deuxième catégorie si, sans être de la

première catégorie, elle est telle que A(H).T soit de la première catégorie, et

si A(H) est de la première espèce.

Il est clair que les réduites A(H).T de la première catégorie et, par consé-

quent, les réduites H. T de la deuxième catégorie sont en nombre fini.

H.T sera appelée une réduite de troisième catégorie si, sans cire de la

première catégorie, elle est telle que A(H).T soit delà première catégorie,

A(H) étant un covariant de la deuxième espèce. Alors

A(H)-^ÀH,

où )v est un entier quelconque, est un covariant de la première ou de la

(')Lne vérification .inaloguc peut être faite en supposant A^^^
^ ^^

jion nul il en formant

3"*si A, ,. ,x A,^,... (A.C.)
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di'uxiéme espèce, et

|A(II)-^>.Il|.T

osi, par rapport à [A(H)-|-XHJ, une réduite de la première catégorie.

Il n'y a donc qu'un nombre fini de réduites à coefficients entiers, de la forme

|A( Il 1 + Xll| T,

ot, comme il n'y a qu'un nonii)ro fini de réduites A(II).T à coeficienls entiers,

il n'y a qu'un nombre fini de réduites II. T de la troisième catégorie.

H.T sera appelée une réduite de quatrième catégorie si, sans être de la

première catégorie, elle est telle que le coefficient du terme de A(H).T, dont

le degré en Xj est le plus élevé (
'

), ne soit pas nul, et si, de plus, A (H) est un

covariant de troisième espèce. Ces réduites de quatrième catégorie sont encore

en nombre fini.

En effet, les réduites à coefficients entiers, telles que A(H).T, sont encore

eu nombre fini. Soit ni le degré de H et/> celui de A(H), l'expression

A(H)"' + II/'

est un covariant, et

[Ai'HV'-hH/'J.T

en est une réduite. Si dans A(II).T le coefficient de x'[ n'est pas nul, pendant

que dans H.T le coefficient de x"^ est nul (ce qui a lieu puisque H.T est une

réduite de quatrième catégorie) le coefficient de x'"'' dans

(A(HV"-hII/'].T

n'est pas nul et, par conséquent, cette réduite est de première catégorie.

Doue il n'y a qu'un nombre fini de réduites :

1" Telles que A(H).T;

1" Telles que A(H)"'.T:

3" Telles que [A(II)"'-f- H'']. T;

4" Telles queH/'.T;

j" Enfin telles que H.T.

En résumé, il n'y a qu'un nombre fini de réduites à coefficients entiers,

dérivées de H, de la première, ou de la deuxième, ou de la troisième, ou de

(' j II semble qu'il vaudrait mieux lire : telle que A(H).T contienne un monôme en x, ietil. (A. i .)
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la quatrième catégorie (ces catégories étant définies par un covariant quel-

conque de H).

Pour qu'il y ait un nombre infini de réduites dérivées de H, il faut donc

(lu'il V ait des réduites qui ne soient ni de la première catégorie, ni de la

deuxième, ni de la troisième, ni de la quatrième catégorie par rapport à aucun

des covarianls de II.

Voyons ce que cela signifie dans le langage géométrique.

.Supposons que la transformation T s'écrive

Xi = ai.r,-+- ajj-.i-l- a.-.Xj,

X2 = |ïii .r, -f- '32 X-i -i- pr, Xr.,

X:i = 't\-r\-h li .r.> -t- ;, x?..

Dire que le coefticienl de .<,'," dans II. T est nul, c'est dire que le [loinl

X-i = X:: = o

ou
X, X2 _ -V:

*i r^i ïi

est sur la courbe

II =0.

Dire que les coeflicieuls de x'[' et x'" ' x-, dans II. T sont nuls à la fois, c'est

dire que la droite

X I a
I

a..

est tangente à la courbe II = o au point

X-t = X:; = o.

Dire que ll.T est une réduite qui n'est ni Je la première, ni de la deuxième,

ni de la troisième, ni de la quatrième catégorie, c'est dire que la droite

esl tangente, au point

à toutes les courbes telles que

ar, = X:; = o

A(H) = o,

A(H) étant un covariant cjuelcon([ue de première ou de seconde espèce, et

que le point
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esl sur toutes les courlies telles que

A,(H) = o,

A|(^II) étant un covariant queleonque de troisième espèce.

IV)iir qu'il v ait un nombre infini de réduites, il faut donc i|ue toutes les'

coiiibes telles que

Ailli = (i. A|(II) = o

aillent passer par un même point, et que toutes les courbes telles que

A(n) = o

soient tangentes à une même droite en un même point.

Pour que les trois courbes

lI = o. A(ll) = f.. A,ilI) = o

se coupent en un même point, il faut qu'un certain invariant soit nul; de même,

pour que les deux courbes

H=o, AlHl = n

soient tangentes entre elles, il faut qu'un autre invariant soit nul.

Pour qiCU y ait un nombre in fini de réduites, c'est-à-dire pour que le

théorème de M. Jordan soit en défaut, il faut donc que tous les invariants

ainsi formés soient nuls à la fois.

Ce que nous venons de dire des formes ternaires s'étendrait aux formes

d'un plus grand nombre de variables.

X. — Formes cubiques ternaires de la première

et de la seconde famille.

Nous allons appliquer les principes précédents aux formes cubiques ternaires.

Considérons d'abord

(;2\,x.X:,+ p(Xv-i-X3-+-X2) = H,

qui esl la forme canonique de la première ou de la seconde famille (
' ).

Une pareille forme, nous l'avons vu, n'est reproductible que par des

Cj l'reinière l'aitie du Mémoire, ci-iicssus, p. Sri, tUrmule (ô). (A. l.)

II. r. V. 39
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substitutions de la deuxième catégorie, qui se réduisent à des permutations

entre les lettres x, y, z; soit x l'une quelconque de ces substitutions qui

reproduisent la forme II.

Soit
F = H.S,

une forme quelconque réellement équivalente à II.

Les subslilulions qui permettent de passer de II à F sont toutes de la forme

T. S.

Pour trouver les diverses réduites de F, il faut donc chercher la substitution

entière unitaire E, qui réduit

tx; + X5-xi).T.s,

fl l'appliquer à F. Or t reproduit

Xî+Xj+Xn:
donc E doit réduire

(Xf + XH+X^.S,

Or, en général, il n'}' a qu'une substilulion E ((ui réduise celle forme et 1" n'a

qu'une réduite
F.E.

Par conséquent, les formes cubiques ternaires de la première cl de la

seconde famille n'ont en général (ju'une seule réduite.

Dans le cas particulier qui nous occupe, la considération des réduites n'est

pas indispensable pour reconnaître l'équivalence de deux formes. En effet,

comme on ne peut algébriquement passer d'une forme à l'autre que par un

nombre fini de transformations, il suffit de s'assurer si les coefficients de l'une

de ces transformations sont entiers, pour savoir s'il y a équivalence des deux

formes.

Voyons ce que devient, dans^le cas particulier qui nous occupe, le théorème

de M. Jordan.

Nous ne considérerons qu'un seul des covariants de H, qui sera son hessien.

Ce hessien est un covariant de la première espèce, si H est de la première

famille, et de la seconde espèce si H est de la seconde famille; nous le désigne-

rons, comme d'habitude, par la notation A(H).

Mais les courbes

H=o, A(lI) = o

ne peuvent jamais être tangentes entre elles.
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Donc loiiles les réduites algébriquement dérivées de II sont de la première

ou de la deuxième calégorie si II est de la première famille, de la première ou

do la troisième catégorie si II est de la seconde famille.

Le thcorème de M. Jordan n'est donc janmis en dcfaul pour les formes

de la première ou de la seconde famille.

I^e problème qui se présente maintenant, c'est de trouver, en fonction des

invariants S et T (' ), des limites supérieures que les coefficients de ces réduites

ne puissent dépasser (-').

Mais limiter ces coefficients en fonction de S et de T, c'est les limiter en

fonction de x et de (3, qui sont des fonctions de S et de T définies par les

égalités (
')

S = lai a — y ),

'I" = 8 a''-- -lo-jL-''^— 'y-.

On peut se servir de ces deux égalités soit pour calculer jt et (i, quand on

connaît S et T, soil pour trouver des limites supérieures de a. et de jj, qui

s'expriment d'une façon simple en fonction de S et de ï.

Quand on aura ensuite limité les coefficients des réduites en fonction de a

et de i3, on pourra obtenir aisément des expressions des limites de ces fonctions

de S et de T, expressions qui pourront être plus ou moins rapprochées des

limites précises et plus ou moins compliquées.

I'kk.mier l'iiOBLÈMK. — Limiter en jonction de y. et de jj les coefficients des

réduites de la première catégorie.

Soit

II. T = \ix'l -i- .\2jrii-f- Xzxl

-^ 3 A|.a;f j:»-*- 3 AojXsXs-h 3 AaiXjoTi

-- 3 A21 j^ijari -i- 3 ?^z-ix'^Xi-i- 3 Ai.-ix'f J^n -^ GCxi .r» Xj

une réduite de la première catégorie.

(') Le coiilexte et récriture des formules permeltent de ne pas confondre les invariants S

et T de la forme (première Partie, p. t\\) avec S et T, substitutions, ou matrices. (A. C.)

(') Ce problème n'est qu'une vérification, le théorème de C .lordan prouve l'existence de ces

limites. (A. C.)

(') Première P:irlie du Mémoire, p. '|3. (A. C.)
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Par définition, Ai et A(o ne sont pas nuls à la fois, et l'on a (')

T =
«. p. V. V i-* 1

o o

O \^JU o

o o vV::

^1 ^'iSïl-T-pl a,£3,-i- p,£32-- Yi

a-2 2[2 £21-^2 3(o£:,| -^ p2E:;2+ ",'2

=<:; «:;H2L— fis 2. £-i ^ pv, c:i2 — Vn

\';-ti o o

o v^u... o

Cl o y'iJls

D'après la construction adoptée des transformations réduites, la substitution

reproduit x'J + -x:, -4- x'I el, par conséquent, tous ses coefficients sont plus petits

que I en valeur absolue; d'autre part, les £ sont plus pelils que - en valeur

absolue; donc

2,-|<i, ;:<,.j.,^o^|<
, |a,j3,-f-p,-£32-f-7/|<2.

Posons

-I» = H X
ïi a,£2i — |i, ai£~|-h PiEjj-i- y,

X-, X-, C2 1 — ,3» a» £:; I
-f- p2 £:i2+ 72

an a:iîîi ^ ^n 3i?.£:ii — p.-iEns^ 73

«I» = a, r? -r- «2 Vi + ^^3^3

+ 36i27Îy:-i- 3*2371/3+ 363. .riii

+ 3621 I'2.>'l-!- 3632.>3.V'2-I- 36l3.rî.)'3+ 6C)-,_)-2j':]-

Les inégalités auxquelles satisfont les coefficients de la substitution qui fait

passer de II à * montrent que les a, les i et c satisfont à des inégalités que

nous allons former. .

Soit

= 6|=ti + 3|Pl:

(') Ci-dessus, p. 3oo. (A. (_'.)
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appelons de même A la quantité qui joue, |>ar rapport an hessien de H, le

même rôle que 1 par rapport à H.

A et / sont des fouettons des ituariants S et T.

On a ('"videmmenl :

Il

«1
I
< '>-,

1
"=

1 <"'(:; ) ">' ' y '
I
«a

!
< '• 2-' "Il î» ',

j|6-,l</.(^y ou >,^',
I

6,2 1< À
j|

2"- ou 6À, |6,3|<-i/.,

f ,
. 3

I
j
C

I

< A - 2 ou j /..

Ces inégalités limitent les |rt|, les
j

6 |, etc. Clierchons maintenant à limiter

les A, les B et C qui sont donnés par

A, =«i;a.j^. A> = ai\x',. A;; = a-u,]

i 1 i

(33) { '
'• ^ - '

]_ j^

111
C = c;j.j^,aô;JLj! = c.

Donc

|C|<3À,

1 i A 4 /r-7

I

A,
!
=

I
ai

i

,ui; <
i

ai
I

,a;;jL; ^l \/ ^ .,
' ^'où Ai

| < >. \J-i,

\^^•.\ = \f'^'-\\>i\>^i<\bi'.\•A\A\^iy'-^ ci-où iB,2|<).^^,

1
Bî,

I

=
;

b.,
\

;jL«,a'' < I i^,
| l'^iAl'^ \J \

' d'où
|
B»,

]
< À l/^,

1 i 1 i /7 /--

r

|B„| = :6,3lu,[X3< linl.u'fJlotX»!/^, d'où |B,3|<Xl/y.

Comme nous n'avons pas supposé jusqu'ici la réduite H.T de la première

catégorie, ces quatre inégalités subsistent, que la réduite soit de la première,

de la deuxième ou de In troisième catégorie.
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On a

il i

"i

|0!irt2i l/^ -' d'où iAlA-j] <À=XyV'2>

A|B.,,
j

=
I

«,/>.,:; Lu; ;jio|x:; <la,62:,
I

1/-, d'où iAiBî^l < X^ x ^ V/(i,

V 2 4

'A,B-|M =
I
«1 è:ii ' UjU:! <|ai6:iil -> d'où

J

iG

:i I

jAiBs^l =\aib-,.\ix]<j.:ij., <|«i/>:;o| l/^, d'où jAiB,»! < À^ x 4 S,''^,

;B,.A.1 = ' 6,.,a-. 1 a,aH <'6|.,i7.>;
:J

,

d'où B.oA;] < À^ x -/

j

;

B.oAî,
!

=
j

b,.b,-,,
j

.ui.UoiJi'j < ; 6i2&->:j il/^» d'où I B,,A.n
[
< À^ x ^ V^J,

I

B,, B3,
1

=
1
b,,b,,

i

.a'a';/, <
I

br,b,,
\
l/^

,

d'où
|

15,, B,, |< ).^ X 4 y/ï,

I

B|2 B:|2
;

=
I

i|.;6;);
]

[Xllis^J^.-! <|^12^:;2\ d'oÙ
i

B
1 2 B:j2

j
< ).' X Ç).

Comme des deux coefficients Ai et Bu l'un au moins n'est pns nul et, par

conséquent, au moins égal à i , on a en valeur absolue

I

A,
I

< '^- ).-,
: B2:,

j
< ^' V- VJ, ,

B:„
I
< 4

-/.'^

s/^, [

B.2
I
< y).^

II reste à limiter A^ ; nous y arriverons à l'aide des inégalités

I
Af A :,

I

=
!

«'î «:,
!

!^Ï|X
3 < 1 «'i «:;

1 ( T^ j '

I

B?. A:;
I

=
; 6ï,«,

;

;jlï;j:»;4 < I 6ï,«:; i»/ ^,

d'où

I
A'f A,l <X^'x «(^y, : B-f,A:,|< À=x 8(^)'^/i,

et enfin

|Ao|<i2>.n/3.

Deuxième PliOBLiiME. — Limiter en fonction de a. et de (3 ou^ ce qui re^'ient

au même, en fonction de \ et de A les coefficients des réduites de la deuxième

et de la troisième catégorie.

Je remarque d'abord que les cinq inégalités

C|<3)., |A,|<Àv/5, |B,2|<).^-J, |B„l<Ày/?, |B2,1<À^HZ
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siibsislent toujours; de plus, le discriminaiil n'iUant pas nul, tandis que A,

el B|.. sont nuls, on doit avoir

d'où

On pcul donc se servir des inégaliti^-s

''i:iDo:i = ^la^îniii fis ;Ji:i = 6|.-i6i;i. d'où
|
Bj- Bo;, ' <; 9À-,

Aoi<^X'-v3, |B,:,|<ç)X-^

d'où

Il reste à limiter B;,, . B;;., et Aj.

Première méthode. — La première méthode consisterait à limiter les coef-

ficients du hessien, puis à exprimer les coefficients de la forme elle-même en

fonction de ceux du hessien, d'après les formules données par M. Aronhold

dans le tome 39 du Journal de Crelle; couime cette méthode ne s'appliquerait

pas aux formes de la deuxième famille, nous ne la développerons pas.

Deuxième méthode. — Soient B^, Bj.,, A!j les coefficients de x'\Xi, x'zx^,

x'\ dans le hessien de la réduite considérée.

A(II). T étant une réduite de la première catégorie, par rapport à laquelle

A joue le même rôle que >. par rapport à H. T, on a les inégalités

( iB;,, :< \\,"i.vK

(3i) < !b:,,:< .ja---,

( I

V,
\
<vi \/^A'.

De même [A (H 1
— II]. T étant une réduite de la |jremière catégorie par rap-

port à laquelle A ^- À, joue le même rôle que /. par rapport à H. T; on a

j
iB;,,-B„i.; .w'3(A-r-À)s

(3J)
j

|B;„-HBn,|< <) (A-f-À)=,

( \y., -h A. i<i2 v/3(A-i-À>\

Des inégalités (34) et (35), on déduit enfin

|B:i, i< 4 vM(-\ -H/.I-- A^ ;.

|B«!< y [(\--Kf-. .\-^].

1A= |<i2^/3[(A-.-À)^-^A^'].
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XI. — Formes de la troisième famille.

Considérons maintenant

(;ï\iN,\:;-f-ii(Xij^X|;) = H.

qui est l'une des deux canoniques des formes de la troisième famille (').

On démontrerait, comme dans le cas de la première et de la deuxième

famille, que les formes dérivées de celte canonique n'ont, en général, qu'une

seule réduite, et toutes les remarques que nous avons faites à ce sujet trouve-

raient leur application.

Voyons maintenant à appliquer le théorème de M. Jordan à ces sortes de

formes.

Cette fois, le point double de la courbe H = o étant aussi un point double do

la courbe -^(H) = o, il y a des réduites dérivées de II qui ne sont pas de la

première catégorie et qui ne sont non plus, ni de la deuxième, ni de la troi-

sième, ni de la quatrième catégorie par rapport à A(II).

Les réduites de II se divisent donc en trois sortes :

Première sorte. — Celles pour lesquelles on n'a pas, à la fois,

A,= r!,, = o,

et qui sont de \a première catégorie (-).

Deuxième sorte. — Celles pour lesquelles on a, à la fois,

A,= B,,= 0, B,:;^0.

et qui sont de la deuxième catégorie (
')

par rapport à A(H).

Troisième sorte. — Enfin celles pour lesquelles on a, à la fois,

A,= B,.>= B,:,= o.

et qui demanderont une élude spéciale.

En ce qui concerne les réduites des deux premières sortes, on trouverait, par

un calcul absolument identique à celui que nous avons fait pour les formes de

(') Première Partie du Mémoire, p. ^o, formule (6). (A. C.)

(') Ci-dessus, p. 3oo. (A. C.)

(') Ci-dessus, p. 3o2. (A. C. )
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la première cl de la deuxième famille, les limites des coefficients, et Von

retomberait sur les mêmes inégalités, à la condition d'appeler 1, non plus

la somme de la valeur absolue de 6x et de celle de 3|3, mais la somme de la

valeur absolue de 6x et de celle de 2 [5 et d'appeler A la cjuanlilé qui joue,

par rapport à ^(11), le même rôle que \ par rapport à H.

Il reste à trouver les liniiles des coefficients de la réduite de la troisième

sorte

mais cela est impossible, comme on va le voir aisément.

Faisons, en effet, dans H = 6aX, X,X3 + P(X.^ + X'^),

Xi = ï| .ri — ^^j\X-i~ -\X:;.

\,= l32.r2+Y2.7-M.

X:;= 3:,.r.> — ".a:-..

Pour que la substitution

T =
'j-\ pi

soit réduite, il faut et il suffit que

soit réduite; c'est-à-dire que

3l 1< T *1

et que y.'\ soil le minimum de la forme

I aiTi -4- [j| j-o ^- -'|.r:i)- -î- ((î«.r.j — ';.^Xi)- -F (p.-, i'.. -^ y:, a;;,)-.

Supposons que ces conditions soient remplies, et que H.T, qui est une

réduite, ait ses coefficients entiers; alors il est clair que la substitution

o 'i/.j-, '/.••,

où >. est un nombre entier positif, est également réduite, et que H.T, est une

réduite à coefficients entiers.

II. I'. - V. io
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Si donc on peut trouver une réduite, à coefficients entiers, de la troisième

sorte, dérivée de II, on en peut trouver une infinité.

Or je dis qu'on peut toujours en trouver une, pourvu que a- soit un nombre

entier.

Si, en effet, et- est un nombre entier, on peut trouver une infinité de formes

à coefficients entiers, algébriquement équivalentes à la forme binaire

2ïX,X:;=e.

Parmi les substitutions linéaires en nombre infini qui permettent de passer

de à 0, nous pouvons toujours en choisir une

\., = "/.., x-i 4- A3 x?„

X.-j = \>.iXi -;- \>-;;X-:„

ÀîîJ-a— ?-3[Jl2= I,

telle que

\'

a

\ a

\Ja \'a

ho, /t:i, k-2, k,, étant cominensurables et a étant une quantité convenablement

choisie.

Les formes se répartissent en un nombre fini de classes; soit

les formes à coeflicients entiers

(i>.\,\-,).S

sont équivalentes à un nombre fini de réduites

('2aX,X,).S.T

(T étant une substitution entière unitaire) dont les coefficients sont entiers

et où S. T est une transformation réduite.

La forme

(X5-Xlj).S

et, par conséquent aussi, la forme

(X^^X^).S.T
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ont leurs coeflicieals commeiisuraliles avec Par consc^quenl, on peut

toujours trouver un nombre 1 incoinniensurable tel que la forme

ait ses coefticienls entiers.

Soient alors :

;j. un nombre quelconque et ^ la substitution

^ est une transformation réduite, pourvu que ,-;—r soit assez petit et que £2

et £j soient plus petits que en valeur absolue et v convenablement choisi.

Nous dirons que deux substitutions ^ appartiennent au même genre (')

quand elles ne difïèreat que par les valeurs attribuées à p. et à v.

Il est clair que si [îi-i.' est entier et si, de plus,

la forme
H.l

a ses coefficients entiers; car

H.i: = (,GaXiX2\;,j.i:-)-(fix?.-^[i\^).s

ou

11.1 = 3X,[(2aX,X3).S.Ï]H-P;jL^(X:'Xii-f- /.:'XiS).S.T.

Par conscfjuenf, il existe toujours des réduites de la troisième sorte,

dérivées de H et à coej/icients entiers.

( ') Deux substitutions (ou matrices) i;, -, sont ainsi de même genre si elles se déduisent

l'une de l'autre par le produit, h gauclie, par une matrice diagonale, à termes positifs et de

déterminant égal à i

Dans le texte

s, o

o s, o

I

S,.S..S,= I.

(Deux ni:ilrices de même genre caractérisent une tnrme forme décomposal)le). (A. C
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En donnant à [3|jl' toutes les valeurs entières possibles, on obtiendrait toutes

les réduites de la troisième sorte, pour lesquelles e^ ^= £3 = o.

Lorsque £3 et £3 ne sont pas nuls, il faut, pour que H. 2 ail ses coefficients

entiers, que la forme binaire

3(^2^;,^- £3.ï,,)[(2nX,\;,).S.T] + [3|jl-'[(à»v-iX.] + '-^X;i).S.T]

ail également ses coefficients entiers.

Or les coefficients de cette forme binaire s'écrivent

A,-, B,, C, étant des nombres donnés; donc, pour que tous ces coefficients soient

entiers, il faut et il suffit que l'on ait

S:; = k^ti -^ k^iti -î- k:it.i -~- kiti ,

(34)
[

p,a-iv'= liti -\- ht, -^ l,i, ~ hti ,

Bu'
i-i— = rititi — //11/..— ni3t;i-\- nisti.,v

oiî les /(, les /., les / sont des quantités faciles à calculer, et où les t sont des

nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs.

Si l'on considère £2, £3, i3;j.'y^ et '^ comme les coordonnées d'un point, les

points qui satisfont aux conditions (.34) constituent un assemblage à la

Bravais ('). Il y a une infinité de points de cet assemblage satisfaisant aux

inégalités

1 I I I

qui expriment que la substitution 2 est réduite; mais il n'y en a qu'un nombre

fini qui satisfasse aux inégalités

et tous les autres s'en déduisent en faisant varier ;x et v.

Conséquence. — Les substitutions réduites —, telles que H.i ait ses coej/i-

cients entiers, se répartissent en nombre fini de genres.

('; Sur les assemblages à la Bravais, ou réseaux, ou modules arithmétiques de poirUs, t'OiV

ci-dessus le Mémoire de 18S0 fp. 117) et la Note (p. iSi). (A. C.)
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En r(^suin6 :

i" Les formes à coefficianls entiers dérii'ées de \\ forment un nombre

infini de classes. Ces classes seront dites de la première, de la deuxième,

de ta troisième sorte, selon que les réduites correspondantes seront elles-

mêmes de la première, de la deuxième ou de la troisième sorte;

a" Les classes de la première et de la deuxième sorte sont en nombre fini:

3° Les classes de la troisième sorte sont en nombre infini; mais elles se

répartissent en un nombrefinide genres, à la condilion de considérer, comme

apparlenant au même genre, les classes donl les réduites dérivent de H par des

substitutions réduites i appartenant au même genre (').

Nous aurions maintenant à examiner les formes réellement équii'alentes (-')

à la canonique
33;\,\° 3aX,X5 SXi 3SX,X?

mais nous nous dispenserons de faire celte étude, qui nous conduirait, par des

raisonnements identiques, à des résultat?, identiques.

VU. — Formes de la quatrième famille.

Considérons les formes à coefficients entiers, réellement équivalentes (•') à

II = 3X;X:,-^- X5.

Si l'une d'elles F dérive de H par la substitution

X| = a, .r, + a.):r.i-+- a^a-j,

que nous appellerons S, il est aisé de voir :

i" Que «I , «o, a:, sont commensu râbles entre eux; que, de même, {3| , (jj, ^3

sont commensurables entre eux, ainsi que yi, y-j, y;,;

9." Que la forme F peut également dériver de H par la substitution

p.

(') Celle iléfinilion de formes (ou classes de formes) de même genre, montre, qu'en réalité, la

réparlilion en genres, comme en classes, se fait sur les substitutions (ou matrices) T, (qui

transforment la canonique algébrique II, en la forme considérée). (A. C.)

(') Première Partie du Mémoire, p. 'i», formule (7). (A. C.)

(') Première Partie du Mémoire, p. 5'. formule (S). (.•\. C.)
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On peul donc écrire la sulislitulion S sous la forme

hl(i hdi hll;;

/.bt l.h-, kb-,

le, /c, /r,

OÙ rt|, a,, a;, sonl des nombres entiers premiers entre eux, de même que h,, h,,

bi el que t'i, c-i, Ci-

Envisageons maintenant les réduites équivalentes à ces formes.

Les réduites seront de la première sorte si A, et B,, ne sonl pas nuls à la

fois; de la deuxième sorte si Ai el B)._. sont nuls sans que Bi;, le soit; el enfin

de la troisième sorte si ('
)

.\,= 1!,.,= 1!,:;= o.

On verrait, comme dans le cas des formes de la troisième famille, que les

réduites de la première el de la deuxième sorte sont en nombre fini, et l'on

trouverait les limites de leurs coeflicicnls par un calcul tout à fait identique à

celui que nous avons fait plus liant pour les formes de la première ou de la

deuxième famille.

.Si l'on considère, au contraire, les réduites de la troisième sorte, ou voit

(ju'elles dérivent de II par des substitutions de la forme

II',. Iti,,

LU. kl,-.

d'où

H.T = 3A-/(«2a;2+ a-<,x-!,)-{^C\x^^ CïX«+ c-iX-i)^ k-''(b-2X«-^ ^:i •'•.!)"•

Un coefficient quelconque de H.T est de la forme

où A,- et B, sonl des entiers, de sorte que, pour que les coefficients de H.T

soient entiers, il faut qu'on ail

h^/ = 0|/| — 5./;.

(') Définition des sortes, ci-dessus, p. 3i2. (A. C.)
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OÙ 0|, Oj, Çi, Ç.J sont des qnaalilés coinincnsurablcs faciles à délenniner, cl oii

<,, t., sonl des enliers quelconques, positifs ou négatifs.

iNous dirons que ileus subslilulions T apparliennenl au même genre quand

elles ne diflerciU que par les valeurs /;, /,, / et (ju'elles ont la même valeur du

rapport
^.

(' ).

Si une substitution est réduile, toutes les substitutions du même genre sont

réduites, pourvu (jue / soit suffisammenl petit.

Soient

(I //,, IJ,,

le, l<:. /,:

u lia-. //<.•:

(. lit,., m,
Ir, /,-, I r.

deux substitutions réduites de même genre et

On doit avoir

h'-/ = o,/, -ûî';- II'-
/' = 0, ti, -i- ô.n,:

1,11 = /,'lil'.

puisque les déleruiinants des deux substitutions sont égaux à i et

d'où

I
" h- ^

li^''

comme/), t,, Wi, «2 sont enliers, il en résulte

!, = ,(, - :.,-.. /:= 11-2 -I- l',-,

T étant entier, el Ài et ).i étant des quantités faciles à calculer.

On a alors

d'où •

l'

^\7S^0 />•

Quand T tend vers l'inlini, /' tend vers zéro; si donc on donne à 7 une valeur

entière suflisamment grande. ï sera une substitution réduite cl II. T aura ses

coeflicienls entiers.

I') La définition du genre est analogue à celle qui a été donnée ci-dessus (p. 3i5. en note).

Toutefois les deux premiers termes de la matrice diagonale sont égaux

«,= «., f;.Sj=l. (A. C.)
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Si l'on dil que H.T et II. T, sont du même genre toutes les fois que T et T,

sont du même genre ('), on voit, d'après ce qui précède, qu'il existe dans un

même genre une infinité de réduites.

De plus, les genres eux-mêmes sont en nombre infini.

En effet, pour que la transformation

I

11 Itii-i ha-
I I

ij Iki-x ha-:

I
/c, le. le,, 1 I /c, /r, tr,.

soit réduite et que H.T ail ses coefficients entiers, il faut el il suffit :

1
" Qae h et / soient convenablement choisis

;

2" Quca^etaii, bn el b.^, c,,c-.. el c, soient respectivement entiers et premiers

entre eux;

3" Que la transformation

I

''-l'i ''.I'::
I

soit réduite;

4" Que — el — soient plus petits que en valeur absolue.

Si donc on choisit arbitrairement :

i" Deux entiers premiers entre eux, a, et «:,
;

2" Deux entiers premiers entre eux, b-^ et b.,
;

.5" Trois entiers premiers entre eux, Ci, Cj et C:, ;

4" Une quantité quelconque 1,

en s'assujettissant seulement aux conditions suivantes :

2" Que la substitution

soit réduite, on pourra toujours trouver pour h el l des valeurs telles, que H.T

soit une réduite à coefficients entiers.

C) Voir la remarque déjà faite ci-dessus, p. 3i7 [Note (')]. (A. C]



ÉTUDE ARITHMETIQUE DES FORMES CUBIQUES TERNAIRES. 321

Un système de quantités

(I .. II:. /l... b~,. C|. f;, Cs, À.

choisies de la sorte, définit doue un genre.

Comme ce clioix peut ^e faire d'une infinité de manières, il y a une infinité

de genres.

Distinguons maintenant deux sortes de réduites.

Soit F une forme quelconque algébriquement équivalente à 11; F peut se

déduire de H par une infinité de transformations S, de telle sorte que

mais une seule de ces transformations (que nous appellerons S, ) a pour déter-

minant I .

Soit E une transformation (elle (jue S.E soil une substitution réduite etEi

une transformation telle que S, E, soit une substitution réduite.

Les réduites F.K sont toutes équivalentes à F": mais F.E, dérive seule

de II par une substitution réduite de déterminant i

.

Les réduites F.E seront appelées alors les réduites secondaires, pendant

que F. El sera la réduite principale.

Tout ce que nous avons dit jusqu'ici ne s'applique qu'aux réduites princi-

pales, de sorte que nous pouvons énoncer à l'égard de ces réduites les résultats

suivants :

i" // ni a, en général, dans chaque classe qu^ une seule réduite prin-

cipale :

2" Il y a une injinité de classes:

3" Les réduites principales se divisent en trois sortes:

4" Celles de la première et de la deuxième sorte sont en nombre fini;

.5° Celles de la troisième sorte se répartissent en une infinité de genres,

et chaifue genre comprend une injinité de réduites.

Occupons-nous maintenant des réduites secondaires.

Soil

li<i\ ko : /iii~

/./>i kO-, klH

/'•i Ici (c-.

II. P. V.
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une substiluliou de dcterniinanl i, telle que

F = HS|.

Si l'on pose

kh, kb-, kb.

F = U.S.

Si S.E esl une subsliluliun rédailo, F.E est une des réduites secon-

daires de F.

Les coefficienls de E dépendent des coefficients de S, c'est-à-dire de À. Donc

les coefficienls de la réduite F.I". sont des fonctions de )..

Quand 1 varie de — oo à -t-x, la réduite F.E varie d'une manière discon-

tinue, coiuiiie M. Hermlte l'a fait voir dans son Mémoire Sur l'introduclion

des variables continues dans la théorie des nombres. On passe brusquenieni

d'une réduite à une réduite contiguë.

Comme nous n'avons ici quune seule indéterminée /, les réduites de F

peuvent être écrites à la suite l'une de l'autre sur une même ligne, de telle

sorte que chacune d'elles soit contiguë à celle qui la précède et à celle qui la

suit. Elles forment donc une chaîne comme les réduites des formes quadra-

tiques binaires indéfinies, et non un réseau comme les réduites des formes

quadratiques ternaires indéfinies.

Je dis qu'il n'y a dans chaque classe qu'un nombre fini de réduites secon-

daires. En efTet, si l'on fait d'abord varier /, entre des limites finies, positives et

difTérentes de zéro, on ne trouve évidemment qu'un nombre fini de réduites.

Supposons maintenant À très grand et proposons-nous de trouver la substi-

tution E, telle que S.E soit réduite.

C'est chercher une substitution E telle que la forme quadratique

{(tlXi— <l~.Xx^ a::X~)-'i:-k'-^{b\Xi— b-,X.-^ b::.l-:.f- k- -h (CiO-'i — C-..fi-hC:,X:;)'- .- /- I .E

soit réduite.

Les trois entiers ai, a^, a^ étant premiers entre eux, il existe toujours neuf
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nombres entiers satisfaisant aux conditions suivantes(' ) :

('1 ai - «oa» -H fljas = 1

,

"1= psTs— PjTî,

"2= PaTi— PiYs.

«:;=P,Y,_P,Y,.

323

Alors In siibstitulion

•l'i =21X3-7- pi Yi-f- rt Y»,

a;2=a2X3-*-P«Y,-i--;oY,,

a;5=a,Xn-^PaYi— ,Y..,

donne des relations de la forme

ri] .r, -H ll«X-: -+- 0:;X~, = X;;,

f'\'i — b^x-,-¥- b:;X:;= Ài(r/, Y| — r/-.\,-h dv.X:: ),

r_-| J'i -I- c. a.--i -h c,iXs= Ào ( Cl Yi -I- go Y« -1- 6:, X;i ),

où di et rfo, Cl et Co sont des nombres entiers premiers entre eux et où d,, et e^

peuvent toujours cire supposés plus petits que - en valeur absolue.

Soient maintenant Oj etoo deux nombres entiers, tels que

r/i 0| — (/o Si = I ;

la substitution

Y, = — rf,\i-i-aiX.,

Y,= ^/,X,-f-6-,Xo

donne des relations de la l'orme

r/, Y,-(-rfoY,= \;.

ei \t +- Cî Y2= ;jL( \i— y'\-
1,

OÙ l'on peut toujours supposer que /'est plus petit que - en valeur absolue.

La transformation

(') II suffit de former une matrice de déterminant i, dnnt la première ligne est formée de

n„ a,, a^ (ce qui est une propriété bien connue de I Ai itlimél ii|iie linéaire; la niiitrice inverse

est alors

X, p. Yj

(A. G.)
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est évidemment entière et de déterminant i , el :

(oiX] -H (liX-i-i- «r,X3)'2A-À--i- [biXi + b«Xi-k- b-iXzY-k'-^ (,cia:i -H CiX-i -+- CiX^y- r- — . F.

Celle forme quadralique esl i-éduile pourvu que

Donc, loules les fois que / sera plus grand qu'une certaine quantité A, F.E

ne dépendra plus de )..

De même, toutes les fois que /. sera plus petit qu'une certaine quantité B

positive, F.E ne dépendra plus de À.

Enfin E ne change pas quand on change À en — À, de sorte qu'il suffit de

faire varier "/. de zéro à + qo .

/ variant de zéro à B, on a une seule réduite.

A variant de B à A, on a un nombre fini de réduites.

X variant de A à -4- so , on a une seule réduite.

On n'a donc dans chaque classe qu'un nombre fini de réduites, de la même

façon que dans chaque classe des formes quadratiques binaires indéfinies; mais,

grâce à une parlicularité digne de remarque, les deux cas sonl très différents.

Les réduites d'une forme quadratique binaire indéfinie peuvent s'écrire sur

une même ligne à la suite l'une de l'autre; mais celte ligne est indéfinie dans

les deux sens, de sorte que chaque réduite s'y reproduit périodiquement une

infinité de fois.

Les réduites d'une forme de la qualrièiae famille, au contraire, forment une

série limitée dans les deux sens, de sorte qu'on finit par arrivera deux réduites

extrêmes, qui sont celles qui correspondent à

/. > A cl "a < B.

Par conséquent, les formes de la quatrième famille ne peuvent être

reproduites par une transformation semblable arithmétique, c'est-à-dire

par une transformation à coefficients entiers et de déterminant i, ce qu'il était

aisé de prévoir.
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Voyons niainlcnaiU coiiimenl les considérations qui précédent pcrnietlenl

de traiter les questions relatives à l'équivalence des formes de la quatrième

famille.

Si l'on se propose seulement de savoir si deux formes données sont équiva-

lentes, cest-à-dire dérivent l'une de l'autre par une transformation entière de

déterminant i , la considération des réduites principales est suffisante, et même,

à la rigueur, on peut s'en passer; car, une forme ne pouvant dériver d'une

autre par une transformation de déterminant i que d'une seule manière, la

question peut se traiter par des procédés purement algébriques.

Mais un problème plus général peut se poser :

Deux formes étant données, déterminer si l'une d'elles est équivalente à

l'autre, multipliée par une constante com'enable.

La considération des réduites secondaires devieni alors nécessaire.

En efl'et, pour qu'une pareille équivalence ait lieu, il faut et il suffit que le

système des réduites de l'une des formes soit, à un facteur constant près, iden-

tique au système des réduites de l'autre forme.

II est clair que, pour constater cette identité, il suffit de comparer deux

réduites de même rang dans chacune des séries et, par exemple, de comparer

les réduites extrêmes qu'il est aisé de former.

De là, la règle suivante :

Pour savoir si F est équivalent ii F', à un fadeur constantprès, onforme

la réduite de F et celle de F' qui correspondent à \ infini et l'on examine si

ces deuxformes ne diffèrent que par un facteur constant.

XIIl. — Formes de la cinquième famille.

Soit la canonique (')

qui est reproductible par la substitution

À _o o

o I o

(') Première P.irlic du .Mémoir.\ p. ^i, formule (9). (A. C.)



326 ÉTUDE ARITHMÉTIQUE DES FORMES CUBIQUES TERNAIRES.

Signalons d'abord une différence importante entre le cas actuel et le cas pré-

cédent. La canonique n'est reproductible que par des substitutions de détermi-

nant I. Donc l'introduction que nous avons faite pour la quatrième famille,

des réduites secondaires n'a plus ici de raison d'être.

On voit immédiatement, comme pour la troisième famille, que les réduites

sont en nombre infini, qu'elles se divisent en trois sortes et que celles de la

première et de la deuxième sorte sont en nombre fini.

Envisageons maintenant les rc'duites de la troisième sorte e\ leur dislribnl ion

en genres.

Soit

T = h

une transformation réduite qui transforme la canonique en une réduite de la

troisième sorte, à coefficients entiers.

Pour que T soil réduite, il faut encore ici :

i" que

soit réduilt

T' =

que

3° que y.] soit assez petit.

La forme
(GaX,.XoXn-l-Xi|).T

peut s'écrire

3c(i.r,[l2aXo.X,).T']-l-(3a.a-.H-3«3.r-)[(2aXoX:,).T']-l-(-,'2a:.-l--f3^3p.

En posant :

T', = Po v/î, Pa v/ai

./;;

substitution dont le déterminant est i, nous écrirons la forme

l'.H- !•;-+- F.-„
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avec :

F, = {,,•, |c.a\,\::J.T',l.

F.,= /'{^.,"'
: i:r,*'''^ [(.aXo\;,).T', 1.

F:;= {!->a;-,-\- (.tX-.if.

F, .

ï'i avunl pour déterniiuanl i , la foriut' :-— doit ôlrc une forme réduite quadra-

tique binaire indéfinie, dont les coefficients sont entiers. Donc ces coefiicients

sont limités, et si l'on considère maintenant la substitution T', elle-même, on

peut toujours poser

OÙ
6oC:;— b:;C2= I,

et les rapports .- et ^ ne pe\iveul prendre qu'un nombre fini de valeurs.

Comme — et - sont limités, les coefficients de I".. sont également limités.

La forme binaire Fn -i- F;, doit avoir ses coefficients entiers. Or ils s'écrivent

«1 =<1 GC, \/0L,

A,-, B, et C, sont des quantités données ; A, et B,- sont entiers, puisque ce sont

F
des coefficients de la forme ^-4-; quant aux C,-, ils se réduisent respective-

ment à

Or je dis que Cn et c-i doivent être commensurables entre eux; en efTet,

Al II I = i!ï=\,Xo\,;— Oî^X;;. A(H )
— 2sUl = — Sz^X;:,

d'où il suit que la forme

I

Al II )
— 2xMI].T =— 8xM--;.r.2-l-Y3^3?

doit avoir ses coefficients entiers. Par conséquent;^ = ~ (racines d'une équa-

tion du troisième ordre, ayant toutes &es racines égales et tous ses coefficients

entiers) est commensurable. Donc c^ et c.t sont commensurables entre eux. Or

on a

(2x\,.X::).T', = ^= \j-l-^2Ba:,r:~Cx?„
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OÙ A, B, G sont entiers; et cette forme peut s'écrire

^('.-S«)('-E-)-
Donc

6:, 7.B c, . ,,
T- = - -— = \in nombre cnmmen^urablf.

Or le discriminant de cette forme binaire quadratique est égal d'une part

à a'-, d'autre part à

On a donc

a=^A(-r- -| = "Il nombre commensiirablc.

Conséquence. — 5< 4^ (') n'est pas puissance quatrième parfaile, il ne

peut y atoir de réduite de la troisième sorte.

Considérons maintenant la canonique (-')

H = Ja\i\::4-3a\3X:,— \:j ;

on verrait de la même manière :

i" Que les réduites de la première et de la deuxième sorte sont en nombre

liul :

2" Que l'on ne peut avoir de réduite de la troisième sorte, réellement équi-

valente à H, car ici les points doubles de la courbe H = o sont imaginaires.

En conséquence :

Si les points doubles de H = o sont imaginaires ou si 4 S n^est pas puis-

sance quatrième parfaite, on n^a que des réduites de la première et de la

deuxième sorte; on n^a donc qu'un nombre fini de réduites; ces réduites

se répartissent en un nombre fini de classes, et il n'y en a qu'un nombre

fini dans chaque classe; les réduites d'une même classe peuvent se disposer

en une chaîne de telle façon que chacune d'elles soit contiguë à celle qui la

précède et à celle qui la suit, et, en suivant cette chaîne, on verrait les

différentes réduites se reproduire périodiquement.

(') 5 = 431* est, bien enteiitiu. l'ijivariaiU de la foi'rne. (A. C. )

C) Première Partie du Mc'muire, p. '|i, formule f lo). I \. C.
\
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Si les poiuls doubles de II = o sonl réels et si 4S est puissance quatrième

parfaite, nous diviserons les classes dérivées de H en deux catégories :

La première catégorie comprendra les formes qui dérivent de H par une

substitution

ïi a-, 3..;

9 ft 'J

OÙ y.y, x-., 3(3, de même que (3,, (3.j, (S^ et que yi, -;.,, •;, sont commensurables

entre eux.

La deuxième catégorie comprendra les formes qui ne satisfont pas à cette

condition :

Les classes de la première sont en nombre injini et tout ce que nous avons

dit de la. quatrième famille s^applique à ces classes. Par conséquent, dans

chaque classe, les réduites se disposent en une chaîne limitée présentant

deux réduites extrêmes. La seule différence., est qu'il n'y a aucune distinc-

tion à faire entre les réduites principales et les réduites secondaires.

Les classes de la deuxième catégorie sont en nombre fini, et tout ce que

nous avons dit des cas où 4 S n'est pas puissance quatrième parfaite

s'applique ii ces classes. Par conséquent , dans chaque classe, les réduites

se disposent en une chaîne indéfinie, oii on les voit se reproduire pério-

diquement.

\\\ Formes de la sixième famille.

Soit la canonique (')

= 3X|X:;-^3XJX2.

i" Nous avons encore ici des réduites principales et des réduites secon-

daires, car la canonique H est susceptible d'être reproduite, soit par des substi-

tutions de déterminant i, soit par des substitutions de déterminant différent

de I .

2" L'expression des substitutions qui reproduisent H contient plusieurs

paramètres arbitraires; par conséquent, il peut y avoir dans chaque classe

(') l'remière Partie ilu Mémoire, p. |i, formule in). I \. C.)

II. P. — V.
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plusieurs réduites, et ces réduites forment non plus une chaîne, mais un

réseau, de telle sorte que chaque réduite est contiguë à toutes celles qui

l'avoisiuent dans le réseau.

3" On verrait aisément que l'on ne peut iivoir qu'un nombre fini de réduites

principales de la première et de la deuxième sorte ('), tandis que l'on peut

avoir un nombre infini de réduites secondaires de la première et de la deuxième

sorte.

4" Étudions maintenant les réduites de la troisième sorte; ce sont celles que

Ton peut déduire de H par une substitution de la forme

T = o h h
7' 'iï ï^i

on verrait aisément que j3j et (3;, doivent être commensurables entre eux :

[32= X 6,, [^3= Ai:,,

62 et i:( étant deux nombres entiers, premiers entre eux.

Considérons comme étant du infime genre ('-) deux substitutions réduites

Ad, h(l..

A h.. ',.b

— Cl ^ C-i

Ti
).| bi 'l.\ b

:

1 I I

qui ne difl'érent que par les valeurs de À et /,i; ainsi que deux réduites déri-

vées de H par des substitutions du même geure. On voit alors :

1° Que le nombre des genres est infini.

Eu effet, supposons que b,, b^. a-.., «j soient quatre nombres entiers, tels

que la transformation

,6, \b

a-i II;;

b. b.

soit réduite.

Cela peut se faire d'une injïnité de manières.

(') Définition des sortes ci-dessus, p. 012. (A. C.)

(-) La définition du genre est la même que dans le cas de la quatrième famille fp. Sig). Deux

substitutions de même genre se déduisent l'une de l'autre par le produit, à gauche par une

matrice diagonale à termes positifs, de déterminant égal à i, dont les deux premiers termes

sont égaux. (A. C. )
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La fdinie II.T s'écrit alors

3 c, ,/, I h, .;-. — /):; j-, )- — 3 ( r.j .r., -i- c: .r,. )( />• :r. — li, .r- )--i-3'/.'( >(, x-, -\- (i::a-.: )- ( h, r., -h 65 x.,).

Si c, esl uu nombre entier, la l'oiiiie

3ci.ri( /)iu.,-^ />-.r.;)-= 3A.r1.r3 -4- G Hri.r.. j-, -i- 3n.ria'?

es! à coeflîcienls entiers.

La forme

3 ( r^_ .co - - r
;
./.. M /j.. .,., ~ />:, .C:, 1- M- 3 À"

( «> .r.> -^ ri~ x- I- ( /'» .r.. -^ h~, X^
)

doit être à coefficients entiers; c'est-à-dire que

'"^
B — — A — /.• ( rt H />-, -- 2 a, a-.b.,),

c, Ci

-C- -B ^ /.U2a-,<i:J,-.-^ alb.).
Cl Ci

• "

3-C^3X-'o56,

doivent être entiers. Or. si l'on considère --? - et A'' comme les coordonnées
Cl Cl

d'un point dans l'espace, cela veut dire que ce point est sur l'un des sommets

d'un assemblage à la Bravais (').

Pour que la substitution T soit réduite, il faut et il suffit que À^ soit suffi-

samment grand et que " et ' soient plus petits que - en valeur absolue. Or il

y a toujours un nombre infini de sommets d'un assemblage à la Bravais qui

satisfont à cette condition. Donc il y a toujours, dans chaque genre, quels que

soient a-., a., fto, t),, une infinité de réduites, et il esl clair qu'on a une infinité

de genres.

Dans le cas qui nous occupe, je ne vois aucune raison pour que dans chaque

classe les réduites soient en nombre fini.

Donc la méthode générale pour reconnaître l'équivalence de deux formes

devient illusoire. Mais ici une méthode spéciale peut permettre d'arriver plus

rapidement au résultat.

(') Voir la remarque dftjà faite ci-desssus, p. 3iG. (A. C. )
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En ell'el, soient deux formes F et F, de la sixième famille; je suppose que

l'on se propose de reconnaître si F est équivalent à xF,, c. étant une constante.

Soit

K = II.T,

F,= II.T,,

aF, = F.E où E est unitaire et à coefficients entiers.

Si l'on prend les hessiens, on trouve

A(F) =(-6Xi!).T.

AfF,) = (-6Xil).T,,

A(aF, 1= a^A(F, ) = A(F).E:

on en tire

Soit

,
= G, -_^ = G„

V^A(F) " l/^(F,)

G et Gi sont des formes quadratiques, car ce sont, à un facteur constant prés,

(XoX3-hXî).T el (X:X,+ X?).T,.

On a alors

G| = (iG).E.

Il faut donc chercher si Gi est équivalent à G à un facteur constant

près et, dans le cas où l'on constate cette équivalence, reconnaître si la

même substitution qui change ctG en Gi change y/A(F) en ay/A(F,). Quant à

la valeur que doit avoir a, on la déduit aisément des déterminants de G

et de G).

Nous n'avons rien à ajouter au sujet des formes de la septième famille, qui

ont été étudiées par M. Hermite (
' ).

(') L'étude des formes de la septième famille, qui sont des formes décomposables, est équiva-

lente à celle des unités (ou diviseurs de i) des corps du troisième degré. Leur élude peut

conduire à une méthode systématique de réduction de matrices carrées d'ordre 3, définies au

produit près à gauche par une matrice diagonale, et relativement à une équivalence arithmétique,

à droite [A. Ch.^telet, Sur certains ensembles de tableaux,... (Ann. Éc. Norm., igii).

(A. C).
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\V. Résumé.

Première et deuxième familles.

Un nombre fini de rcduiles; un nombre fini de classes.

Une seule réduite en jjénéral dans rhaque classe.

Troisième famille.

Chaque classe ne contient en général qu'une seule réduite.

Les classes se parta^'ent en trois sortes :

de la deuxième Celles de la troisième sorte se répartissent

in un nombre fini de «enrcs.

Celles tie la première

sorte sont en nombre fin

CluKiue genre contient un nonihn
de classes.

infini

Quatrième famille

Ri duites pi -incipalcs Sf

trois sortes

Cellr- ,1e la pr

m ière et d e ,

deuxième sorte sont l isscnt en un nombre

Celle-- de la troi-

sième sorte se répar

L'n nomliri liui. L'iires.infini

(ihaquc genre coin

prend un nombu
infini de réduites.

Chaque classe ne eonlieiit

qu'une -^eule réduite principale.

•n gêner:

-condaireà se

trois sortes.

Celle- de la pr.-- Celles de la troi-

inière et de la sième sorte sont éga-

dcuxicme sorte sont lemeul en nombre
en nombre infini. infini.

Il y a un iioiiibre inlini de classes. Chaque
classe contient un nombre fini de réduites

secondaires. Ces réduites secondaires se

disposent en une chaîne limitée; chacune
d'elles i-laut contiguë à celle qui la précède

et à celle qui la suit, sauf la dernière réduite

qui n'est contigué qu'à celle qui la précède,

et la première, qui n'est contignc qu'à celle

uni la suit.

Cinquième famille.

Il ii'n a que des réduites principale

Premieh cas. — Les points doubles sont imaginaires

OEt'XiÉME CAS. — Les points doubles sont réels

4S n'est pas puissance 4'' parfaite.

,
Classes

Un nombre liiii de classes.

de

Troisiémecas. — Les point;

doubles sont réels.

cl
.'i
S est puissance 4''

parfaite.

Chaijue classe contient un nombre
fini de réduites qui forment une

chaîne indéfinie où elles se repro-

duisent périodiquement, ainsi qu'il

ua-

partagent

en deux

^" '^'^"''^
1 deuxième

I

arrive dans le cas des forme

catégorie. \ dratiques.

Cla'sses / Un nombre liiii de genres se répar-

de la l lissant en un nombre infini de classes.

première
J
Chaque classe contient un nombre
fini de réduites formant une chaiiie

limitée, ainsi qu'il arrive pour la

quatrième famille.
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Sixième famille.

Les réduites se partagent en

Réduites print-ipales se di'

en trois sortes.

Celles de la pre- Celles do la lioi-

mière et do la sième sorte se répar-

deuxième sorte sont lissent en un nombre

on nombre linl. infini de genres, et

chaque genre en con-

tient un nombre infini.

Réduites secondaires se d

en trois sortes.

Colles de la pre- Celles de la troi-

niière ot de la sième sorte se répar-

deuxièmc sorte sont tissent en un nombre
en nombre inlini. infini de genres, et

chaque genre en con-

tient un nombre infini

.

Il \ a une iiihnltii do classes. Chaque classe comprend une infinité de réduites princi-

))ales disposées en une chaîne indéfinie, comme dans le cas des formes quadratiques

binaires (sauf la reproduction périodique), et une infinité de réduites secondaires dis-

posées en un réseau, comme dans le cas des formes quadratiques ternaires indéfinies.

Los mêmes principes peuvent s'appliquer à toutes les formes, et en parti-

culier aux formes cubiques quaternaires; mais la variété extrême des cas que

je serais obligé de considérer si je voulais aborder l'élude complète de sem-

blables formes m'empêche d'en faire l'application. Faisons toutefois une

remarque importante. Quelle est la cause principale des différences que nous

avons observées dans les propriétés des diverses familles de formes ? C'est que

les unes sont et les autres ne sont pas reproductibles par certaines transforma-

tions. On voit donc quel rôle important joue, dans l'étude des propriétés

arithmétiques des formes, cette considération purement algébrique de leur

reprodiiclibilité par des substitutions linéaires. C'est pourquoi j'ai voulu dans

la première Partie de ce travail, étudier complètement les groupes de transfor-

mations susceptibles de reproduire une forme cubique (jualernaire donnée,

la résolution de ce problème doit en effet servir de point de départ au géomètre

qui voudrait étudier ces formes au point de vue arithmétique.



NOTE
( l'AUTIK 1 I ).

Dans celle deuxième Partie du Mémoire qui est l'un de ses premiers travaux

(1880-188-2), H. Poincaré applique des méthodes arithmétiques générales de

Ch. Ilermite, C. Jordan, E. Selling, A. Korkine et G. Zololareli', etc. au problème

précis de l'équivalence arithmétique des formes cubiques ternaires, plus spécia-

lement, à coefficients entiers.

La Note des C. H. Acad. Se. (qui n'est qu'un extrait d'un travail plus importaiil,

non publié), donne un résumé des résultats, déjà obtenus en 1880, qui se révèlent

très divers, suivant la nature algébrique des formes (ou la nature géométrique des

courbes représentées en Géométrie projective). Ils semblent avoir été complétés,

dans le Mémoire, par la notion de classification en genres.

Comme il a été dit, pour le point de vue algébrique, dans la Note consacrée à la

première Partie du Mémoire (ci-dessus, p. 72), il semble que ces problèmes

arithmétiques pourraient être envisagés avantageusement, d un point de vue

matriciel. ( Voir notamment les notes des pages 2()8, 299, 3i5, o\~.)

Il y aurait peut-être aussi avantage à remplacer, dans la construction d'une

réduite, l'emploi d'une forme quadrati(iue définie, préconisé par Ch. Ilermite, par

celui d'une forme générale, qui pourrait être la strahldistunz de II. Minkowski,

ou plus spécialement la spaniie ('). L'e.xemple des formes décomposables

(septième famille, non étudiée par II. Poincaré) semble, à cet égard, assez

convaincante.

Enfin l'élude de quelques exemples numériques, permettrait d'illustrer et,

peut-être même de préciser, certaines particularités curieuses, notamment la suite

infinie et cependant limitée des deux côtés, dans le cas des réduites secondaires de

la quatrième famille.

Comme pour l'étude algébrique, on peut conclure, avec H. Poincaré que celle

élude arithmétique et, en particulier l'application de la méthode des variables

continues est un sujet qui n'est pas épuisé. (/V. C.)

(') Il est iiilcrcsi-ont rlc noter Irspoir qiir H. Poiiicarc avait placé dans la Géométrie ilcs

Nombres de Minkowski (L'avenir des .)fiithémafiijiies, ci-dessus, p. ji).





DOUZIBII'] l'AIlTlK. - KKDUCTION SIMULTANÉE D'UN SYSTKMI-: DE KOlîMES

(Notice, p. lo).

SUR LA

RÉDUCTION SIMULTANÉE D'UNE EORME QUADRATIQUE

ET

D'UNE FORME LINÉAIRE

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 91, p. 84'|-846 (21 novembre 1S80).

f Extrait d'un Mémoire p.ir l'Auteur.)

Dans un Mémoire pi-écédent (C. /?. Acad. Se, séance du r juin 1880) ('),

j'ai étudié les questions relatives à la réduction et à l'équivalence des formes

cubiques ternaires. Parmi ces formes, celles de la cinquième et de la sixième

famille sont décomposables en un fadeur linéaire et un facteur quadratique,

.l'avais donc été conduit à étudier la réduction d'un système composé d'une

forme linéaire et d'une forme quadratique.

I3'après Uss conseils de M. Heniiite, j'ai poursuivi les résultats obtenus et

j'ai cherché à approfondir l'étude des conditions d'équivalence ou des

substitutions semblables de pareils systèmes.

J'ai laissé de côté les s-ystèmes qui correspondent aux formes cubiques de

la sixiéuie famille. J'ai fait voir seulement que, à la condition de modifier un

peu la définition dos systèmes réduits, il n'y avait, quand les invariants

algébriques restent constants, qu'un nombre fini de systèmes réduits à

(') Ci-dessus : partie algébrique, p. 31. partie arithmétique, p. 591. (A. C.)

11. P. - V. ',3
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coefficients entiers. En ce qui concerne les systèmes qui correspondent aux

formes cubiques de la cinquième famille, j'ai eu à examiner trois cas.

Dans le premier cas, on ramène la réduction à celle d'une forme définie (').

Dans le deuxième cas, on obtient un nombre fini de systèmes réduits, parmi

lesquels il en est deux que j'appelle extrêmes et dont les coefficients se

calculent très aisémenl. Il n'y a pas de substitution semblable ('-).

Dans le troisième cas ( '), le problème se ramène à la réduction d'une forme

quadratique linéaire indéfinie. C'est ce cas (jui est le plus intéressant, parce

que c'est le seul où il y ait des substitutions semblables. Y-a-l-il des Iransfor-

matioas binaires à coefficients entiers qui reproduisent un système composé

d'une forme linéaire et d'une forme quadratique? C'est là un problème qui a

été déjà traité par M. Ilermitc, dans son célèbre Mémoire sur les formes

quadratiques ternaires [Journal de Crelle, t. -47) ('), M. Hermite a fait voir

qu'on pouvait le ramener à la solution en nombres entiers de l'équation

t-— Git- = I,

où G est une quantité donnée.

C'est aussi à une équation de celte forme que j'ai été conduit, par une voie

toute différente. Mais elle ne m'aurait pas suffi pour trouver toutes les substi-

tutions semblables, ce qui était mon but. et j'ai dû avoir recours à d'autres

considérations.

A et B étant des nombres complexes existants, C un nombre complexe idéal,

je conviens d'écrire

Ah=B (modC).

lurscjue A — B est divisible par C, et je fais voir que ces congruences complexes

jouissent identiquement des mêmes propriétés que les congruences ordinaires,

et en particulier de celles qui sont une conséquence du théorème de Fermât.

Je ramène ensuite le problème des substitutions semblables à la résolution d'une

congruence complexe de la forme

A'"^= I ( mod G),

(') Dans le Mémoire ci-dessous, ce premier cas a été subdivise en trois cas, d'ailleurs peu

différents (p. 347). (A. C.)

(-) Ce deuxième cas est le quatrième du Mémoire (p. S'ig à 35j). (A. C. )

C) Ce troisième cas est le cinquième du Mémoire (p. 35j à 3j3). (A. C.)

C) OEuiTes, l. 1, p. 191. (A. r.
)



RÉDUCTION SIMULTANÉE d'UN SYSTÈME DE FORMES. SSg

(jiii se traile de hi iiu'-mo f:u;on i[iie les congruences ordinaires de la même

forme (').

J'ai donné quelques exemples numériques, el j'ai fait voir, par exemple, par

des calculs 1res rapides, que la plus simple des substitutions linéaires à coefli-

cienls entiers qui reproduisent le système

lix-hy-h2s, ,) =— 6;=,

est la suivante :

X=ri-r- JgiSSGoKi-t- I|6')I2803|,

y= 46o(j9 2ol_;)', -h II2()I9 520S|,

; =: l8 Sll) Ç)20) 1 -I- i(iO[)\)20i z,.

J'ai fait, en passant, une remarque que je crois nouvelle. Supposons que iî

soit un entier impair, que a el è soient deux entiers tels (jue

rr-—ù--Q = \,

et soient plus petits que tous les autres entiers satisfaisant à cette condition.

que c et 6? soient des entiers impairs tels que

el soient plus petits que tous les autres entiers satisfaisant à cette condition;

j'ai fait voir qu'on a (-)

(c-hdy,/Qy= rt-i-6 y/o.

(') Cette solution du problème utilise le groupe des classes (des entiers d'un eorps quadratique)

premières avec un idéal; il semble qu'elle soit plus simple et plus générale que celle qui a été

ensuite développée dans le Mémoire, qui comporte une distinction, qui semble peu utile, en

divers cas particuliers ( l'oiV la .Note sur cette Partie). (A. <".)

(-) La propriété avait été signalée par Eisenstein, ainsi que rindi(iue ci dessous H. Poincaré

(p. 37'|). (A. r.)
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ET

D'UNE FORME LINÉAIRE

Journiil lie l'Ecole /'o/ylechnii/ue, 06" Caliier, 188I), p. jq-i/c.!.

Dans un Mémoire précédent ('), j'ai étudié les questions relatives à la

réduction et à l'équivalence des tonnes cubiques ternaires. J'ai appliqué, pour

cela, à ces formes la méthode qui avait conduit M. Hermile à des résultats si

intéressants, en ce qui concerne les formes quadratiques et les formes décom-

posables en facteurs linéaires; H étant une forme algébriquement équivalente

à F et la plus simple parmi ces formes; T étant une substitution linéaire telle

que la forme quadratique définie

{x'--hy--hz'-).T

soit réduite
;
j'appelle forme réduite la forme H. T. On reconnaît aisément

que, en général, toute forme est arithmétiqucment équivalente à une ou

à plusieurs réduites, et que deux formes données sont équivalentes, lorsque

le système des réduites de la première est identique au système des réduites

de la seconde.

Une pareille méthode est applicable à la forme la plus générale, quels que

soient son ordre et le nombre de ses variables. En ce qui concerne les formes

(') Journal de l'Kcole Polytechnique, LI' Cahier, ci-dessus, p. 291. (A. C.)
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cubiques ternaires, j'ai pris pour formes H :

Il = |3(^'-f-_>'=-f- 3^) -i-6xxyz i|uaiul le discriiuiiiaiU ii'csl pas mil.

II =6aj-j-;:-t-?(j'-f-3=') \

(
quand le discrimiiianl est nul et que de plus S^o,

(T^o et que la forme est indécomposable.

,, , , , ) ciuand S = T = o sans nue la forme soit indé-

) composable.

(
quand S^o, T^o et que la forme se décompose en

( un facteur quadratique et un facteur linéaire.

)
quand S = T = o et que la forme se décompose

( en un facteur quadratique et un facteur linéaire.

II =Gaxyz-hz~-

ou

H = 'ixx- : — 3ay-

z

11 = 3 xy- c — 3 X-y

Quand une forme cu'bique ternaire n'est pas décomposable en fadeurs et

que S et T ne sont pas nuls à la fois, celle forme ne peut dériver de H que par

un nombre fini de transformations linéaires; pour constater l'équivalence de

deux pareilles formes, il suffit par conséquent de calculer les coefficients d'un

nombre fini de substitutions, et de constater si ces coefficients sont entiers.

La considération des réduites n'est donc pas nécessaire et l'on se trouve en

présence, non plus d'une question d'Arithmétique, mais d'une question

d'Algèbre.

Constater si deux formes F et F', qui sont indécomposables et où S et T
sont nuls à la fois, sont arithmétiquement équivalentes, c'est encore une

question d'Algèbre; constater si l'on peut trouver un coefficient constant a,

tel que F et «F' soient équivalentes, c'est au contraire une question d'Arithmé-

tique, et j'ai fait voir, dans le Mémoire dont je parle, comment on pouvait la

résoudre eu comparant les deux réduites extrêmes de F et de F'. Mon intention

n'est pas de revenir en ce moment sur ce point.

Si maintenant on passe à l'équivalence des formes décomposables en un

facteur quadratique et un facteur linéaire, on se trouve en présence d'une

véritable question d'Arithmétique, sur laquelle je veux insister un peu. J'ai

fait voir qu'on rencontrait dans ce cas des chaînes indéfinies de réduites se

reproduisant périodiquement, ainsi qu'il arrive pour les formes quadratiques

binaires indéfinies (').

(') Mémoire cité (Cinquième famille de formes, p. 325). (.\. C)
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Remarquons d'abord que le problème de loquivalence de deux pareilles

formes se ramène à celui de l'équivalence de deux systèmes comprenant

cliaciin uuc forme quadratique et une forme linéaire. Soient, en effet,

/r CI /ir.

les deux formes : nous supposons que /et /"i sont linéaires, octoi quadratiques.

Pour que ces deux formes soient équivalentes, il faut et il suffit que les deux

systèmes

j/. '-^

et

OÙ \ e\ [x sont des constantes choisies, de telle sorte que

discriminant de À: = discriminant de jiyi

soient arilhméliquemenl équivalents.

J/étude des formes ternaires de cette sorte est donc équivalente à celle d'un

pareil système. C'est ce qui m'a déterminé à entreprendre ce travail.

Invariants du système.

Je dis que le système d'une forme quadratique ternaire o(^x, y, z) et d'une

forme linéaire f{Xi y, ;) a deux invariants indépendants. En eflet, on peut

toujours déterminer un nombre a de façon que

où g et h sont linéaires ('). Soient maintenant

^l{x^,yu 5i) et Mxi,yi, =,)

un nouveau système analogue : on pourra poser

91 = «i/r^ A'i^'i-

Il est clair que, si

a = «1,

on aura

r = ?i: / = /i.

(') Ceci suppose toutefois que la droite /= o, n'est pas tangente à la conique 9 = 0, ou que

la forme cubique 0/ est de la cinquième famille et non de la sixième. Cet autre cas est signalé

ci-dessous, p. 348. (A. C.)
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pourvu que Fou ail onlre x, y, z; Xi, )i, ^i les relations linéaires

/ = /,, A' = 6'u /' = /',;

c'est-à-dire que, si ô est le déterminant des coefficients des trois fonctions

linéaires/',
ff,

h; o, le déterminant des coefficients de

/., #-.. /'.:

le système fi, 91 dérivera du système /', 9, par une substitution de déter-

Oi
minant ^•

Donc, pour (jue les deux systèmes soient algébriquement équivalents, il

faut et il suffit que

a = ai,

= 8i;

il y a donc deux invariants indépendants (').

Pour ces deux invariants, on peut prendre (-) :

i" Soit le discriminant de cp el l'invariant S de la forme cubique /ç;
2" Soit le discriminant de 9 et celui de 4- mf-, m étant un entier

quelconque.

Réduction du système.

Voici la règle que, dans le Mémoire cité, j'avais adoptée pour la réduction

d'un pareil système.

On peut toujour poser

9 = «./''
-^o/'>

X étant une constante, g et h des fonctions linéaires.

Je considérais alors la forme quadratique définie

(') Il setiil)te préfcr.iljle de remplacer te raisonnement par : si une sul)Slitulion tinéaire ï)

transforme 3 et / en s, cl /,, elle transforme ^ et A en g, et A,, fille laissera par suite inva-

riant le déterminant ô des trois formes/, g, h. On pourra d'autre part transformer 9, /en

aix--i- ôyz, x;

ce qui prouve l'existence de deux invariants indépendants. (.\. ('..)

(-) Dans la réduction envisagée dans la note précédente, ces invariants seraient :

i* a.û-, 2';

2' 5t. 5' (a-i-ni).3'; (A. C.)
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OÙ X est un paramètre arbitraire, et la substilulion linéaire T qui réduit cette

forme ('). Le système

/•T, ;.T

était alors le système réduit équivalent à

/> 9-

Il est clair que, /. étant arbitraire, il peut y avoir dans chaque classe plusieurs

systèmes réduits. Mais je montrais que, si les coefficients de / et de o sont

entiers, ces systèmes sont toujours en nombre fini.

.le crois qu'il y a avantage à modifier un peu cette régie.

Si, g el h sont réels, on a

en posant

et par conséquent

\ - .
~ y

où ), est arbitraire.

Supposons que a soit positif; on considérera la forme quadratique définie

.r-V^li^i
et la substitution T qui la réduit.

Le système

r T, /.T

sera le système réduit de o, J.

Si, au contraire, x est négatif, on envisagera la forme quadratique définie

=•./- (^__(^j
et la substitution T qui la réduit.

(p. T. f.T sera encore le système réduit de Vi,/-

(') Ceci revient, en fait, à réduire l.i matrice (carrée, d'ordre 3) des coefficients des trois

formes/, g, h {voir, dans le Mémoire cité, la note de la page 236). (A. C.)
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Supposons inainlenaat que g et h soient imaginaires conjugués.

On peut, d'une infinité de manières, décomposer gh en une somme de

deux carrés :

ffh = k-^-i- 1^;

on envisagera la loriiie

a/- -f- k- -h t- <\ a > o,

— «/'- -T- A- -h t- si a < o,

ainsi que la substiUilion T qui la réduit (").

cp.T,/.T sera le système réduit de o./-

Voici quels avantages présente ce mode nouveau de réduction :

On sait que, si l'on envisage une l'orme quadratique indéfinie ternaire, celte

forme peut s'écrire

X2— Y5— Z^ ou X- - Y-^- Z"-,

où X, Y, Z sont linéaires, et que les formes équivalentes

,X-2^-Y2- Z-^i.T (.11 (\2_Y2— Z^).T

sont dites réduites si la forme quadratique définie

rX^— Y"-^-Z2)T

est elle-même réduite.

Cela posé, il est clair que, d'après le nouveau mode de réduction, o.T sera

une réduite de o quand o.T, /. T sera un système réduit du système o,fet,

par conséquent, la nouvelle règle de réduction est plus avantageuse, au point

de vue des applications de la théorie qui nous occupe pour les questions les

plus générales relatives aux formes quadratiques indéfinies ('-).

(') Ceci revient îi réduire les matrices des coefficients des trois formes linéaires, qui sont,

suivant te cas :

^i.f ou V
-a./, :(>.^^ l h), {(^'~g-{ h);

\ ï./ou \^"a./, k, I, (gh = k'^l-). (A.C.)

(-) La nouvelle décomposition met en etTet la forme quadratique sous la forme canonique

dune somme de carrés (multipliés éventuellement par — i). Or la métliodc de réduction

préconisée par Cli. Hermile consiste ii utiliser précisément une telle forme pour réduire une

matrice, ou un système de formes linéaires.

Il est à remarquer cependant que dans les recherches de la neuvième Partie : Sur les formes
quadratiques indéfinies et la Géométrie non euclidienne (ci-dessus, p. 267 à aS.'i), H. Poincarc

a utilisé, de préférence, comme forme canonique y-— xz {voir en particulier la Note p. 390).

(A. C.)

H. P. - V. .«
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Soient

; = Aa;-H- A'j-H- A";--i- 2B)z -hiii'.vz +- 2\i"x}';

/ = Lx -+- niy + ns

et (pi la l'orme adjointe de 9.

Soient a, b. c des quantités d(''rinies par les équations

. 9x(a, b, c) = 2/,

ç', (ti, b, c ) = 2/n,

o'- (a, b, c) = 2/1,

elles sont commensurables.

Gela posé, on sait que la forme

y(a^[^+ bo'y+ cz.'- )-— z.{a, b, c) y(j;, y, z)

a pour discriminant zéro et, par conséquent, est décomposabic en deux

facteurs linéaires (
'

).

De plus,

;^
(a ç.;,.-f- 6 0;.+ c ?; ) = i (x s'„+ y ci, + 5 ?[. ) = /•

Ou a donc

où

9(0!, b, c)

Si l'on pose

ay — bx = Si, ex — az = j'i, bz — cy = Xi,

on a évidemment

(l) 0X1+ 6)'i H- CSi = o,

et, d'autre part, on trouve, par un calcul facile,

-(aç^.+ 60I.+ CI- )-— '^{a, b, c) o(x, y, z) = <si{xi, y'i, zi),
^

'j '

On a donc

9(«, b, c)-' ' 9(«, b, c)

Quant à o^^Xi, )i, ^i), on peut le ramener à une forme binaire à l'aide de

(') L'annulation de cette forme représente le faisceau des tangentes menées du point de

coordonnées (trilinéaires), a, b, c (pôle de la droite / = 0), à la conique ç = 0. On voit, à

nouveau, la nécessité de supposer la droite non tangente à la conique. (A. C.)
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iileutilf'
(^

I ), ([ui donne

(l.l-t -4- Ù}, \
Tl (-^1.

,

et rien n'est plus facile ensuite que de décomposer 9, en deux facteurs linéaires,

ou bien encore de le décomposer en une somme de deux carrés ou en une

dill'érence de deux carrés.

Premier cas. — ; > o, et oi se décompose en une soinnie de deux

carrés positifs.

La forme o est alors quadralicjue déliuie et n'a, par conséquent, en général,

qu'une réduite.

Le système /, 9 ne peut alors se réduire que d'une seule manière, à savoir

par la substitution qui réduit o.

Deuxième cas. —

—

<; o, et 91 se décompose en une somme de deux

carrés positifs.

La substitution, qui réduit le système/, 9, est celle qui réduit la forme

-?(^>r, -s),

qui est quadratique définie positive.

Le système y, 9 n'a donc, en général, qu'un système réduit.

Troisième cas ('). 91 se décompose en une somme de deux carrés négatifs.

Supposons, pour fixer les idées,

T

>0.
9(n, b, c)

L'égalité

ç. = a/=-Ha9,

est équivalente à

9 = xf-— en A- X /-.

où /." et / sont deux fonctions linéaires
;
par définition, la substitution qui

réduit le systèmey, 9 est celle qui réduit la forme quadratique positive

xf- — a A- + a 1-.

Ici encore le système y", 9 n'a, en général, qu'un système réduit.

(') I' semble que ces trois premiers cas peuvent se ramener à un seul (au produit près

p:ir — I Hcs deux formes ? et /) : celui où la droite / = o coupe la conique en des points

imaginaires. (A. C.)
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Quatrième cas. oi se décompose en une différence de deux carrés, c'est-

à-dire en un produit de deux fonctions linéaires réelles dont les coefficients

sont commensurables entre eux.

Dans le Mémoire cité, j'ai fait voir que, dans ce ca;. :

i" L'invariant 4 S est une puissance quatrième parfaite;

2" Les systèmes réduits forment une chaîne limitée à ses deux extrémités, et,

pour s'assurer de l'équivalence de deux systèmes, il suffit de constater

l'identité des systèmes réduits extrêmes.

Ces résultats, démontrés pour l'ancien mode de réduction, subsistent encore

pour le nouveau mode.

Cinquième cas. o\ est décomposable en une différence de deux carrés ou

en un produit de deux fonctions linéaires réelles dont les coefficients sont

incommensurables entre eux.

J'ai fait voir que l'invariant 4 S n'est pas puissance quatrième parfaite, et que

les systèmes réduits forment une chaîne indéfinie où ils se reproduisent

périodiquement, ainsi qu'il arrive pour les réduites des formes quadratiques

binaires indéfinies.

Ces résultats subsistent encore avec le mode nouveau de réduction.

Ils permettent de définir des transformations semblables du système /", o en

lui-même.

Sixième cas. o, est un carré parfait.

Dans ce cas.

i(«, b, c) = o,

d'où

a = oc.

On ne peut doiic plus poser

? = "/' ~^ * ïi ;

mais on peut toujours poser, et cela d'une infinité de manières ('),

g et h étant des fonctions linéaires de x, j)', j.

(') Par exemple, la forme canonique (Mémoire cité, p. 829) peut être écrite

3X,[(3X,)^ix,j_Xîj (A. C.)
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Dans ce cas, la forme /x y, qui est cubique ternaire, est de la sixième

famille {voir le Mémoire citf^), et ses invariants S et T sont nuls.

Nous dirons que le système/, -j est réduit par la subsliliilion qui réduit

Si /.T, (p.T est le système réduit de /, o; o.T est l'une des réduites de

9 délinie à la façon ordinaire; or cp n'a qu'un nombre fini de réduites; donc le

système/, 9 n'a qu'un nombre lini de systèmes réduits.

Ces systèmes forment, non pas une chaîne, mais un réseau analogue à

celui que l'on rencontre dans l'étude des réduites d'une forme quadratique

ternaire indéfinie, mais moins compliqué.

.le n'ai rien à ajouter sur les trois premiers cas, où le problème est ramené,

comme on l'a vu, à la rédaction d'une forme quadratique ternaire définie; mais

je crois qu'il y a lieu de faire des trois derniers cas ('j une élude plus

approfondie.

Etude spéciale du quatrième cas.

Je suppose que l'on ail mis la fornie o (pai- le procédé indiqué plus haut)

sous la forme

y. étant une constante positive et g et h deux fonctions linéaires dont les

coefficients sont commensurables eutre eux. La réduction du système

y.T, i.T,

est équivalente à celle de la forme

= (.y.^X^Ç_Hi^^^).

Nous dirons, avec MM. Korkine et Zolotareir(-), que la forme 'h est réduite

lorsqu'elle est mise sous la forme

(') Le sixième cas n'a pas été étudié à nouveau clans le présent Mémoirr. Il a d'uilleurs été

(lit, dans la Note de 1880 (p. 337), qu'il avait été « laissé de côté ». (A. C.)

() Math. Ann., Bd 6, 1873. Ce mode de réduction a déjà été préconisé et utilisé dans le

.Mémoire sur les formas cubiques (ci-dessus p. 297), avec des notations légèrement différentes

(s,,, s,,. Sj. au lieu de ;,. ',; ', remplacés d'ailleurs eux-mêmes ci-dessous pcir s,, z\, £,). (A. C. )
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OÙ £i, Çi et Ç2 sont plus petits que - en valeur absolue, où fJi est le minimum

absolu de la forme 4') et fx^ le minimum absolu de la forme

[X,(>-H-;„s)'--!-îin=-.

Il est clair que, si l'on fait varier À depuis zéro jusqu'à l'infini, on trouvera

pour les coefficients de T différentes valeurs qui donneront difi'érents systèmes

réduits du système /', 9. Mais nous nous bornerons à considérer les systèmes

réduits, qu'on obtient pour / très grand et pour À très petit.

Supposons donc ). très grand. Soient

/ = {Ix -\- iny -\-nz) {t, m. n ctanl enliors premier;- eiurc eux),

g = -({l\X + niiV -^ riiz) {/,, ni,, /i, « «
),

/( = o(/2X- -t- «I2 )' + rtos) Ce, '«2, nj » " )i

et posons

/m, — ml, = DN,

Di/ii — nm, = DL,

ni, — lu, =DM;

D étant entier et L, M, N étant entiers premiers entre eux.

Je dis que le minimum absolu de la forme

est obtenu, lorsque /. est assez grand, pour

X = L, Y = M, s = N.

Posons

o(/,L--m2M-i-«2>î) = A,

et prenons ). assez grand pour que

I A- .-'- I '^^

=<> ^ — Cl /.= - > =^ — •

/.- 2 2 /-- -•}.

Les valeurs fL, /M, f N (^ entier), sont celles qui annulent les formes/ et ^
et l'on a (

'

)

Pour toutes autres valeurs de x, Y^ z, les formes / et - g prennent des

(') On a légèrenienl condensé la l'cdaction de H. Poincaré. (A. C.)
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valeurs entières dont une ;ui moins n'est pas nulle, de sorte que (pour les

valeurs de X considérées)

f)(jr, y, s)> r^A'-.e^O(L, M, N); (e entier).

EUectuons la substitution linéaire Ti

X = L 5 H- Li T) -t- Lo !Ç,

OÙ L,, M,, Ni, Lj, Ma, IN., sont des entiers tels que le déterminant de Tj soit

égal à I . La forme devient

«T,= :^ :[(l Li— m M,— « N,)t)-i-(/ L»-i-/» M-,-!-/i N2)C]-

[(/, L, -;- //!, M, -i- «, N, ) T, + (/, L.,-^ «il Mo + 7i, No) ; J

Les deux derniers ciirrés ne contiennent plus que r, et Ç et iormenl une

toruie binaire 0,(r}, Ç). Réduisons cette forme binaire et pour cela cherchons

son minimum absolu.

Soient
/iLi^ wiM,-f-«,N,= Q,

/,L2-i-/H,M2-i-HiN2 = — P;

les nombres P et Q sont premiers entre eux; en effet, puisque

/i L — nii M — «1 N = o,

et que le déterminant de la substitution Ti est égal à i , le plus grand commun

diviseur de P et de Q doit diviser /i, /«i, n, qui sont premiers entre eux.

Je dis que le minimum de la forme binaire

-+- ^'(Q-n — P0°-=o

est obtenu lorsque À est suflisamment grand, pour

^ = P, ; = Q.

On a

(/I„-i-mMi-r-nN,)P-i-(a>.-i-mM2+nN«)Q = ± D,

car ua calcul irrs siuiple montre que cette expression est égale au déterminant

I

I. .M N

r> i-i M, N,

mil, — nifit //i|

—

ii/\ mit — l/iii

L, iM, N,

Lo Mi Nî
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on à ce déterminant changé de signe, de sorte que

r),(P, Q) = o;D2, 0,(M', ^Q)i5,0,(P, Q), (i ciilicr).

Prenons l assez grand pour que

>aD2.

Pour des valeurs entières de o. Ç, non proportionnelles à P, Q, l'expression

(Qn — PÇ)" prend une valeur entière positive, de sorte que (pour les valeurs

de )i considérées)

0,(Ti, ;,^> û!l! >:,D-^=0,(P, Q).

Donc sîD'-' est le miniuium absolu de 0,.

Eirecliions la substitution linéaire Tj

i = ?i.

T, = Pt„+PiÇ,,

où P, et Qi sont tels que

PQi— P.Q = i;

la l'orme 0, .T, .To est égale à

oùfXi=^^ est le minimum absolu de la forme ternaire, pendant que

fjL,r=5(D- est le minimum absolu de la forme binaire formée par les deux

derniers carrés.

ElVectuons la substitution linéaire T^ :

^, = ;., -h S, T,2-)- o'i Ço,

t,= '>

OÙ Si, o'i, 02 sont des nombres entiers déterminés, de telle façon que

1 ^ I I ,, ~ ,
I

"

I , I<0o+T2-<-, < 0, -f- T| Oo-hTi < -, <0i-|--,<-.
2 2 2 2 2 2

La foi'me quadratique déllnie O.T, .To.T., qu'on peut écrire

2 A- \ Û /• 2

, , , I A
, , ,

I A
, , , I ^
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esl réduile et le système réduit clieiché est

u.T,.ï,.T:;. /.•i',.r,.r,.

On peut simplifier ce calcul, en déterminant comme suit les coefficients £),

La substitution T, .'r._..T3 est équivalente à (
'

i

/] ./"-+-/// ii -!- «1 c ^ Z_.'.

f.r -+-/)!] -i- nz = '''1.;-'- '2 îî-

/
A, ,^l:X -f- III . V -¥- ii.z = — r-^-t- £iT,"-t- =1 î!i.

Pour que les coefficients de cette substitution soient entiers, il faut et il

suffit que l'on ait

/ — Î2 /i SE //( — £.. m ,
= Il ~ i..ii, = o { inod D

)

et

'^-
îi

'

- (if - '') /'- "'^- n "' ^ (if " - )
""

Les trois premières congruences peuvent toujours être résolues.

Les trois nombres /|. m,, Hi étant premiers entre eux, on peui toujours

Iroiiver trois nombres )i, ;/|. v, tels que

/, /.1-4- III, a, -,-«,/, = I.

Les trois congruences donnent alors

;j=s /Ài -t- «i IJ.1 -I- /(vi (modDj.

On trouve aisément un nombre £o satisfaisant à cette condition, ainsi qu'aux

inégalités ('-)

D It- - <î2<--

Ce nombre satisfera aux trois congruences

/ — 12/,^ III — ^iiiii^ Il — i ^11, ^^ It ( mod D )

:

(') Ceci résulte de la comparaison de l'expression de 6 avec l'expression obtenue ci-dessus

de 9.T,.Tj.Tj. ('-omme les formes linéaires /,'g, h sont indépendantes, la substitution ainsi

obtenue est déterminée. (A. C.)

(') En réalité, une de ces inéf;alités peut devenir une égalité; pour cette raison, il serait

peut-être préférable d'utiliser les restes positifs, c'est-à-dire de déterminer t, par

":^£, <l>;

et (le même pour s, et i\. ( .K. 1 . 1

II. I'. - V. i5
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/— io/iEEE i — (/Xi-H ni'Xi-h rtV| ) /, ( mod D)

l — iili=l— l{lili-h />wii-h «|V| )
— ;jli(/h/,— //iii) — V, ( /i/i— In,)

l—E.,l,~l^ /-t-;j.,DN — v,D>I = o (modDj.

Soit donc

/ — £o/i=/3l», m — î.>/H| = nîjD, n — i«/ii = «r. L>.

Les nombres /;,, rn,i, n^ sonl premiers entre eux car leur plus grand commun

diviseur doit diviser L, M, N, qui sont premiers entre eux.

Les trois dernières congruences deviennent

(l) /i— ï| /.-j — s', /i ^ 7»-)— Si '"3— e'i m, ^ ««— 21 «:, — e'i /il E^ o (mod -
j

•

On peut toujours trouver trois nombres l-j, /j.:i, v,, satisfaisant aux conditions

À- /| -+- IJ.:;I>I\ -H "'G /il = O,

À:i/n-l- ,'Jl:;/":;-l-Vs/i3 = I,

d'où

).: / H- IJL-; //i -I- V:; /i = D.

Les trois congruences ( i ) donnent alors

(2) C'-:J-i-+- ;J-:;//iî-l-'/:;/io);

(3> (A,li-h iiil)l-,-i- Vi/iî )— £i(X, /.-i-t- jj.,//!:i-H
'

i'J:i) = £| (-4:

La congruence (2) donne £1, et la congruence (5) e\; on peut choisir ces

deux nombres de façon que leur valeur absolue soit plus petite que la

moitié de ^ (' )•

(') Le calcul de H. Poincaié, qui déteriniiie les coefficients 0, 5, A, s,, t\, z,, peut être légère-

ment simplifié. Il ne fait que traduire l'équivalence aritlimétique, à droite, des matrices da

troisième ordre :

/, /ii, /i|

/ m n

t.. m., n..

o

o D

A = A, X E, V. matrice unimodulaire et les inégalités ci-dessus pour £,, a,, ;,.

5 est le p. s. c. d. des coefficients de k; D est le p. g. c. d. des mineurs des deux premières

lignes de A; H „ est le déterminant de A.

l'our suivie ensuite de près l'analyse de H. Poincaré, il suffit de remarquer que la Iransfor-
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Cela posé, le svsUmiic réduit s'écril

a(r»Ti:+ £,^, ,- -H 70^- :,-(-;, -,1,-4- i',:, Kï,

Les calculs de réduction du s>sU'me se partageai donc en trois parties :

i" Calcul de a, y, 0; Z, /«, n; li, riii, rii'. 1^, m-,, «,; ^1 D, où l'on se borne à

des opérations purement algébriques et à des recherches de plus grands

communs diviseurs;

2" Calcul de /.|, ;a,. v,, '/.;, ^^,, v,, où l'on a à résoudre des congruences

linéaires très simples;

l'ail correspondre les valeurs enlières des variables.

On peut donner à T la valeur ïi = i . c'est-à-dire trouver des valeurs entières /.,, (ji,, v, de

X. y, :, telles que

/,/.,^- m, iJ.|H- "1 V, = I

(on le savait a priori, puis.|ue /,, ;»,, h, sont premiers entre eux). Il en résulte

/À, -+- Itl \X,-I- 71 V; = DT||-1- £,,

fi,
— //et ;. sont ainsi détermines par la division d'un entier par L), tenant compte de l'inégalité

à satisfaire f reste absolu minimum, ou reste positif).

On peut alors donner à r, et î les valeurs ri3=i et ?j = o, c'est-à-dire trouver des valeurs

entières /.„ tij, Vj de x. y, :, telles que

/,A,^/«,a,^-«,v.,= o,

/ A,-|- m \j..,-h n Vj= D.

/.."a, -H m,a,-t- H,

; et i, sont ainsi déterminés par une division par -•

Enfin, pour déterminer î', , il suffit de donner à y,. ^ les valeurs

doni aux .r, ), c les valeurs

1

— '7'j. V-i- V.— '/.>

/..'',..-)- »/.;|i.-^ II..

d'où la dcicrniiiialion de :. et £', . (A. C. )
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3" Calcul de ci, î|, ï,, où l'on u'a qu'à cliercher les restes de trois divisions

de nombres entiers (
'

).

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que a était positif et que /,

m, n étaient premiers entre eux.

Si « était négatif, on changerait le signe de o.

Si l, m, n avaient un plus i;rand commun diviseur I). on poserait

/ = /'«'.

d'où

9 = aD^/'-^-f-i'//.

et de toutes façons on serait ramené au cas que nous avons étudié.

Remarque. — Les considérations qui précèdent montrent suffisamment

qu'un pareil système n'est reproduit par aucune substitution linéaire.

Exemple. — Soit à réduire le système

Ici l'on a

d'où

On trouve aisément (-)

/ = X -h 3 K — 2Z-.

(1 = 1. l) = 6. ( = I .

/- = H- ( ,r — AZ ){iix — (i r -i- .'.o ; ) ;

(') Oa peut tout aussi bien remarquer que la matrice A, u'est autre qu'une matrice de forme

réduite de Hermile signalée ci-dessus, (Note de la partie G, p. i8i ). p;ile peut être obtenue

pratiquement en multipliant A. à droite, successivement par des matrices unimodulaires

réalisant les opérations :

i" transposition de deux colonnes;

2° soustraction aux éléments d'une colonne des cléments dune autre colonne, multipliés par

un facteur entier convenable.

Les facteurs sont pris de façon à réaliser les opérations du p. g. c. d., puis à annuler tous les

termes, sauf le p. g. c. d.; successivement sur les termes de la première ligne, puis sur ceux de

la deuxième ( Voir A. Chatelet, Les groupes abéliens finis, . . ., p. iS) : Voir aussi ci-dessous,

l'exemple numérique, p. 358, note (-). (A. C.)

(-) L'application à cet exemple du calcul de H. Poincaré, simplifié comme il a été dit ci-dessus,

(note de la page 35'i), peut être faite en prenant pour formes y, g, h :

/= X -H 3.1' — 2Z,

g= X — iz, ' <JÎ
— f-^ gli', A

h = 2(4ar — 3_)'^io;),
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d'où

'.)

/) = I, ///, = (), «1 = — 2,

/.j = 4! »(2 = — i, /(o = io;

I. = — >. M = o. iV = -i. n = î:

La transformation T). To.T;, s'écrit alors

/x — my n: = J"»!-: -i- J-2 ïj,

/>x -'- m-:)- -H «2 ; = — i8Ç-. -H ;, tjo H- e'i Ç; :

£.j est déterminé par les trois congruences

357

/ — 35/, = 1 — £2^0

/;( — £.1 /« 1 = i =E o ( luod î ;.

// — ;.,«, = — » -t- 2 I; = o

Il n'est pas besoin ici de chercher les nombres 1,, [a.,, vi, pour voir que ces

congruences se réduisent à

ii^i < mod3 ),

ou

on a Y = I. 3 =: 2; on calcule

D — p. g. 0. d. ( — fi. n, — 3) = 3: D -, = déterminant = 5^ ;

Calcul de s, :

^i— -''i
= '> ^1 — 3, [i, = G, V, = I

;

>., H-3p.,— av, = I = 3ti,-)- £,, q = o, E„=i.

Calcul de s, :

-''
,

"
" -JÀ, — O. 1^3= 'l "'3 = 0;

/is-t-Sflj— 2Vj= 3 I
' "

.
3

•

iJÀ,— 35ij-f-iov3 = — 3 = i8';3-i- £,, Ï3=:o, e, =— 3.

Calcul de s', :

>.j= X, = 3, jx, = [1, = 0, V, = V, = I
;

4X.^3|i,— lov, = 22 = i8E,-t-
e'i

, :•=' ''1 =
-'i-

La matrice réduite est ainsi

o

o 3

18 —3
Le système réduit est

9ï = (3r,, -;.)=-^-2(i8S,-3t,,--4!;,).Ç,, 9 = t,.? -^ 4S,ri,-H H ; /= 3ri,-i- Ç,. (\.C.)



358 RÉDUCTION SIMULTANÉE D'UN SYSTÈME DE FORMES

Quant à /.,, iii.. «:,, on trouve iaimédialenient

/;; = O, «/:: = I, II;; = l).

d'où les trois congruences

4— si = o

— 3 — e\=eo ( mod 1 X I,

qui donnent
-1 = Il

Le svslcme réduit clierchc^ est alors

\^ ")

c'esl-à-dire (
'

)

I ) T), H

ou, revenant aux variables x, y, :, c'est-à-dire changeant 'c,2 en j:. y,-, en j)',

;oen ;;( =
),

3.)- -I- c.

On trouverait de même le système réduit extrême qui correspond aux

valeurs très petites du paramètre arbitraire /.(^) et l'on arrive au résultat

suivant :

Pour que deux systèmes se composant chacun d'une fonction linéaire et

d'une forme quadratique, ayant mêmes invariants et rentrant tous deux dans le

quatrième cas, soient arithmétiquement équivalents, il faut et il suffit que les

{') Il semble préférable de prendre un coefficient positif pour ;, la matrice K est nlors seule-

ment unimodulaire (de déterminant — i ou -+-i). (A. C.)

(') Les opérations de réduction, par l'algorithme du p. g. c. d. donnent successivement les

matrices équivaleutes à A :

i8

3 I

3 4

transposition des première et troisième colonnes; addition à la première colonne de la troisième,

multipliée par 3, la matrice se trouve alors réduite (avec les restes minima en valeur absolue).

(A. C).

(') L'applicalion de la inétiiode au.\ petites valeurs de À. peut se faire en transposant g et /(,

ou en réduisant la matrice, après transposition des première et troisième lignes. (A. C.)
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deux sjslrmes réduits extrêmes de l'un (trouvés comme il a été dit plus haut,

riiii pour les valeurs très petites de À, l'aulre pour les valeurs 1res grandes de

ce paramètre), soient iilenliques aux dfu\ systèmes réduits extrêmes de

l'autre (')•

Étude spéciale du cinquième cas.

Supposons que

/"= /x -+- i/n -h II: et ç = 2./'-'-i- g/h

où g et h sont des fonctions linéaires dont les coefllcients sont réels, mais non

commensurables entre eux.

Pour réduire le système _/', o, on cherche la transformation qui réduit la

forme définie

et pour cela il faut d'abord chercher le minimum absolu de celte forme.

Je dis que, quels que soient 1, g, h et/, on peut toujours choisir a assez

petit pour que ce minimum absolu soit obtenu pour des valeurs /i, ;j.,, v,

entières, premières entre elles de x, i', s, telles que

A' = // = n.

Ces valeurs sont obtenues en divisant les nombres rationnels (-) a, b, c par

leur p. g. c. d. La valeur de pour ces valeurs est

2 A- ; ( A = /À
I
-I- Hî a. H- n -j'i )•

En effet supposons que le plus grand commun diviseur des coefficients

de gh soit E. Le produit "/; ne peut devenir nul pour des valeurs entières de g
et de h que si g et /; s'annulent à la fois, et si cela n'a pas lieu, il est au moins

égal à E.

Donnons donc à x. )', ; des \aleurs entières diflérentes de '/.,. [J-, et v, ; si g
et /( ne s'annulent pas à la fois, on a

> ^" ^--H 4^ /'>ffft > E-

( '
) Il est nécessaire d'utiliseï- les deux systèmes réduits, car ils ne sont définis qu'Ji une

transposition près (suivant l'ordre adopté pour les facteurs g et /i. (A. C.)

(•) Ces nomlires sont les coordonnées ( liomogènes ou trilinéaires) du pùle île la droite / = o.

relativement à la conique 5 = fp. 3^G, note (')i. (A. C.)
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Si g et h s'annulent à la fois, on a

OÙ l esL entier et

= a A2<- ^a AS

l'égalité n'ayant lieu que pour t ^\

.

Si a est assez petit pour que

«A2< E,

le minimuui de est donc a A'-.

Cela posé, prenons un système y, cp quelconque; il peut se présenter

deux cas :

Premier cas ; « A^ •< E. — Dans ce cas le minimum de se trouve immédia-

tement, ainsi qu'on vient de le voir.

Deuxième cas : se A'-'^^E. - Dans ce cas on remarque que l'on peut rem-

placer le système donné /, cp par le système

où p est un nombre quelconque.

En effet :

i" Pour que deux systèmes/", (ç> elft. cpi soient équivalents, il faut et il suffit

que les deux systèmes

./'• r->-\^/- et ./'i. T !-*-!'/';

soient équivalents.

2° Les transformations linéaires que reproduisent le système /. cp sont les

mêmes que celles qui reproduisent le système /et 9+ f'-/'-; de sorte que, au

double point de vue de l'équivalence des systèmes et des transformations

semblables, il est indifférent d'envisager le système /, o ou bien le système /
et o + ^/^

On peut donc choisir ,u de telle sorte que

(a -1- (jl)A- < E,

et l'on est ramené au premier cas.
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Revenons donc au premier ca> :

Le iniiiimum absolu de ('-lant ainsi obtenu, eirecluons la subslilution

linéaire T, :

.<• = Xi; -4- À, T) -H À;;',

y = [Xi ; -I- ;Jii 1) -(- 'X::~.

: = 'UÎ +- -1 i-r^ -(- v-,^.

où 't..,, y..,, v^; À;i, jwi.^, v;,,sont des entiers tels que le déterminant de T, soit égal

à 1 . Les formes quadratiques deviennent

().T, = a|A?— A,TiH- A:,;|-^-(- (^^-^ ^JiA.T,.

5.T, = :<fAÏ-i-A,T)-(- A::ri-^-f-(i,'/').T,;

Où (
'
)

Aj = /À. -H «([Jlj-4- /iV... A; = l'/.;;-\" 111 'J.-; -¥- «V.,.

Les formes

(t'^"^ )î ''')'' *' "''''^'

ne contiennent que v) et Ç et sont par conséquent binaires.

Pour achever la réduction, il faut :

i" Chercher une transformation To de la forme

5 = ?i-i- /.u-ni-i- A-'oÇ,,

1= />-.7),-HÂ-:,c,.

telle que la forme

soit réduite, ce qui détermine Ai, A',. Ao, Al, et telle que ('-)

A A< A-. ki +- An k. +- AA-o < -
>

A A--<\. k\ -H A ; A-', -- aa;, < :=
;

ce qui détermine A'o, Aj par une division par A.

( ') Celte première partie du calcul n'est pas dillcrente du caliul du i|ualriéme r;is (pour À

très grand); ci-dessus (p. 3.io h 352). (A. C. )

(-) Suivant la remarque déjà faite (p. 3J.i), l'une de ces inégalités peut devenir une égalité.

(A. C.)

H. P. - V. 46
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2° Appliquer cette transformation T, au système

/T,, çT,.

Les quatre coeflicients

forment une substitution linéaire binaire r entre rj, Ç, et ra, Çi ; elle doit être

telle que la forme binaire définie

(^.-à^T,

soit réduite, ce qui est équivalent à la réduction de la forme binaire indé-

finie ('
)

(4-// I.Ti.T.

Calcul de {gli).l.

Le calcul de «, de ?.(, f^i, vi; \.,, p.j, v^; >•:,, ,ul;j, v,: /.•„, /,'„ ne présentant pas

de difficulté, je passe imniédiatonienl au calcul des coefficients de la forme

binaire réduite (^A). T.

Soient

ç = A .r"- -+- V',r- -I- A";- -+- -2 Bje -h ï V,' xz -h % ^" xy

et

9i = forme adjointe de ç,

;, = A,.r--(- A'i j-2-<- A',' ;--t- r>l5i rs -i- aB', xz. -\- ->. \V[xy\

OÙ

A , = A' A"— B2, a; = A A" — B'2, A ',' = A A'— \V-,

I?, = BB"— AB. B', = B"B — A'B'. B; = BB' — A"B".

(
'

) La subjtitutioD T, remplace nnalemeiit les formes linéaires /, g^ h en x, y, : par trois

formes en î, Y|, s, dont les coefficients constituent une matrice

â A, Aj

B

où B est une matrice Ju deuxième ordre, définie au produit prés, à gauclic, par une matrice

diagonale de déterminant i ( de termes À et -
)

• La substitution T., est alors de la forme

La substitution t), qui doit réduire B, dépend de la valeur de "/. (ce qui caractérise la réduction

continuelle); il en est de même de /.\ et An. (A. C.)
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l^es valeurs de a, h. r (^défmiiîs p. 346) sont, en appelant H le disciiiiiinanl

deo,
a\\ = S.J -\-Km + V,\n,

l,\\ = l!';/-i- \\m ^ lî, /(.

rll = \:\ / - I!, m -+- \"ii.

de sorte que, si Oi est le plus grand cuniinun diviseur de «II, /vil, fil,

- _ :i!i - 'lll . _ iL!

0| i5| oi

et les valeurs de X^i p-ji '•'j) ^;i) f-xi '': s'en déduisent aisément.

La forme

1
/.(• -H III f -- /i; )^— 9(.r, f, ;) = («, 6, c)

se décompose en deux facteurs linéaires et elle est égale à

— i:/iz(a, h. c).

Or, d'autre pari, celte forme s'écrit

Aii hz — ry i- -t- A', ( c.r — uz i- -+- A î (,'/_>' — 6^)-

-+- liii'iy — />.r)i r.r — «; ) -t- 2B'(è; — cr)(ar— bx)

-f- -.1 B"( ex — az){bz — cr ),

ainsi qu'on l'a vu plus haut, ou bien

rifl bz — <}), (ex — az), (av — bx)]:

d'où l'on tire

ir/i =
[(bz — c)), ( rx — az >. ( av — bx)]

9(n, b, c)

f(u,c — V, r), (vix— X,s), ("a,.i- — !J-i •'•')]

Une première remarque importante, c'est que

:;,(/. in, il) H

posons donc

Considérons la transformation

i( /.,. Ul, V| )

T,:

et appelons Li, M,, N, les mineurs qui correspondent à /(, pi, v,, de telle

sorte que
>.iL,-H uiMi-Hv,N,= I,

/.2 Li -+- a-i Ml -t- V.. Ni = o,

/.,L, --u,,Mi-4-V::Ni = 0.
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Appelons de même Lo, Mo, Nj; L,, M;,, N, les mineurs, tels que

À, L, -+- ,Ui Mo H- Vj l\o = O. À, L, -+ IX, M; -4- Vi N:; = O.

)., Lo -I- [Jlo M.+ V j No = I . >.. L:; -+- tJl, M.1 -f- Vo. N:, = O,

XoLo-H flsM-, -+ V:;\o= (.. >.;;L:;-I- (XnM:;-4- V.iN3= I.

On a évidemment
ai ; — ''[J' = L:i'»l — Lo?.

v,a- — Àiz = M3T1 — Mo^.

À, r — u, j- = NsT) — Noï;

d'où

^^/!.T, = vî,[fL:,r,-L,r), (Mr.-n- M«0. (^.1r)-Noî)|= P^ -H aQ tj: -H R ;••.

avec (
'

)

P = Yî,(L:„ M.3, N:,),

R = f5i(Ls, M., Nj).

)!Q = Y[L3?',.r(Lî. Mî- N.)-H M,o',,.n>2. M.,. N,) -t- N:,i;,( Lj, M». N»)]

Calcul du discriminant Q-— RP.

On a

-L(02— RP)= i(L:,;;^,-<-M:,=',, — Nn9',;)-^— ?i(I.;„ Ma, N3)o,(Lo, Mo., No).

Remarquons que l'on a identiquement

forme adjointe de 91 = 9 H.

Donc, d'après une remarque déjà faite,

-^(Qî— RP) = H;[( N, Mo— N:M:;), ^L:,N2— LoN,!. 1 M:,Lo.— M0L3)]

ou

_L(Q2_ RP)= H =(>,,. ui, v, 1= ^ c,(l. w, n),
V - 07'

ou enfin

où 9i (/, w, «) = G.

Calculons maintenant le plus grand commun diviseur de P, Q. R. Si E est

le plus grand commua diviseur des trois nombres entiers

i[L.o ?;.,.( La, Ma, N3)-i-Mo.ç',,.(L3, M:„ No) -4- No 9',, (L3, Mo, N,-)],

iifLn, M3, N3V 9i(Lo, M.,, No),

(') Ces calculs sont des transformations connues et même usuelles des formes quadratiques

(ou de la théorie des coniques). (A. C.)
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•E esl lo plus grand coimnun di\iseur di^ P, Q. U, de sorte que le déterminant

de la forme primitive i de laquelle i'A l'i est dérivée s'écrit

- Il _ liHj

V Iv- ~ 0? K-!

Ce déterminant doit èlre un nombre entier.

Une fois les coefficients de g/i .1", connus, les procédés ordinaires de réduc-

tion des formes binaires donnent immédiatement les coefficients de la substi-

tution 7, ce qui permet d'acliever complétenienl la réduction du svstéme.

Transformations semblables.

L'un des pr(d)lèmes les plus intéressants que permet de résoudre la réduction

des formes ou des systèmes de formes esl la recherche des substitutions

semblables.

Soit /, o un système de formes quelconques, algébriquement équivalent à

un système canonique quelconque F, «I», de telle sorte que

/=F.-. ^=<I..T.

Dans certains cas, les seuls qui soient intéressants au point de vue arithmétique,

on peut trouver une infinité de substitutions r qui permettent de passer du

système F. <!• au système/, 9; supposons donc qu'on ait à la fois

/•=F.T,. 9 = !..:,.

/=F.T,. Ç=<I>.T,.

Soient T, et T3 deux substitutions à coefficients entiers, telles que les

formes ([uadratiques définies

(
./- -I- 1

- — ;vi-"i-l"i-

tx--hv--+- :- 1.T2.T2

soient réduites; les systèmes

./'.T,, ç.Tî

sont par définition des systèmes réduits du système y", cp.

Si ces deux systèmes sont identiques, de telle sorte que

./•.T,=y.T,. ;;.T, = 9.Tî,

il est clair que

/.I-,.T.7' = /. ;.T,.T7.' = ;,
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el

est une substilulion semblable du ayslème f. 9.

Si donc, dans la réduction successive d'un système, on rencontre deux

systèmes réduits identiques, on peut en déduire une substitulion semblable.

Je dis que, réciproquement, on obtient ainsi loutcs les subslilulions

semblables. En elFel, soit S une pareille substitution; on a, par hypothèse,

/.S=/, ?.S = ç.

Soient

/=F.T,. ?=<1'.T,

et

forme (.r--h j- -h ;- ).-:i .T| = réduite,

de telle sorte que/. T,, o.T, soit un système réduit de y, (p.

On a évidemment

/=F.T|.S, 9=<I).T,.S;

la forme

(x'--hy'-h :3V)-|.S.S-i.T,

est réduite, et, par conséquent, le système

/.S-'.T,, 9.S-'.T,

est réduit. De plus, il est clair qu'il est identique à ,/-T|, cp.Tj, c'est-à-dire

que la substitution S peut s'obtenir par le procédé exposé plus haut (').

Appliquons donc ce procédé au cas qui nous occupe. Soient

/.T;;, O.T:,,

deux systèmes réduits de/, 9. Le premier de ces systèmes réduits s'écrit, en

conservant les anciennes notations,

a;, -H ( A, /,
I ^ A:: /,-, -H AAo )

-rj, — ( A, /.
'i

— A, /, ', - A/.'u }'!
I

et

[A?,-^(A,/m-A:;/„-^A/,„j7i,^(A,/,-; -.-A:;/,', -1-AA; ;;,]-( ^'A).T,.x,

(') In raisonnement analogue, lieaucoup plus succinct, et limité scmbic-t-il, a la conrlitioii

nécessaire, avait été fait dans le Mémoire sur les formes cubiques (p. 2:17). loir aussi la Note

ci-dessous. (A. C.)
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(ffh).Ti .7 élanl une lies réduites de {_g/i).T, ; le second s'ocrirail d'une façon

analogue

A ;u - 1 A; /. ; - A;; A- :; h- a/.-ô )
-n..
- < a-. /.•7 -+- \, kz -t- ik'à ) r -.

et

[ A?2 - ( A-: /> ;' -I- A:; /,': — AAÔ ) -T);— ( A-. /l 7 -:- A:, kZ+ A/> ; ) ï-> ]- —
(

,^- /i ) . T ,

.

tt ,

,

(^A).T|.TTi (Maut une autre réduite de (^//).T|, telle que la substitution z-\

s'écrive
t\ = k",-rii-i- k'îli,

^ = k'.[r\-,-^ k'Zli.

Pour que ces deux systcmcs réduits soient identiques, il faut et il suffit que

(é^/,.j.T,.T = (i^//).T,.-^,,

Aï A-, + A3 A-2 -i- AA\, = Ao k", -r- An kl -^ AAÔ

,

A. A', ^ A, A-o -^ AA-'o = A» A7+ A, A-'i'^ AA;
;

les deux dernières conditions étant équivalentes à

A.. A , -^ A3 A., = A» A'; + A:; k:
{ modA t.

Ai A-', ^ A3 A-; = A« A-7+ A3 A-: ^

CKerchons d'abord les substitutions r, qui reproduisent (^7;). Tir.

(^/i).T, T est une forme binaire indéfinie; supposons qu'elle soit égale à un

coefficient constant multiplié par une forme primitive

'\' = p-nl — -iq-^ilt — ''ïi-

Il est clair (') que la forme '\i, et par conséquent la forme ( g-/i).TtT, est

reproduite par la substitution

7)1 = ( ; — qii )r,.j— ''U^i,

l, = pur^.-h{t + qu)%i,

où < et « sont des entiers satisfaisant à

l- — ( q-— //) jli- = I.

si la forme -!; est [iroprement piimitivo, et où it et 2m sont des entiers ('-)

(') Par ce vocable. H. l'oiiiciiré ne tlcsigiie pas un raisunnenicnl cvidiMit. mais bien ries pro-

prii'lés " connues » des substitutions automorplies d'une forme quadratique binaire indéfinie

(ou encore de l'équation de Pell-Fernial ). Ces substitutions peuvent être obtenues par le déve-

loppemenl en fraction continue de \ rf-
— rp, ou par la réduction continuelle de la forme

ifuadratiquo indéfinie '^ (un exemple numérique de cette réduction est notamment donné

ci-dessous, p. iSS). ( A.C.)

( =
) Il vaudrait peut-être mieux dire que t et « sont les moitiés ilunc solution paire de

t-— (ij—pr)u'= 4. (A. C.J
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satisfaisant à
(''— 4i'y-— '7'"'-= 4-

si la forme <\/ est improprement primitive.

Si l'on applique celte substitution à

l'A»A-, — A::A-.>)ll,-^(A2/,', --X:k\ )!,.

il vient

( I Aï A'i — A;; A-2 )(/ — l/ll)— I X. /,
'i
^ A:; /c'., )]>U

J
T)-,

- [C A-. /,', -H A, k', ) { I - ,jii I
-

I A.> /„ - - A3 kl )],u ] :

L'automorphisme de/ est équivalent aux conditions

(AjÂi -t- A3 />•)(/ — qu)-^(\ik\ -^ A3/12 7'" = A-;A-, -^ A::/>-j

(Aï/.', - An^', )(^ - qii ) — I Ai^, — \,ki)pu = A.^', — AnA'o

OU, en posant

\ikx- X.k.= r. Aî^'i AnA:; = ii.

à

i7 — m ],» — qv) = V
{ mod A I.

"7 -!- u{ i/ii' — ;•(•
) ^ «'

Soit p le plus grand commun diviseur de v, iv et A; soit a celui de c et de w.

Ces deux congruences peuvent être remplacées par les suivantes (') :

r 11' (
-( < — au ] ^ — im ^^

mod -
)

•

i' "• , 11- \ p /
ru ( < -,- nw ) = —

Multiplions la première par ru. la seconde pur t— qu et ajoutons; multiplions

de même la première par t-\-qu, la seconde par — pu. et ajoutons. En

remarquant que
/- — { (j-— rp \ti'- = I .

on a

d'où

ru (t — au ) ïs -

( mod - 1 •

( l -i- qu) pu^s:-

.

'•'• - 9" qi-pn / ,A\— ^B 'u — is o I raod — 1

ï \ P/

(') Ces congruences peuvent être exprimées, en notation matricielle, par

Il
*" 'V

II c II
^' "'

Il / 1 -^ \ c II
t — qu —ru

II
- - X S = - -

( niorl -
1 ; ^ =

cil a est le p. g, c. d. He r, iv et p le p. g. c. d. de i', ir, A (diviseur de 3), (A. C.)
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Soil le plus grand coiuinuii divlsour de

" — ?"• qv-/ny A

Ces deux congruences se réduisent à (')

Premier cas. — La forme px- -\- "icjxy -{- ry- est proprement [>riiiutive

et -7 est impair; u et l doivent ôlrc entiers. Dans ce cas, les conoraences se
pU ' < .1

réduisent à

« ^ o ( niod -
) )

d'où

/i- — qw f/i- — /ni' / A \

(/ — ES u '-— ss o I mod —
I 1

/ - = -
; l - = -

( mod -
)as' 71 V p /

OU

. '- H^)-

(
'
) Ce calcul et la discussion suivante peuvent èlre légèrement précisés et condenses. La

condition matricielle étant écrite :

o ^mo..J), ( note précédente),

on en déduit des conséquences, en la multipliant par

Il
— /"« t — qu

II

(la forme de S ' résultant de l'équation de Pell-Fermat, vérifiée par t et u 1.

On obtient ainsi

xllS-^S '-2|| = o, W- - xllS-S->ll=o ^mod^):

^ w
I , , , W ^ '^

Il ?
. -||x(.^-.)-o, |- ^||x||_^

'
Il

/ I-^\X a « = o ( mod —
)»

ce qui est équivalent à

2l = 2 i mod -
j

1 2u 3 o i mod — j
^

oii (I, désigne, comme il est dit, le p. g. c. d. de

A
^

yi» — pw
^

rv — yiv

p
- ï

Ces conditions nécessaires ne sont pas toujours suffisantes. En les écrivant

A A ,

2it-,)=-^t. 2U=-^U

H. P. — V. 47
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Deuxième cas. — l..a (urme px- -{- 2.gxy -}- ry- est proprement primitive;

'^
,^ est pair.

Daas ce cas, u et l doivent être entiers, et l'on doit avoir

fi ^ o ( mod—T- I
;

d'où

et

De plus,

et, d'autre part.

?"_..?' -7^

/ = I ( mod

— ^; o ( mod — 1

îp
, , ir 1 oO ri' — </ir

20
,

.1- 2iO </l' — />(-('-0- et ^„.(_^

rv — qw qv — pw

A

doivent être de même parité.

Or- et —ne peuvent être pairs tous deux; de même -^-^^—r-^ et

peuvent être pairs tous deux.

et les portant dans les conditions initiales, on obtient

,,v , qv — pw

(mod 1).
, , IV , rv — qw
t i- « -^— ^ a

Il en résulte les conditions nécessaires et suffisantes :

1 ( i"' cas). impair

/si
I
mod -

I ;
u s: o ( mod -;;

-, , , A . p f/f — pw w vv — qw , .

2 ( 2° et h' cas). pair, - et -f-
— ou — et —=— de même parité :

^
' ' p

*^
' c lO -

c;0
^

i = 1 I mod —
I

. H " ( mod —- ) > / — 1 = «0 ( mod 2 ).

\ 2p/ V 2pO/

o ,o - A . V qv — pw w ri' — qw , . . .._,
3 (o* et 3' cas). pair, - et r^— et — et r^— de parités dilTerentesoc 16 t; z'i

respectivement :

t~i (mod-), H = o /mod-^y (A. C.)
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Cela posé, il peut se présenter deux cas :

(! /i' — <7ir
I" - ei -i—

et, d'autre part,

II-
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Envisageons mainlenanl les congruencos

(/ — i)-:- ufi
/"•' - '/'

-1^/ — i) + ;(0

Puisque

p^r^o (mod 2), 1=^^ (raod 2),

V pw — qv w qw — rv

Posons donc

20 a p

ces congruences se réduiront à

- (•: -i- 'j ) = — (x + 'j
) E^ o ( mod 2

)

i' w
OU, puisque - et — sont premiers entre eux,

X ES 'j
( mod 2)

OU

t — I EEE M ( iiiod — 1 •

r- A • . * • •
/

2" Si - est impair, a< et 2 w peuvent être pairs ou impairs, et par conséqueni,

t el u peuvent être entiers ou fractionnaires.

Les congruences

2mO =2(< — i)e=0 (iMod
^ j

équivalent aux suivantes :

P"' - '/'• ^ ,.

7O
mod — 1,

2{t — l) l-2i<(

lesquelles équivalent aux congruences (Ç), pourvu que les nombres

(/ — i)- -^ un-
niV-qP

ati

soient entiers, ce qui exige que

2r< — 1)'' -^-luo

2(/ — i)- + 2^(0

jn^^-q.^

(mod 2 ).

jO
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OU

-[2(< — 0-4- 2kO] =-[>(< — I) + 2 «0] = (mod •.'.).

ou

2(; — i) = 2J<0 (mod 2).

Résumons-nous. Le problème des Iransformalions semblables se ramène au

calcul de nombres t el u satisfaisant à certaines conditions. Cinq cas peuvent se

présenter, puisque le deuxième et le troisième cas se subdivisent. Soil

Premier cas. — l el u sont entiers :

n—Cîir-=i. u=a finud — |, 1 = 1
(
mod - y

Deuxième cas. — l cl u sont entiers :

/-— Q «- = I . / — I HH « s^ o ( mod — ) )

Hf)
Troisième cas. — t élu sont entiers :

r-—9.u--=\, / — i = («Oe^o (mod-).

Quatrième cas. ^ t el u sont entiers :

1-— ilu- = i. t — I = K = o ( mod — ) )

/ — 1= ho Miiud y

(inijuicmc cas. — 2^ et 2 m sont entiers et de même parité :

/iC-— .\iUi-= ',. 2('/; — i) = 2«0 = (mod-).
\ p /

.\ous allons maintenant discuter ces conditions (').

Considérons les nombres complexes de la forme

a -h b v^.

(') Ce n'est pas, à piopi-cment parler, une discussion de ce qui précède, mais une autre

expression des conditions, obtenue en utilisant le corps quadratique dcfrni par ^'ii. (A. C.)
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On sait que les nombres entiers de celle forme, qui satisfont à la conrlitiou

>i- — b-Q = 1.

sont les puissances d'un certain nombre entier complexe

ai -+- b, \/ïî-

Dans le cas particulier où Q, est impair ('), il peut arri\er aussi qu'un

nombre complexe fractionnaire

;

)

où col d sont entiers, mais impairs, satisfasse à la condition

Dans ce cas, tous les nombres complexes entiers de la forme a + 6 \/i2, ou

fraclionnaires de la forme ^-^i sont les puissances d'un même nombre

fractionnaire

Cl-- iti y ti

Nous retrouvons, en passant, une remarque déjà faite autrefois par

Eisenslein (
- ). Je dis qu'en supposant que ce nombre ^

—^^ existe, il est la

racine cubique de ai4-èi\/Ï2. En effet, rt, + 6iy/ïî est une puissance de

-'——î-^? et c'est la plus pelile de ces puissances qui soit un entier complexe.

(Jr, puisque '— est tractionnaire et que

f; — f/; tJ = 4, Q ^= I (mod 2),

De plus,

Cl ^ f/i ^E I (mod a).

( '
J Q (supposé sans facteur carre; doit même être multiple de 4 plus i, pour que -(c -\-d\ V.)

soit un entier complexe, c'est-à-dire soit zéro d'un polynôme norme, à coefficients entiers, qui

est alors

x"-— cx-y-\^ c'— 4 = rf'"- (-'^•C.)

(-) Il semble que dans le travail soumis à l'Académie (ci-dessus, p. 33j), H. Poincaré ne se

soit pas aperçu que cette propriété avait été signalée par Eisenstein (Journal de Crelle, iS44,

p. 88, « Aufgaben » n" 10).
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cicl{^ 1 ( iiKid > i:

donc la deuxième puissauce est fractionnaire.

Au contraire.

'/i ^ Q
)
^ 'v-i- ;,,,/;>> _ \,:\,/,-^,/iù ^^

celte valeur se simplifie à cause de

c\ = 4 -^ d\u,

ce qui donne

Cld ,/\il) r/| li - - 'Af 1> ) -
^

~,
^ -

Or, il est clair (]ue

I -4- fl] il = 3 -~ d\ii ^^ o ( mod 2 ) ;

donc la troisième puissance est entière et elle est égale à «i+ è, y il.

Cette remarque permettra toujours de reconnaître si le nombre — ^-^

existe. "*

En résumé, les nombres ^ et a sont tels que le nombre complexe (')

soit une puissance suivant les cas de

(ïi-^ b\ v U ou (le •

Nous allons voir comment la théorie des congruences complexes permet de

trouver toutes celles de ces puissances qui remplissent les autres conditions

aux([uelles sont assujettis les nombres ^ et u.

(') IC. Poincaré rappelle ici la génération des unités (ou diviseurs de l'unilé) du corps quadra-

tique \'ii; elles sont constituées par les puissances entières, positives el nég,Ttives, de l'une

d'entre elles (groupe cyclique).

Les unités, de norme positive (égale à -+-i), que 'I- Poincaré utilise seules (substitutions

modulaires), sont, suivant le cas, les puissances de celle unité ou de son carré. (A. C.)
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Des congruences complexes.

Nous dirons que deux nombres complexes a + b y/iï el c-\-d\'Q^ sont congrus

par rapport au double module a+ (3 \ il et y + ô y/Ï2, el nous écrirons (
'

)

« -H 6 i/fJ = c + rf v'U [ mod ( ï ^ l'i \ Q,
-f
+ S y/ÏÏ )]

quand on aura
a = c -=- ï «i -T- Y «

,

b =^d-\- 'fin ^- on,

m et n étant des entiers.

Si l'on représente le nombre complexe a-\-b\Jil par un point dont les

coordonnées sont a el 6 et si l'on divise le plan en parallclogrammrs ayant

pour sommets
oi.ni ^ •; II, 'fni^on,

à des nombres congrus, correspondent des points correspondants de ce

réseau parallélogrammatique.

Représentons ce réseau par la nolation

de manière à pouvoir écrire

(I -r- b \/Q = c-A-(/ v'Ô (
mod 1

ce réseau peut être remplacé par un réseau équivalent, et, parmi les réseaux

équivalents, il j en a toujours un, plus simple que les autres, qui est de

la forme

"
' (o<ï<y)

I ;
J O

I

[i'ojV mon Mémoire Sur un mode nouveau de représentation des formes

quadratiques définies ou indéfinies (XLVIP Cahier du Journal de l'Ecole

Polytechnique)] (^).

(') Il semble que i, p, y, 5 sont implicitement supposés entiers. Le module ainsi défini est

sous-module de l'anneau des entiers

x-i-ysjs, (a;, _j' entiers),

ce qui n'est pas toujours l'ensemble des entiers du corps (notamment dans le cas oii fi a un

facteur cai-ré, ou s'il est congru à i, mod 4)- (A. C.
)

(') Ci-dessus, p. 117 à 180.
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Par rappori à un réseau quelconque, les nombres entiers complexes se

répartissent en un nombre fini de classes.

Deux congruences complexes peuvent toujours être additionnées si elles ont

lieu par rapport au même réseau.

Si une congruence complexe a lieu par rapport à deux réseaux JlHérents,

elle a lieu par rapport à leur plus petit commun multiple.

Telles sont les ressemblances des congruences complexes et des congruences

ordinaires ; voici une différence importante : une congruence complexe ne

peut pas toujours être multipliée par un nombre entier complexe. Il faut,

pour cela, que le réseau qui sert de module soit un nombre complexe idéal.

De même, pour que l'on puisse diviser une congruence complexe par un

nombre entier complexe, il faut et il suffit que le module soit un nombre

complexe idéal et soit premier avec le nombre entier complexe par lequel

on veut diviser la congruence.

Pour toutes ces propositions, je renvoie au Mémoire cité plus haut.

Donc, en résumé, si le module est un nombre complexe idéal, le calcul des

congruences complexes est le même que celui des congruences ordinaires.

Rappelons enfin les conditions pour qu'un réseau

soit un nombre complexe idéal; ce sont

3t = -,' = o (modji), |i— '^ ("°'^|)"

Une proposition importante :

Puisque le calcul des congruences complexes avant pour module un nombre

complexe idéal est le même que celui des congruences ordinaires, les résidus

des puissances d'un nombre entier complexe (par rapport à un nombre

complexe idéal premier avec lui), se reproduisent périodiquement (' ).

P) En réalité, il s'agit ici d'un idéal dans l'anneau des entiers

X -t- y \ '.i (ar, ^' entiers ),

i]ui n'est pas nécessairement l'ensemble de tous les entiers du corps R(\ n) (voir la Note,

p. 376). (A. C.)

H. P. - V. 48
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Calcul de / et de u

.

Nous pouvons maintenant calculer l et u ; nous savons que (
'

)

t + usl^- = {a\+l>i\l'îï)"' ou /-h î( \/î> = (c',-;-^/| v/ô)'",

m étant un entier qui va être déterminé par une congruence complexe.

Examinons successivement les cinq cas qui peuvent se présenter et que nous

avons énumérés plus haut :

Premier et troisième cas. — On a

Ou peut donc écrire la cougruence complexe

/ H- u \Jil = I

I.e module de celte congruence est un nombre complexe idéal; car divise ii.

Si «I + 6) yÛ est le plus petit nombre entier complexe dont la norme soil

l'unité, on aura

t -^- u\û = {«,- bi \'Ti)"':

d'où la congruence

('/, - - b, v'n)"' = l.

Si l'on fait varier m par valeurs entières, on verra les résidus do

(ai + 61 y/iî)"' se reproduire périodiquement; si k est le plus petit nombre,

tel que
(«,--6, v/q)*si,

la condition nécessaire etsuflisante pour que

(«,^6, v/û)"'= i

est

«i i^ o ( mod A' ).

De plus, on verrait, comme pour les congruences ordinaires, que A' est

(') Ce calcul assez long semble pouvoir être simplifié en utilisant mctliodiquement l'aiineeiu

de tous les entiers du corps R(\/n) et les idéaux de ce corps (voir la Note, p. 393). (.\. C.)
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iiM iliviseiir du nombre des résidus premiers avec le nombre idéal

A

A
pO

De même, on snit ([iic. a (''liint ])remier avec b, si k est le plus petit nombre,

tel que

a^== i (mofl b),

A est un diviseur du nombre des r('',sidus (pris par rapport à h) et rpii sont

premiers avec b. Nous avons ici uu résultai analogue qui se démontrerait

identiquement de la même façon.

Deuxième et quatrième cas. — On a

/ — I = « U = o ( 11111(1 - ~ 1 ) / — I = « ( mod -
j )

ce ([ui équivaut <à la congruence complexe

a
s

L> £^ 1 immI
A

Le module est-il un nombre complexe idéal?

Les conditions énoncées plus haut se réduisent ici à

(J-= 1> (mod 2 0)

EEE ^ ( mod 2 ).

Dans le quatrième cas, la forme px-+ 2 qxy + ry- est improprement
n

primitive : son discriminant iî est donc impair; donc et 'j- sont tous deux

impairs, c'est-à-dire que la condition est remplie.

Résumons les hypothèses relatives au deuxième cas :

La forme />a;'- 4- iqxy -\- ry'^ est proprement primitive :

^ est pair; " et ^
''"^

sont de même parité; ^ et
''

sont de

même parité.
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On peut faire sur les parités de/?, q, ;• les hypollièses suivantes :

I 11111(1 11 1.

q ^ro ( inod 2 ).

/ ^ o ( mod 2 ).

(0
(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

p=q~r=

<? = '• = p^o (mod a),

<7 EH /• as o ( mod 2 ).

q ^ p^ o (^ mod 2 ).

Dans les hypothèses 2, 3, 4) on a

Q ^ï I ( mod 2 ),

d'où

1^0^:^ (modo).

Dans l'hypothèse i, on peut supposer

— EHi. -1^0 ("mod 2);ai
mais alors

^ I (mod 2),
'/' — /^"

et, par conséquent, - et jp— ne seraient pas do même panlc.

Celte hypothèse doit donc être rejetée, ainsi que

-=l, -=0 (l.lOll 2).

On doit donc supposer

i.l 21,

d'où

''• — ?" _ -7'' — /"'
: o ( mod 2 ) ;

d'où, puisque — ^ i (mod 2),

î= o (mod 2).

Dans l'hypothèse 5, on a

yt' — ptv w
(mod 2)

/t' — qw— ^B O (mod 2).
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On ne peut donc supposer

38i

Soil

On aura

'J''—P'

^ I, - ^ o (mod 2).

^ I .
— ;= o ( mod 2 ).

= I (mod 2),
'/' — /"

d'où

Soit mainlenanl

On aura

5= o (mod 2).

- ^ — EEE I (mod 2).

— 5= o, —— ïs I (mod 2).

Celle hypothèse doit donc èlre rejetéo.

D'ailleurs, il est clair que l'hypolhése va se traiter comme l'iiypoLhèse 5.

D'où il résulte que deux cas peuvent se présenter :

Première hypolhèse :

o
ïs ^ (mod 2).

Seconde hypothèse :

(1

0=0, TT
— (mod 2).

Dans la première hypothèse, le module de la congruence complexe étant

un nombre idéal, .tout se passera comme dans le premier et le troisième cas.

Dans la seconde hypolhèse, il s'agit de résoudre une congruence complexe

A A

( "1 -^ 61 V^- )
" = t ~ H \ il = I mod

dont le module n'est pas un nombre idéal.

Soit

Quelle esl la condition pour que

(/ — Il \'q) (f'-^ii' \li) = I ?
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On aura

Soient

Il ^E£ u' ^B o ( 1110(1 — )
'

/ — i = »0. /— ! = ;<

Pour que

{t^u ^fQ){t'+u'\/lî)~i,

il faul et il siiflit que

/ M -t- «' ? = ()
I
mou —

A = /('^ lui il — t'uO — tii^ — I = (

Or

A = t(l'—ï)^(t — i)^ a^ÀÀ'wO — aQ(l"j. -hl\')

A = aOÀ'<-h aOÀ -r-aO.À'wO —aO{t"/. -i- "/,/')

A = aOX(i — /'-^a/.'wB) = 2-^GÀ>/((0 — 0)

de sorte que la condition clierchée

A ^ o I niod — I

mod 2aO
j

se réduit à

Or, par hypollièse,

'.'(«) — 0) = o (mod 2).

(0 — 0=1 (mod 2).

11 faut donc et il sul'tit que l'un des trois nombres a, 1, >/ soit pair. Or, si X est

jair. on aura

t^Us,^=l

A

Eu résumé, si deux nombres complexes sont congrus à i par rapport

au module

20—

p

.A "
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(le It'lle Caron que le moilule uc soit pas un nombre Idéal , puiu- (|ue leur

prodiiil soil cgnlenicnt congru à t, il lanl et il siiflit que ^^ soit [)air ou que

l'un des deux nombres donnés soil congru à i, pai- rapport au module

Cela posé, nous pourrons, dans rhypolbése qui nous occupe, distinguer

deux cas :

A
!" cas —^ est pair.

Alors le produit de deux nombres congrus à i est toujours congru à i .

Si donc A" est le plus petit des nombres m qui satisfassent à la congruencc

A A

l«i + b, v'u)"'=^ 1 1 iiioil

tous les autres sont des multiples de /.', c'est-à-dire que tout se passe comme

si le module était un nombre complexe idéal.

Nous devons toutefois faire une distinction importante. Dans le cas où

le module était un nombre complexe idéal, les nombres

(«i-i- 6i v/^)'" el («,-^ /;, V
Û)"'+*

étaient congrus entre eux quel que soit m.

ici cela n'a plus lieu en général, à moins que

A

mais on a toujours

(rt,-^</, \/q)"'=(o, -f- b, i^Tl]

A A

_A_

2'Jl
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de sorte que la période est, en général, non pas k, mais 2k. De plus, A" est un

diviseur du nombre des résidus pris par rapport au nombre idéal

A

et premiers par rapport à ce noml>re idéal.

2" cas

Soit

(25)

—g est impau'.

(«,+ 6i v/ïl)"'=l

A A

A

1 'Tu

une solution quelconque de la congrucnce. Cette solution nous fournil une

substitution semblable du système /', 9. Le carré de celte substitution est

également une substitution semblable, de sorte qu'on doit avoir

(«i-hfci v's)-"' = 1 mod
A

Or, d'après ce qu'on a vu plus haut, cela ne peut avoir lieu que si l'on a

(2fl) {,H-^-b,^n)'•^l l mhhI

On peut donc remplacer la congruence (23) par la congruence (26) dont

le module est un nombre idéal et on est ainsi ramené aux cas déjà

examinés.

Ciiujuièine cas. — 2^ et 2 m sont entiers et de même parité :

A\
fit"-— f^iûO. = i. >{t — i) = -xui inod

Ici le nombre t+ w^il peut ne plus être entier complexe; mais les nombres de

la forme a-\- b y/ii, tels que ia el 2b soienl entiers elde même parité, jouissent
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de propriétés qui les rapprochent des nombres entiers. Nous les appellerons,

pour cette raison, nombres intègres (').

La somme ou le produit de deux nombres intègres est un nombre intègre.

Cela posé, on devra avoir

A

/ J- « v^îï= I

A
•2pO

cette congruence pouvant être résolue, soit en nombres entiers, soit en

nombres intègres.

Je dis qu'une congruence prise en nombres intègres par rapport au module

A
2p6

peut être multipliée par un nombre intègre quelconque (-). 11 suffit, en effet,

de faire voir qu'on peut la multiplier par

y/U et
I ^- \'Q

Soit, en effet.

a -(- /> \/< > = o
;

OC et (3 étant entiers pendant que « - et (3 — sont de même parité.

Eu multipliant par y i2, il vient

Jq = o.

Je dis que cette congruence est vérifiée; en effet.

/ mod -- \ ;

(') Ces nombres intègres ne sont que des nombres entiers algébriques, au sens de Dedekind,

c'est-à-dire des zéros d'un polynôme norme, à coefficients entiers (ordinaires). On a déjà signalé

qu'il y aurait avantage à les utiliser méthodiquement. (A. C.)

(") C'est la définition d'un idéal, i-elativement à l'anneau de tous les entiers du corps. (A. C.)

H. I'. - V. 49
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O
puisque P et ^ sont entiers; de même

a — ï= o I mod 1 )

puisque a et sont entiers.

En multiplant par—-^ . il vient

Pour que cette congruence soit vérifiée, il faut et il suffit que

[i^— aEs,jH-a6£=o ( mod 2 )

;

or, puisque

il faut et il suffit que

= 6=1 (mod 2),

1 + a EE^ o (mod 2)

Or, puisque dans le cinquième cas, - est impair, et que l'on doit supposer

p7Â==<7 (mod2),

cette condition sera toujours remplie.

C'est dire que toute congruence en nombres intégres, prise par rapport

au module
A_

2p

\
—^ "

peut être multipliée par un nombre intégre quelconque, c'esl-à-dire qu'elle

jouit des mêmes propriétés que les congruences complexes en nombres entiers

prises par rapport à un nombre idéal.

Gela posé, la congruence qu'il s'agit de résoudre pour avoir i et a s'écrit

A

t -^u\JQ = \
— -^— 1=1 I mod

La discussion de cette congruence est absolument la méiiie que celle que nous

avons faite dans le premier et dans le troisième cas.
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SI A" est le plus petit nombre qui, substitué à m, satisfasse à celte congrueace,

les autres seront ses multiples.

De plus, on aura, quel que soit m,

/ c, -.-./, ^/ôy^^^/ c.-^r/. v/ÏÏ V"

Une fois m connu, on a sans peine ^ et w, et la connaissance de < et de a

permet d'écrire immédiatement les substitutions semblables du système /, o.

Remarque. — Au commencement de ce travail, j'avais défini de la façon

suivante les systèmes réduits formés d'une forme linéaire et d'une forme

quadratique :

« On dit que le système/, o est réduit, si l'on peut écrire

g et II étant linéaires et x positif, et si l'on peut choisir X de telle sorte que la

forme définie

soit réduite ».

On a vu que, si a est suffisamment petit, cette définition revient à la

suivante :

On dit que le système y, cp est réduit quand gh est une forme binaire réduite

en j^' et en 3 et quand les coefficients de y et de z dans /sont plus petits en

valeur absolue que la moitié du coefficient de x.

De plus, on a vu qu'une transformation très simple permet de rendre a aussi

petit que l'on veut. Il est donc plus logique et plus simple de s'en tenir, quel

que soit ac, à celte seconde définition; c'est ce que nous ferons toujours.

Mais ce n'est pas tout. Dans cette seconde définition, j'ai dit que gh doit

être une forme binaire réduite et j'ai entendu par là une forme telle que

(^y.(^y
soit réduite.

Mais il v a une infinité de manières de définir les formes linéaires réduites
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indéfinies, et à chacune d'elles va correspondre une façon nouvelle de définir

les systèmes réduits tels que/, o.

Celte définition nouvelle convient aussi bien que celles qui précèdent

à Tobjet que nous nous proposons, c'est-à-dire à la recherche des conditions

d'équivalence des systèmes et de leurs substitutions semblables. On peut

donc choisir dans chaque cas particulier celle qui conduit aux calculs les plus

rapides.

Par exemple, on peut appeler /orme réduite toute forme binaire indéfinie

dont les coefficients extrêmes sont de signes contraires. On peut alors, par un

calcul très simple, déduire d'une forme réduite une forme réduite équivalente

et conliguë. de sorte qu'on arrive très rapidement à écrire toutes les i-éduites

d'une forme donnée (').

C'est de cette dernière définition que nous ferons usage dans l'exemple

numérique qui va suivre.

Exemple numér.
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Sy-— 2Z- esl elle-même une réduite, et l'on trouve iinmcdiateiuenl que

la série des réduites de celte forme s'écrit comme il suit :

3y-—iz'-, y'-— ^yz — iz"-, y'-— lyz — bz'-, j^— 6=^

y-+ lyz — 3 2-, 1-+ t\yz — 2 -i-, 3j-— ïz-\

elles se reproduisent ensuite périodiquement. Dans ce tableau, clinque réduite

se di^duit de la précédente par l'une des substitulions

Elles se déduisent de oj»'^— 2 ;- par les substitutions

I

I
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d'où, pour les systèmes réduits de/, 9, le tableau suivant :

X, X-— y- +6;-, x, x-— j-^

—

2rs-h5z

X, x-— 3 )'--!- 2 3-.

De plus, si

X, X-— ^--riyz-^-5z^,

X, X-— j-— 4.)'-s + 2 z-,

T =
I — I — 1

o I o

o o I

Ti =
I — 1 1 — .)

o "> 4

o 6 5

les substitutions semblables du système/, 9 seront les puissances de

T,T-' = 4

6 5

On aurait pu arriver au même résultat directement. Ici

= 6,

et l'équation

/2— û «^ = I

admet, pour sa solution la plus simple.

ce qui conduit, pour la substitution semblable la plus simple de gh. à

j 4

C. 5

d'un autre côté, les congruences auxquelles sont assujettis les nombres t et u

ayant pour module -j qui est ici l'unité, sont toujours satisfaites. Donc les

nombres
; = D. Il ^=

sont bien ceux qui correspondent à la substitution semblable la plus simple

du système/, 9; c'est dire que cette substitution est de la forme

I Ao A-'o

054
o 6 5

et, comme elle doit reproduire

elle a pour coefficients

/.„ = — 10, K= — 8.
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Deuxième exemple. — Soil à trouver les subslilutions semblables du

sjsléine

14.r -~ y +2 3,

On a

= 6,

et les substitutions semblables doivent être de la forme

I Xo /.;,

» t (Su

O II t

(< + «v'6) = (j + 2v'^)"";

^ ^ 5, M ^ 2 est la solution la plus simple de

/- — 6 «- = I .

On est donc conduit aux congrueuces suivantes :

/ — 211 = j

Ici

(mod 14 ),

• - <?" _. ?'• - P»' = — 2, (1 = 2; 7 s^ I (mod 2).

De plus, la forme est proprement primitive, de sorte qu'on est dans le

premier cas et les congruences se réduisent à

t 5^ I (mod 14 ).

Il ;=s o ('mod 7 I.

On peut d'ailleurs retrouver ces congruences directement.

Reprenons
t -~ ÏU =B l

(mod 14 ).
Qiu -h- it ^2

Multiplions la première par — 6f<, la seconde par i et ajoutons; il vient

2(/-— 6ft-) = 2« — fi H (modi4).

Multiplions de même la première par <, la seconde par — «; il vient

<2— 6a==< — 2M (modi4).
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A cause de la relation

l^— ()«- = I,

ces congruences se réduisent à

}.t—f>U=i

qui, jointes aux premières, donnent

1 2 î< s^ 4 " == o ( mod 1 4 )

ou

« ^ o ( mod 7 ),

Mi^o (mod i4),

t ^= I Cmod i4).

La recherche de f et de m se ramène donc à hi solution de la congruence

complexe (')

l -h u \f6 = {5 -h 2 ^)"' = i

Or, on trouve que, par rapport à ce module qui est un nombre complexe

idéal,

(5-l-2v/6)-= 7 + 6 v/6.

(5 + 2v'6)'= <)-+-2v/6>

(5 + 2/6)*= -I,

(5-i-2v/6)^= — 5 — 2V^6,

{à-h2y,f6Y= — 7 — 6v/6,

(5 + 2v/6)'= —9—2/6,

(5 + 2\/6)'= i;

par conséquent, on a, m et p. étaut des entiers quelconques,

(5 + 2 v/fî)"'^»!^^ (5-4-2 v/ê)'".

La valeur de t-\- u \/6 nous est donc donnée par

(5 + 2 y'ê)'' = 46099201 -^ 18819920 /6.

(') U semble qu'il suffit de résoudre la congruence (où l'inconnue est l'exposant m)

(5-1-2 /6)'"=i (mod i4)

{voir la Note); la solution est d'ailleurs m = mult S.
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La subslilulion seinblai)lc la plus simple du système est donc de la forme

o iG 099 20 1 1 1 •). 9 1
9 5?.<>

o 1SS1991U) ^rio99'.<<)i

et, comme elle doit reproduire

iJix-^y ^^ >.:,

d'où

I = 1 î Xo -^ 83 739 o4 1
,

2= i.'i A'o -4- 2o5 017 922;

A\, = 5 9S I 3Go,

A-'u = i4 65i 280.

Donc, les substitutions semblables du système

I i.-r -H >• -i- 2;, ^>-— 6;-

sont les puissances de

II

5 981 36o 14 <J5i 280

o 4^099201 112 919 520

o 18 819 920 46099201

NOTE
(PARTIE 12).

Cette partie des recheiches continue la précédente sur les formes cubiques.

Comme pour celle-là, II. Poincaré semble avoir rédigé un premier Mémoire

communiqué à l'Académie des Sciences (novembre 1880), mais dont un e.vtrait

seulement (fait par lui-même) a paru aux Comptes rendus (p. 33j à SSg). C'est sans

doute une nouvelle rédaction de ce travail, complétée, en tous cas, sur certains

points, qui constitue le Mémoire publié, seulement en 1886, dans le Journal

de rEfole Polytechnique (p. 34o à SgS).

En principe, il s'agit de la réduction d'un système de deux formes (à coefficients

entiers), l'une 0(0:, r, z) quadratique; rautre/(cr, r, 1 linéaire. Mais le problème

n'est pas di(Térenl de celui de la réduction de la forme cubique décomposable 9.

y

et son étude constitue une précision et une illustration de la réduction des formes

H. P. - V. 5o
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cubiques ternaires de la cinquième famille (ci-dessus, p. 32.5). Elle est cette fois

subdivisée en cinq cas : les trois premiers, cités presque pour mémoire (p. 347

et 349) sont ceux où la forme quadratique cp est décomposable en

? = *•./"-->- ? 1

,

a constante et cpi décomposable en un produit de formes linéaires imaginaires

conjuguées. C'est dire encore que la conique = n'est pas coupée en des points

réels par la droite /=:o. Ces trois cas n'en constituent qu'un seul dans la i\ole des

Comptes rendus (p. 338).

Dans le quatrième el le cinquième cas (2 et 3 de la Note, p. 338), la forme cp est

décomposable en

g el h sont des formes linéaires à coefficients réels, définies au produit près respec-

tivement par des facteurs À et -•

Un sixième cas, constitué par une droite tangente à une conique, n'est également

cité que pour mémoire (p. 348-349)-

L'étude de ces deux cas revient à étudier la réduction d'une matrice A (dont

les termes sont les coefficients de /, g, h). L'une des lignes est à termes commen-
surables (entiers à un coefficient de proportionalité près). Les deux autres lignes

sont définies à des coefficients de proportionalité inverses près; leurs mineurs

(proportionnels aux coordonnées du point g=h = o) sont commensurables.

La réduction est faite, bien entendu, relativement au produit à droite par une

matrice modulaire (équivalence arithmétique à droite).

Dans le quatrième cas, les formes ^ et h sont à coefficients commensurables.

La matrice A (où les formes sont dans l'ordre g, f, h) est alors de la forme

(/., «2 entiers).

La matrice diagonale, de gauche, n'est elle-même définie qu'au produit près, d'un

côté quelconque, par une matrice diagonale

On peut alors prendre pour la matrice à termes entiers une matrice réduite de

la forme d'Hermite {Œuvres, t. 1, p. 166, loc. cit., ci-dessus, p. 127)

( £-2 réduit, modD
;

El, e'i réduits, modA).
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II. Poincaré montre qu'on aboutit, h la même forme, en réduisant A suivant

le procédé de Korkine et ZolotarefT, pour les grandes (ou les petites valeurs)

de A.

Dans le cinquième cas, on suppose les coefficients de g, h (écrits cette fois en

deuxième et troisième lignes) incommensurables; ils sont toutefois proportionnels

à des nombres quadratiques conjugués (le produit ^/i étant à coefficients entiers).

Une première réduction peut mettre la matrice sous la forme

a, a' et (3, ,3' couples d'entiers quadratiques conjugués; A, c, iv entiers. La matrice B
n'est toutefois définie qu'au produit près, à gauche, par une matrice diagonale de

déterminant i.

H. Poincaré utilise d'abord les résultats connus de la réduction d'une forme

quadratique binaire, ou, ce qui est équivalent, d'un tableau B, défini comme il

vient d'être dit et il recherche les substitutions automorphes du tableau A, qui

sont de la forme

I Ao A"o

I-î X =

Dans une première étude (p. 36.5 à 876), il explicite les termes de r), en fonction

des coefficients entiers de la forme quadratique gh (de discriminant positif Q, et

des solutions /, u), de Féqualion

t- — iiu- = i (de déterminant H- i).

La détermination de k^, X',, conduit alors à des congruences que doivent vérifier t

et (/. Ce procédé nécessite la distinction d'assez nombreux cas.

Il reprend ensuite le même problème en utilisant l'arithmétique des entiers du

corps quadratique \i2 (p. 876 à 388). Il semble que son exposé pourrait être légè-

rement simplifié par un emploi plus méthodique des propriétés des idéaux du corps.

La matrice t] peut être mise sous la forme

to, oj' étant des unités conjuguées, puissances inverses de l'unité fondamentale

y et i5 étant des entiers du corps quadratique et y', è' leurs conjugués.

On est ainsi ramené à résoudre les congruences (qui sont équivalentes)

(t'y -HivS) X (loj

(py'-l-ivS') X ((•)'„"
(modA).
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Si cO et (C sont les idéaux conjugués, quolienls de A par les p. g. c. d. de (A, ry -•- i\- ô)

et (A, (^'y'+H'â'), ces congruences sont équivalentes aux congruences (équivalentes

entre elles)

co" SE I ( inod d) ), (')'„" E= I ( mod CO').

Mais W(, (ou w'„), qui est une unité, définit une classe, mod (X> (ou mod CO'), première

avec le module, ses puissances constituent un groupe cyclique fini, et la solution

des congruences est un multiple d'un certain nombre no. C'est ce que H. Poincaré

exprime en disant que les résidus des puissances d'un nombre entier complexe

(ici une unité), par rapport à un idéal premier avec lui, se produisent périodi-

quement. Les valeurs coj», co'„"« de w, co' dans y] permettent de déterminer des valeurs

de A"„, /t'o et une substitution T^; les substitutions aulomorphes cherchées en sont

toutes les puissances entières. (A. C.)



TREIZIÈME PARTIE. — FORMES BINAIRES

i Alla/ 1 se, p. lo).

SUR

A REPRÉSENTATION DES NOMRRES PAR LES FORMES

Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. 92, p. 777-779 (2S mars 1881).

(Extrait d'un Mémoire par l'Auteur.)

On sait trouver loules les représentations d'un nombre entier N par une

forme quadratique binaire F[x, y), c'est-à-dire tous les nombres entiers a et b

tels que

F(a, b) = N.

Mais, en ce qui concerne les formes binaires d'ordre quelconque, le problème

correspondant n'est pas encore résolu, bien que la solution soit contenue eu

germe dans les travaux de MM. Eisenstein. Hermite, Kunimer et Dedekind.

J'en donne, dans le Mémoire que j'ai l'honneur de présenter à l'Académie,

une solution complète, non seulement pour les formes binaires, mais pour

toutes les formes décomposables en facteurs linéaires.

1. Soit une équation algébrique

X"' — .\;„_i x'"—^ -f- A„,_2a;"'— - — . . . ± .\ 1 ar q= Ao = o,

dont les racines sont «i, «.,, . . . , «,„.

J'envisage la forme

F(xi, x-2, . . ., Xm) = {'a;i-T- X-. «i -<-a^3a; + ...-i- x,n^'"~' >

X (xi-r- aroa.> -i-. . .-H x,„a'l'~^

)

X {x^-i- x^a,,,'-. . .-T- a;„,a™~').



398 FORMES BINAIRES.

et je cherche des nombres entiers p,, (jo, . . ., (3,„ tels que

N étant un entier donné.

Je montre que ce problème (grâce aux travaux de MM Hermite et Dedekind)

se ramène au suivant : Former tous les nombres complexes idéaux (*) de

norme N. Pour résoudre ce nouveau problème, je fais voir qu'il suffit d'étudier

les diverses congruences

X"' — A,„_i.2;"'-i-f- .\,„_2a:"'— -— . . .=!: Aia: zp Aqse o (modi-t),

où p. est un diviseur quelconque de N.

Incidemment, je montre quelle est la manière de former tous les idéaux

premiers et leurs puissances, de multiplier entre eux deux idéaux, de décom-

poser un idéal en facteurs premiers, etc.

2. J'envisage une forme binaire quelconque

F(.r, y) = B„,.r'n -1- B,„_, x'"-\y -^ . . .
-^ Bixi""-' -=- B„y"',

et je me propose de trouver deux entiers a et b tels que F(a, b) = N.

Soit

f^(x, y) = x'"-i- Bm-ix"'-^y

— B,„ B„,_oa:'«-27 +• • -^ Bm"- Kixy"-' -t- B™-' Boj"'.

S'il existe deux entiers A et B tels que <I>(A, B) = NB","', si A = aBm,

a étant un entier, ou aura

Fia, B) = !\.

D'ailleurs, ou obtiendra de la sorte toutes les représentations de N par F.

Le problème de la représentation des nombres par une forme binaire quel-

conque est donc ramené à celui de la représentation des nombres par les formes

telles que O, c'est-à-dire par les formes binaires dont le premier coefficient est

l'unité.

(') Il s'agit des idéaux dans l'anneau des entiers de la forme

a:,,-!- a;, a,-»-. . .-+- a;,„_,a™-',

les X. entiers (rationnels); a, zéro de l'équation en x : _}. On sait que dans un tel anneau,

l'arithmétique des idéaux et notamment la décomposition unique en produits d'idéaux premiers,

n'est valable que pour les idéaux réguliers (qui appartiennent aussi à l'anneau de tous les entiers du

<:orps). C'est le cas notamment pour les idéaux premiers avec le discriminant de l'équation. (A. C.)
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3. Soit

<l>{x, y) = x"'-h A m-1 ^"'-V + • • •+ Al a;/"'-' -i- Aoj""

= ( X -i- «1 >) (x -f- «2.)')- • -(^ -!- »m.1')-

Trouver deux entiers a el 6 tels que

On considérera la congruencc

?'"— A„,_, t"'-i + A,„_o|"'-!— . . .± A,Ç qz Ao= o (moclN).

Soil ; l'une de ses racines. On envisagera les deux formes

L = N (,-,-^ a,_r-2-f-. .
.-4- a',"-'.)-,,,)

X (_)i-^ a.,)-., -1-. . .-j- x'i'-' r,„). . .(^ Il -T- i,„ ) .;
—

. . .— a;;j '/,„;,

e = [iNoTi-î- ( ai — |)(j;.>-^ jT-ati — . . .— a;,„aï'~-)]

X [Na;i-i-( a-. — Ç)(a;2+j-3a- -+-. . .-;- x^xf'-)]

X [NXi— (a,„— i}(x-2-hX,X,n-r-. . .^ Xm^'m"-)]-

Supposons qu'on ait reconnu, par la méthode de M. Hermite, que ces deux

formes sont équivalentes et qu'on passe de l'une à l'autre en posant

xi = >-i,iri -H Ài,oj-„ -!-... -^Àl, ,„.)•„„

x-. = X»_i )•, -+- '/~2,iyi ^. • --^ À.i, „,)•„,,

^•«1= Àni,l.)l-T- ''m.lf-'-i-- --T- ''„i,mrm-

Si l'on a

on aura

*(NÀ,,.-?ÀM, a-..i) = N,

et l'on obtiendra de la sorte toutes les représentations de N par <1>.

Pour résoudre ce problème, il suffit donc : i" de résoudre une congruence;

a° de rechercher, par la méthode de M. Hermite, si deux formes décomposables

en facteurs linéaires sont équivalentes.



SUR

LA REPRÉSENTATION DES NOMRRES PAR LES FORMES

Bulletin de la Société Mathéinatiijue de France, t. 13, p. 1G2-194 (Séance du 2S mars 18S6).

Étant donnée une forme, c'est-à-dire un polytionie, homogène par rap-

port à plusieurs variables, et à coefficients entiers, donner à ces variables

des valeurs entières, telles que la forme devienne égale à un nombre entier

donné.

Ce problème est compléleinent résolu en ce qui concerne les formes quadra-

tiques binaires; mais il y a encore beaucoup à dire à ce sujet, en ce qui

concerne les formes plus compliquées (').

PREMIÈRE PARTIE

FORMES BINAIRES.

Représenter un nombre entier par une forme binaire, c'est un problème

dont la solution est contenue explicitement ou implicitement dans les

travaux de :

M. Eisenstein {Journal de Crelle, l. 28) (-).

Cj II semble qu'il pourrait y avoir également encore à dire sur la représentation des nombres

par les formes quadratiques binaires. (A. C.)

{-) On trouve de nombreuses notes arithmétiques de G. Eisenstein, dans les Tomes 27

et 28 (i844) et 29 (i845) du Journal de Crelle sur les formes cubiques et les lois de récipro-

cité quadratique, cubique et biquadratique. Elles peuvent être considérées comme une prémo-
nition de la théorie des idéaux des corps de nombres algébriques.

Dans les Tomes 42 (i85o) et 47 (i853) du même Journal, Ch. Hermite a développé sa théorie

de la liéduction continuelle {Œuvres, t. 1, p. 1C4 îx ^63), qui permet de reconnaître l'équivu-
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MM. llenuile (^Journal de Crelle, t. i2 et 47).

Kummcr (Journal de Lioiuille, 2'^ série, t. XVI).

Dedekind ( Mémoire sur les nombres entiers algébriques. Paris,

Gaiilliier-\ illars, iSj^).

Je crois pourtant qu'il est encore possible d'approfondir et d'éclaircir cette

solution.

Méthode générale.

Nous adopterons la terminologie et les notations de M. Dedekind, que je

vais rappeler.

Soit une équation algébrique (')

( I
) -J.'"— A ,11-1 -J-"'~' -+- A „i_o a'" -2—

. . . d= A 1 2 =p Ao = o

à coefficients entiers, et

ai, a», . . .
, a„,

ses racines. Un nombre entier complexe (-) est une expression de la forme

Nous l'appellerons x pour abréger. Sa norme est le produit

(Xo-r-:ri3(l + X2 3Cf-t-...-t- Xm—ia'i""' )

X (a-Q-l- Xiao-HXoïj-l-. . .-H .r,„_i2?"' ). . .(a^o-^ari z,„-(-. . .-(- a:,,,—! 2"!"'
).

Un module est un système des nombres complexes

.1-1'! /«i -^ a-l-' /?io -I- . . . -H j;'"l m„,

lence arithmétique des formes indéfinies et qui peut être utilisée, par suite, dans la reclierclie

des unités des corps algébriques et des classes d'idéaux.

Le travail de Kummer(iS5i) est un exposé français sur l'arilliniétiquc des rorps circulaires,

par l'introduction de symboles, appelés idéaux. Il fait d'ailleurs partie de toute une série de

Mémoires (la plupart en langue allemande) qui vont de iS4" à 1870.

Enfin, le Mémoire de Dedekind, paru en 1S77 dans le Bulletin des Sciences Mathématiques,

est aussi un exposé en français, de sa tliéorie des idéaux, envisagés comme des modules de

nombres particuliers', dont il semble bien que la première conception avait été publiée comme
supplément dans la quatrième édition de la Théorie des nombres de Lejeunc-Diriclilet (1S71). (A. C.)

(') Il semble bien que le polynôme (i) est implicitement supposé irréductible, dans le corps

des nombres rationnels. (A. C.)

(2) Il semble que les lettres x^ représentent des entiers rationnels. S'il en est bien ainsi, les

expressions x ne représentent pas tous les entiers du corps, défini par l'équation, mais seule-

ment(du moins, en général) un anneau particulier, ou, suivant la terminologie de Dedekind, un

ordre. {X.C.)

H. P. — V. 5i
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OÙ m^, m-i, . . ., /«„ peuvent prendre loules les valeurs enliéres, positives ou

négatives. Nous le représenterons par la notation (')

(2)

Si n = m, la norme de ce module est la valeur de l'expression (2)

considérée comme un déterminant.

Un idéal est un module, tel que n=ni, et que le produit d'un nombre

complexe quelconque appartenant au module, par uu nombre entier complexe

quelconque, appartienne également au module ('^).

Ceci posé, envisageons une forme binaire quelconque (à coefficients entiers)

F = H,„j:'"-t- B„,_ij:"'-' I
-(-. .

. -)- 15, xi'"'-' -H B„_) "',

et supposons qu'on cherche à représenter à l'aide de cette forme le nombre

entier N.

L'égalité

F = N

peut s'écrire, en posant

B„, a:= Xi,

.r',"-t- B„_,j;',"-' ) -i- B,„_.,B„,a;',''--_r^ +-...-+ B, B;;|-^:r, )-"'-i 4- B„ B;;i-'j '" = B;;',-'N.

Supposons que l'on ait choisi l'équation (1), de telle sorte que

A„,_i = B,„_,, A„,_2 = B,„_2B„„ . . ., Al = B, B',rS Aj = BoB,™-'.

On cherchera à représenter le nombre BJ^"' N par la forme

<t> = .i-"'-i- A„,_i.c'"-'_)- -H \ni-ix"'-^y'^-i-. .+ Ai_r"'-' + Ao.)'".

(') Cette matrice définit n entiers algébriques, à partir d'une base constituée par les m
premières puissances de a. Ces n entiers définissent à leur tour, une base du module dont les

nombres sont alors représentés par

(A. C.)

(-) Cette définition parait s'appliquer seulement à l'ordre (ou à l'anneau) des entiers consi-

dérés. L'arithmétique de tels idéaux peut présenter des anomalies pour certains d'entre eux.

En particulier, il n'est plus toujours vrai qu'un idéal a un inverse (fractionnaire) et il peut se

faire que l'inclusion de deux idéaux n'entraine pas leur divisibilité (au sens d'un quotient

entier).

Cette définition restreinte était cependant suffisante pour le problème précis traité par

H. Poincaré. (A. C.)
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On Irouvera par exemple que l'on a

'1' = B;;i-'N,

eu faisant

X ^ a, )= b.

Ou examinera si a est divisible par B,„ ; s'il ne l'est pas, on rejettera le

système de solutions; s'il l'est, on saura que l'on obtient l'égalité

F = N -

en faisant

""^âZ' -' = ''•

Le problème est donc ramené au suivant :

Représenter un nombre entier par la forme

<|) = (a; -t- ai_»') (-C -t- «ïj')- • -(^ "*" ^mf) = norme(a: -i- Si ) ).

On résoudra le problème plus général :

Représenter un nombre entier par la forme

1' = norme (jro+ oL^Xi-T- x\x«-^ . . .-^ a7'~' J:m—i ,-

qui contient m indéterminées x^, Xi, x-,. . . . , Xm-i (')•

Supposons qu'on l'ait résolu et qu'on ait trouvé que la forme W représente

le nombre entier proposé, si l'on y fait

X|,= ?o, ^i=|3i, :Co=p2, ^3=^3, ..., Xm-i=^m-\;

et si

on saura que O devient égal au nombre entier proposé, pour les valeurs :

sinon on rejettera la solution.

(') Ce problème pourrait être généralisé sous la forme :

Représenter un nombre entier par l'expression

Norme (Xj -H a',"^, -1-. . .H- a'/'-"a;„),

les X, étant des entiers (rationnels) et i, .... a',", .... étant une base des entiers du corps

[les indices supérieurs (/) ne désignant plus des exposants].

Dans ce cas, il faudrait utiliser les idéaux, définis relativeirient à l'ensemble des entiers du
corps. (A. C. )
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Le problème est donc ramené au suivant :

Substituer à la place de x„,x^^ . . ., j;,„_i des nombres entiers, tels que *F

devienne égal ii un tioinbre donné.

Supposons le problème résolu, soit N le nombre donné, et

'l\./-,„ .r, a:,„-,) = N.

Le système des nombres complexes

(3) (J-,!-:- 21 J-'l -I-. . .-T- a'""' Xi„— i )( '»il-î- 2l /«l -f-- •+ a"'-' 111,11— \ ),

où

/Hi,, //i|, . . . , m,i,—\

sont des entiers indéterminés, est un idéal de norme N qui est idéal principal.

On formera donc tous les idéaux de norme N. Suit

(4) J-llltl|-f-_Kt-',aj-r-...-1->-i"'l[l„,

l'un de ces idéaux. On doit chercher si c'est un idéal principal; et dans le cas

où c'en est un, le ramener à la forme (3); et si cela est possible, on aura les

valeurs cherchées de a?o? ^i , • • • • Xn,-{

La norme d'un nombre complexe contenu dans la formule (j) est égale à

(5) Nir(m„, /n,, ..., /«,„_,)

Quant à

(0 ) iinrmci )i"[ji| -t- r'-'fjij-i- . . .-f- )("''(ji,„),

c'est une forme de degré m, avec les ni indéterminées

Par la méthode de M. Hermile, on peut reconnaître si les formes (5) et (6)

sont équivalentes. Si elles ne le sont pas, (4) n'est pas un idéal principal et il

n'y a pas à s'en occuper. Si elles le sont, on passe de l'une à l'autre, en posant

[i; = À,-
Il ;«„ -+- X,j nii -h X,- 2 m-i + ...-)- X,-,,„_i iiii,i—\

.

L'expression (4) devient alors

(7) 2 '«'0"''-..(+ .''-^'>-2./^---^.''"'">-"',')-

Les expressions (3) et (7) doivent être identiques, ce qui donne pour les
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valeurs cherchées de x,,, x^, .... Xm-i,

'"o =.vV'^l.n -T- .}•'„'
''-2,0 -t-J'o"'>-^,ii-^- • •->- Ju"">-m,0)

•^1 = yV ' "''
1 .0 -+-

.'"V-
' ^-2,0 H- + y';"- >. „, ,o,

En résumé, pour chercher si le nombre N peul être représenté par la

forme F, ou cherchera si le nombre BJJJ^' N peut être représenté par la forme W;

à cet effet, on formera tous les les idéaux de norme BJ||~'N; si

Y =_)'-(l)(ji, _f-j-(2)jjLjH-. . ._i_y|m)|j.,„

est l'un d'entre eux, on formera la forme

norme \

et l'on examinera si elle est équivalente à

'ri!;r'N

et quelle est la substitution qui permet de passer de l'une à l'aulre. La

connaissance de cette substitution donnera immédiatement la solution du pro-

blème.

Le problème est donc ramené aux deux questions suivantes :

i" Former tous les idéaux de norme donnée;

2° Reconnaître si deux formes décomposables en facteurs linéaires sont

équivalentes (' ).

La deuxième question a été complètement résolue par M. Hermile. Nous

n'avons donc à nous occuper pour le moment que de la première.

Formation des idéaux.

Soit un module quelconque

a;(" nit -4- a;'-'/«2-f-- • --t- x'"'' m„.

(I) Ce deuxième proliU-iiie est équivalent à celui ilr I.t recherche des unités complexes (ou

diviseurs de l'unité) dans l'ordre des entiers considéré.

I,a méthode de réduction continuelle d'Hermile (Œuvres, p. i55 et v>2o) (appliquée avec une

forme quadratique, définie, ou avec tout autre mode de réduction d'une matrice déterminée)

permet d'obtenir, au moins théoriquement, ces unités.

Celle cnnstruction reste cependant plus théorique que pratique ( f'oir ccpeniUint pour le

troisième ordre : A. Chatelet, Anit. iV'. Norrn. Sii/i., >[)") (A- C. J
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Les nombres complexes :r"', x'-', ..., a?'"' forment ce que M. Dedekind

appelle la base de ce module. Ce module s'écrit, d'après la notation

convenue,

(2)

Il est clair qu'on pourrait donner au module une autre base('), et par consé-

quent l'exprimer d'une infinité de manières sous la forme (2). On peut, par

exemple, dans le Tableau (2), ajouter à une colonne quelconque une autre

coloane multipliée par un entier constant, ou bien encore supprimer une

colonne entièrement formée de zéros.

On arrivera ainsi, si m < «, à ramener l'expression du module à la

forme simple (-)

(8)

Ol CT; (73 ai

O 6; 63 bi

d,

J'ai écrit le Tableau (8) comme si m était égal à 4- H m'arrivera fréquem-

ment, quand j'écrirai l'expression d'un module, de donner à m une valeur

particulière, afin de mieux me faire entendre. Mais il restera entendu que ce

que je dirai sera vrai pour toute valeur de m.

Quelles sont les conditions pour que le module

(9)

abc
>o i-l e

00/

soit un idéal? Il faut que le produit d'un nombre quelconque de ce module par

(') Il semble qu'on suppose implicitement les x'''' indépendants arithmctiquement, c'est-

à-dire tels que

l.r-''/7i;= o et OT, entiers ->- m-=o. (A. C.)

(-) Les cliangements, ainsi définis, «ont équivalents au produit, à droite, de la matrice (2)

des a;|" par une matrice unimodulaire. La forme simple a déjà été signalée (p. 127 et 894)

sous le nom de forme réduite de Hermite (Œuvres, t. 1, p. 166). On peut encore y réduire

a., «3, (ïj (moda,); 63, 6j(mod6,) ; c,(modc3). (A. C.)
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tin nombre entier complexe quelconque (par exemple a,) fasse partie du

module (
'

).

Je dis que a, b, c, d, e sont divisibles par/. En effet, si

est un nombre complexe appartenant au module (9). on a

j-2^ o ( mod/).

Or les nombres suivants

doivent faire partie du module, ce qui exige

a^d^o (modf).

Il en est de même de

(lOi b y.'] -\- 'Pj.'{

.

cxi-^ exl -r-fx'. cxf -)- eaj -t-yn;.

Mais, dans le cas particulier, l'équation (i) s'écrit

x' = A» a; — Al ai -(- A,,,

de sorte que les trois nombres complexes (10) s'écrivent

rfAo— rfAïai -I- (6 -+- Aîrf)»;,

/Ao H- (c — /A,)a, -(- (e -I- A./)a?,

(/A.A,,— eA„)-h(/Ao—/A.Ai— eA,)a, -h(c— /A.-H/A^-f-eAOaî-

S'ils font partie du module (9), on doit avoir

b ^ .\;rf= e -*- A=/= c —/Al -t-/.\| -1- e .\.s o ( mod/),

d'où
è^e^c^o ( mod/).

Je dis que a et 6 doivent être divisibles par d. Si le nombre complexe

Xo-i- Xia, +- x^Xy

fait partie du module (g), on doit avoir

Xi^ e ^ I. mod r/).

C) Ces conditions sont éqaivalentes à

I! rt 6 r !

"^ 00 .\j a fi c

\\ Il r/ p \ X I o — A, X n d e

I!
n „ /

I
I .\, no /

a termes entiers; ce qui se généralise aisément pour une matrice d'ordre n. ( Voir ci-dessou?.

Noie p. ^33). (A. C. )
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Or, les nombres
2], 6 :

font partie du module (9): donc

,/al

n = o, b^e— (modrf),

mais -. est un nombre entier; donc

6 ES o (mod<^/).

De même, pour que le module (8) soit un idéal, il faut (
'

)

«1 ^ a«^ aj^ «i ES 62 ^ 63 EEï 64^ Cj^ Ci^ o (mode/.,),

ai^ ûso^ as =

a. ^ «2^ o

ib« = bi = o ( modf^),

(rnod/^o)

En général, dans un tableau tel que (8), le dernier nombre significatif de

chaque colonne est sur la diagonale qui va de l'angle supérieur gauche du

tableau à l'angle inférieur droit. Si le module correspondant est un idéal,

tous les nombres d'une colonne sont divisibles par le dernier nombre signifi-

catif de cette colonne, et le dernier nombre significatif de chaque colonne est

divisible par le dernier nombre significatif de la colonne suivante.

.le dirai qu'un idéal est simple (-') si le dernier chiffre significatif de chaque

colonne, sauf la première, est l'unité; par exemple, l'idéal suivant

„ h o

o I h 11

0016
0001

est simple (').

(') Il ne s'agit là évidemment que de conditions nécessaires {Voir la note précédente,

p. 407). (A. C.)

(-) Un tel idéal simple peut être caractérisé par la condition que les classes dans lesquelles il

répartit les entiers de l'anneau considéré, contiennent chacune un entier rationnel, défini, moda.
Dans le cas où a est un nombre premier (ci-dessous, p. 4'5); c'est un idéal premier du

premier degré.

On peut établir que la forme de la matrice est nécessaire en utilisant la condition indiquée

ci-dessus en note (p. 4o7 ); ^"^ prouve en outre que b est zéro du polynôme (i), considéré,

moda.
On peut aussi remarquer qu'un zéro u, du polynôme (i) est congru, suivant l'idéal considéré,

à un nombre entier (rationnel) b, de sorte que l'idéal est le p. g. c. d. de (a, m— b). ( A. C.)

(') La condition nécessaire précédente n'entraîne pas cette forme, mais seulement

a', a'g a', a\

o I b', b\

a'„ a', a'.

X S,



c
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faisant partie de l'idéal (12). les nombres

ca, -t- hxi -h af

,

doivent aussi en faire partie. Le module (11) est donc divisible (') par le

module (12); or ces deux modules ont même norme; donc ils sont identiques.

Cherchons maintenant la condition pour que le module (11) soit un idéal.

Pour cela, il faut et il suffit que tous ses nombres complexes multipliés par a,

fassent aussi partie du module (i i). Mais il suffît de vérifier ce résultat pour

les nombres de la base, et, parmi eux, pour les nombres

"Xi. ca; -(- &S(J -f- aj,

car il est vérifié pour les autres.

Donc, pour que le module (11) soit un idéal, il faut et il suffit que

fassent partie de ce module.

Comme ou a identiquement

rtaf=«(c-+-6ai-(-a?) — 6(nai) — c(a),

le nombre aatî fait toujours partie du module. Occupons-nous donc du nombre

c %\ -h b 3] -^ a^

.

L'équation (1) s'écrivant ici

«î = Ai a} — Aja? -1- \i!x] — .\, a, -I- An,

ce nombre est égal à

Ao— .V,a, -l-A;aî-4-(c— A3)a; + (6-l-A»)a}.

S'il fait partie du module (11), il doit pouvoir se mettre sous la forme

<7CXo-(- Xi ai -f- Àoaf — /..i»?-;- XiaS) -I- (c -t- 6ai-(- aï)(fji„-(- |jiia, -I- fjLja;),

les À et les fx étant des nombres entiers.

Si nous convenons d'écrire

a^o-t- ^i»! -h. . .-t- ar^-i «T"' ^ o (moda)

{') C'est dire que le module (11) est inclus dans le module (12). En effet, une base de (11) est

constituée par les cinq nombres

a, «a,, c-l-Aa,^-aJ, ca, -f- èay -1- ij, caj -^ 6aJ-i- a},

qui appartiennent tous à (13). (A. C. )
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qunnd
Xf,^ X\^. . .^ Xm—i^ o (modrtr),

nous devons avoir

Ao— Aia,-^ A2a;-t-(c— A3)aî -i- (6 +- A^aj
— (c-?-ta)-4-aî)([ji(iH-[jiiai-(-(A2aj)=;o (modo)

OU bien

Ao— Aiai-f- A.aî — Ajaf-l- Aja* — ct\

— (cH-6ai + af)([ji5-(-|jL, a, + |jL;a? — aJ) = o ( iiioda),

c'est-à-dire que, si l'on envisage la congruence

(i3) =•— A»Ç»-h AjP- A2$2+ A,Ç — A„=o (moda),

elle doit se réduire eu deux autres, et l'une d'elles est

(i4) ^--i-b^-hc~o (modo).

Donc, pour que le module (i i) soit un idéal, il faut et il suftil que le premier

membre de (i4) soit un facteur du premier membre de(i3), suivant le module a.

Un idéal peut être toujours mis sous la forme

xC 1(^0,1 ^ mit^i-h. . .-h mm_i,ia7'-' )-h. .+ xiP^{in„^f, 4- /îïi.p xi -î-
. .

. -(- m,„-i,/)aT~' )

Les nombres a:'*', a;'^', . . ., x"''i forment alors .sa trame (').

Par exemple, la trame de l'idéal (i i) se compose des deux nombres

a, c -4- 6 a, + af

,

parce que tout nombre entier complexe faisant partie de l'idéal est la somme

d'un multiple du premier et d'un multiple du second.

Un idéal est déterminé quand on connaît sa trame. La Irame d'un idéal

principal se compose d'un seul nombre.

On déduit de ce qui précède la règle suivante pour former tous les idéaux

primitifs.

On remplace dans le premier membre de (i) «j par c, et l'on considère

l'expression ainsi obtenue comme le premier membre d'une congruence suivant

un module quelconque a.

Si cette congruence n'est pas irréductible, on envisage l'un quelconque

des facteurs de son premier membre

(i5) ÇP-f- ,3p_,Ç/'->-h P;,_î?''-2-H. . .+ p,e H- po.

(') Dans le langage actuel de l'Aritlimétique, on dirait, de préférence, que ces nombres sont

des générateurs de l'idéal, qui est d'ailleurs leur p. g. c. d. (A. C.)
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On y remplace \ par a,, el l'on obtient ainsi un nonilire complexe qui

forme avec a la trame de l'idéal cherché (
' ).

Il faut ajouter aux idéaux ainsi obtenus les idéaux principaux qui ont pour

trame un nombre entier réel a et qui s'écrivent

a
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l^e noiiilue j.- lail doue partie de l'idéal (i<J)- Nous désignerous souvent cet

idéal par la notation abrégée (')

(", ?)•

Considérons maintenant l'idéal (ii) et supposons d'aliord que a soit une

puissance d'un nombre premier, et que la congruence

(19) Ç'-h 6ç + c 5^ o (mod«)

ait deux racines réelles £4 et :.j.

Tout nombre faisant partie de l'idéal (1 i) est de la forme

ll( ^/l„-^~ 111,^1) -r- (l -^ b0L,-i- Cx'i Ulll.-i- 1)1,3.,+ //(4 2j )

et, si l'on v icmplace «i par £, par exemple, on a

'/( «(,1-^ rii, ;,} — il -h bç-,-^ CçJ )( 7/(2^ /«j;i + «ivçï ) ^ f (liiod r().

Si donc
.; = .i'o-i- Xi ai H- Xoaî-f- Xjx^, -h a:iOt\

appartient à l'idéal (11), on a

( 20 ) ^ ( mou tr ).

Réciproquement, si l'on a les congruences (20), le noml)re x appartient à

l'idéal (11), comme il est aisé de le vérifier.

Supposons que la congruence (19) ail ses racines imaginaires (-'); je dirai

encore que, pour que x appartienne à l'idéal (11), il faut et il suffit que les

congruences (20) aient lieu. Mais quel est alors le sens de ces congruences

où entrent des imaginaires? On remplacera les congruences (20) par les

congruences (21)

(
2a?„-^a;,(Ç, + ?.,)-f-2:,(ri-i-|D-i-^3(?î-(-Çi)-^^i(?î-t-l2)= o

(21) j
(raod«).

(
'

J La notation
(a, ?-w),

où o) est un zéro du polynôme (1), qui désigne le p. {; c- d. des dcu\ nondires ci et ï — m,

serait préférable. (A. C.)

{) Cette distinction entre zéros réels et imaginaires semble actuellement un peu superflue.

il nppar.iil plus utile de considérer un zéro d'nq polynôme a(x)k coefficients rationnels, non

comme un nombre, mais comme un symbole 1, dont le calcul est défini comme celui de poly-

nômes en l, à coefficients rationnels, vérifiant la loi de congruence (ou d'équivalence)

a(l) = a'(l} ^ a(x) — a'(x)^o [mod/(j:)l.

Cette conception met en lumière l'impoi-tance de l'Iiypotlièse f:iile implicitement par

H. Poincaré <le l'irréductibilité de f(x). (A. C. )
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Si ^1 el ^-2 sont imagiaaires, toute fonction symétrique de ï, et ïj est un

nombre entier réel. Les congruences (21) ont donc toujours un sens. Quand tj

et ^2 sont réels, les systèmes {20) et (21) sont équivalents. Nous dirons qu'ils

le sont encore quand ^j et Ç., sont imaginaires. Dans ce sens, ou peut dire

que, pour que x appartienne à (i i), il faut el il suffit que les congruences (20)

soient satisfaites.

Supposons maintenant que a est un nombre quelconque; la congruence (19)

peut avoir plus de deus racines réelles. Si l'on en choisit deux telles que

?2+ 6Çh-c = (Ç — Çi)(; — ?2) (modfl),

ce qui est toujours possible, on trouve encore que la condition nécessaire et

suffisante pour que x fasse paitie de (1 1), est que les congruences (20) soient

satisfaites.

Problème. — Former tous les idéaux prirtiiUfs.

On prendra un nombre quelconque a. On envisagera la congruence

22) F(Ç) = Ç'"_A„_,Ç'"-i_^ A„,_«?'"-2-...±AiÇzp.\o=o (moda).

On choisira m racines réelles ou imaginaires

de cette congruence, de telle sorte que l'on ait identiquement

F(?)^(?-$.)(Ç-?0---(Ç-?m) (moda).

Parmi ces racines Çi, ^21 • • -, l,m, il y en aura d'imaginaires; mais ces ima-

ginaires se répartiront en cycles, de telle façon que tout polynôme entier

symétrique de toutes les racines d'un même cycle soit un nombre entier réel.

Si donc l'un des cycles est formé, par exemple, des racines

?i,b, ••-,??,

le produit

(?-?.)(?-$0---($-5,)

sera réel.

Cela posé, on choisira au hasard p racines de la congruence (22), par

exemple

(23) \uU,---,lp,

mais de telle sorte que, si une racine imaginaire fait partie du système (23), il
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en soit de même de toutes les racines du cycle. On formera les congruences

I-î"n

^ -î^i El -> •a^i Ç'i
-1- . • H- J^m-l ?"'"' = <>

J^o+-ri?2H--f2;i-t-. . .^^ a;„,_iÇ^;'-' = o
iinod«).

^0 -^
•'••i S/.-t- a;o ^f,-h...-h x,n-i ?;^'~' = «

Si ces congruences sont satisfaites, le nombre

X = Xo-h x,Xi 4 .Tîa; -J-
. . . — j-,„_i a'"^

'

appartiendra à un corlaiu idéal primitif (pie je désigucrai par la notation

abrégée

(", ?i, ?-i, ••,;p^

On obtiendra de la sorte tous les idéaux primitifs (').

Idéaux premiers.

L'idéal

(23)

est-il un idéal premier? l'our cela il faut d'abord que a soit premier; car, s'il

était divisible par un nombre entier 6, l'idéal (aS) serait divisible par l'idéal

h (> <>

,. /; o

11 faut en outre que la congrueuce

(26) Ç'— AsI'H- AoÇ2— A,$ -I- A„=o (moda)

soit irréductible; car, si l'on avait identiquement, par exemple,

Ç*— A,Ç»-h AiÇî— A,? — Aos (Ç2-f- èÇ -I- c)(Ç2+ fc'f + c') (modo),

l'idéal (25) serait divisible par l'idéal '

(') Quoique les hypothèses el le raisonnement ne soient pas très nets, il semble bien que

H. Poincaré utilise (ou indique la possibilité d'utiliser) le corps normal engendré par tous les

zéros du polynôme considéré. (A. C.)
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Ces conditions sont suffisantes. Pour que (20) soit premier, il faut et il suffit

que a soit premier et que la congruence (26) soit irréductible.

A part les idéaux premiers ainsi trouvés, je dis que tout idéal premier est

primitif. Je dis que l'idéal

ibc dbit elji ha ma
o i(h fba kii na

{l'j) u o ab 1(1 pu

o o a qa

o 00a
ne peut être premier (' ).

i" Il est divisible par
a i> o o

o a o

o a o

o o o a o

o II o u «

l'our qu'il soit premier, il faut donc d'abord

Supposons cette condition remplie.

2° Il est divisible par l'idéal

(29)

600// '^1

060/1 li

o o b l II

0001/
00001

En edet, les nombres

b(ai-h d)af, (xj -1- /aj -f- A et] -+- A ja,

devant faire partie de l'idéal (27), cet idéal divise

hc bd o /( o

o b b,l k h

(28) o o b l\ /;

o o u l l

o o o l> I

(Je tiens compte de la condition = 1.)

(') Sous-eiiteiidu " s'il n'est pas pi'imitif ». Cette forme vérifie les conditions nécessaires

indiquées ci-dessus (p. 4o8 et note). Le raisonnement qui suit, comme celui de la page 4oS,

semble sommaire et peut être insuffisant. Il est plus simple et plus probant d'utiliser .les

classes suivant l'idéal. (A. C. )
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Mais (27) et (28) oui même norme; donc ils soûl identiques. Or il est clair

que (29) divise (28).

Donc (27) n'est pas premier.

Considérons donc un idéal primitif (juelconque

(3o)

Que faut-il pour qu'il soit premier?

Il faut d'abord que a soit premier; car, si a était divisible paryo, (3o) serait

divisible par

a
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l'idéal

(r, b, h U)

sera premier, et l'oa obtiendra de la sorte tous les idéaux premiers (').

Tous les nombres appartenant à cet idéal sont compris dans la formule

/)(N„+a,N,-l-...-f-ai-'Ni-,)

-+-(=1^-1- (//;-_, a^-' H-. . .+ rt,a,-+- n„)(N4+ N<-+ |
«,-+-. . . +N,„-i a'"-^— '),

où les N sont des entiers indéterminés.

La trame de l'idéal se compose des deux nombres

/.) et «' + «vt^oa'"' -H . . . -I- «1 «1 -f- «11.

Puissances d'un idéal premier.

Envisageons l'idéal premier que je viens de construire et la congruence

(32) ?'"— .\,„_,E"'-|^-...± .\„=o (mod //').

L'un des facteurs irréductibles de celte congruence esl congru (mod />) à

^^' -h Oi-i ^*~' -I- aji_->E'^"'-+ - •-*- ao-

Or, on a pu choisir (3i) d'une façon arbitraire, pourvu que ax_i, «/,_2, ••) Co

donnent certains restes à p. On aura donc pu le choisir de telle façon que ce

soit un facteur irréductible de la congruence (32).

Gela posé, la puissance >i'"""' de l'idéal premier considéré qui a pour trame

a pour trame l'ensemble des nombres

(33) p\'-( x\ -h n^^lOl.\-' ~ . . .-i- t(, 7Li-i- a„)'—\^, ;jl do À à o.

L'un des communs diviseurs des 1 derniers nombres compris dans l'expres-

sion (33) est

a| T- ax_i a'~' -t- . . .
-^ a„ = II.

Donc la puissance >i'^'"'' cherchée est divisible par l'idéal (34), dont tous les

(') Ici encore, H. Poincaré semble utiliser, au moins acccssoiremenl, le corps normal défini par

tous les zéros du polynôme (i). Voir la Noie, p. ^.i-i. { \. C.)
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uoiiibres sont duuiu's par la formule

/)^(No-l- a, N, + ...-(-«*•-'»<._,)+ H(Ni.-f- N<.+,«, + .
.
.-I- N„,-, «',«-*-' )•

Or oUu a même norme que cet idéal
(^

' ). l']lle est donc identique à cel id(''al

'119

Multiplication des idéaux premiers entre eux.

Tout idéal primitif ou non primitif peul être considéré à la fois comme le

produit et comme le plus petit commun multiple d'un certain nombre d'idéaux

primitifs premiers entre eux et puissances d'un idéal premier (-').

Nous savons maintenant former toutes les puissances d'un idéal premier.

Gomment maintenant multiplier entre elles deux pareilles puissances premières

entre elles ? Soient

(3'.) et (36)

p: o /. o „

o //'. a b n

.. o I a h

a b

I a

!'''

les deux puissances à multiplier entre elles. Soit jj. <; À et supposons les deux

puissances premières entre elles; on doit avoir identiquement

Ao?=— A5«5-i- AjC'— Asf -t- \.\-— Ai= -I- Ao

= (r- -^ a\ -^ b ) i l''
— c\-^ -^ dl -\- e) (\ — /) ( mod //' 1.

Le produit a pour trame les quatre nombres

yj'-^Si, pV-{n\~ a^i -\- b), p'''(a^ -h cot] -h rht-h e),

(a; H- ««1 -t- 6)(a-,' — ca; ^- rtf?.! -H c)= a; — Aai -r- /a; -f- «îa; + «ai — q.

Il a pour norme
/)2/,+:J[i.

(') H. Poincaré ailinel c|ue la norme d'un produit d'idéaux est égal au produit des normes des

fadeurs.

Cette propriété n'est vraie que pour les idéaux réguliers de l'anneau considéré (c'est-à-dire

ceux qui sont premiers avec le conducteur, et qui sont égaux à des idéaux de l'ensemble de tous

les entiers du corps). (A.C.)

(') Cette propriété, comme celle de la norme, n'est vraie que pour les idéaux réguliers; elle

l'est notamment pour les i<léau\ premiers avec le discriminant du polynôme ( i ). (A. C.)
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Envisageons le modult

(3?)

FORMES BINAIRES.

p' bpV- o o (j

o jj'- apV- bpV- () n

" " r'-'- "/'^ ''1''^- ">

„ „ o p^ c<pl^ t

„ „ o o p', /,

o o o o (I I

Il est divisible par (Sj) et par (36), et par conséquent par leur plus petit

commua multiple qui est leur produit. De plus, il a même norme que leur

produit. Donc il est égal à ce produit.

Dans le cas particulier À = /jl, l'idéal (37) se réduit à l'idéal primitif

/)' o (I I) n q

o /;' (j o o /(

o o pi- () Il //(

o o u //'. o /

o o o C( p' /

0000 o I

On ferait de même pour multiplier entre eus plusieurs puissances d'idéaux

premiers.

Règle pour former tous les idéaux dont la norme est une puissance A

d'un nombre premier p.

Pour nous résumer et pour donner des résultats un énoncé simple, nous

allons donner quelques définitions.

F(«i) sera l'expression

a'"— V,„-,ï'i"-' -- A,„_.a',"-^ — , . .± A„.

qui est nulle, comme on le sait, si y.\, est un zéro de l'équation (i).

Nous dirons qu'un nombre complexe

est un facteur du nombre complexe

II-, = -x\^ h,^rA~^ :-...-H />„.

suivant un module B, si l'on veut trouver un nombre complexe

K = !x'-V-~- c.,_a-i a''~!^~' -H . . .-t- Co,
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lel que

IL— ll,l\

soll divisible par H.

De même nous dirons que llg est un t';icteur de F(ai) suivnnl ce module B,

NI I 011 peiii irouvei' un nombre complexe

lel (pie

1-"(3C,|- II.K'

soit divisible par lî.

Soient

lli un facteur de F(ai),

Il . un facteur de Hi,
sui\ant le uuidule p''',

H„ un facteur de H„_i ;

et p.|, (x.j, . . . , f;.„
les ordres de Hi, II3, . . . , Hn.

Soient
>.,, '/-,. .... }.„, '/.

une série de nombres entiers croissants, tels que

À, (m — ;Jii) - ?.;l','ii — .i;) + • • •-•- /„(';ji„_i — |i„) ^- /.;jl„ = /).

Le module dont tous les nombres complexes sont compris dans la formule

/>'-.Hi(N,„H- N„,_,a, + . . .-h ^u.,+ia™-!^'-')

-^ /y-. H., ( Na, -f- Na,_, a, -1- . . . -f- N..,+i a!^.-H-=-')

(38)
]

OÙ les N sont des entiers indéterminés, est un idéal de norme //', et, par ce

procédé, on obtient tous les idéaux de norme/)'''.

Il en résulte que le nombre des idéaux de norme p'' est fini; car F(«i)

n'admet qu'un nombre fini de facteurs Hi suivant le module p^, IIi n'admet

ipi'un nombre fini de facteurs Ho suivant le luodiile />'', ....

Il est vrai qu'on peut remplacer respectivement

II,. IIo. .... Il,,

par

H,-.-yv''K,, ]l»-^/j''K;, .... 1I„---/'''K„.
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K|, Ko, . . . , K.„ étant des nombres complexes quelconques d'ordre p-i— i,

fj.2

—

I; • • -, [J-n
— I, sans que ces nombres cessent d'être facteurs les uns des

autres et de F(a() suivant le module/)'^. Mais, en faisant cette substitution, ou

ne change pas l'idéal correspondant.

Remarquons que l'on peut disposer de Kj, Kn, . . ., K„, de telle sorte :

i" Que H, soit divisible par H^; Ho par H3; ... ; ll„-i par H„;

2° Que H, soit un facteur de F((X,) non seulement par rapport au module/»''',

mais par rapport au module/?'', k étant aussi grand qu'on voudra.

Supposons (ce que nous pouvons toujours faire, ainsi qu'on vient de le voir)

que H2 divise Hj; H3 divise H^; . .
. , H„ divise H„_,;

Soient

H„_,= H„F„_,, H„_2= H„_,F„_2, ..., H,= H.Fi.

L'idéal (38), qu'il s'agit de décomposer en facteurs premiers, a pour trame

p', j/>-H„. />'"-. H„^,, ..., p'^lU, y/'.H,.

Il est le produit des idéaux primitifs qui ont respectivement pour trames

p'; (/>'•>-., F,), (/''•=-'., F,), .... ip'--\F„-,), ip'-'", H„).

Il reste à décomposer chacun de ces idéaux primitifs en facteurs premiers.

Envisageons le premier de ces idéaux, à savoir celui qui a pour trame/)'' :

c'est la puissance ^1 de celui qui a pour trame p\ [)our obtenir les facteurs

premiers de cet idéal, envisageons la congruence

('iO^ ?"' — A„,._i ^"'-' -. . .
— \„ = o (niod/)).

Décomposons-la en facteurs irréductibles et supposons que, si l'on remplace

dans ces facteurs c.. par a,, ils deviennent des nombres complexes hi, h,, — h,/.

L'idéal dont la trame est p a pour facteurs premiers les idéaux dont les trames

sont respectivement

(p,h{), (p,fii), ..., (y, /',)

Envisageons maintenant l'idéal dont la trame est

p' •--'>, A,,

c'est la puissance 1-2— >,| de l'idéal dont la trame est
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Soil

/ 1 = X' -r- a.,_i a"[~' -T- . . . -I- «o;

i>l considérous les facteurs irrodiicliblcs de la congruence

E'-r- «.;_i
$''-'

-r ...— «0=0 (modp)

qui, lorsqu'on y remplace ; par 3!,, deviennent des nombres complexes

/,\. Il, a:,.

Les facteurs premiers de l'idoal dont la trame est

sont les idéaux ayant pour trames

On opérerait de même pour les autres id(>aux primitifs, de telle sorte que

l'idéal (38) se trouve ainsi décomposé en facteurs premiers (').

Cas exceptionnels.

i" La congruence (îg) est irréductible.

Dans ce cas il n'y a pas d'idéal dont la norme est p'^, si h n'est pas divisible

h

par jn\ il n'y en a qu'un si h est divisible par m : c'est celui dont la trame eslp'"

et c'est la puissance — de l'idéal dont la trame est p qui est premier.

2° La congruence (Sg) a des racines multiples.

Dans tout ce qui précède, on a supposé implicitement que la congruence (3(j)

n'avait pas de racine multiple. Picmontons en elTet jusqu'au point où il s'est

agi de trouver la puissance ). d'un idéal premier donné.

L'un des facteurs irréductibles de la congruence (32), ai-je dit, est congru

à (Si) (mod p). Cela ne serait plus vrai si la congruence (Sa) ou, ce qui

revient au même, la congruence (Sg) avait des racines multiples.

(') Dans le corps normal, engendré par tous les zéros du polynôme (i), l'idéal principal (/)) se

décompose en un produit de k idéaux premiers

Aj, chacun de norme p"; m = nk,

g{x) étant un diviseur irréductible, mod p, du polynôme (i) de degré n; ot- désignant certains

zéros de ce polynôme.
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Ainsi la congruence
f-— c? ^£ o ( niod p-)

admet ou n'admet pas de racines réelles, c'est-à-dire est décomposable ou non

en deux facteurs irréductibles, selon que la congruence

;- — f/ s; o (moJ/>)

est elle-même réductible ou irréductible. Cela est vrai toutes les fois que d n'est

pas divisible par p.

Supposons maintenant que d soit divisible par p sans l'être par/)-.

La première congruence est irréductible et le premier membre de la seconde

est le carré du facteur irréductible £.

Pour voir comment on doit opérer pour lever celte difficulté, commençons

par un exemple simple; soit

I'

(4o)

- ç o o

O l — ?"
o o I —

I

o o o I

un idéal premier simple et supposons que Ç soit racine double de (3()).

Cherchons le carré, le cube, etc., la puissance >,'»""' de (4o).

Supposons d'abord, toujours pour plus de simplicité, ^ = o, ce qui exige

Ai^5Aos=o (mod p).

Cherchons d'abord le carré de l'idéal donné

(40)

C'est

(40

En effet, il est aisé de constater que (40 est un idéal. Or le carré de (4o) a

pour trame

P
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Cherchons mainlenanl les puissances paires de (4o), la puissance 2« par

exemple. C'est chercher la puissance a de (4 ')•

F(.Z|) va admettre comuie facteur, suivant le module/;-^, un certain facteur

quadratique xi-\- xi'f. -\- ^x, tel que

X ^ ,u ^ o ( mod p ).

F/idéal (40 peut s'écrire

p O IX o

o j, /, ;i

O O I /.

o o o 1

et il a pour trame

/), «t + '*! -î-
H'-

Sa puissance cr."""' a pour trame

Elle est donc divisible par l'idéal dont la trame est

Or cet idéal peut s'écrire

/'

(42)
o y- A ;/.

o o I /.

O o o I

il a par conséquent même norme que la puissance a'"""^ de (4')- Donc (42) est

la puissance a'""" de (4') et la puissance (2a)'°™° de (4o)-

Cherchons maintenant la puissance (aa+ O'^^^de (4o) ' c'est le produit de

(4o) et de (42); elle a donc pour trame

p^^'. Kl/'*, />(«? -f- Xai -f- ;j.), ai(aj -H /.«i -!-
fJi).

Supposons, ce qu'on peut toujours faire, que z'/ + Xaii =; jjl soit un facteur

F(ai) suivant le module/)-**^'. Le module

(43)
o y/^ /. ;ji

o 01).
o 001

est un idéal dont font partie tous les nombres de la trame de la puissance

11. r. - V. 54
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cherchée et qui a même norme que cette puissance; c'est donc celte puissance

elle-même.

Supposons maintenant que

F(ai)= a; — Al»! — A.;ïV — Aja'; — Ai a, — Ao

admette comme facteur, suivant le module/?

(_a; + Àai — ;Ji /-.

11 admet comme facteur irréductible suivant le module p'', h étant très

grand,
«[ -L FI 3 a,' — Ho»! -T- Hi^i -^ Hn.

OÙ

11 y a alors un idéal premier

/) o ;j. o o

p \ [J. o

001 À iji

0001/.
00001

dont la puissance (2 a)""""' est

p^ o o i> H(i

o p^ o o Hi

o o p^ n Ho

o o o //^ M:,

0000 I

et dont la puissance (2a + i)""' est

p--^ o ;x/.- o II,,

o y<a^i À/)» ;!/)» II,

o o p^ '/.]l^- II2000 //^ II:;

Eacore un exemple : supposons que Ffxi) admette le facteur

(a, -!-?)=

suivant le module/?.

Il admet comme facteur irréductible, suivant le module p''., h étant très

grand,
ul^ Hoa;-,- H, a,— IIû,
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11;= 3E, n,= 3$-,

Il y a alors un idéal premier

/' ?

\h^^' (niod /)).

dont les puissances (3a)'*""', (3a

o o 1

000
000

'3a -I- 2)'*""' sont respectivement
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multiple, est

N étant premier avec Ni et par conséquent a, b. c, d premiers avec «i, fti, c,

di] on peut trouver des nombres

A. 11. r. .^. i:, Z,

tels que

Z SE '^
( mod c/),

E ^ £ ( mod ce/),

A ^ 5 (mod c),

r ^ v (mod bcd).

B = p (moàhc^,

A == a ( mod b i.

Les idéaux sont alors équivalents à

ahcd abc Z aft E « T

o abc ab\ aB

o o ab «\

Leur produit divise l'idéal

Z ïsï !Ji (mod fl'i j.

E ^ 3i (mod C\rl\)^

A =^ 5, (mod C] I.

r ^E Yi (mod />iCi f/i),

B SE pi fmod b^ ci),

A SE a, (mod b\^.

tt\biC\th aib\C\T. axh^V. a^V

a^b,!

aibi (Il \

(44)

(,bc(/,l,b,c,'/, >ibc,uh,r,y. ab(ub,V. >n,,V

o abcoibic, abaibi^ «a, I!

o o aba\bi aa^X

o ( 1 o a (I I

et, à cause de l'idenlilé des normes, il est identique à (44)*

PROBLiiME. — Former tous les idéaux de norme N.

On décomposera N en facteurs premiers; par exemple :

On formera tous les idéaux de norme p'^, de norme />('', de norme pi' el ou

les multipliera entre eux d'après la règle précédente; on obtiendra ainsi tous les

idéaux de norme N.

Probliîme.— Reconnaître si un nombre N peut être représentepar laforme

W{Xf, X21 1 X,n).

On formera tous les idéaux de norme N d'après la règle précédente.

Supposons que tous les nombres complexes de l'un de ces idéaux soient compris
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Jaus la formule

Pi .Cl -^ ps X, -!-...+ pmX,,,,

où les P sont des nombres complexes donnés et les x des entiers indéterminés.

On cherchera, d'après la méthode de M. Ilermile, si les formes

NTl'xi.-ri X i,,\ el iicuriio ( "ii ./'i f- 3.;.ro -^ . . . + jj,„.r,„)

sont équivalentes. Si elles le sont, le nombre N peut être représenté par W.

Si aucun des idéaux de norme i\ ne donne une forme équivalente à A*I', le

nombre N ne peut être représenté par *t\

Sachant reconnaître si un nombre entier donné peut être représenté par *!',

on saura reconnaître s'il peut l'èlre par F.

Imperfection de la méthode.

Pour trouver toutes les représentations de N par F ('), on cherche toutes

les représentations de B"| 'N par *l'; supposons que l'on trouve que •F devient

égal à B"; 'N quand on fait

x\ = 3,. X. = % x,„ = p,,,.

( )n rejette toutes les solutions pour lesquelles on n'a pas à la fois

j;,'= [ij = . . . = p,,, = o. [ji 5H o ( mod l!,„ I.

S'il en reste une, on sait que F devient égal à N quand on fait

On est donc obligé, pour trouver toutes les représentations de N par F, de

chercher toutes les représentations de B";~'N par W, dont la plus grande partie

est en général inutile. On est forcé, par conséquent, de former un plus grand

nombre d'idéaux qu'il ne serait strictement nécessaire. C'est ce qui nous

conduit à chercher quelques simplifications.

Première simplification. —• Le problème de la représentation des nombres

par F se ramène à celui de la représentation des nombres par $. Occupons-nous

I \'uir les nuUlions. p. .'|ui. (A. C.)
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donc de ce second problème et cherchons à trouver des nombres entiers l, Yi,

tels que

.\ étant un entier donné.

On peut toujours supposer que > et n sont premiers entre eux; car, s'ils ne

l'étaient pas, N devrait être divisible par la puissance m'"""' de leur plus grand

commun diviseur d; l'on devrait avoir

(^•î; ^^/-

el le problème serait ramené à égaler «P à N c? '", en substituant, à la place de x

et dey, deux nombres entiers -jj -^> premiers entre eux.

Si l'on suppose le problème possible, les nombres complexes compris dans

la formule

(45) (Ç + T,ai)(mo+ nii a, -+- /jjoa; -h.

forment un idéal de norme N et la méthode générale consiste à former tous les

idéaux de nonne N et à chercher s'ils peuvent se mettre sous la forme (4^)-

Est-il nécessaire pour cela de former tous les idéaux de norme N? iVon, car

l'idéal (4-'') est simple. En effet, si m := 5, par exemple, cet idéal s'écrit

?
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L'idéal devient ainsi

E o o — a„t;
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Si les deux formes

et

norme [N:ri^(3ei — ^){x«-i- x-cti-i- x^olj -i-. . .~i- .r „,»'""-)]

sont équivalentes et que l'on passe de la seconde à la première en posant

,r, = Ài.i _TiH- Ài. 2 .!>--.. .-i- >,,,,„ J„,,

,/•„ = À, , y, -H /.».o I 2 ^- . H- ).5.,„ l'm.

'•3,1 — '•1,1 — • •
—

^m = '•m.lj'l

et si l'on a

on égale «t» à F en posant

X = N).i,i — f/,2,i, r = /.o,i,

L-l l'on obtient de la sorte toutes les représentations de N par «1».

NOTE
( P A UT I E 13).

Continuant des recherches analogues à celles des Parties H et 12, H. Poincaré

avait communiqué à TAcadémie des Sciences, en i88i, un Mémoire sur la représen-

tation des nombres (entiers) par les formes (à coefficients entiers). Celte fois

encore, un simple extrait du Mémoire, fait par lui-même, avait été publié dans les

(Comptes rendus (ci-dessus, p. 897 à 899) et c'est seulement en 1886 qu'un exposé

plus détaillé a paru dans le Bulletin de la Société Mathématique. Toutefois cet

exposé ne s'occupe pas des formes décomposables, envisagées dans la première

Partie de la Note aux Comptes rendus, et développe seulement la deuxième Pailie

de cette Note qui concerne [a formes binaires. Il n'est lui-même qu'une première

partie d'un travail dont la suite ne semble pas exister. D'ailleurs, après 1886,

[I. Poincaré paraît avoir eu des préoccupations mathématiques très dilierentes.

Pour étudier la représentation d'un nombre par une forme binaire f{x, y),

II. Poincaré considère le corps engendré par un zéro du polynôme ''^{x) =/( tt" ' )
'
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OÙ B,„ est le coeflicient du terme de plus iiaul degré en x, dans/(j;, y). Ce zéro

est un entier algébrique (ou complexe) ai et les nombres

Xt)-\- a.iXi-\- a.\x't+ . . .+ af-^ Xm—\ (xi entiers)

constituent un anneau cl d'entiers, qui, en général, est seulement contenu dans,

sans être égal à, l'anneau de tous les entiers du corps. Cet anneau d'entiers est

isomorphe à un anneau de matrices à termes entiers, qui représentent les tables de

multiplication des entiers par les /;) premières puissances de a,. C'est ainsi qu'à a,

correspond la matrice A définie par

Il
I a, ... a',"-' Il

X «1=
Il

I a, ... a7'-'
|| X A

et à l'expression ffi^i) d'un entier quelconque de C\ correspond ^(A) [^(a;) étant

un polynôme à coefficients entiers, de degré m — i au plus].

II. l'oincaré utilise les idéaux de Vanneau cl, c'est-à-dire les sous-modules qui

restent invariants par multiplication par un entier quelconque de l'anneau. Un
sous-module peut être défini par une base de m entiers, qu'on peut écrire

S étant une matrice à termes entiers, définie à une équivalence prés à droite. Pour

que ce module soit un idéal, il est nécessaire que S~' x A x S soit à termes

entiers (') et celle condition est suffisante, car elle reste vérifiée quand on remplace

A par g{h.). Celle condition ajoutée à la possibilité de multiplier S par une

matrice unimodulaire à droite, permet d'étudier les formes de matrices S, pour les

idéaux appelés par II. Poincaré simples, et primitifs, ou seulement, ce qui apparaît

suffisant, les idéaux premiers de diicrs degrés (p. l^iS et suiv.).

On pourrait encore, comme semble l'avoir indiqué II. Poincaré (p. 4^3 à 42- et

note p. 481), utiliser, pour construire un tel idéal premier ff, les classes dans

lesquelles il répartit les entiers de l'anneau Cl. On constate ainsi aisément que sa

norme est une puissance p^ d'un nombre premier (A'^/m). Dans chacune des p'^

classes, il y a un (et un seul) nombre de la forme

«o-H «1 «1 -r- «î ao -1-. . .-i- ï^-' rt<_, (o,- délini, inodp),

3!i zéro du polynôme (i). Il en résulte la congruence

a'i = a'~' 0;(_i --...-- ai ai -^ aa, (mod. 5").

Le j)olynome, à coefficients entiers (rationnels), définis modp

a(x) = :r*— «y(_i jr*— ' — . .
.— «0.

est (dans le corps des classes d'entiers, mod p) irréductible et il divise le poly-

(') Elle exprime en elTet que

Il
I a, ... a',"-'

Il
X S X a,=

Il
I ... a',"-'

||
x A x S

=
Il

I ... a'/'-i
II
x S x E (E à termes entiers).

II. r. - \. 55
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nome ( i ). On en conclut que l'idéal 'î est défini par les généraleurs (que H. Poincaré

appelle la trame)

[P, "(ai)]-

On voit aussi aisément sous quelle forme on peut mettre la matrice S
;
par exemple,

pour m r= 4 et A- =r 2 [p. 417, formule (3o)
]

p o — «0 "

o p — rt| — «0

00 1 — «1000 I

Le calcul de ces idéaux : exponentiation, multiplication, décomposition d'un

entier (rationnel) en produit de facteurs premiers, peut se faire en utilisant, soit

les générateurs, soit les matrices S, par des calculs analogues à ceux qui sont

indiqués par H. Poincaré et qu'on peut systématiser. Toutefois il y a lieu de

préciser le cas des idéaux qui, dans l'anneau, ne sont pas réguliers, c'est-à-dire qui

ne sont pas égaux à des idéaux de l'anneau de tous les entiers du corps.

Ceci acquis, le problème est de chercher si un entier (rationnel) est représenlable

par une forme binaire équivalente arithmétiquement à

*(•*•>.> ) = U(.f-I- a^j)

(a,- entiers complexes conjugués; z de i à m); une méthode peut être de décom-

poser l'entier N en un produit d'idéaux premiers dans l'anneau d'entiers, défini

par tous les a,-, puis d'utiliser cette décomposition pour chercher si N est la norme

d'un idéal principal, dont la base appartienne à un certain module (de générateurs i

et a). Ce procédé, comme le reconnaît lui-même H. Poincaré, est insuffisant, il

s'appliquerait déjà mieux à la représentation d'une forme décomposable, de m
vaiiables (premier problème de la Note aux Comptes rendus). Une solution plus

précise du problème serait sans doute fournie par une étude plus systématique des

classes d'idéaux, qui peut, elle-même, être rattachée à la réduction des matrices.

On remarquera que le travail de H. Poincaré remonte au moins à 1881, alors

que l'exposé français de Dedekind sur l'arithmétique des entiers algébriques (le seul

que H. Poincaré semble avoir connu) est de 1877, et qu'il est resté ensuite pendant

plus de 3o ans sans avoir inspiré en France de recherches d'une certaine importance.

Il est également à remarquer que H. Poincaré avait rapproché la conception

de R. Dedekind, de la conception antérieure, moins générale et moins précise

de E. Kummer et qu'il n'ignorait pas l'étroite parenté de ces théories avec les

travaux, en appai-ence très diliërents de Ch. Hermite (i85o-i853) et même ceux

plus anciens de Eisenstein (i844)' (A. C.)
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(Analyse, p. 1 1 ).

SUR UNE

EXTENSION DE LA NOTION ARITHMÉTIQUE DE GENRE

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 94, p. 67-71 (y janvier 1882).

1. Gauss (') a imaginé une classification des formes quadratiques binaires,

qu'il a partagées, d'après certains caractères, en groupes appelés ordres et

genres. Cette classification a été étendue par Eisenslein (-) aux formes

(juadraliques ternaires; mais je vais monticr qu'on peut l'étendre à des formes

tout à fait quelconques.

Je dirai que deux formes algébriquement équivalentes appartiennent au

même ordre, quand le plus grand commun diviseur de leurs coefficients est

le même, quand il en est ainsi du plus grand commun diviseur de ces mêmes

coefficients affectés des coefficients binomiaux (ou polynomiaux) et du plus

grand commun diviseur des coefficients de leurs covariants, contravariants.

mixed concomitants, etc., alfettés ou non des coefficients binomiaux.

Je dirai que deux formes /{xi, x-,, . . . , x„) el tp(j>'i, J'i, • -i fn) sont

équivalentes suivant le module m, quand on peut trouver «'-' nombres entiers «,/(,

dont le dcitcrminant soit congru à i(mod/»), et qui soient tels qu'en posant

•)-( = aiiXi -^ ai-iXi

{') Disquisitiones arithmécirx, 1801, n" 220 et suivants. La répartition en genres des classes

de formes binaires a été ensuite l'objet de nombreux tra\aux (Ency. des Se. math., Rdit. franc,

I-16, n" 25, note i23). (A. C.)

C) Journal de Crelle, t. 35, i8'i7, p. 117 et Ser. .Akad., Berlin, i852, p. 35o.



436 GENRE DES FORMES.

on ait identique ment

?0'i,J'2> ,yn)=f{xi,x., ...,x„) (moAni).

Je dirai que deux formes algébriquement équivalentes appartiennent au

même genre, quand elles seront équivalentes suivant un module quelconque.

11 est clair :

i" Que ces définitions s'appliquent à des formes quelconques;

2° Que deux formes qui sont équivalentes, suivant deux modules m et m'

premiers entre eux, sont équivalentes suivant le module mm'

\

3" Que deux formes équivalentes, suivant tous les modules, qui sont des

puissances d'un nombre premier ('), appartiennent au même genre;

4" Que deux formes qui appartiennent à la même classe appartiennent au

même genre;

5" Que deux formes qui appartiennent au même genre appartiennent au

même ordre.

2. Comme premier exemple, je prendrai les formes quadratiques d'un

nombre quelconque de variables. La théorie d'Eisenstein paraît d'abord

susceptible d'une généralisation immédiate, mais la généralisation qu'on serait

tenté de faire ne donnerait que quelques-uns des véritables caractères

ordinaux et génériques.

Soit une forme

/(a;,, x-i, . . ., 3.-„)= ZdikXiXk,

de déterminant A. Formons le tableau des éléments du déterminant A;

considérons les mineurs d'ordre n—p formés en prenant dans ce tableau

p lignes e\. p colonnes, et distinguons parmi eux les mineurs dont la diagonale

principale coïncide avec celle de A, et que j'appelle m.ineurs symétriques.

Soit a/, le plus grand commun diviseur de tous les mineurs d'ordre /;

—

p,

et oLp^p celui de tous les mineurs non symétriques multipliés par 2, et de

tous les mineurs symétriques. Nous aurons ainsi trouvé deux caractères

ordinaux (-) de la forme/, le caractère ordinal de la première espèce,

Cl II beriiLilc ciu'il laul lire : « des numbres picmiers >>. (A. C.)

(-) Il s'agit là d'une précision de la notion d'ordre, définie ci-dessus en faisant intervenir,

sans les énumérer, les covariants, contravariants, niixed concomitants, etc. (A. i .)
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et celui de la seconde espèce,

{% 'u, ...,:i„_o.

Pour trouver ces caraclères, j'ai dû envisager, conforinémenl à la dàfmiliou,

non seulement la forme adjointe de / qui est un contravariant, mais d'autres

formes qui ont pour coefficients les mineurs d'ordre n —p de A, et qui font

partie du système complet de la forme y.

Si l'on pose

^ï=Tiï2Y'Vi! •1 x«-i = ï"~'t""'ï"~' ••• Y«-»V/i-i.

A = T"rr' vr'--- t^-it-,

les nombres

<ï.-r. ï">

sont entiers et forment le caractère ordinal de la troisième espèce delà forme /'.

Pour que deux formes soient du même ordre, il faut et il suffit qu'elles aient

même caractère ordinal de première et de deuxième espèce, ou, ce qui revient

au même, de deuxième et de troisième espèce.

3. Comme second exemple do la répartition des formes en ordre, j'envisagerai

la forme cubique binaire

/' = (/,r — 'j 6 a-- ) — 3 e a;_r- -I- (fr^,

et son hessien

Gi lie — b-) j--— (j((ir/— l>c).vi- — 6(ùd— t-jj'--

Le caractère ordinal complet de la forme /se composera :

1° Du plus grand commun diviseur des quatre nombres a, b. c, d.

i" De celui des quatre nombres «, 3 6, 3c, d.

3" De celui des trois nombres ac— b'. ad — bc, db — c'-.

4" De celui des trois nombres ^{ac — //-). {ad— bc), 2(bd— c-).

Dans un prochain travail, je donnerai des exemples de la répartition en

genres, de façon à appliquer les notions qui précèdent aux formes quadratiques,

aux formes binaires et aux formes décomposables en facteurs linéaires.
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EXTENSION DE LA NOTIOIN ARITHMÉTIQUE DE GENRE

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 94, p. 124-127 (16 janvier 1882).

4. Reprenons la forme quadralique/(:c,, Xo, . • -, x„) étudiée dans la Noie

précédente ('), et envisageons une autre forme 9(X|, x^- . • -, oc„) appartenant

au même ordre et ayant même déterminant A.

On coaslate que ces deux formes sont équivalentes suivant tout module

impair et premier avec A. Il en résulte que, pour rechercher si elles sont du

même genre, il suffit de vérifier qu'elles sont équivalentes suivant une puissance

quelconque d'une part de 2, d'autre part des facteurs premiers impairs de A.

Soit/? un facteur premier impair de A et

O,,, À;, ..., X„)

une série de nombres tels que

Yi^ o {-iwoàp'i) et Ï/N" ('mnd/7'.->-').

Voici quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que les deux

formes y et 9 soient équivalentes suivant une puissance quelconque Ac p.

Le mineur formé dans le tableau des coefficients de / en prenant les i

premières lignes et les i premières colonnes s'appellera le premier mineur

d'ordre n — i: il est divisible par pv-^ où

;jl = lÀ, -1-
f j — I ) >,„-t-. . .+ 2À,_, -h À,-.

Je l'égale donc à Kp^. Nous pouvons toujours supposer que A est premier

avec p, car, s'il ne l'était pas, on pourrait appliquer à la formey une transfor-

mation linéaire telle que le premier mineur d'ordre («— /) ne soit pas divisible

(') Ci-dossus, p. 4'i5. Le numérotage suit celui de la Note précédente.
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par/j!^"^'. De même, le premier mineur d'ordre (n— i) de cp ftsl égal à Bpv^,

B étant premier avec p.

Si X,-_^i = o, A et B ne sont assujettis à aucune condition ; si X,-+i > o, A et B

doivent être tous deux restes quadratiques ou tous deux non restes à /;.

On connaît ainsi les caracLères génériques de/ relativement au nomlne/j.

o. H reste à examiner quelles sont les conditions pour que les deux formes/

et 9 soient équivalentes suivant une puissance quelconque de 2. Pour être du

même genre que/, la forme cp doit présenter certains caractères relatifs aux

modules 4 et 8, ainsi que Gauss l'a déjà montré pour les formes binaires. Je

me bornerai ici à un exemple.

Je suppose que le premier coefficient de/, tous ses premiers mineurs et son

déterminant soient congrus à i (mod 4). H est facile d'en conclure que les nombres

(a, , «2, . . . , a,,) doivent être impairs, et que

Si la forme 9 est du même genre que/, ses caractères ordinaux de première

et de seconde espèce sont les mêmes que ceux de/; on peut donc toujours

appliquer à 9 une transformation telle que tous ses premiers mineurs (y compris

le premier coefficient et le déterminant) deviennent impairs, ^'oici la condition

à laquelle est alors assujettie 9 :

Le nombre de ses premiers mineurs gui sont congrus à 3 (mod 4) est

divisible par 4.

fi. En ce qui concerne les formes cubiques binaires

( I ) ax^ — 3 bx" y -t- 3 c j-j - -t- dv^,

je me bornerai encore à des exemples, et je montrerai seulement comment elles

se répartissent en genres par rapport aux modules 2. 3 et 5.

Par rapport au module 2, tontes les formes ( i) sont équivalentes à l'une des

sis formes

ix^-r- (tx-y -T- 6a;) --r- iy',

x', x^+ }'',

Z X-y -h i xy- , x^-^ixy-,

qui appartiennent toutes à des genres diCférents. Parmi elles, la quatrième el

la sixième ont même discriminant el appartiennent au même ordre (par rapport

au module 2). Toutes les autres sont d'ordre différent.



44o GENRE DES FORMES.

Par rapport au module 3, toutes les formes ( i ) sont équivalentes à l'une des

six formes
3 x-j -i- 3 jy ^ , 3 Jc-y,

3iE''-i- 9J:-j)'-I- 9j;j--f- 3) ',

x'-\ x''-h'ixy-, x'^^i')Xy-.

Ces formes sont toutes d'ordre ou de déterminant diflcrent.

Classons maintenant les formes cubiques binaire^ en genres par rapport au

module 5.

Les formes de discriminant congru à o (mod 5) se distribuent en trois ordres,

comprenant chacun un genre.

Les formes de discriminant congru à i ou 4 se répartissent en un seul ordre

et en un seul genre.

Les formes de discriminant congru à 2 ou 3 se répartissent en un seul ordre

et en trois genres.

.Supposons d'abord le discriminant congru à 2 (mod 5). Les formes des trois

genres sont respectivement équivalentes à l'une des trois formes

.r'-f- (5.i;)'2 -^ 1
s. T.r- -u 12 XI - - 2 r'', .r " -^ 9 .r ) -

.

Supposons maintenant que le discriminant soit congru à 3; les formes des

trois genres sont respectivement équivalentes à l'une des trois formes

x'^--i-\ïxy--T- y^, 2J;'+ 24a^j'-H- 2/', x'^-\- bxy-.

NOTE
(PARTIE 14

Il ne semble pas que II. Poincaré ait développé ultérieurement les définitions et

les propriétés indiquées dans ces deux Notes aux Comptes rendus. Contrairement

à raffirnialion de la première; il n'a notamment pas étudié ensuite les formes

décomposables en fadeurs linéaires.

Le cas des formes quadratiques de n variables, a été étudié ensuite par

II. Minkowski dans quelques Mémoires (C R. Acad. Se, 1887; Journal de Crelle,

106, 1890). ( Voir un résumé dans VEncy. des Se. math., édit. franc., I-16, n^lG.)

Pour les formes quadratiques binaires, la répartition en genres est liée à l'étude

du groupe (abélien) des classes d'idéau.\ d'un corps quadratique, et plus

spécialement du sous-groupe des éléments carrés et des classes suivant ce sous-

groupe. Il semble qu'il pourrait en être de même pour les formes décomposables

de n variables, dont les facteurs définissent un corps algébrique de degré n. (A. C.)
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{Analyse, p. 1 1 ).

SUR

LA DISTRIBUTION DES NOMBRES PREMIERS

Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. 113, p. Siy (i4 décembre iSiji).

En voulant étendre aux nombres complexes les théorèmes de M. Tchebjchefl,

je suis arrivé aux résultats suivants, qui concernent la distribution des nombres

premiers de la forme 4 " + ' •

La somme des logarithmes des nombres premiers de la forme 4'* + '

inférieurs à .v est une infinité de fois plus petite que ^i si a > i, et une infinité

de fois plus grande que ~^i si a < i

.

Le nombre des nombres premiers de la forme 4^^+ ! inférieurs à x est une

infinité de fois plus petit que . si a > i , et une infinité de fois plus grand

que ,

'

1 si a < I (').

( ') On sait qu'en utilisant la fonction ;(s) de Riemann et les propriétés des fonctions entières,

on a démontré les résultats plus précis :

la somme 6,(:r) des logarithmes des nombres premiers, de la forme 4«-Hi, inférieurs à

un nombre x, est asymptotique à — ou

lim — -: - (pour X inlini);

le nombre de nombres premiers, de la forme '^n^i, inférieurs à un nombre x, est asympto-

tique à -
;

(ou au logarithme intégral de x).
'

2 logX

(Voir notamment En'y. des Se. matk.. édil. franc., I-17, n" 48). (A. (!.)



EXTENSION AUX NOMBRES PREMIERS COMPLEXES

THÉORÈMES DE M. TCHEBICHEFF

Journal de Mathématiques, 4° série, t. 8, i8ji, p. 2S à 68.

L'étude des travaux si intéressants que M. Sjlvester a récemment consacrés

à la théorie des nombres premiers ( The Messenger of Malheitialics, New

Séries, n° 24:1, may 1891) m'a déterminé à entreprendre une généralisation des

théorèmes de M. TchebichefT (voir /ow/virt/ c?e LiOMCiV/e, 1" série, t. XVII,

1852) et à essayer de les étendre aui nombres premiers complexes. Les résul-

tats auxquels je suis parvenu n'ont pas, comme d'ailleurs on devait s'y attendre,

le caractère de précision qui distinguent ceux de l'éminent géomètre russe.

Les inégalités de M. TchebichcfT ne se prélent pas toutes également bien à la

généralisation que j'avais en vue. J'ai donc cherché à en trouver d'autres qui la

rendissent plus facile. Celles que j'ai obtenues ainsi n'ajoutent que bien peu de

choses à ce que le savant russe nous avait appris et sont souvent même; conte-

nues dans les siennes. Elles n'ofTreat donc d'autre intérêt que celui qui peut

résulter de la méthode employée pour y parvenir; j'ai cru néanmoins devoir

publier ici les propositions auxquelles j'ai été conduit de la sorte. Le n" 1 se

rattache mal à mon sujet et ne m'a mené à aucun résultat important. Je le

conserve néanmoins dans l'espoir que de plus habiles que moi en pourront

tirer parti.

1. Rappelons d'abord les notations de M. TchebichefT et les équations fon-

damentales.

Nous désignerons par 0(ar) la somme des logarithmes des nombres premiers

qui ne surpassent pas x et par T{x) la somme des logarithmes de tous les
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nombres entiers qui ne surpassent pas .r. On a alors

La sommation est étendue à tous les nombres entiers positifs m et à tous les

nombres entiers positifs n. Il est à remarquer que la somme du second membre

est limitée, car 9{.r) est nul pour

On peut écrire également

(.) T(.) = .M.r)^.^(f)^.i.(f)-....-.!-(^)+...,

(2) <!;(.a;) = e(a;) + 9(\/^) -r- 6 ( J'î) +. . .,

et l'on en déduit ( ')

(3) .h^) = 2]=.t(î), o(x) = ]^.„./;/.7;

où

£„ = O,

si n est divisible par un carré;

= n = I,

si « = I ou si n, n'étant divisible par aucun carré, contient un nombre pair de

facteurs premiers
;

E/i = — I.

si n, n'étant divisible par aucun carré, contient un nombre impair de facteurs

premiers.

{') La tonction e„ est, plus couramment désignée par jjl{/î); elle est quelquefois appelée la

fonction de Môbius. Elle intervient dans les formules d'inversion, qui e.vpriment l'équivalence

des of;alilés

F(,r)=S/(^). fix)=-Ly.(n)F(-^^'j (n entier) :

[/(x) étant une fonction nulle pour x < i], ou des égalités

f(a;) = -Z/fx'-), /(x) =z ^ln)F(x~');

[/(x) étant nul pour x<2]. Dans les premières sommes il n'y a qu'un nombre fini de termes

(Ency. des Se. Math., édit. franc., I-17, n» 10).

~

Elle intervient aussi dans l'inversion des fonctions arithmétiques, définies pour des variables

entières positives; il y équivalence des égalités (de sommes finies):

F(/i) = i:/((i), /(n) = lu(</) f(^j (rf diviseurs de n)

{En'-y., 1-17, n" 13). (A.C.)
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Il résulte d'abord, de la définition même de T(a7), que

ï(.t) = iogr[E(.i-) — i],

en désignant par E(:r), selon la coutume, le plus grand entier contenu

dans X {').

Soit maintenant G la constante d'Euler et posons

toi .(•) = X— log( i ^ x);

une formule bien connue donne

logr(x-M)=2'"(^) -Gr,

la sommation s'étendant à tous les entiers positifs 7i.

Posons, d'autre part,

T'(.r) = logr(a7 ^ I ) -r- C[.c — K{x)
1,

d'où

Soit (x{x) une fonction telle que

a(,ri=i si .r ^ I ; a(ar) = o pour ;E < i
;

on a évidemment (-)

=w = "(t)-"(')-(i)--— (:>
car le premier membre n'est autre chose que le nombre des entiers qui ne sur-

passent pas X, et chacun des termes du second membre est égal à i, si « ne

surpasse pas x, et à zéro dans le cas contraire.

Si donc nous posons

l>'(x) = oi{x) — Ca(a;),

il vient

(') Au lieu de E(j-), on emploie aussi la notation [x]. On trouvera quelques propriétés de

cette fonction dans Ency. des Sr. Matli., I-17, n"> 15. Voir aussi G.-H. Halphes, Œuvres, t. IV

(papiers inédits), p. 527. (A. C.)

{') On remarquera que l'utilisation de la fonction xix) permet aussi d'exprimer les fonctions

de Tchebichell :

T(ar) = V <*
(
—

)
'og" ('î entier de i a «) ;

6(a:) = > <x{ — \\ogp (/) entier premier de I à oc). (A. C.)
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Comparons inainlenaal T(x) à T'(x).

Nous avons, pour a: > i

,

logr( j;) < T( j::) ^ log r(.r + i ).

Donc
T(.i') > logr(.r - I ) — logjc.

D'autre part, .r— E(x) est toujours compris entre zéro inclus et i exclus, de

sorte que

Iugr(a: + I ) + G> T'(.r ) ^ logr(a; -+- 1 ) ;

d'où enfin

(5) T'(a;)^T(a;)>T'(ar)-C-logi- (<).

Des inégalités (5), nous pouvons déduire un premier résultat, c'est que si

tend vers une limite finie et déterminée^ quand x croit indéfiniment, cette

limite ne peut être que f unité ['').

Pour le démontrer, j'observe d'abord que le rapport —^ décroit de - à zéro,

quand x croit de zéro à + oo; donc

(6) to(a;)< ^ •

Envisageons maintenant la quantité

"-1 '$y

(*) On peut même démontrer que

T'(x) — T(x)<[i-^log(.r-M)] [x—Eix)]:

mais celte inégalité m'est inutile pour mon objet.

{) La nictliode de H. Poincaré est basée sur l'emploi des fondions

T(x) = \osr{x-hi)-t-C[x — E{x)], '],'{x) = x— losi' + x) — Co:(.r),

qui sont lii'ei pai- la même loriiiule de sommation que Tix) et '|(.r),

T(x) = ^ 'K ( "
)

(« entier de i à qo),

ce qui résulte de l'expression connue

logr(.r) = — Cor — log.r + V f- — log (^ i-t-^
) |

Les inégalités (5) sont par ailleurs évidentes; le calcul suivant permet d'en déduire la comparai-

son de <\i(x) à <^'{x) et par suite à x. (A. C.)-
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n prenant, sous le signe^, les valeurs E (a:) + i,E(^) -r-2,E(a7) + 3, ...,adinf.

Comme on a évidemment

- dz a:-

f

il vient

f x-t/z
""<] ^^

OU

h.{.r) .r — I

Or, on a, en vertu de l'inégalité (6),

- >^^M-) [n = E{x)^i, E{x') -h2, ..., ad in/.
|;

Donc

Définissons maintenant une fonction (3(x) par les conditions suivantes

jj(x) = ï(j.') = i pour jj^i,

jj(x) = w(a-) = 'y(j: ) poui- x<r,

il vient

La première ligne du second membre est égale à E(a;) et, par conséquent, plus

petite que x; la seconde ligne est plus petite que

2(X — 1)'

donc

g/^\ g/^\ o f ^\ ^ 3X-—2J-

3
Le second membre de cette inégalité, divisé par x, tend vers - quand x croît

indéfiniment; nous pouvons donc prendre x assez grand pour que ce second

membre soit plus petit que 2x et que

<" EK^; < 2X.
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Cola pos(', revenons aux int'fjalités (à). Comme le rapport do C, de loga;, ou

de a; à T (x) ou à T' (x), tend vers zéro quand x croît indéfiniment, ces inéga-

lités montrent que l'on peut prendre Xo assez grand pour que l'on ait, pour

toutes les valeurs de x supérieures à Xg,

(8) {i -h t)T(x) ~ 2bx > T (x) >{i - i)T'i.v) -h 2bx,

et cela quels que soient les nombres positifs e et b.

Je dis maintenant que l'on ne saurait avoir pour toutes les valeurs de x

(9) (i + E)<j>'(^)<'>(x) + 6p(^),

car, s'il en était ainsi, il viendrait

ou a fortiori
(1+ £)T'(^)< T(x)-i- 26a:.

L'inégnlllé (8) n'aurait donc jamais lieu, même pour les grandes valeurs posi-

tives de X.

Je dis ensuite qu'on ne saurait trouver un nombre x, assez grand pour que

l'ou eut, pour toutes les valeurs de x supérieures à Xi.

(10) (n-e)4,'(x)<<)/(^).

Si cela était, eu effet, on pourrait trouver un nombre b (assez grand) tel que

pour I ^x -^ X,

d'où

(H- £).y< 'iH-6|E(a:), car [ii(a;) = i,

et, de plus,

h>i-h i-,

d'où, pour X <Z i

,

ri - =)'V< i -!- 6f;(«}, car <l/'=j3=:o), ij> = o.

L'inégalité (9) aurait donc lieu pour toutes les valeurs positives de x, ce qui est

absurde (' ).

{') Ce calcul p:ir l'introduction de la fonction fi(x), revient à établir une limite supérieure de

la somme

'V{~) (n entier de E(ar) — I à ce),

c'est 1 qui peut être majorée par x (pour a; > 2).

Les inégalités (5) ayant pour conséquences les inégalités (8), on en déduit l'impossibilité des
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Nous devons donc conclure que l'on a une infinité de fois (je veux dire pour

une infinité de valeurs entières de x)

(l+£)'V(T)>|(:r).

On démontrerait absolument de la même manière :

i" Qu'on ne saurait avoir, pour toutes les valeurs positives de x,

2" Qu'on aura une infinité de fois

(i-t)i,'(x)<'hix).

Ainsi, quelque petit que soit e, le rapport j-, est une infinité de fois plus petit

que I + £ et une infinité de fois plus grand que i — £.

Or, le rapport — tend vers l'unité quand x tend vers + 00 .

Donc, quelque petit que soit e, le rapport - est une infinité de fois plus

petit que i + s. et une infinité de fois plus grand que i — e.

Si ce rapport tend vers une limite, cette limite ne peut donc être que l'unité.

On peut déduire également des inégalités (5) une autre conséquence. Envi-

sageons l'eipresslon suivante, introduite par M. TchebichefT,

et posons de même

uw-r<„.r(£)-T(f)-r(î)-r(f).

inégalités (10), eo évaluant la somme

par son partage en trois sommes

a:,<«, (i-i-e) V(|/' ( -
j
< (i-t-e) ar;

[où b est un nombre déterminé, en fonction de x,, par la deuxième somme et qu'on peut pren-

dre supérieur à (1-4- e)]. Il en résulterait

(i-i-E)T'<T(a;)-i-26x,

ce qui est incompatible avec le premier membre des inégalités (8) et l'existence de jc^. (A. C.)
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Nous pouvons conclure des inégalités (5) que

V(x)--2C-\ogx--^ <U(a;)<U'(-c) + 3G + log^ "^ '"S f +'°sf *

Ces inégalités ont lieu pour x> 3o.

Mais M. Tcliebiclietr a montré ensuite que

U(.) = 2± + (v)'

en désignant par v ceux des nombres entiers qui sont premiers avec 3o ou qui

sont divisibles par 6, par lo ou par i5 ; chaque terme est affecté du signe + dans

le cas où le nombre v correspondant est premier avec 3o et du signe — si ce

nombre est divisible par 6, lo ou i5 ; il en résulte d'ailleurs que si l'on range

les termes de façon que le nombre v aille constamment en croissant, les termes

seront alternativement positifs et négatifs.

Nous aurons de même

M. Tchebichelî a remarqué que la série

a ses termes alternativement positifs et négatifs (
'
) et que leur valeur absolue va

constamment et indéfiniment en décroissant, et il en a déduit les inégalités

Au contraire, dans la série

la valeur absolue des termes ne va pas constamment en décroissant. Mais il

Cj II suffit d'examiner clans U, les termes de la forme

"i- ( TT^] (o<a^3o, A enliei).
\ « -^ 00 A /

Ils s'annulent pour

rt = 2, 3, 4, 5, 8, g, i4, l'i, 21, 22, 25, 2G, 27, 2S;

ils existent avec le signe ^, pour

a = 1, 7, II, i3, 17, 19, 23, 29;

ils existent, avec le sifine —
,
pour

a = G, lu, 12, 1 5, 1 S, 20, 24, 3o. ( A. C.)

H. P. — V. 57
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est aisé de tourner celle diflicullô eu lemarquant que

Les deux séries

X-œ— H- I — I-H . . . =t 1 3: O =t o :

ont leurs termes alternaliverneul positifs et négatifs et indéfiniiiienl décroissants
;

on a donc

d'où

ou, si x> 6,

V±.(f).. ou o,

,o{x)-u>(^) -C<V'{x)<o>{x)

4-'(x) — 'V ^|] — C< V'{x)<'h'(x)-hC.

Si nous comparons aux inégalités de M. Tchebicliell et à celles qui limitent

la difl'érence U'(a?) — U(x), il vient

hU) - 4- (1) < wCa:) -- 4 C + 3 log.r - lugîo,

6(a;) > m(x) — w (j^ — 2C — a logx h- logSo.

Ces inégalités sont moins précises que celles de M. Tchebicheff. Elles n'ont

donc d'autre intérêt que celui qui peut s'attacher à la méthode qui a permis de

les obtenir.

Je signalerai, en passant, une formule d'où l'on pourrait tirer diverses inéga-

lités analogues à celles de M. Tchebichefl; c'est la suivante :

Dans la série du second membre figurent tous les nombres v qui sont divisibles

par /* ou par n -f- 1 , et les termes de cette série sont alternativement positifs

et négatifs.
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2. Posons

V(.,„)=E(:f)-.E(î)H-...-HE(^).

J'observe que

p '\p/~p
Si nous posons alors

S„ = IH h. . .H ,1 n

il vient

V.(x)S„> \{x, II) > E(a;)S„— n + i.

Mais on a, d'autre pari,

d'où

log(/i -h I ) < S„ < I H- log«
;

d'où, enfin

E(x)(i-i- log/i) > V(x, rt) > E(a:)log(n + i)— « + I.

Si n est plus grand que E(a;), on a évidemment

V(x, n)= \[x, E(a:)l;

car

e/-^ =0 si /)> E(a;).

Si donc nous désignons par V(u;) la série indéfinie

v,.,= E(£).-E(f)......(î)^....

on aura
\{x)=\[x, E(x)],

d'où

E(^)[i + logE(a;)]> V(x)> E(ar)log[E(^) + i] — E(a;) + i.

Ces inégalités montrent déjà que la valeur asymplotique de \ {x) est a^loga?,

c'esl-à-dire que, quand x croît indéfiniment, on a

1 1 m —p

—

— = I .

X Iûg.i'

Mais il est possible de trouver des inégalités plus serrées.

Combien, en effet, dans la série V(x), y a-t-il de termes plus grands que /;

ou au moins égaux à p ? Il y en a évidemment E ( - j
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Combien y en a-t-il qui soient précisénienl égaux à y/? Il y en a évidemment

Si nous posons

-'^(^)-

les i] premiers termes de V(a;) seront plus grands que p, nous aurons ensuite

K 1
-

I
— E

I

—'—
• I leinies i-traux à p.

E 1
—-—

I
— E (

'-
)

termes écaux à /; — i,

\P-'/ \J'/

El — 1 — El —
I

teimes ôgaux à '.,

ii(x) — E I — I termes égaux à t.

On en déduit

v,., = v,.-,,-H-,,[|.;(i;)-iî(^-^)]

ou bien

V(x) = V(^, q) - E(^) + E
(^)

+. . .+ E
(^)

^/, E
(^7^).

ou enfin

\'( ;r) = Vl'.r, </) -t- V(.r, /)) — p</.

Ainsi V(vC) est compris entre les limites suivantes :

\i(.i-)(Sp-i- S^)—/ii/ et K(j:)iSp-i-'^,/)—p(j — /i — q-i--2.

La dillérence entre ces deux limites est p ~\- r]— 2, Si donc p est la racine

carrée de x calculée à une unité près par défaut, de sorte que

/, = E(,/,r),

q sera au plus égal k p -\- 2, de sorte que la dillérence entre nos deux limites

sera de même ordre de grandeur que la racine carrée de x, tandis que, dans les

inégalités que j'avais d'abord établies, la différence entre les deux limites était

de même ordre de grandeur que x ; car elle était égale à E(a;) — i

.
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De l'écjuation

1 1m —p

—

- = I ,

011 peut déduire une nouvelle d(^inon.siralion du t'iiil que l'on a une infinité de

fois

si a est plus petit que i, et une inlinilé de fois

'i(j;) < a.r.

si a est plus grand que i. Cette nouvelle déuionstration se prèle mieux que la

première à une généralisation.

Supposons, en effet, que l'une de ces deux propositions ne soit yias vraie, la

première, par exemple, c'est-à-dire que l'on n'ait pas une infinité de fois

•1/1 .Cl > ri.i; (a < I ).

Alors, on pourrait trouver un nombre ar,, assez grand pour que, pour x"^ x,,,

on ait

On ])ourrail alors trouver un nombre b assez grand pour que, pour toutes les

valeurs de x, plus grandes que i, onail

'!>

(

X ) < ax — h — a;

eu efiet, la différence i (a:) — ax, quand on fait varier x depuis i jusqu'à .r,,,

reste limitée.

Il viendrait alors

Donc

h{x) <iaV,{x) -i- ba(x) pour .c > i
;

({/(a;) = aE(a;) -i- 6a(a;) = <) pour .r<i.

T(.c) < a\ {x ) -:- bE{x)

lix) ^^ \{x)
,

, V.{x)< a —^ b
.riogx x\n^x x\o^x

Mais cette inégalité est impossible, puisque le premier membre tend vers i

quand X croit indéfiniment et que les deux termes du second membre tendent

respectivement vers a << i et vers zéro.

La proposition que nous avions en vue est démontrée y?er ahsurdum.
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Celle proposition clanl établie pour iJ^("C), il est aisé d'en trouver d'analogues

pour Q{x) et pour la fonction 9(^), qui exprime combien il y a de nombres

premiers qui ne surpassent pas jo.

On a, en efTfU,

^{x)-i<h{\ri) = 6(a:)-e(v'ï) + 6(v/^)-6(v^ï) + ...,

d"où

^(a:)-2<l.(v^)<6(ar)<'i(^).

Je dis alors qu'on a une infinité de fois

6(ar) < ax,

si a > I ; car on a une infinité de fois

0(t)<ij>(3.-)< a.r.

Je dis maintenant qu'on a une infinité de fois

9(a;) > ax,

si a-< I. En effet, il résulte des inégalités de M. Tchebicheff, que Ton peut

prendre x assez grand pour que

if{x)< -^x;

on a donc, si x est assez grand,

Q{x) > 'h{x) — 2ij/( v/ï) > 'Kx) — ^ \/x

et, par conséquent, une infinité de fois

6 ( X ) > ax — \[x,

si a < I , et une infinité de fois

6(a;) < CL X,

si a' < a.

Donc, si —^

—

- tend vers une limite, celte limite ne peut être que l'unité.

3. Passons à la fonction (x) qui exprime (') combien il y a de nombres

premiers ou plus égaux à x.

(') La fonction, désignée par o(x)y est aussi désignée couramment par n(.r); on lui substitue

parfois une fonction F(a;) :

[ = \i(x) pour X non premier,

F(:c) _ n(J-i-o)-f-n(x — 0) _= n(x)-t-- (x premier);
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On a, par définition ('),

ei

o(x) = 2(>);

tous les leriiies du second membre sont égaux à i , et à chaque nombre

premier p plus petit que .c correspond un de ces termes. On a donc

ç ( a-
) lus X = 2, '"S ^

et, puisque

logx ^ log/),

on a

o{x)\o^x > 9(.c).

Comme on a, une infinité de fois

1'a; ) > ax, si a < i

,

on a une infinité de fois

. , ax

Pour trouver une autre limite de cp(a;), je vais faire usage d'un artifice qui

est dû à M. Sylvester.

Comme il est clair que le /i"""' nombre premier est plus grand que le /i""""

nombre entier,

e(a:)>T[9(ar)].

Or, on a, si b est plus petit que i et à partir d'un certain rang.

T(r)> bx\o^.y.

avec laquelle on coiislruit une fonction

f(x)=y^U-{x") ou F(.r) = ^^iJ,(«) /(a;").

< Enrj-. des Se. Math., édit. franc., 1-17, n" .i et n"' 42 à '|5). (A. C.)

(' ) Il semble préférable d'exprimer ces relations en utilisant la fonction ol{x) définie ci-dessus

(p. 444) e' d'écrire

,<x) = xi^yo,p, 9(-)=2:.g);

les sommes étant étendues, en principe, à tous les nombres premiers p, mais ne comportant en

réalité qu'un nombre fini de termes [pour les valeurs de/), au plus égales àE(a;)J. (A. C.)
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On a donc, si x est assez grand,

6(^)>6?(a;)log9(a:).

Or,

log = (.r) > logB(^) — loglogj:;

donc
6(jr)> 6ç(x)[loge(a.-) — loglogx]

et

O (:c) < -r -; r-

—

;
; •

•^ '6 logfJ( jr) — loglogr

Or on a. une infinilé de fois

G(a;) < ax, si a > i.

La fonction

y
logr— logloga;'

considérée comme fonction dejK, est croissante pourvu que

y > I H- log^.

Or, si X est assez grand, on a certainement

6(',c) > 1-4- logx

et, par conséquent, on a une infinité de fois

e ( X ) a X

log6( j;) — log log.c log( a X) — log log

Il est clair que le rapport de

Xos^iax) — loglog.2- logj-

tend vers l'unité quand x croît indéfiniment. Si donc x est assez grand

et a'>> a. on a

log(«a7) — log logj; log.r

On a donc une infinilé de fois

, , o,' X
? x) <-=

b logx

Or, si c est un nombre quelconque plus grand que i, on peut toujours

trouver trois nombres a, a', b, tels que

a
, ,

c ^ -j-1 a ^ a^ 1^ b.
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On a donc une inflniU' de fois

logx

Si donc le rapport de (f{x) à .—;;— lend vers une limite, celle limite ne peut

être que l'unité. Ce résultat est contenu comme cas très particulier dans les

premières propositions de M. Tchebichell, et je n'ai cru devoir en donner une

nouvelle démonstration que parce qu'elle se prête mieux à la généralisation que

j'ai en vue.

Ce raisonnement est dû à M. Sylvester; mes inégalités sont moins précises

que celles de l'éminent géomètre, mais elles sont analogues et me suffisent

pour mon objet.

Posons, à l'exemple de M. Tchebiclieff,

.V = o,()2r>.

Les mêmes raisonnements, combinés aux inégalités de M. Tchebiclieff, condui-

ront facilement aux résultats suivants :

On a. à partir d'une certaine valeur de x,

\osx

i. Avant d'étendre les résultats de M. Tchebichell aux nombres idéaux, je

vais rappeler succinctement la définition et les propriétés de ces nombres, en

renvoyant, pour plus de détails, à l'Ouvrage de M. Dedekind sur les Nombres

entiers algébriques (Paris, Gauthier-Villars, iS-j'j).

On appelle nombre algébrique toute racine de l'équation

1 ) ll,„X"' -i- «„i-l i'"'^' — "(

dont les coefficients a, sont des entiers ordinaires. Ce nombre algébrique est

dit entier si le coefficient a,» est égal à i

.

Considérons maintenant tous les nombres de la forme suivante

1= -Xo~ x,x

où les coefficients xi sont des nombres rationnels ordinaires, et où x satisfait

HP. V. ÔS
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à l'équalion (i). Ce sont évidemment des nombres algébriques, et nous dirons

qu'ils appartiennent tous au corps défini par l'équation ( i
) (

'

).

Parmi les nombres algéliriques qui font partie d'un corps, nous distinguerons

ceux qui sont entiers, et nous dirons qu'ils appartiennent au système d'entiers

complexes, défini par l'équalion (i) ('-).

Il résulte de ces définitions que la somme et le produit de deux entiers

complexes d'un système sont deux entiers complexes du même système.

Pour éclaircir ces définitions, considérons l'équation

a-- + 3 = o
;

les nombres du corps correspondant sont de la forme

r- = a„+ «1 J— 3,

«0 et a, étant rationnels. Si «„ et «j sont entiers, le nombre j^ est certaine-

ment un nombre entier complexe et appartient, par conséquent, au sjslème

d'entiers complexes considéré. Mais cette condition n'est pas nécessaire. Si, en

eflet, 20(0 et aai sont deux entiers impairs, on a

4a5 = 4o'î^' (1110(1/1)

et, par conséquent,

4«5+'20(; = O Oilod4).

Le nombre;)' est donc encore entier algébrique et fait partie du système, puis-

qu'il satisfait à l'équation

y-— 2X0.1-1- («0 -•- 3x1 ) = o

dont les coefficients sont entiers (•').

(•) Au lieu de « appartiennenl tous au », il est plus correct de dire constituent le. Il est néces-

saire de supposer le polynôme (i) irréductible. Sinon, les nombres de la forme (i) ne repré-

sentent pas biunivoquement tous les nombres du corps engendre par un zéro du polynôme; il

pourrait même y avoir ainsi plusieurs corps engendrés. (A. C.)

(') IjC terme de système n'est pas utilisé dans le vocabulaire actuel; il prêterait d'ailleurs à

confusion. On dirait, plus précisément : « anneau (ou ordre) des (ou de tous les) entiers du

rorps ». (A. C.)

(') 11 est facile de vérifier, ce que ne démontre pas explicitement H. Poincaré. ([u'on obtient

bien ainsi tous les entiers du corps. Ils sont représentés par les formules

I -+- i/—^ , I— l/^^t , I -4- U'^^ix^y
\

= X ^ hy ,

.r, )' et x'
,
y' étant des couples d'entiers, respectivement arbitraires, liés entre eux par la substi-

tution (modulaire)

X =x'-Jry', y=y'. (A. C.)
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Cola posé, considérons /) ontiers complexes d'un nième syslcmc

„Tl> .l2< .'/••

r.es nonibri's

; = ai_riT- a.-l'.-!-- • •-+- y-pVp,

OÙ les Ci sont des entiers complexes arbitraires du système, sont encore des

entiers cl leur ensemble est appelé un idénl, dont les p nombres Vi forment la

trame (').

Deux nombres complexes Ui cl w., sont rongruenls par rapport à un

idéal (-'), quand .leur difiercnce u^— 11^ fait partie de cet idéal; on peut dire

aussi qu'ils appartiennent à la même classe par rapport à cet idéal. Le nombre

des classes entre lesquelles les nombres complexes se répartissent ainsi par

rapport à un idéal donné, s'appelle la norme de cet idéal.

Un idéal est divisible par un autre idéal A' quand tous les nombres complexes

qui appartiennent à A font aussi partie de A'.

Définissons maintenant \c produil de deux idéaux A et B. Si la trame de A

se compose de nombres complexes

y\, .1», ..., y,,

et celle de B des nombres complexes

celle du produit AB se compose des pq nombres complexes

ziVk (i = 1, 2. • ... 17; A- = I, 2, -, p).

Il est clair que le produit AB est divisible par A et par B; M. Dedekind a

démontré la réciproque, à savoir que, si un idéal B est divisible par A. il est

le produit de A par un autre idéal C ( ').

(') Oii (lirait, de pnjférence ncluellenient, sont les générateurs (Mémoire ci-de.ssus, p. 4>'.

Note). On peut aussi définir un idéal fractionnaire, en prenant pour générateurs des nombres

du corps (en nomijre p fini), non nécessairement entiers. (A. C.)

(-) On dirait actuellement, de préférence, « congrus, relativement à (ou modulo) l'idéal ».

On constate aisément que le nombre de classes relatives à un idéal est bien fini. (.\. C.)

C) Celte équivalence des deux notions de divisibilité : par inclusion, ou par existence d'un

quotient idéal (entier), ainsi que la propriété ir\ultiplicative de la norme, est encore vraie pour

des idéaux fractionnaires. Elle résulte de l'existence d'un idéal A', inverse d'un idéal A (entier

ou fractionnaire), c'est-à-dire tel que le produit des idéaux A x A ' soit l'idéal unité (ensemble

des entiers du corps).

Cette propriété suppose toutefois que ces idéaux sont définis relativement à l'anneau de tous

les entiers du corps (appelé système par H. Poincaré) et non comme cela pourrait se faire aussi

relativement à un ordre quelconque d'entiers. (A. C.)
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La norme du produil de deux idéaux est égale au produit des normes de ces

idéaux.

L'idéal unité est celui dont la trame se réduit au nombre i et qui se compose,

par conséquent, de tous les entiers complexes du système. Sa norme est

égale à i

.

Un idéal quelconque est divisible par l'idéal unité. Un idéal esl premier (')

s'il n'est divisible que par lui-même ou par l'idéal unité. M. Dedekind a alors

démontré le théorème fondamental :

U/i idéal quelconque peut toujours être décomposé d'une manière et d'une

seule en facteurs idéaux premiers.

Il peut arriver que deux trames

soient équivalentes et donnent naissance au même idéal. On peut donc se

proposer le problème suivant : étant donné un idéal défini par sa trame,

réduire cette trame à sa plus simple expression, cest-à-dire la remplacer par

une autre trame équivalente, de façon à abaisser autant que possible le nombre

des entiers complexes dont elle se compose. Ce nombre peut généralement être

réduit à deux et quelquefois à un. Dans ce dernier cas, l'idéal se compose de

tous les multiples de l'entier com|)lexe unique qui forme la trame, et l'on dit

qne c'est un iâéal principal (-).

Considérons maintenant trois idéaux A, B et G qui ne sont pas principaux

et supposons que les produits AC et BC soient des idéaux principaux. On dit

alors que les deux idéaux principaux A el B appartiennent à la même classe (').

Le nombre des classes entre lesquelles se répartissent ainsi les idéaux (et qu'il

ne faut pas confondre avec les classes entre lesquelles se repartissent les

nombres complexes par rapport à un idéal donné) est fini.

t') Lu défiiiitioa des idc.Tux premiers, comme celle de l'idéal unité, concerne bien entendu,

des idéaux entiers (définis par des générateurs entiers, ou constitués uniquement d'entiers;.

L'existence d'idéaux premiers résulte de l'existence d'un nombre fini d'idéaux de norme
donnée. Le théorème de la décomposition (ou factorisation unique), résulte de cette existence

et de l'équivalence des deux notions de divisibilité. (A. C. )

(-) La trame [ou le générateur (unique)] est aussi appelé la base; elle n'est définie qu'au

produit près par une unité (ou diviseur de l'unité) du corps. (A. C. )

(') Il est équivalent, et, peut-être, plus simple, de dire que le quotient des idéaux A x B~'

est un idéal princip.nl (a priori fractionnaire). (A. C.)
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Nous considérerons on parliciilier les idéaux (jue 1 on obtient en partant de

rt'qualion

x- -- I = n.

Lu système des entiers complexes corrrespondanls se compose de Ions les

entiers de Gauss

a — bi,

où a et /' sont entiers.

11 n'y a alors qu'une seule classe d'idéaux, et tous les idéaux sont principaux.

Un idéal quelconque se compose donc de tous les multiples d'un nombre

complexe a + bt, qui forme sa trame, il a pour norme a^+ b- et peut être

représenté lui-même par le symbole a+ bi. Mais il importe de remarquer que

deux nomi)res complexes a + bi et c + di peuvent donner naissance au même

idéal.

Si, en ellet,

c = — fl, if = — b,

ou si

c = — b, d = a,

OU si

c = b, il =^ —a.

C + di est multiple de a + biaia+bi multiple de c-\-di, de sorte que les

deux idéaux représentés par les symboles a + bi et c -l- di sont identiques ; ce

sont d'ailleurs les seuls cas où cela ait lieu (' ).

Les idéaux premiers sont de trois sortes : à tout nombre premiery>, de la

forme 4« + i) correspondent deux idéaux premiers, de norme commune^;

à lont nombre premier q, de la forme 4'* + 3, ne correspond qu'un idéal

premier de trame q, et de norme q-

.

En efTet, un nombre premier p de la forme ^n-\-i peut, d'une manière et

d'une seule, se décomposer en une somme de deux carrés

p = x'^-i- y-,

et les deux idéaux x + iy c\. j: — iy sont les deux idéaux premiers de norme/».

(') Suivant ces cas, a->-lii csl le produit de c -h di par — i, ou par -hi, ou par — i; ces trois

entiers et i. sont les unités, ou diviseurs de l'unité, du cmps (entiers dont les inverses sont

aussi entiers). ( A. C.)
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Si, au contraire, p esl de la tonne 4« + 3, il uesl pas somme de deux carrés

el n'est divisible par aucun nombre x-\- iy (y yé o).

Il y a enfin un idéal premier qui a pour norme 2 et qui constitue la iroisiéme

sorte : c'est celui auquel on peut donner pour trame i + / ou i — /.

Ainsi, le nombre des idéaux premiers dont la norme ne surpasse pas x

(x > 2) est égal à deux fois le nombre des nombres premiers ordinaires de

la forme 4« + ' 7"' "^ surpassent pas x, plus le nombre des nombres

premie/'s ordinaires de la forme 4" + 3 qui ne surpassent pas y/x, plus 1

.

Soit m-]- ni la trame d'un idéal quelconque; nous savons que cet idéal ne

change pas quand on change m el n en — m et — /;, ou bien — n et m, ou

bien encore en — n et — m. On obtient donc tous les idéaux possibles, et

l'on n'obtient chacun d'eux qu'une fois, en donnant à m et à ra toutes les

valeurs entières qui satisfont aux conditions

Revenons au cas général. Soient A el B deux idéaux quelconques, principaux

ou non. Le symbole

'A

\/i

n'a, on général, aucun sens ('). Nous conviendrons, néanmoins, de définir la

nonne de ce symbole en disant qu'elle est égale à la racine/?'''""' de celle de A,

divisée par la racine/?'""'" de celle de B.

Si l'idéal A est principal, il se compose de tous les multiples d'un nombre

entier complexe j'; la valeur absolue de la norme de ce nombre complexe _;>' est

égale à celle de l'idéal principal dont il est la trame. Si ce nombre complexe

i:j7 -t- 5t.>a;-+ .

est rationnel ('-), ce qui arrive si :«i ^= «, = ... =^ ^-m-i, sa norme se réduit ày'",

m étant le degré de l'équation (i). Si donc y est un nombre rationnel non

entier, on peut encore dire que sa norme est égale À y"'
; et nous conviendrons

enfin de dire, si y est un nombre rationnel non entier et A un idéal, que la

(') En ulilisaiil la iiotioQ d'idéal fractionnaire [p. 4âj, Noie <')], ce symbole a prcciscment le

sens qae lui donne H. Poincaré. (A. C.)

{-) H. Poincaré avait employé le qualificatif ri-el (opposé à complexe) en lui dutinatU évidem-

ment le sens de rationnel (cette confusion était explicable en iSj2; on a ciu devoir la supprimer

dans l'édition présente). (A. C.)
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nonne de y '\ est égale à l;i racine />'""" de celle de j-, divisée par la iaciney>''
'""'

de celle de A (').

5. Occupons-nous niainlenanl d'étendre à ces idéaux premiers les lliéoiènies

de M. Tchebicliefr, en euiplovanl des notaliuns analogues.

Soient x un idéal quelconque;

T(a:) la somme des logarithmes des normes de tous les idéaux dont la

norme ne surpasse pas celle de x\

0(ar) la somme des logarithmes des normes de tous les idéaux premiers

dont la norme ne surpasse pas celle de x.

Il résulte d'abord de là que si x„ elx, sont deux idéaux de même norme, on a

T(a-o)= T(x,), 6(.f„) = 6(a:,).

Il peut arriver qu'on ne sache pas ce qu'on doit entendre par t/-; mais nous

pouvons toujours désigner pariOf t /— )
la somme des logarithmes des normes

de tous les idéaux premiers dont la norme ne surpasse pas la racine 771'"""^ de

celle de l'idéal x divisée par la racine //i'*™' de celle de l'idéal 11.

Je dis alors que l'on a

la sommation étant étendue, d'une part, à tous les entiers réels positifs m, et,

d'autre part, à tous les idéaux 11 du système.

Soit, en eiret, E(x) ('-)le nombre des idéaux dont la norme ne surpasse pas

celle de x, et, par conséquent, E( 1/- ) le nombre des idéaux dont la norme

ne surpasse pas la racine m'"""^ de celle de x divisée par la racine 77i"""^ de celle

de n.

(' ) Ces cori\entiuiis s'èleiicleiil iuiiiudialeineiil au cas des idéaux fractionnaires. Kii parti-

culier la norme d'un idéal principal est égale à la valeur absolue de la norme de sa trame (ou

base). Si cette trame est un nombre rationnel y, la norme de l'idéal est \y\"' (ni degré du

corps). (A. C.)

(') Cette notion généralise celle de la partie entière (p. l\'\\). En effet, dans le corps des

nombres rationnels, la norme d'un idéal, nécessairement principal, est égale à la valeur absolue

de la base. Si l'idéal est entier de base «, ce nombre est aussi le nombre d'idéaux entiers, dont

la nùrm« ne dépasse pas n. Toutefois, dans le corps des rationnels on peut définir P.(x), pour

un nombre x, réel, quelconque, tandis que pour un corps algébrique, la définition de E(x) ne

s'applique plus qu'à un idéal x (entier, ou peut-être fractionnaire). (A. C.)
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Soil «
(
1/ ""

)
nr"3 fonction définie comme il suit :

^(1/!)='' si nonne j|/^i.i,

la norme de l/- étant définie comme au paragraphe précédent.

11 résulte de cette définition que

Toutes ces définitions s'étendent immédiatement au cas où x, au lieu d'être

un idéal, est un nombre réel ordinaire positif entier ou non entier; nous avons,

en effet, défini au paragraphe précédent ce qu'on doit entendre par la norme

Cela posé, on a évidemment

(2) ''^("••'=2"(^)'

En ell'et, ceux des termes du second membre (|ui sont égaux à i et non pas

à zéro sont ceux tels que

norme n ^ norme x.

et leur nombre est précisément E(^).

Cela posé, je dis que

i) T(^) =2 [
E (^") Kn/> + E (^:) logn/> ^. .

.

] =2 E
(^^,)

l"g"y-

Nous écrivons, pour abréger, lognyj pour

log norme de ]>.

La sommation doit être étendue à tous les idéaux premiers /? et à tous les

nombres entiers réels et positifs m.

En effet, T[x) est, par définition, la somme des logarithmes des normes de

tous les idéaux dont la norme ne surpasse pas celle de x. Si nous supposons

tous ces idéaux décomposés en leurs facteurs premiers, T(x) est la somme des

logarithmes des normes de tous ces facteurs premiers.
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(combien de l'ois entre, dans celle somme, le logarithme de la norme de/* ?

Il V entre :

1° Autant de fois qii"il y a d'idéaux divisibles par y^. Il y en a évidemment

E I - j; car, si)- est un idéal divisible par/? et dont la norme ne surpasse pas

celle de x, on peut trouver un idéal z tel cjue zj) =^ ) ,
et dont la norme ne sur-

passe pas celle de -
;

2" Autant de fois (ju'il y a d'idt'aiix divisibles jiary/-', c'est-à-dire E
( ^, ) fois ;

car un idéal divisildc par p- conlient le fadeur />, non pas une fois, mais deux

fois
;

3" Autanlde fois qu'il y a d'idéaux divisibles par/>^, c'est-à-dire E (— |
fois;

car un pareil idéal contient le facleur/j, non pas deux fois, mais trois fois.

Et ainsi de suite.

La formule (3) est donc déiuontr(''e.

On a, d'autre part,

la sommation étant étendue à tous les idéaux premiers/?.

En eflTel, 0(x) est la somme des logarithmes des normes des idéaux premiers

dont la norme ne dépasse pas x. Le terme logn/? doit donc entrer dans

l'expression de 0(x), avec le coefficient i ou avec le coefficient zéro, suivant

que la norme de /; ne surpasse pas ou surpasse celle de x, c'est-à-dire

suivant que ^-
(
—

)
est égal à i ou à zéro.

On en déduit

•(v/l,)-2"Gi/i)'°^"''=E"(7^)'""^.

la sommation étant étendue à tous les idéaux premiers/»; et

la sommation étant étendue : i" à tous les idéaux premiers /> ;
2" à tous les

idéaux possibles n; 3° à tous les entiers réels et positifs m.

IIP. -V. 59
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D'autre pari, la combinaison des formules (2) et (3) donne

T(-)=2E(-^)logn;,=2«(;;^)logn^.

La formule ( 1 ) est donc démontrée. Je l'écrirai sous la forme suivante, en

introduisant une fonction auxiliaire 'J^{x)

T(x)=V^(^), 4,(:r)=29(7^)-

6. Bornons-nous maintenant aux idéaux qui se rapportent à léquation

x-- + i=o, et qui, comme nous l'avons vu, peuvent être représentés par les

symboles m -+- ni.

Nous aurons besoin de savoir calculer la valeur asymplotique pour x très

grand de certaines sommes de la forme suivante

la sommation étant étendue à tous les idéaux distincts m + ni dont la norme ne

dépasse pas celle d'un nombre réel donné x, c'est-à-dire à tous les systèmes de

valeurs de m et de « telles que

(i) m^ï, « ^ o, m''-i- n^^x''.

Supposons d'abord que la fonction ci)(^, ri) soit constamment positive et

croissante, c'est-à-dire que l'on ait

9(1 + A, •r,-t-A-)>?(?, -o),

si h et A" sont positifs.

On a alors

5 ( m, rt ) < // 9 ( ?, Tf) ) <i| ofïi < 9 (m -4- I , n-i-i),

l'intégrale double étant étendue à la surface du carré qui a pour sommets les

quatre points

m, n; m -^ i, n; m, n -h 1 ; /n -1- l , n -h i
;

que j'appellerai, pour abréger, le carré (m, n).

Donc

l'intégrale double étant étendue à tous les carrés {m, n) satisfaisant aux condi-

tions ( I ).
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Or tous ces carrés sont enlièreineni contenus dans l'aire limitée par les

droites 5 ^ i , rj =r o et par le cercle

c'est-à-dire dans l'aire ACDHFKA de la ligure 1 et n fortiori dans l'aire

ACDHGEBA limitée par les deux axes et par les circonférences

aire que j appellerai, pour abréger, Taire Ct. Notre somme

est donc plus petite que l'intégrale double A étendue à l'aire Ct.

Cherchons maintenant une limite inférieure de cette somme; comme o est

essentiellement positif par hypothèse, elle est plus grande que la même somme

étendue aux mêmes combinaisons de valeurs de m et de n, à l'exception des

suivantes

(2) //l = I, rt = I
;

m, rt = o.

De plus, chacun des termes ainsi conservés est plus grand que l'intégrale

double étendue au carré (m — 1 , n — i). Donc

2]?('", n)>jj'^{^;y^)cr^dr^,



468 NOMBRES PREMIERS.

l'intégrale double étant étendue à l'aire Ôi de tous les carrés (m — i, n— i)

tels que

/?i^i, rt ^ I (ni--t- n-) ^x-;

à l'exception du carré (o, o).

Appelons CX' l'aire ACFEBKA, limitée par les deux axes, par les côtés BK
et AC du carré (o, o) et par le cercle

E5-hV=(.f-v'2)'-';

cette aire cX' sera entièrement contenue dans l'aire Ôh. La somme est donc

plus grande que l'intégrale double A' étendue à l'aire Ci',

f r(?, r,)d^^dr, = A >^ z(m, n)>X'=J' z(l, r,)./?rfr..

La difVérence A — A' est l'intégrale double étendue d'une part au triangle

curviligne ABK, d'autre part à l'aire CDHGEFC. Admettons que le rapport

tende vers zéro quand x croît indéfiniment; il sera aisé de vérifier que celle

condition est remplie dans les diverses applications que je ferai plus loin.

On aura alors

Z:j(m, n)
liiD —:

—

=1,

ce que nous expriuierons en disant que l'intégrale A est une valeur asymptotique

de la somme

7 a( m, n ).

Supposons maintenant que la fonction 'j(i, /)) soit constamment positive et

décroissante, c'est-à-dire que

^(Eh-A, tih-A-)<?(E, -n),

si h el A" sont positifs.

On aura alors

ç(m, n) > // ç(Ç, r^) d\ rfij > !p(m -<- I, a -¥- l),

l'intégrale double étant étendue au carré («i, n).

On aura donc

^çfwi,
")>J/ ?(?' h)<^dt^,

J
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rinlégrale étant étendue à tou.s les carrés (m, n) tels que

(l) m^l, ii^o (m- -i- n-) i^ X-,

ou à toute aire contenue entièrement dans l'aire recouverte par l'ensemble de

ces carrés.

Tel est le cas de l'aire VCFKA, que j'appellerai (5 et qui est limitée par les

droites ? = i , r) = o cl par le cercle

?--i--n'-= {^ — /â)"-

Si donc je désigne par C l'intégrale double étendue à l'aire C?, il vient

^o(«j, «) > C.

Posons

ij étant la somme étendue aux valeurs

( 2

)

m ^ i. /( = I ; /() : /( = o.

et il la somme étendue aux autres valeurs. On a alors

V < /^ 9(1, •ri)</ÇrfTi,

l'intégrale double étant étendue à tous les carrés (m — i , n — i) tels que

m >^ i, n^i ( /n- -¥- II") ^ .v- ,

à l'exception du carré (o, o); ils sont intérieurs à l'aire Cl.

On a donc

y < A = // =(E, -nje/id-n.
--^I J/cl

et, par conséquent,

c<2?('«. ")<A+21.,-

Or, dans l'unique application (') que nous ferons <p(m, «)=r —;; -\,

il est facile de voir que -, cl C — A restent finies quand x croît indéfiniment,

tandis que les deux intégrales C et A croissent au delà de toute limite.

(') En réalité, H. Poincaré utilise (p. j-i) une deuxième application =(/«, n) = - • (A. C. )
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On aura donc encore

A

c'est-à-dire que A sera encore une valeur asymptotique de I.(f(/n, n).

Soit d'abord

z{in, n) = log( m" ^- n- ) ;

^ 9('". n
,)
= T( j-"l.

La fonction log(/n'- + /!-) est positive et croissante dans l'aire Cl. T(j-) a

donc pour valeur asymptotique

'^ = // log^ç--^-^•-,>'/Ça''..

Ma

c'est-à-dire

r(x-i-v'2)'i / r\ (^-<-v'2)'l\=-|i _i_i.log(x+ v/a)— ^

f^ J'

ou bien encore

— x- logx,

puisque

lini — —X- log,r = i i pour x = »).

Soit maintenant

ç(m, n) = i;

d'où

X' 9(m, n) = E(x).

La valeur asymptotique de E(a;) est l'intégrale

X =
If

d'çdti,

c'est-à-dire

ou bien encore

-X-

T"'
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puisque

lim -r-
'—— = I (pour x = »).A 4

Soit enfin

La fonction 9 est celte fois décroissante; la valeur asjmptolique de

y-r^'^U m- -f- n-

est l'intégrale

-IJ
c'est-à-dire

A = - log(a; -\- 'Jt,).

ou plus simplement,

— losx,
2

puisque

1- 'O?^
/ ^lim — = I (pour j- = 00).

log(a;+ v/â)

Soit maintenant

ijm'- -I- /!-

il vient

1 V I (T d'cd-n
valeur asymptotique > —^^=^ = // — '

^^ v//n- -H «- -t'a' v^Ç- -t- TTi"'

L'intégrale étendue à l'aire (ft est égale à

" (:C -H v^ — l).

I^a valeur asjmptolique de 7, est donc égale à

puisque

lim
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En résumé, on a ainsi obtenu les valeurs asymploliques (
'

)

T( a; ) = 7 y.{
'-—^ ) lou( ni -t- //( »,

- x- W'x
;

^•^ \l>l — l/l / - 2

^^ \iii-^inj m- -h II-

-J \'«-i- "'/ ^/n-^ /i-

.l'aurai besoin, pour ce qui va suivre, non seulement de la valeur asymplo-

lique de E(a'), mais d'une limite supérieure et d'une limite inférieure de cette

quantité. D'après ce qui précède, elle est comprise entre

ff 'l\dr, Cl
\\

d\d-r,.

.."cl' ,/'rt

Donc

"} i-v — v'-' T — i < l^lX ) < ~ (x -h
v'--'.

)" — 7 •

I I I

Nous avons supposé que x est un nombre réel positif; si nous voulons avoir

deux limites de l'expression (-)

^).

il faut, d'après la définition de cette expression, remplacer dans les inégalités

qui précèdent, x par le nombre réel positif qui a pour norme la norme de x

(') La fonction al —] est égale à i ou zéro, suivant que la norme de m -k- in est au plus
\m-^inj ^

égale, ou est supérieure à celle de a; (p. 44^ et !^6'^). On peut la supprimer, en explicitant que

les sommes sont étendues aux entiers (complexes) m-i-in dont la norme ne dépasse pas

celle de x.

On a reproduit intégralement les raisonnemeuts et calculs géométriques de H. Poincaré, qui

pourraient évidemment être abrégés et simplifiés.

Des calculs analogues avaient déjà été faits par Lejeune-Diriclilet pour déterminer le nombre
de classes de formes quadratiques binaires d'un déterminant donné. Ils ont été repris par

Dedekind (Supplément de la Théorie des nombres de Lejeune-Diricblel) pour traiter le

problème connexe du nombre des classes d'idéaux d'un corps en clierchaiit la limite du quotient

par t du nombre T d'idéaux principaux, divisibles par un idéal A, dont la norme est au plus

égale à t. ( Voir D. Hilbert, Théorie des corps de nombres algébriques, trad. franc., p. 54-)

On peut aussi en rapprocher certains raisonnements géométriques de la Géométrie des

nombres de Minkowski. (A. C. )

(') Il est à remarquer que, provisoirement, m et n désignent maintenant ici des nombres

entiers fixes. On les fera varier dans le numéro suivant. (A. C.)
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divisée par celle de m + in, c'esl-à-dire par le uoinLre réel posilil

\i m- -+- Il
-

Il vient doue

'i V \"'- -+-"'
/ ^ '" "" '" / " \ \'m- -h II-

'' " "- .<^(-^)<^
\ m--hn- 2 ^'mi^n- i \m-i-in/ /(/«'^^/i^ * 2 ^1^i ^ „-i 4

Eu rapprochant de la limite inférieure trouvée pour E(a;) on obtient

\iiii-iiij m- -i- n-
:> ' . «j- «- '" — "' ' 1 \ - / m-^ fl-

ou, a fortiori,

(.) kf-^^ 1- 41:^1 <-4^^A= + il.

I
\iii ^ i/i I m- -h ii-\ ^ ,„2^ „•> .',

7. Nous allons nous proposer d'évaluer la somme

.â^ \iii -h m /

étendue à tous les idéaus m -+- in possibles. Il suffit évidemnieul de l'éleudre à

tous les idéaux dont la norme ne surpasse pas celh^ de x. Car, si la norme de

m -\- in était plus grande que celle de x, on aurait

\ m ~ in I

Je dis qu'on a asymptotiquemenl, pour x très grand,

je veux dire que le rapport des deux membres tend vers l'unilé quand x croît

indéfiniment.

En eflel, la dilTérence entre les deux membres de (2) est. en vcriu de l'inéga-

lité (i), plus petite en valeur absolue que

(3) -X v2 7 .

- > -T»! —'—— )• /^
^ ^ s/m=--/,-- -J 4 V '« - '« /

'

Il est facile de trouver la valeur asvmplotiquc de celte expression (3), car

H. I'. — V. Go
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d'une pari, nous connaissons celle de 7 - qui es
y/m- -H «-

et. d'aulre part,

.-J 4 \m ^ m/ 4

a pour valeur asymptolique

16
'

La valeur asjmptotique de (3) est donc

I(i

Considérons maintenant le second membre de (2); sa valeur asymptolique

produit de celles de E(x) et de 7 —:^ csl

La comparaison de cette valeur asymptolique avec celle de (3) montre que

le rapport de (3) au second membre de (2) a pour limite zéro et par conséquent

que le rapport des deux membres de ( 2 ) a pour limite 1

.

Donc l'expression

VEf—1_)
.••^ \ m + m I

a pour valeur as^'mplotique

^ x"- loga:.

8. On peut lirer de là des conséquences analogues à celles du n" 2.

Je me propose de démontrer que, si a > i, on aura une infinité de fois

(i) •if:r)< i^E(^-:).

Si cela n'élail pas vrai, en effet, on pourrait trouver un nombre Xo assez

grand pour que, pour toutes les valeurs de x plus grandes que x^^ on ait

^{x)~> — E(a:);
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on pourrait alors trouver un nomhro b nssez grand pour ijui",

(pour j-o> J- > i), 't'C^)
" — E(.r) — bx(x).

Enfin pour x < i , on aurait évidenmicnt

l<(.-r)= -!-^E(.r)-6a(a:),

lorsque

•i(x) = K(.T) = a(ir) = <>.

L'inégalité

'i>(a:)> ^ E(.f~i — />a(.rj

sérail donc vraie pour toute valeur de x.

On en déduirait

,<bd ' \ w -I- ^« / - éi^ \ m -+- m J ^ , m -\- in I

ou bien

il) T(j;i>^"yE('—^^^ — 6E(a7l.
- ^.^ \ m -¥- m I

Mais le premier membre de celte inégalité a pour valeur asymptotique

— X- logar,

le second membre a pour valeur asAmptotique

Si a > I , celte seconde valeur asymptotique est plus grande que la première.

L'hypothèse faite est donc absurde, et nous devons conclure que l'inégalité (i)

a lieu une infinité de fois.

On démontrerait de même que si a > i , on a une infinité de fuis

t:

En utilisant la valeur asvmplolique trouvée pour 'E(x). on jieul énoncer le

même résultat.

On a une infinité de fois

6(a:)>aj:-, si (7 < i

,

'K x) <' n.T°. si (T>i.
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Dans le cas des nombres premiers rationnels, M. Tcliebichefl avail trouvé

qu'à partir d'une certaine valeur de x on a

•^{x) <i\ ,l\ .X.

On pourrait trouver une inégalité analogue par des procédés semblables à

ceux qu'a employés le savant russe, mais il est plus simple de la déduire de la

sienne.

Pour éviter toute confusion, je désignerai par Oo(a;) et 'J>(](a;) les fonctions

de M. Tchebicheff relatives aux nombres réels; et je continuerai à représenter

par O(^) et ']'(.«) les fonctions relatives aux idéaux (du corps considéré).

Alors Oo(a;'-) est la somme des logarithmes de tous les nombi-es premiers qui

ne surpassent pas x-\ et 0(a?) est la somme des logarithmes des normes de tous

les idéaux premiers dont la norme ne surpasse pas celle de x, c'est-à-dire

deux fois la somme des logarithmes des nombres premiers de la forme ^n-\-\

qui ne surpassent pas x-\ plus la somme des logarithmes des carrés des

nombres premiers de la forme 4« + 3 qui ne surpassent pas a? (c'est-à-dire plus

deux fois la somme des logarithmes de ces nombres premiers), plus le loga-

rithme de 2.

Combien de fois le terme log/? figurera-t-il donc dans 0|,(a;-) et dans 6(37)?

Si /) = 2, une fois dans 0,,, une fois dans 0.

Si/)^4«+ ')/>;= ^'1 une fois dans 9n, deux fois dans 0.

Si /> = 4" +3, p ±^x, une fois dans 0„. deux fois dans 0.

SiyC»=i4rt + 3,/?>>a;, p^ a;'-, une fois dans 0„, zéro fois dans 0.

Si p > x', zéro fois dans Oo, zéro fois dans 0.

On peut déduire de là l'inégalité

Si nous désignons par 0, [x) et Oo(.i) la somme des logarithmes des nombres

premiers de la forme 4'i+ i et de la forme 4» + 3 qui ne surpassent pas x, on

a donc

(
{x) =^^i{x'-)-\-^.{x) -i-log2.

i Oo(a:'-)= e,(x5)-+-e,(a;=)-l-Iog2.
(3)

Gomme on a

J/(a;) =e(ar) -he(v^) -^9(Vï)

6o(a;2) = e„(a;=) + eo( sj'x^) -H OoC V^)
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il vlt-nl é!;ulenicnl

•h{x) < 2'{/o(a:2),

et l'on a, à partir d'une certaine valeur de a:,

D'autre part, nous retrouvons les inégalités

(l(a;)>B(a;)>J;(:r) — 26(\/ï),

d"uù

<b{x)>^{x)>'l{x)-!y,\\X.

On a une infinité de (ois, si a > i

,

^{x) < ax-,

et. par conséquent,

^{x) < ax-.

On a une infinité de fois, si a < «'< i

,

•^{x) > a' x",

et, par conséquent, si x est assez grand,

6(a;) > rt'a;--H 4, 44'^ > «.r-.

Si donc le rapport -—7- tend vers une limite, cette limite ne peut être q<ie

l'unité.

Si l'on observe que la diiïérence

e(x) — i^i(x-)

est égale à On (j;)+ log 2, c'est-à-dire est positive et plus petite que 0„(a?), ou,

a fortiori, que i , 1 1 x (si .£ est assez grand), on conclut qu'elle est négligeable

devant x'.

Donc, on a une infinité de fois

et une infinité de fois
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Donc ta somme des logarithmes des nombres premiers de la forme /in+ i

qui ne surpassent pas x est une infinité de fois plus petite que— si a'> i

,

et une infinité de fois plus grande que — si a <,\ (*).

C'est ce qu'on peut exprimer d'une façon vague, mais concise, en disant que

celte somme oscille autour de -•

9. Soit maintenant '^\{jo) la somme des lop;arithnies des nombres premiers

de la forme 4« + ' qui ne surpassent pas x.

Nous aurons, en appelant p ces nombres premiers (^),

?,(a:)=2|'> 0,(x)=2log/',

et, puisque logyD < log^r,

loga;^! ==^\ogx >^log/),

Oi(a;)logiC > flifar).

Oi-, on a une infinité de fois

Oi(a;) > — , si a < i;

donc une infinité de fois

CLX
=i(a;)> —i

) SI a <i.
2 \o§x

D'autre part, Oi(x) est la somme des logarithmes de Oi{x) nombres entiers

tous différents entre eux; il est, par conséquent, plus grand que la somme des

logarithmes des nombres entiers, au plus égaux à cpi(a;), c'est-à-dire que

Tf?i(^)].

Je donne ici à T(^) la uième signification que M. ïchebicheff, c'est-à-dire

la même signification que dans les n°' 1 à 3 (p. 443), et non plus la signification

que je lui ai donnée dans les n"* 5 à 9.

('J Cette Iransformntioii des résultais ile Tcliebiclielf ne fait plus intervenir, que d'une façon

accessoire, les idéaux de l'anneau des entiers de Gauss. Elle pourrait peut-être s'étendre au cas

de nombres premiers d'une progression arithmétique ( quelconque, ou tout au moins contenant i).

Il apparaît cependant plus simple, dans ce cas, d'utiliser la fonction t,(s) de Riemann ( Ency.

des Se. math., I-17, n° 48, loc. cit. ci-dessus, p. ^5^). (A. C).

(') On a déjà signalé (p. 454)i qu'il était sans doute préférable d'écrire

ç,(a;) ou n(a;)=^«(^). e,(x)=2]«(^)log/5. (A. C.



NOMBRES PREMIERS. 479

Je rappelle maintenant que, dans le n" 3, en utilisant les inégalités

z{x)\ogx> 6(x),

T[9(x)]<e(^),

el la suivante

6(x)< (IX,

qui doit avoir lieu »ine infinité de fois si a <; i
,
j'ai déduit que l'on doit avoir

une infinité de fois

ax
loga;

De même ici j'ai les deux inégalités

9i(a;) loga; > 8i(a;),

T[=,(a;)]<6,(a:),

et je sais que 1 on a une infinité de fois

9.(^)<^.

si a > I. Je puis doue répéter le mémo raisonnement sans v rien changer et eu

déduire le même résultat.

On aura une infinité de fois

ax

si a > I.

Ainsi le nombre des nombres premiers de la forme 4« + i '/«< ne

surpassent pas j; est une infinité de fois plus petit que —. si a > i et une

infinité de fois plus srrande que —, si a <i\

.

J J f o ' ! loga:

C'est ce qu'on peut exprimer en disant que ce nombre oscille autour de —r^

—

^ ^ '^
1 2 \ogx

pendant que le nombre total des nombres premiers non supérieurs à x oscille

autour de-; > ou, d'une manière plus Incorrecte encore, en disant qu'il v a
logj; '

-

autant de nombres premiers de la forme \n-\-\ qu'il j en a delà forme 4 «+ 3-

11 est clair qu'on pourrait, en raisonnant tout à fait de la même manière,

trouver des résultats analogues en partant d'idéaux construits à l'aide d'une

équation fondamentale autre que a:'''+i = o. Deux nombres s'introduiraient

alors dans les calculs, à savoir le nombre des classes d'idéaux et un nombre

dépendant des unités complexes; mais je crois qu'ils disparaîtraient à la fin du

calcul.
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NOTE
(PARTIE 15).

On sail que pour étudier les nombres premiers, Tchebiclied" avait construit des

fonctions d'un nombre réel positif (,r > i)

T(a;) = ^log« (/i entier ^ a;),

0(x) =^log/) (p entier premier ^x),

eiilie lesquels existent des relations aiitlmiétiques par linterniédiaire d'une fonction

auxiliaire J^(.r)

<L(a:) =^e\x'7, T(a:;) = N^'M-) f « ont ier de i à x),

donc aussi les relations qui résultent des formules d'inversion où intervient la

fonction [x(«) (p. !\\o, noie). Il utilisait ensuite de façon très ingénieuse l'expression

„U, = T(„-HT(i)_T(£)_T(|)-T(f).

qui peut être mise sous forme de la somme d'une série alternée (et bien entendu

aussi les formules d'approximation de n \').

II. Poincaré a d'abord cherché à utiliser les mêmes fonctions avec daulres procédés

d'approximation. C'est ainsi qu'il considère les fonctions auxiliaires T'.{x) et d/'(a;)

entre lesquelles existe une relation analogue à celle qui lie T[x) et '\{a-) (p. [\[\'\

à '449).

Il reprend ensuite l'expression U(j;) de Tchebichell, mais pour la comparer à

la fonction U'(x) construite de même façon à partir de T'(,x) (p. 448 à 45i ).

Enfin il utilise encore (n°2, p. 43i à 454) une fonction

V(ar)=\^E/-) (/i entier de I il 00).

Il obtient ainsi des inégalités, « moins précises » dit-il, que celles de Tchebichell',

mais dont il espérait une généralisation plus facile. Elles montrent notamment que si

pourx infini, a une limite, ce ne peut être que i . Il en résulte que la fonction '^{x)
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OU n(a'), qui est égale au nouibie de nombres [)reiiiiers qui ne dépassent pas .r,

vérifie la propriété asvmploli(]uc : si pour .v inlini

a une limite, ce ne peut être que i (n" 3, p. ^5\ à 457)-

Il pensait que ces considérations pourraient s'étendre au cas de corps quelconques.

Kn fait, cette extension s'est révélée relativement difficile. Comme il a été signalé

en note (p. 478) l'utilisation de la fonction Ç(4) de Riemann constitue une méthode

plus souple et plus puissante que l'utilisation des fonctions de Tchebicliefi'; elle a

permis notamment d'établir que —^) ainsi que U.{a;) -j a ellectivemeut pour

limite i {Ency. des Se. math., Edit. franc., I, 17, n"* 42 à kl).

Cependant l'extension de t,{s) à un corps quelconque de nombres algébriques n'a

été réalisée qu'à une date relativement récente par M. Hecke (Landau lui a consacré

un Ouvrage : Einfuhrung in die elementure iind analjtische Théorie der alge-

braische Zahlen und der Idéale, 1° édit., 1917, 2'' édit., 1927). Postérieurement

MM. Selberg et Erdôs ont établi les valeurs asjmptotiques précédentes sans utiliser

les propriétés des fonctions entières. Un exposé de leur méthode a été fait par

M. Yan der Corput {Mathemaliscli Centrum, Scriptium I, Wijltenbachstratl f),

Amsterdam).

En vue de cette extension qu'il espérait possible, II. Poincaré a exposé (n° k,

p. 457 à 463) une théorie des idéaux, d'après lexposé français de Dedekind qu'il

avait déjà utilisée dans un Mémoire antérieur. On a cru devoir, dans quelques Notes,

préciser les renseignements nécessairement assez succincts qu'il a ainsi donnés. Il a

ensuite construit ( n° '6, p. 'fi3 à 4^5 ) des fonctions analogues à celles de Tchebicliefi'

T(x) =: ^log(norme n) (norme n < norme x),

<l{x) = ^log(noinie Pi (norme P < norme r),

.X et H idéaux entiers; P idéal entier premier.

Elles vérifient des formules analogues à celles des nombres rationnels avec

l'introduction d'une fonction auxiliaire

6(.)=2o[nu,n...,..^] Tr.,-) =2^ ^'

les sommes étant étendues à tous les idéau.x /i (entiers).

Mais ces expressions sont ainsi fonctions d'un idéal x et non plus d'un nombre
réel positif (quelconque); on pourrait peut-être les généraliser en prenant pour a:

un idéal fractionnaire. Il ne semble pas que, même ainsi, il soit possible de leur

appliquer les calculs soit de Tchebichell', soil de Poincaré.

H. P. - V. 61
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En fait, dans les numéros qui suivent (6 à 9), II. Poincaré applique sa méthode

de calcul aux idéaux du seul corps R(j) (ou encore aux entiers de Gauss) pour

lesquels tous les idéaux sont principaux. La considération de ce corps est encore

équivalente à une répartition des nombres premiers rationnels eu trois sortes

(p. 46i) :

(2) = (i + i')'-, (i+i de norme 2);

p = mult. 4 + ij {p) = {x + l'y) X (x — i'r) {x ^.- (r pi'emiers de norme p);

q = nuilt. 4 H- 3, (</) premier, de norme q"-.

Un calcul d'aires (^6, p. 464 à 474) 'ui peimet de trouver des valeurs asymp-

totiques de divers fonctions (p. 472). H en déduit (n°* 8 et 9, p. 474 à 476) des

propriétés asymptoliques des fonctions '^{x) et 6(a;) du corps R(«) analogues à

celles qui avaient été trouvées pour des fonctions analogues dans le corps des

nombres rationnels, ce qui conduit à comparer la répartition des nombres premieis

des progressions 4" + • et- 4" + 3-

H. Poincaré montre aussi sommairement que ces résultats pourraient se déduire

de ceux de TchebichelT en n'utilisant qu'accessoirement la considération des idéaux.



SEIZIÈME PARTIE. — ARITHMÉTIQUE DES COURBES ALGÉBRIQUES.

(Analyse, p. i3.)

SUR LES PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES
DES

COURBES ALGÉBRIQUES

Journal de Mathématiques, 5' série, t. 7, fasc. III, lyoi, p. iGi-233.

Introduction.

Les pi'opriélé arithmétiques de certaines expressions et, en particulier, celles

des formes quadratiques binaires, se rattachent de la façon la plus étroite à

la transformation de ces formes par des substitutions linéaires à coefficients

entiers. .le n"ai pas à insister ici sur le parti qui a été tiré de l'étude de ces

substitutions et qui est assez connu de tous ceux qui s'intéressent à l'Arith-

métique.

On peut supposer que l'étude de groupes de transformations analogues est

appelée à rendre de grands services à l'Arithmétique. C'est ce qui m'engage

à publier les considérations suivantes, bien qu'elles constituent plutôt un

programme d'étude qu'une véritable théorie (').

Je me suis demandé si beaucoup de problèmes d'Analyse indéterminée ne

peuvent pas être rattachés les uns aux autres par un lien systématique, grâce

à une classification nouvelle des polynômes homogènes d'ordre supérieur de

(') Les notes signées F. C. sont de François Chàtelet, et celles signées A. N. de A. Néron;

une partie de leurs travaux ont été inspirés par ce que H. Poincaré a lui-même appelé modes-
tement un programme d'études. (A. C.)
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Irois variables, analogue à certains égards à la classification des formes

quadratiques.

Cette classification aurait pour base le groupe des transformations biralion-

nelles, à coejficienls rationnels, que peut subir une courbe algébrique.

II. — Courbes unicursales.

Soit/(ar, )', z) un polynôme homogène en x. y. z, à coefficients entiers {').

On peut regarder l'équation

/(' ,r, -) = o

comme représentant une courbe algébrique plane en coordonnées homogènes.

Deux courbes y"=:o et/i=o sont alors équivalentes^ ou appartiennent à la

même classe, si l'on peut passer de l'une à l'autre par une transformation

birationnelle, à coefficienls entiers ou rationnels (-).

J'observe d'abord que deux droites

ax -'- by -- cz = o. «|.r -- b^y-'- Ci ; =o

(où les coefficients des premiers membres sont, bien entendu, entiers ou

rationnels) sont toujours équivalentes. Il suffit, en effet, de faire correspondre

au point M de la première droite le point M) de la seconde droite, de telle

façon que la droite MM] aille passer par un point donné fixe F à coordonnces

rationnelles. Il n'y a donc qu'une seule classe de droites.

Considérons maintenant les coniques. Si une conique passe par un point C

à coordonnées rationnelles (c'est ce que j'appellerai pour abréger un point

rationnel), elle est équivalente à une droite. 11 suffit, en efi'et, de considérer

une droite quelconque D à coefficients rationnels (ce que j'appellerai une

(') On peut supposer ces coefficients premiers entre eux. C.V. C.)

(-) Il faut entendre par là que les systèmes d'équations

oc _ y _ ~
/(^, .r, z)

'

ii(x'
,
y' , z') v( x' . y' , :') iv{x',y',z')

et

y, . . -, oc' y' z
f.ix

, y , z ) = o, = ——^ = — >

u,{x,y,z) i,\(x,y,z) iv^(x,x,zj

où les u, V, n' et (/,, f,, n\ sont des polynômes homogènes, à coefficients rationnels, premiers

entre eux (dans leur ensemble); sont équivalents.

Toute transformation birationnelle admet une inverse et le produit de deux transformations

birationnelles est une transformation birationnelle; c"est ce qui justifie la notion de classe. (A. C.)
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droite rationnelle) ol de faire corrcspoudre à un poiul i\I de l:i conique, un

point Ml de la droite D tel que les trois points MMiC soient en ligne droite.

Il résulte immédiatement de là que, si une conique admet un point rationel,

elle en admet une infinité ('). On peut le voir aussi comme il suit. Soit C

un point rationnel de la conique, soit P un point rationnel quelconque du plan,

.loignons PC, cette droite coupe la conique en un second point IM qui est

évidemment rationnel.

Les coniques qui admettent un point rationnel forment donc une seule classe,

et cette classe comprend également toutes les droites. Reconnaître si une

conique admet un point rationnel, c'est un problème que Gauss nous a

enseigné à résoudre, dans son Chapitre des Disquisitiones, intitulé Représen-

tât io ciffrœ.

Les coniques qui n'ont pas de point rationnel se répartissent en plusieurs

classes et les conditions de cette répartition se déduisent immédiatement des

principes de ce même Chapitre de Gauss.

Considérons maintenant une cubique (-) unicursale (à coefficients rationnels),

celte cubique a un point double C qui, étant unique, est forcément rationnel;

elle est équivalente à une droite. Soit D une droite rationnelle quelconque, il

suffit de faire correspondre au point M de la cubique le point M) de la droite D,

tel que la droite M^L passe par C.

Les mêmes principes sont applicables à une courbe unicursale quelconque,

/'= o, rationnelle de degré m; elle a ^

—

— points doubles par

lesquels on peut faire passer =0'"^- courbes de degré m — 1. Comme ces points

doubles sont les seuls points doubles d'une courbe à coefficients rationnels,

toute fonction symétrique de leurs coordonnées sera rationnelle (^).

D'où il suit qu'on peut faire passer par ces points doubles et par ni — 2

points rationnels pris à volonté (') dans le plan, une courbe de degré m— 2,

(') Si deux courbes sonl équivalentes (au sens ainsi défini), à tout point simple rationnel de

l'une correspond un point rationnel de l'autre (qui n'est plus nécessairement simple). (.\. C.)

(-) On suppose, bien entendu, cette cubique non décomposée. (A. C.)

(') Le raisonnement suppose ces points dqubles distincts. Il conviendrait de montrer qu'on

peut se ramener à ce cas en effectuant sur la courbe une transformation birationnellc à coeffi-

cients rationnels. On trouve ci-dessous ( p. 48S), un raisonnnement qui semble plus précis. (A. C.)

(') Le terme « pris à volonté » semble incorrect; il vaudrait mieux dire « ne vérifiant pas

certaines relations algél)riques exceptionnelles ». Si, par exemple, la courbe est une quartique

à 3 points doubles, il est nécessaire que les «1 — 2 = 2 points choisis ne soient pas alignés avec

deux des points doubles. ( .\. i\.)
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et une seule, el que cette courbe est rationnelle (je veux dire d'équation à

coefficients rationnels).

L'équation générale des courbes de degré m — i passant par les points

doubles est de la forme

a, =1 ^- a^Oo-f-. . .-;- i»,—! Çot_i = o.

les a étant des coefficients arbitraires et les o étant des polynômes entiers

homogènes d'ordre m — 2 en x, r, -, à coefficients rationnels.

Posons

^ ^
?i ri ?"-!

Si nous regardons les ^ comme les coordonnées homogènes d'un point dans

l'espace à m — ?. dimensions, les équations (i) définissent une transformation

qui change la courbe unicursale plane en une certaine courbe K de cet espace

à m— 2 dimensions.

J'observe d'abord que celte courbe est de degré m — 2. En effet, soil

y.\ ;i ---
y-i'-i — ... ï/ii-i ;m— 1 =0,

l'équation d'un plan quelconque de l'espace km — 2 dimensions; pour avoir

les points d'intersection de ce plan avec K, il suffit de chercher ceux de la

courbe unicursale avec la courbe d'équation

ïi Z\-T- T-iO-i-^ . . .-.' :x,„_i 9,„_i = O.

Celte courbe étant de degré m — 2, le nombre total des points d'intersection

est m{m — 2), dont (m — 1) (wî — 2) sont confondus avec les points doubles

et dont m — 2 seulement sont mobiles.

Le nombre des points d'intersection du plan el de K est donc m— 2.

.le remarque ensuite que la transformation (i) est birationnelle; en effet,

d'abord on a directement les rapports des E en fonctions rationnelles de x,

y, z À coefficients rationnels. Je cherche maintenant à exprimer inversement

les rapports des trois coordonnnées x, r, z en fonction des ;.

Pour avoir ^ par exemple, je prends deux quelconques des équations (i),

par exemple,
?l Ç2 ?.!

et entre l'équation de la courbe unicursale et ces deux équations j'élimine ^;

il reste deux équations

(2) F = o, F; = o.
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donl les premiers membres sont homogènes en x, z d'une pari, en ;i. ti-, \\\

d'aulre part. Enlre ces deux équalions, j'élimine 4 P"'' la méthode du plus

grand commun diviseur. Les divisions successives conduisenl à une série

d'équations

donl les premiers membres sont des polynômes homogènes en x, z d'une part,

en ^1, ;2, ;:i d'autre part, et « coefficients rationnels. Mais dans cette série,

le degré des polynômes successifs en .r et ^ va en décroissant. La dernière

équation Fyj=o ne contient plus x n\ z; elle exprime la condition pour que

les deux équations (2) aient une racine commune.

C'est donc l'équation de la [)rojection de la couri)e K sur le plan à deux

dimensions

L'équation précédente Fy,-i = o est homogène du premier degré eu .retenu.

On tire donc le rapport — en fonction rationnelle de ^1, IJo, H3 à coefficients

rationnels, à moins que F/,_.) = o ne se réduise à une identité, soit par elle-

même, soit en vertu de F^=o. Mais si cette dernière circonstance se présentait,

cela voudrait dire que les équalions

/=o ii = ïi=?"i

oal deux solutions communes toutes les fois qu'elles en ont une. Or la théorie

algébrique des courbes unicursales, sur laquelle je n'ai pas à revenir, nous

apprend qu'il n'en est pas ainsi. Nous n'avons donc pas à nous occuper de

celte exception qui ne se présente pas.

La conclusion est que la transformation (1) est nue transformation biration-

nelle à coefficients rationnels (je dirai pour abréger une transformation

purement rationnelle) et il en est de même de la transformation

^'- = Il = ïi

,

91 ?2 r»

qui transforme la courbe plane /^o en la courbe plane Fp=o, qui, étanl

la projection de K, est de degré m— 2, d'où celte conséquence :

Une courbe unicursale rationnelle est toujours équivalente à une autre courbe

unicursale, dont le degré est de deux unités plus petit.
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De proche en proche, on arrive au résultat suivant :

Une courbe unicursale rationnelle est toujours équivalente à une droite

ou à une conique (').

Sur une droite ou sur une conif|ue rationnelles, il y a une infinité de couples

de points tels que toute fonction symétrique de leurs coordonnées soit

rationnelle (c'est ce que j'appellerai des couples rationnels); ces couples

rationnels s'obtiennent sur une conique en coupant cette conique par une

droite rationnelle quelconque.

Donc, sur une courbe unicursale rationnelle (juelconque-i il y a toujours

une infinité de couples rationnels.

Sur une droite rationnelle, il y a toujours une infinité de points rationnels.

Donc, sur une courbe unicursale rationnelle quelcowpie de degré impair.,

il V a une injinité de points rationnels.

Ces résultats peuvent encore s'obtenir d'une autre manière.

J'appellerai groupe rationnel un groupe de points tels que toute fonction

symétrique de leurs coordonnées soit rationnelle.

.Te dis d'abord que, sur la courbe unicursale /= o, il y a une infinité de

groupes rationnels de m — 2 points. On les obtient de la façon suivante :

Considérons la courbe de degré m — 2

et donnons aux coefficients arbitraires a des valeurs rationnelles.

(') Ce théorème avait déjà été démontré par Noetlier dans un langage différent [nationale

Aasfiihrung der Operationen in der Théorie der algebraischen Funktionen (Math. Ann.,

Bd. 23, S. 3ii)]; puis précisé par Hilbert et Hurwitz [Ûber die diophantischen Gleichungcn

von Gesclilecht nutl (Acta nialhematica, Bd. 14, S. 217-234)]-

Maillet a d'autre part établi le résultat suivant :

Lorsqu'une courbe unicursale admet une infinité de points rationnels, on les obtient tous, à un

nomlire limité d'exceptions près, dues le cas échéant aux points doubles, en donnant au

paramètre (convenablement choisi) toutes les valeurs possibles et éventuellement l'ao. [Z)é;e;-n!/-

nation des points entiers des courbes algébriques unicursales à coefficients entiers (C. H.

Acad. Se, t. 168, 1919 et Journ. Ec. Polyt., 1919)].

F. Chàtelet a obtenu une généralisation dans l'espace à n dimensions et a donné une nouvelle

démonstration des théorèmes de Noether-Poincaré, pour ce qu'il appelle les « variétés de

Braiier » [ Variations sur un thème de H. Poincaré (Ann. Éc. Norm. Sup., t. LXI, i94'li

p. 25i à 265. Il ne fait pas intervenir les points doubles de la courbe mais seulement l'existence

d'une représentation paramétrique propre. (A. N.)
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Celle courbe coupe /=o en m — 2 points, outre les points douilles, et

ces m — 2 points formeront évidemment un groupe rationnel.

Je dis maintenant qu'il y a une infinité de couples rationnels.

En effet, par les points doubles, on peut faire passer co-""-'' courbes de

degré m— i. Prenons ensuite deux groupes rationnels de m- 1 points; par

les points doubles et par ces deux groupes, on peut faire passer 00- courbes

de degré m — i dont l'équation générale peut être écrite

(3) aii!/i+ ïo'J^oH- 3::'i:;=0,

OÙ les a sont des coeflicienls arbitraires et les <i des polynômes homogènes de

degré m —^ i qw x. j-, z^ à coejficienls rationnels.

Donnons aux arbitraires a des valeurs rationnelles quelconques ; la courbe (3)

coupe la courbe/^ o :

i" Aux points doubles, ce qui compte pour (m-— i) {m — 2) intersections;

2" Aux points des deux groupes rationnels, ce qui fait 2(m— 2) inter-

sections;

3" En deux autres points mobiles.

Ces deux points mobiles forment évidemment un couple rationnel (
' ).

Considérons la transformation

on verrait, comme pour la transformation (1), qu'elle est purement rationnelle;

elle transforme /= o en une conique, puisque les courbes (3) coupent/^ o

en deux points mobiles.

Toute courbe unicursale est donc équivalente à une conique.

Supposons enfin ni impair, je dis qu'il y a une infinité de points ralionnels.

Considérons, en effet, ^

—

- couples rationnels quelconques, par ces couples

et par les points points doubles on peut faire passer un faisceau de courbes de

degré m — 2 ayant pour équation générale

a, (),-:- a,,0o= o,

les a étant arbitraires el les ayant leurs coefficients ralionnels.

(') L'existence de ces couples rationnels résulte immédiatement de l'équivalence de la courbe

et d'une conique (rationnelle). Inversement, celle existence établie ici dircclement fournil une

preuve peut-être plus précise de celte équivalence. (A. C.)

11. P. - V. Ga
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Donnons aux y. des valeurs rationnelles quelconques. La courbe (4) coupe

/=o, non seulement aux points doubles et aux m— 3 points des couples

rationnels, mais encore en un autre point qui, étant unique, est rationnel.

III. — Points rationnels des cubiques.

On voit avec quelle facilite se traite le cas des courbes unicursales. Passons

maintenant aux courbes de genre i et d'abord aux plus simples d'entre elles,

je veux dire aux cubiques.

Étudions d'abord la distribution des points rationnels sur ces courbes.

.l'observe que la connaissance de deux points rationnels sur une cubique

rationnelle suffit pour en faire connaître un troisième. En effet, la droite qui

joint deux points rationnels donnés va couper la cubique en un troisième point

qui, étant unique, est encore rationnel.

De même, si nous connaissons un point rationnel, nous pouvons en déduire

un second; la tangente à la cubique en un point rationnel est une droite

rationnelle qui coupe la cubique en un autre point rationnel.

Voyons quels sont les points rationnels que l'on peut déduire ainsi de la

connaissance de un, deux, trois, etc., points rationnels donnés.

A chaque point d'une courbe de genre i est attaché un argument elliptique

et sur une cubique, la somme des arguments elliptiques de trois points en

ligue droite est constante à une période près (*). Nous définirons l'argument

de telle façon que celte constante soit nulle. Nous devons remarquer que

l'argument n'est défini de la sorte qu'à un tiers de période près. Car, si l'on

ajoute à tous les arguments un tiers de période, la somme des arguments de

trois points en ligne droite ne cesse pas d'être égale à une période.

Cela posé, soit Mo un point rationnel d'argument elliptique a. La tangente

en Mo coupe la cubique en un point rationnel M_i dont l'argument elliptique

est — 2a. La tangente en M_, coupe la cubique en un point rationnel M, dont

l'argument elliptique est 4a-

Cj L'emploi de la représentation par des fonctions elliptiques suppose que la cubique est

définie par une équation à coefficients numériques et qu'elle n'est pas dégénérée. On peut lui

substituer des considérations géométriques qui restent valables pour des cubiques, à coefficients

dans un corps quelconque (voir F. Chatelet, Bévue Scientijique, iQ/JC, fasc. 1, p. 3 à 6). (A. C.)
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La droite M,M„ coupe la cubique eu un point rationnel M_o, dont Targument

est — jx; la droite M.aM.i coupe la cubique en un point rationnel M^,

d'argument - y..

La droite MjALi coupe la cubique eu un point M_:, d'argument — 8a et la

droite IM-jM-i la coupe en un point M^ d'argument loa.

La loi est manifeste et il existe sur la cubique une série de points rationnels AL.

{n étant un indice entier variant de — ao à +00) et l'argument elliptique

de M„ est {3n + i ) a.

Ces points sont tous distincts, à moins que a ne soit commensurable avec

une période.

La droite qui joint deux de ces points M„ et My, coupe la cubique en un

troisième point rationnel dont l'argument elliptique est

[ 3(— " — /< — 1 I :- 1] 3;,

et qui, par conséquent, est encore dans la série des points M,.-

Soient maintenant Mo et N„ deux points rationnels d'arguments at et (3 ; les

points M,i et N^, d'arguments

(3/( -^ I ) a et (3/> — l) ^j

sont encore rationnels; le troisième point d'intersection de la cubique avec la

droite MnN^ a pour argument

— ( 3 rt -^ - 1 ) a — ( 3/> -f- I [i

et il est rationnel. Les deux points

"i et — (3/( - i) 2 — (3/) — I )

étant rationnels, il en est de même de

(3n -t- I ) a H- 3/?|3.

Et, de même, le point

3 n a 4- ( 3/) -M )
[i

est rationnel.

En résumé, sont rationnels tous les points darguuu'ut

'Tx ; 6 [i,

où a et 6 sont des entiers satisfaisant à l'un des trois systèmes de congruences :

f( =^ 1 . 6 =s o

rt s5 o, 6=1 ( mod 3 ) ;

a =— 1 , 6 s= — [
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OU, en d'autres lermes, tous les points d'argument

-j. -i- \n-j. -=.- p{'\i — z ),

Il el p étant des entiers.

Observons que si l'on joint deux de ces points, la droite rationnelle ainsi

obtenue coupe la cubique en un troisième point dont l'argument est encore

de même forme.

Cela montre que tous les points rationnels que l'on peut déduire de M„ et No

sont compris dans cette même formule.

Plus généralement, si les points d'arguments elliptiques

a, a,, a., ..., a^

sont rationnels, il en est de même de tous les points dont les arguments

elliptiques sont compris dans la formule

( I )
y. ~ 3nx '- pi(ai — a) -l- /)-2(5(;— x) -h . . .-î- J),/{^r/— y-),

OÙ n el les p sont entiers (
'
).

Tous les points compris dans cette formule ( i) sonl-ils distincts ? Ils le sont,

à moins qu'il n'y ait, entre les arguments

01, 2i. Z-;, . . . , Z,y

et une période, une relation linéaire à coefficients entiers.

On peut se proposer de choisir les arguments

(1) y., -M, y-.. .... y.,,,

de telle façon que la formule (i) comprenne tous les points rationnels de la

cubique. Les q {- 1 points rationnels qui ont les arguments (2) forment alors

ce que nous appellerons un système de points rationnels fondamentaux (-').

Il est clair que l'on peut choisir d'une infinité de manières le système des

points rationnels fondamentaux. On doit tout d'abord, dans ce choix, s'arranger

(') Il est peut être préférable d'utiliser une formule symétrique : tous les points d'arguments

^x^T.^, x, entiers, ï:.r,— i (modo)

sont rationnels. (A. C.)

(-) H. Poincaré admet ici implicitement qu'il existe un système de points rationnels fonda-

mentaux, en nombre fini. Celte propriété est, en fait, d'une démonstration difficile. Une preuve

en a été donnée par L. J. Mordell, On the rational solutions of the indeterminate équations

of Ihe third or fourth degrees {Proc. Cambridge Philos. Soc, t. 21, 1922, p, 179-192). Elle a

été améliorée par A. Weil, Sur un théorème de Mordell {Bull. Se. math., (2), t. 54, igSo,

p. .87-19.). (F. C.)
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lie lelK' façon que le nombre q -+- i des points fondamenlaiix soil aussi petit

que possible. Celle valeur minimum de ce uombre «y + ' (-'st ce que j'appellerai

le rang de la cubique; c'est évidemment un ('>lémenl très Important de la

classillcalion des cubiques rationnelles (').

Il Y en a d'autres.

On sait que les cubiques réelles se partagent en deux catégories : les unes

ont une seule branche où tous les arguments sont réels; les autres ont deux

branches; tous les points de la première braucho (branche impaire) ont leur.s

arguments réels, tous ceux de la seconde branche (brandie paire) ont leurs

arguments égaux à uue quantité réelle augmentée d'une demi-période imaginaire

que j'appellerai — •

Dans le premier cas, tous les points rationnels ont leurs arguments réels, de

sorte que les quantités st. a,, . . . , «^ sont toutes réelles.

Dans le second cas, il peut encore arriver que toutes ces quantités soient

réelles et il arrive alors que tous les points rationnels sont sur la branche

impaire et qu'il n'y en a pas sur la branche paire.

Mais il peut arriver également que l'une des quantités x soit égale à une

quantité réelle augmentée de -j de sorte que l'un des points rationnels fonda-

mentaux soit sur la branche paire. Nous pouvons toujours supposer qu'il n'j-

en a qu'un. Si, en effet, nous avions sur cette branche paire deux points

fondamentaux d'arguments (3 et y, nous pourrions les remplacer par les points

dont les arguments sont (3 et — |î — y et le second de ces nouveaux points

fondamentaux serait sur la branche impaire.

Supposons donc x. a^, . . ., a^^i réels et soil

""ï = ? + 7 '

[3 étant réel; alors les points rationnels de la brandie impaire sont donnés par

la formule

a— 3«x --/>,(>[ — a) — />2(a-2— a) -^. . .-H/J^-i (a^^, — a) — 2/>y( ^ — a).

(') Il y aurait lieu de démontrer que le rang ainsi défini est bien un invariant pour toute

transformation Ijirationnelle de la cubique en une autre cubique ou en une courbe de genre i
;

ceci ne présente que peu de difficultés, mais serait encore facilité par un meilleur choix de

notations. Avec celles qui ont été adoptées, ilfaut faire la restriction que si 3i est une période

(ce qui est équivalent à dire que le point M„ est d'iEilloxion), il faut piemlrc. pour valeur du

rang, q au lieu de i]~i. (F. C.)
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A chacun des points ralionnels de la branche impaire en correspond un sur

la branche paire et la difi'érence des arguments de deux points correspondants

est |3— a+ — •

A ce point de vue, nous devons considérer Uois catégories de cubiques

rationnelles (outre celles de rang zéro qui n'ont pas de point rationnel) :

i" celles qui n'ont qu'une seule branche; 2" celles qui ont deux branches,

mais n'ont de points ralionnels que sur la branche impaire; 3" celles qui ont

deux branches et des points rationnels sur les deux branches.

Nous devons encore faire une autre distinction; il peut se faire que. parmi

les quantités

(^
3 I

2 n x — /> I

('x
I

— a "t
-J-

. . . — />y ( a,,— 21,

qui rcprésenlenl les différentes valeurs que peuvent prendre les différences des

arguments des points ralionnels, il y en ait qui soient des parties aliquotes

d'une période réelle. Considérons loules celles des quantités (3) qui sont ainsi

commensurables avec la période réelle, période que j'appellerai to; leur plus

grand commun diviseur fait encore partie des quantités (3) et comme toutes

ces quantités ne sont définies qu'à un multiple près de w, le plus grand commun

diviseur de w el de celles des quantités (3), qui sont commensurables avec w,

peut encore être regardé comme faisant partie de ces quantités (3).

Soil - ce plus grand commun diviseur; tous les multiples de — fonl partie

des quantités (3) el ce sont les seules quanlilés (3) qui soient commensurables

avec (.j.

Nous pouvons supposer alors soil x ^= 7.
— ) soit «i^ a H

La connaissance du nombre /?!, s'il existe des quanlilés (3) commensurables

avec w. esl évidemment aussi un des éléments les plus importants de la

classification des cubiques rationnelles.

Il peut arriver que le seul point rationnel fondamental soit -—
;
plus généra-

lement, il peut se faire que les points rationnels soient tous donnés par l'une

des formules

K oj K to oj K (0 1 10

ou bien que les points ralionnels de la branche impaire étant donnés par l'une
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des t'orinulos (4), ceux de la branche paire s'en déduisent en ajoutant aux

, I
. . . m' . (1) (1/

arguments elhpliques soit —, soit —
Dans ces divers cas il n'y a qu'un nombre fini de points rationnels ('); dans

tous les autres cas il y en a mu\ inlinit('
; j'ajoute qu'il y en a une infinité

sur tout arc de la cubi([uc si cel'o-ci n'a qu'une branche, sur tout arc de sa

branche impaire si elle a deux branches, et enfin sur tout arc de l'une

quelconque des deux branches s'il y a deux branches et des points ration-

nels sur chaque branche ('-').

Ainsi se pose naturellement le problème suivant :

Quelles râleurs peut-on allribuer au nombre entier que nous avons

appelé le rang d'une cubique rationnelle ? Quelles sont, parmi les

catégories que nous venons d'énumérer et qui sont jusqu^'ci logiquement

possibles, celles qui existent réellement (').''

IV. — Autres courbes de genre 1 .

Les principes précédents sont ap|)licables à des courbes quelconques

de genre 1

.

(') Ces points sont en nombre fini, ou, plus précisément forment un groupe /ini; ils sont

parfois appelés points exceptionnels. Ils ont fait l'objet de nombreuses reclierches postérieures :

Hurwitz, Lévi, Nagell, Lind, BiUing, Mahler, François Chàtelet, etc. (A. C.)

(') II. Poincaré ne fait qu'énoncer ces résultats; Huiwitz en a donné une déinonstialioii

insuffisante, mais qu'il serait aisé de compléter. (Ucber ternare diopliantisclie Gleichuiigen iliilten

r.rades Vierteljahreschr. d. Naturf. Gesellschaft in Zurich, t. r>2, 1917.) (A.N.;

1') Les réponses à ces questions ne sont pas encore entièrement connues.

Mordell a établi ce résultat essentiel que le rang d'une cubique, au sens indiqué ci-dessus, est

l'ii\i ( Proc. Cambridge Philos. Soc, Vol. 21, 1922 1.

Weil a étendu ce lliéorème au cas d'un domaine de rationalité algébrique quelconque cl aux

courbes algébriques de genre supérieur à i ( Voir note p. 548.).

BiUing a amélioré les résultats de Mordell et obtenu pour la valeur du rang une borne inté-

ressante dépendant du discriminant de la cubique (Bcitriige zur arithmetiscben Théorie der

ebenen kubischen Kurven vom Gesclileclit Ein. Nova Acta Reg. Soc. Se. Upsaliensa, sér. IV,

Vol. Il, n« 1, 193s, Kap. IV).

Certaines réponses partielles ont été données au problème de la détermination de cubiques

ayant, dans un corps donné, un rang /• donné, (.'est ainsi que Wiman a construit des cubiques

(le rang 5 et (J dans le corps des rationnels (Acta Matlieniatica, Bd. 7G) et que A. Néron a

démontré l'existence dans tout corps algcbriq>ue de cubiques de rang au moins égal à 10 [C. li.

Acad. Se., t. 226, 19Î8, p. 1781 et t. 228, 19^9, P- '087).

Mais on ne connaît pas de méthode pratique pour la détermination du rang d'une cubique

donnée. On ignore s'il existe pour toutes les cubiques rationnelles, appartenant à un corps donné
une borne absolue du rang. L'existence de cette borne est cependant considérée comme pro-

bable. (A. N.)
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Considérons, p;ir exemple, une quartique gauche. Chaque point de celte

courbe possède un argument elliptique, et la somme des arguments des quatre

intersections de la courbe et d'un plan est nulle.

Si donc les points a, (3, y sont rationnels, il en est do même du point

Si !e point -j. est rationnel, il en est de même du point — 3a, puis des points

ba. =— fa -^ 2(— ;ia)].

— 7»:= — [5a — a-l-a],

— lia = — [95.. -:-a^-a],

et, en général, do tous les points (4« + 1) '"•

Si y, [3 et a sont rationnels, il en est de mèmcî de

et de

-(2a + y)

et, par conséquent, de

y -t- [j
— a =,— [2a - (— a — 3 — y ) ].

Si donc

a, ai, a-i, .... 2^

sont rationnels, il en est de même de

(l) Mn : l)a ^/)i(3:i— a)-:-/>.,(a2— a)+. . .-!-/)y(a,/— a).

quels que soient les entiers //, p^, p-i, . . . . />^ (').

C'est là une formule analogue à la formule ( 1 ) du paragraphe pi-écédent et

qui se discuterait de la même manière.

Considérons plus généralement une courbe de genre i cl de degré m dans

l'espace à m — i dimensions. Un plan coupe cette courbe en m points et la

somme de leurs arguments elliptiques est nulle.

(') Comme il a clé dit ci-dessus (p. 49-)> " est peut élre prcféraLilc de remplacer cette

formule par

i;a;,a,, a-, entiers. IIj", f^i (mod4),

et, plus généralement,

— J'. ',' .'': entiers, "Ly^^^i (mod «),

pour une courbe de genre i et de degré n, dans l'espace an — i dimensions.

Pour la dcfinilion du rang, d'après la formule du texte, il y aurait lieu de faire une

restriction analogue à celle qui a déjà été faite, pour certaines valeurs de a. (A. C.)
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Le même raisoniiomeQl peut donc .s'appliquer. Si x, x,. a.. a,, son!

lalionnels, il en est de nirmc de

— («1 -;- 22 - • • --t- a„,_i)

el des divers poiiils

— (m l) X- 5!» I III —- -i) X. — X± 2
I

I «( — f I 2,

U, - ( U, — 2 1= j ( //( •)) X
I

2o — 2| I ru i ) 2
I

|.

fl, plu-, gcnéralemenl, de

I tim -^ I ) a — />i(2i — x) -;- />2(2., — 2) — . . .-^ p^( 3.,,
— 2 ),

l'ormtile aiial<ii;uc à la fonmilo ( 1 ).

On arriverail aisémeal aux mêmes résultais en raisonnant directement sur

les courbes planes. .Soit C une courbe plane de de£;ré m el de genre 1 ; elle a

(' nt — \)\ m — '.
I

^ '

I

points doubles. Par ces points doidjles on peut faire passer 00'"-' courbes K
d'ordre m — 2 qui coupent la courbe en m points mobiles; s'il existe ni — 1

|)oints rationnels d'arguments elliptiques

2]. 2., .... 2„,^|,

par ces points on peut faire passer une courbe K, qui coupe C en un //?."""

point qui a pour argument

(2, — 22-f-. . .-;- 2„,_,),

(|ui est évidemment rationnel.

Le reste du raisonneuient se poursuit comme plus haut.

Cherchons maintenant dans quels cas une quarlique ou une courbe de degn-

plus grand peut être équivalente à une cubique.

Soit d'abord une quarlique plane rationnelle quelconque de genre i.

Supposons qu'elle possède un point rationnel P. Par ce point P el par les deux

points doubles on peut faire passer 00- coniques, qui coupent la quarlique en

trois points mobiles. L'équation générale de ces coniques peut s'écrire

2-1 ïi = O.

les X étant des arbitraires el les 9 des polynômes du second degré à coefficients

rationnels.

M. P. — V. 63
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Considérons alors la transformation

?i = il = 5i

,

?l 30 0:i

OÙ les "c sont considérés comme les coordonnées homogènes d'un point dans un

plan. Elle transforme la quartique en une cubique, cl l'on verrait, comme pour

la transformalion ( i ) du paragraphe II, que c'est une transformation purement

rationnelle.

La qiiavlique est donc équivalente à une cubique.

Réciproquement, considérons une quartique et supposons qu'elle soit

équivalente à une cubique. Je dis qu^elle admet au moins un /joint

rationnel.

En effet, soit u l'argument elliptique d'un point de la quartique; i'argumenl

elliptique du point correspondant de la cubique est u-\~k, k étant une

constante ('). Si trois points de la cubique sont sur une droite rationnelle, les

trois points correspondants de la quartique, qui ont pour arguments elliptiques

a, [3, Y- forment un groupe rationnel, et l'on a

a + j + Y = — 'J /.-.

Par ces trois points et les deux points doubles on peut faire passer une

conique qui est rationnelle et qui coupe la quartique en un autre point qui,

étant unique, doit être rationnel. Ce point rationnel a pour argument

— y. —-^ — y, c'est-à-dire 3/.

.

La cubique (équivalente et une quartique) doit avoir aussi un point

rationnel. Eu effet, par les points doubles de la quartique je fais passer une

conique rationnelle qui coupe la quartique en quatre points simples. Les

quatre points correspondants sur la cubique forment un groupe rationnel. Par

les quatre points de ce groupe on peut faire passer une infinité de coniques

rationnelles, qui coupent la cubique en deux autres points. Ces deux points

forment un couple rationnel. En joignant les deux points d'un de ces couples

rationnels on obtient une droite rationnelle qui coupe la cubique en uti

troisième point qui est rationnel.

Réciproquement, si une cubique a un point rationnel P, elle est

équivalente à une quarticjue. En effet, considérons dans l'espace un point

(') Ce résuttat peut se justifier par une mélliode analogue à celle qui est utilisée plus loin

(p. 52i) dans le cas d'une correspondance biralioniielle entre deux cubiques. (A. N.)
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ralionael quelconque S, el pronons-le pour sommet d'un cône C du troisième

degré ayant pour directrice la cubique. Par le point P faisons passer une

droite rationnelle quelconque qui coupe la cubique en deux points M et M,

formant un couple rationnel. Par les droites SM et SM, on peut faire passer

une surface du second degré rationnelle. L'intersection complète de cette

surface et du cône étant du sixième degré se décompose en deux droites SM

et SM, et une quartique gauche rationnelle. La projection de cette quartique

gauchi; sur un |)l;in rationnel quelconque est une quartique plane rationnelle.

En résumé :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une quartique rationnelle

Suit équivalente à une cubique, est qu^elle ait un point rationnel.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une cubique rationnelle

soit équivalente à une quartique, est qu'elle ait un point rationnel.

Soit y= o une courbe plane de genre i et de degré m. Quelle est la

condition pour qu'elle soit équivalente à une courbe de degré/?, dont l'équation

est/, =: o?

11 faut d'abord qu'il y ait sury= o un groupe rationnel de p points.

Si, en effet, nous coupons la transformée /', = o par une droite rationnelle

quelconque, cette droite la coupe en p points formant un groupe rationnel,

l^es points correspondants sur /'= o forment aussi un groupe rationnel.

Cette condition est suffisante. Par le groupe rationnel de p points et par les

points doubles on peut faire passer une infinité de courbes de degré m— .3 + />",

dont l'équation générale est

OÙ q z= km —p, où les a, sont des arbitraires, les o, des polynômes de degré

/;; — 3 4- A" à coefficients rationnels et un [jolynome arbitraire de degré A" — 3

(le ternie Oy' disparaît si k <; 3).

Ces courbes coupent y'=o en km — p points mobiles. .Si les a, ont des

valeurs rationnelles, ces km — p points forment un groupe rationnel.

Considérons un de ces groupes rationnels de km— p points, par ce groupe

et les points doubles on peut faire passer une infinité de courbes de degré

m — 3 + /.'. dont l'équation générale est
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OÙ les otj sont des arbitraires, les <])j des polynômes de degré m — 3 -f- /.

à coefficients rationnels et n un polynôme arbitraire de degré A'— 3.

Ces courbes coupent /=o on p points mobiles. Considérons alors la

transformation

(où les 4 sont les coordonnées homogènes d'un point dans un plan), elle est

purement rationnelle, toujours en vertu du raisonnement, et elle transforme

f^=o en une courbe de degré /) [parce que les courbes (2) coupent /"=o en

p points mobiles].

Cette démonstration suppose :

1" Que km >/^; on peut toujours prendre /. assez grand pour cela;

2" Que/Jlji3. Si /) = I ou 2, il est clair que le théorème est en défaut,

puisqu'il n'y a pas de courbe de genre i et de degré i ou 2.

S'il y a un point rationnel, il existe aussi un groupe rationnel de trois

points (à savoir le groupe qui comprendrait trois points confondus entre

eux et avec ce point rationnel); la courbe est donc équivalente à une cubique.

Et l'on démontrerait de même qu'elle est équivalente à une courbe de degré

(pielconque.

S'il y a un couple rationnel, il existe aussi un groupe rationnel de quatre

points (à savoir le groupe qui comprendrait quatre points confondus deux ù

deux et avec les deux points du couple); la courbe est donc équivalente à une

quartique. El l'on démontrerait de même qu'elle est équivalente à une courbe

d'un àe^vc pair quelconque (').

Si m est impair et s'il y a un couple rationnel, il y a aussi un point

rationnel. Car, par les points doubles et par un groupe rationnel de m—

i

points qui comprendrait m — i points contondus a —— et avec les deux

points du couple, on peut faire passer une courbe de degré ni — 2 et une seule.

Cette courbe est rationnelle et elle coupe /=o en un autre point qui est

unique et rationnel.

(') Ces raisonnements semblent supposer que la courbe a des points doubles distincts. Les

propriétés établies subsistent cependant dans le cas général; ceci résulte de la remarque faite

dans la note {') de la page 48S. (A. C.)
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En résumé :

Pour qu'une courbe rationnelle de genre i et de degré m soit équi'.'alentc

à une courbe de degré p > 3, il faut et il suffit i/ii'elle possède un groupe

rationnel de p points ( •).

l'oiir aller plus loin, supposons que la lourbe, de degré m el de genre i

,

aclnielle un corlain nombre de groupes rationnels; trois pour fiscr les idées.

Soient Gi, Gj, G;, ces groupes formés respectivement deyji, p-2 el/J:, points.

11 existe un groupe rationnel d'un nombre de points égal au p. g. c. d. ô des

quatre entiers

"(. /',. /' />..

En ellet, on peut trouver quatre nombres entiers positifs

K. /(,. /l;. //,.

tels que
K ;/( — li\/>t — l'ip-i — li.-.pj^ ft.

On peut alors mener une infinité de courbes de degré

passant par les points doubles el ayant avec /':= o un contact d'ordre Ai — i

aux points du groupe Gi. d'ordre Ao — i aux points du groupe Go, d'ordre

/«:, — I aux points du groupe G;,. Parmi ces courbes, il y en a une infinité qui

sont rationnelles.

Elles coupenty"= o, en /ii/Jj points confondus avec le groupe Gf. en hi P2,

points confondus avec le groupe Gj. en /i:,/J:, points confondus avec le groupe

G,, et en

\\ m — /'i/'i — /'-/>•;— Il .p\= o

autres points cpii forment bien un groupe rationnel.

Soit alors le plus petit noudjrc tel qu'il existe sur f =^ >> un groupe

rationnel de points. D'après ce (jui précède :

(') On peut compléter comme suit cei résultats :

/loiir f/d'tine roiirbe rationnelle, plane, de s:enre i , suit équivalente à une lulnque d'équation

y'- = x'^ px -{- q (/}, ç rationnels),

// faut et il suffit qu'il existe sur la courbe un point rationnel:

pour qu'elle soit équivalente à une quartique d'équation

r'= x^-h ax'-i- bx-i- c (a, b, c rationnels),

il faut et il suffit qu'il existe sur la courbe un roupie rationnel. (F. C.)
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i" Le degré m est un multiple de ce nombre caractéristique o;

li" Il en est de même du degré de toutes les courbes équivalentes ày= o;

3" Il en est encore de même du nombre des points d'un groupe rationnel

quelconque de/= o.

Ce nombre caractéristique o est donc un des éléments les plus importants de

la classification des courbes rationnelles de genre i (M.

Il me reste à parler d'un point de détail.

Considérons une quartique gauche équivalente à une cubique plane. Par

exemple, la cubique sera la perspective de cette quartique, en prenant pour

point de vue un point S de la quartique.

D'après ce qui précède, ce point S doit être rationnel. Soit y. son argument

elliptique sur la quartique et

3.'— a -h le

son argument sur la cubique. Soient, d'autre pari,

les arguments des autres points rationnels fondamentaux sur la quartique et

a,' = a; -- k ( « = I ,!,... . 9 )

leurs arguments sur la cubique.

Nous avons vu que les arguments des points rationnels sur la quartique sont

donnés par la formule

;i = 2 - i«z -- i:/<,(a,— a),

et sur la cubique par la formule

3'^ x' — inx' - }i,j>i(u'i — a' I.

Il faut démontrer que ces deux formules concordent, c'est-à-dire que l'on a

Or ceci est évident, en observant que ('-)

3 A- = X. 2/— X — 3.':— -J.'

.

12'=
\ -JL.

(') Il serait intéressant de oonnaiti-e, pour nj donné, les valeurs qui peuvent être prises par o.

Il est possible que ce soient tous les diviseurs de m\ il en est ainsi pour »! = 3 et, senible-l-il

pour in = 4. (A. N.)

(-) C'est en généralisant la mélhode employée dans ces dernières lignes qu'on peut démontrer

(jue le rang est bien un invariant pour les transformations birationnelles, a coefficients ration

nels [note de la page 493]- f F- '•)
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V. Étude de quelques transformations.

Soit 1. l'argument d'un point rationnel quelconque sur une cubique; la trans-

formation qui change le point d'argument m, dans le point d'argument — a — m.

est évidemment (les trois points a, «, — « — u étant en ligne droite) une trans-

formation jo«re//i<?rti rationnelle qui change la cubique en elle-même.

Si -x et [3 sont les arguments de deux points rationnels, les transformations

(M, — 1 — «y

^u. — ;5 — (/-)

sont purement rationnelles et il en est de même de leur résultante

{ u. 3 — y. A- u').

D'ailleurs, si y. est rationnel, il en est de même de — az, de sorte que la

transformation (_?<, 'ix-^u) est purement rationnelle.

Etudions de plus près ces transformations {ii, ,3 — a + a).

Si T, _j', z sont les coordonnées du point d'argument a, et E, y), Ç celles du

point transformé d'argument [3 — a+ w, les équations de la transformation

doivent être de la forme

X, Y, Z étant des polynômes entiers en x. y, : à coefficients rationnels.

Comment former ces polynômes ?

La droite X = o coupe la cubique en trois points Mi, Mo, M;, d'arguments

"u"iy "3- Considérons les transformés de ces trois points parla transformation

inverse de (i); ils ont pour arguments

je les désigne par M', , M!,, M!,.

On a

(2) Vl-^ ïî— Ï3= "

Considérons d'abord trois points I^i, P-,, P:i d'arguments ci. £0, £;, assujettis

à la condition unique

(3) £1 — c2-l-£,i=3'5— 3ï.

On peut choisir ces trois points de façon qu'ils forment un groupe rationnel.
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Les six points M,, M,, M',, Pj, Pj, P3 sont, à cause des relations (2) et (3),

sur une même conique, et celle conique est rationnelle. Soit

X, = o

son équation; je puis supposer que les coefficients de Xi sont entiers et pre-

miers entre eux.

D'autre part, la drolle >==o coupe la cubique en trois points N,, N^, N;,

ayant pour transformés N', , N!,, N'^. Les six points N', . N'^, N',, Pi, P.., P:i sont

sur une même conique rationnelle dont l'équation peut s'écrire

Y, = o,

les coefficients de Yi étant entiers et premiers entre eux.

Do même, la droite ;; = o coupe la cubique en trois points Q,, Q-i, Q;i ayant

pour transformés Q', , Q!,, Q',. Les six points Q',
, Q!,, Q'^, P,, Pj, P3 sont sur

une même conique rationnelle dont l'équation peut s'écrire

Z| = o.

les coefficients de Zi étant entiers et premiers entre eux.

Considérons alors la fonction

Yx;'

c'est une fonction doublement périodique de l'argunieul elliptique du point

oc, y, z; elle ne peut devenir infinie, car le dénominateur ne peut s'annuler sans

que le numérateur s'annule. Elle se réduit donc à une constante; pour la même

raison

zxT

est une constante ('). On peut donc poser

\ = nX,. Y = ^Y|. / = tZ,.

a, b, c étant trois entiers premiers entre eux.

Ainsi la transformation (1) peut s'écrire de telle façon que X, Y, Z soient

des polynômes du second ordre. Cela est même possible d'une infinité de

manières, car les trois poinls P, , P^, P;, ne sont assujettis qu'à une seule égalité.

(') Ce raisonnement, qu'on retrouve à plusieurs reprises dans la suite, est insuffisant. Il

convient de montrer que l'ordre de multiplicité des zéros correspondants est le même au numé-
rateur et au dénominateur. CA. N.)
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Soient X', V, '/J trois polynômes du second degré formés comme X, Y, Z,

mais en rempla(;aut les trois points Pj, Po, P., par tiois autres points

P'i, P!,. P., assujettis comme eux à la condition (.'5). F^a transformation

(I bis) ^, = Y>
=

^,j

doit être la même que la transformation (i); je veux dire par là qu'un point de

la cubique / = o a même transformé, qu'on lui applique l'une ou l'autre des

deux transformations. Les deux transformations (i) et (i 6/i) pourraient être

appliquées à un point quelconque du plan; mais alors les deux transformés ne

seraicînt plus nécessairement les mêmes.

11 résulte de là que les trois polynômes du quatrième degn''

VZ— ZV, Z\— \/.\ XY— Y\

sont divisibles pi>i\/-

Il importe de remarquer que la transformation (i) est une Iransfonnation

Creniona; c'est-à-dire qu'on peut en tirer les rapports -
i
- en fonctions ration-

nelles de E, y,. Ç, alors même que le point x, v, ^ n'est pas assujetti à rester sur

la cubique; en effet, deux des coniques

:<\ - ;iY + 7Z= o. x'\ — VY ^ ; 1 = o

ne se coupent qu'en un seul point mobile, en dehors des trois points tixes Pi,

P-,, P,. Ces trois points fixes sont les points-bases de la transformation.

Si l'on résout les équations (i), on trouve

\„( ?, r„ l ) Yo(ç, T,. : ) Z„( =, T,. ;
I

Xo. Y,,. Z„ étant des polynômes du second degré. La transformation (4) est

ainsi la transformation inverse de (i^l. Quels sont les points-bases de cette

transformation inverse?

Se rappelle que, dans une transformation quadratique Creuiona, toute droite

passant par un point-base se transforme en une droite passant par un point-

base de la transformation inverse.

Soit donc une droite D passant par P: elle coupe la cubique en deux autres

points H, et H..; la somme des arguments de ces deux points est constante et

égale à — Cl. Soient H', et H!, les transformés de H, et Ho ; la somme de leurs

arguments est constante et égale à

II. I'. - V
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La droite H', H[,, transformée de D, coupe la cubique eu un troisième point R

dont l'argument est

il— 2(;i — a).

Cette quantité étant constante, ce point R, reste fixe quand la droite D

tourne autour de P|. Donc R, est un des points-bases de (4)- '-es deux autres,

R2 et R;i, ont pour arguments

£:,-2(fi-a).

Ainsi les trois points-bases de (4) sont encore sur la cubique, et la somme

de leurs arguments est

Si donc nous considérons les trois points R,, R.,, IV,, leurs transformés, que

j'appellerai Qi, Qo, Q:,, sont en ligne droite, et les transformés de leurs trans-

formés sont les trois points P(, Po et P;,.

Considérons maintenant l'expression

/(\, V, Z);

c'est un polynôme du sixième degré en x, y, z; comme la transformation

n'altère pas la cubique/= o, on a identiquement

(5) /(X, Y, Z ) =/{x, r, z)ri(x, v, z),

ri étant un polynôme du troisième degré.

Comme les trois points-bases Pi, Pg, P3 doivent être des points triples pour

la sextique

/(\, Y, /.) = o

et que ce sont des points simples pour la cubique

/(:r, r, ;) = o,

ce sont des points doubles pour la cubique yj^o; de sorte que cette cubique

se décompose en trois droites qui sont les côtés du triangle P( P0P3.

D'autre part, les transformations (i) et (4) étant inverses l'une de l'autre,

on a

X„(X. Y, y. I _ Yo(X, Y, Z) _ Z„(X, Y, Zi _ ,

X y :
'

ou
1 Xo(X, Y, Z) = XT,'.

(6) Y„(X, Y, Z)=r-ri'.

( Z„(X, Y, Z)= or/.
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Les premiers membres élant des polynômes du quatrième degré, r/' est un poly-

nôme du troisième degré; les trois points-bases étant des points doubles pour

les quartiques

\„i\. V. /.) = (). Y„=o. 7.0 = 0.

sont aussi dos points doubles pour la cubique r)'= o. Cellt; cubique se décom-

pose ainsi encore en trois droites qui sont les trois côtés du triangle P) PoPa-

Ainsi les deux polynômes rj et rj' ne peuvent différer que par un facteur

constant.

Le polynôme y; est décomposable au point de vue algébrique en trois fac-

teurs linéaires; mais il n'arrive pas toujours que cette décomposition soit pos-

sible au point de vue arithmétique. Cela arrive si les trois points P|, Pj et P:,

sont rationnels. Il est clair qu'il esl toujours possible de choisir ces trois points

(qui sont assujettis seulement à la condition 3), de telle façon qu'ils soient

rationnels; et cela dune inlliiilé de manières en prenant

avec la condition

C'est la supposition que nous adopterons désormais, sauf avis contraire.

Supposons que x, t, - soient trois entiers premiers entre eux; X, Y, Z sont

également trois entiers; il importe de savoir quel est leur plus grand commun

diviseur S.

Observons que

\,.. \. V /. 1. V,i \. V / .. /.„i \ ^. /. i

sont divisibles par S-. Il en résulte que r,' est divisible par S-'. (Vest déjà uni-

considération qui peut nous aider à déterminer S.

Considérons de nouveau les neuf points

\'i. (^,. lî, (( = !, 2. y I.

Nous avons vu qu'ils ont pour arguments

;,. r__r-;_jv ; — >i> — ai.

avec la condition
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De là résulte Iminédinleinent que ces ueuf points se trouvent trois à trois sur

sept droites, qui sont

QiQ»Qn, PiQaK::, PsQîRi, Q1R2P0, l'iR-Qs, t.>iP2H5. lîiPîQ:,.

De plus, la somme des arguments des neuf points (de même que celle des argu-

ments des six points P, et R,) étant nulle, les six points P, et R,- sont sur une

même conique G, et les neuf points sont sur une infinité de cubiques.

On volt alors que les six points P; el R; sont les sommets d'un hexagone de

Pascal inscrit dans une conique G, et que les points Qi, Q.,, Q;, en ligne droite

sont les intersections des trois paires de côtés opposés de cet hexagone.

(Considérons les cubiques qui passent par les neuf points; elles forment un

faisceau. L'une d'elles est la cubique proposée f =: o. Une se décompose en la

conique G circonscrite à l'hexagone de Pascal, et la droite QiQoQ:!- Deux des

cubiques se décomposent en trois droites qui sont pour l'une d'elles

(7) RiQoP:;, HiQnPi, H:.QiPi

et pour l'autre

(81 I!i<J;;P2. M2<,»lPr,. P>ll«,"2Pl-

La transformation change la cubiquey en elle-même; elle change ia conique G

dans la droite QiQi.Q3 et inversement: elle change les trois droites (7) les

unes dans les autres, de même que les trois droites (8). H J a donc quatre

cubiques du faisceau pour lesquelles on voit immédiatement qu'elles ne sont

pas altérées par la transformation. 11 suffit de le savoir de deux d'entre elles

pour conclure que cela est vrai pour toutes les cubiques du faisceau.

Toutes les cubiques du faisceau sont donc inaltérées par la transformation (1).

Si
/'( ./. r. ; I = u. 9(j-. t\ z) = o

sont les équations de deux de ces cubiques, on a

/.\, y, Z)=/(.r. r. -)iri.

9(X, Y, 7.) = :(x, _r. :)ar,,

a étant une constante, et de même

/(X, Y, Z)-t-5.ç(X,Y, Z) = l/(x,r, ;; ^- À?( j-,
,>

, z.)]bf„

h étant une autre constante. Or cela n'est possible que si a = 6 ^ i ; d'où il

suit que le coefficient r) qui figure dans l'équation (5) est le même pour toutes

les cubiques du faisceau.
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Soil mainlenanl

D = x.r -h 'i_y -h -; : = o

l'équation de la droite QiQjQi ; soit

Si .;-. 1 . ; I = I)

celle de la conique C
;

je suppose que les coetficionts du p(jlvnoiuo D. de même

que ceux du polynôme S sont premiers entre eux. L'c'qunliou da C peut égale-

ment se mettre sous l'une des deux formes

:2 X -H / V -+- Y /. = o, :< X„ -r- [J Yo -I- '; Z(i = o,

de sorte que, identiquement,

aX H-^iY -f-vZ = '> ^,

aX„— ;jY„ -;/.„= (]„S,

et 0„ étant des entiers.

Nous trouvons ensuite

f)oS(X, Y, 7. 1 = aX„( \. Y. / 1
-'- >Y„(X, Y, Z,i — vZo(X, Y. Z) = Dr,

et, d'autre part,

S(X, Y, Z)(>X-i- >Y-^-'Z) = T,S(.r, )-, ;)D;

d OÙ

0„T,SD = Or/SD

el enfin ('
)

(|„T, = Ot/.

VI. Subdivision des classes en sous-classes .

Soient G et C'deux cubiques équivalentes; on peut passer de C à C par une

transformation purement rationnelle T qui, comme nous allons le voir, est

généralement une transformation quadratique. Soit

^'^ l = v = i

celte transformation, où X, Y, Z sont des polynômes entiers à coefficients

(') Dans ce paragraphe, H. Poincarc étudie, dans le cas de l'existence de deu.v points

rationnels sur une cubique (de genre i), une certaine transformation de la cubique en elle-

même. Cette transformation peut être considérée comme l'application sur la cubique, d'une

transformation de Cremona du plan. Les points bases de cette transformation el ceux de son

inverse forment un hexagone inscrit dans une conique, dont les points de Pascal sont des points

alignés de la cubique. Cette étude particulière prépare la recherche générale du paragraphe

suivant. (A. C.)
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ralionnels. La droite x=o coupe la cubique C en trois points Mj, Mj, M;,

d'arguments yi, yi., yj. Soient M',, M!,, M'^ les transformés de ces trois points

par la transformation T~' inverse de T: ces trois points sont sur la cubique C

et ont pour arguments

Ti — /> Vu—/'-, •;:.— />; (Ti-t-V2+ ï3=oi.

Par ces trois points qui forment sur C un groupe rationnel et par deux points

rationnels quelconques du plan, on peut faire passer une conique rationnelle

qui coupe C en trois autres points que j'appellerai 1%, F'.,, P;,, ils forment un

groupe rationnel et leurs arguments £i, î-,, i,-, sont liés par la relation

Soit X| = 0, l'équation de cette conique.

D'autre part la droite je = o coupe C en trois points Nj, No, N;, dont les

transformés par T-' que j'appelle N', , N!,, N3 ont, sur G, des arguments dont

la somme est — 3/." (pour la même raison que la somme des arguments des

trois points M',, M',, M!,).

Il résulte de là que les six points iN',, N!,, N!,, Pi, P^, P;, dont la somme des

arguments est nulle, sont sur une même conique qui est rationnelle, puisque

ces six points forment deux groupes rationnels. Soit \|^o l'équation de

cette conique.

Enfin la droite z ^= o coupe C en trois points dont les transformés

par T-' sont avec P^, P^ P3 sur une même conique rationnelle dont l'équa-

tion est Zi = o.

Les polynômes X|, Y,, Z, sont du deuxième degré el à coefficients ration-

nels .

On verrait, comme dans le paragraphe précédent, que les fonctions double-

ment périodiques

se réduisent à des constantes rationnelles que nous pouvons supposer égales à 1

sans restreindre la généralité. On peut donc prendre

X = X,, V = V,, Z = Z,.

Ainsi l'on peut toujours supposer que les polynômes X, Y et Z sont du

deuxième degré et sont les premiers membres de l'équation de trois coniques

ayant trois points communs. Il en résulte que la transformation T est une trans-

formation quadratique Cremona, avant pour points-bases Pj. Po, P;..
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Si nous résolvons les équations (i) nous irouvon>

.\„, Vu, Zo étant trois polynômes du deuxième degré à coefficients rationnel».

Les équations (2) définissent la transformation T ' inverse de T.

Quels sont les points-bases de celle transformation?

Soit 1) une droite quelconque passant par P, ; elle coupe C en deux autres

points II, et Ho dont les ars;uments u et c V(''rifient la relation

» r - Cl = (I.

Les transformés H', et H', de ces deux points sont sur C et ont pour aigu-

ments u -+- A et c + /. . La transformée de D est une conique qui doit se décom-

poser en deux droites dont l'une est la droite RjR, et l'autre est la droite H', H!,

qui doit passer par R,.

Or la droite H', H!, coupe C en uu troisième point dont l'argument est

£, — 2k. Il reste donc fixe quand la droite D tourne autour du point P, ; ce

ne peut donc être que le point R,.

En résumé les trois points-bases de (2) sont sur C et oui pour arguments

£,-2/-, £,-2/,-, c:,-2/;.

Remarquons que notre transformation Cremona(i) transforme toute cubique

passant par les trois points Pi. P.., P;, en une cubique passant par les trois

points R,. R,, R;,.

Quelle est la condition poui- que parmi ces cubiques il y en ait qui, tout en

étant de genre i , soient leurs propres transformées? D'après ce que nous avons

VU dans le paragraphe précédent, il faut d'abord que les sis points-bases soient

sur une même conique. Si cette condition est remplie, cette conique se trans-

forme en une droite, de sorte que les trois points R,, R^, R3 ont pour trans-

formés trois points Qi, Qo, Q3 en ligne droite.

U faut ensuite que ces trois points Q soient les points d'interseclion des côtés

opposés de l'hexagone des points P et R. Si cette condition est remplie nous

avons vu que les cubiques qui passent par les neuf points P. Q, R ne sont pas

altérés par la transformation.

Il résulte d'abord de là que si la cubique C est équivalente à la cubique C
et de telle façon que les arguments des points correspondants difierent de A", il

y a sur C une infinité de groupes rationnels de trois points dont la somme des
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argumeiiLs esl — ik. Ce sont les poinls dont les transformés sont sur une droite

rationnelle. Il y a aussi sur C une infinité de groupes rationnels de trois points

(je dirai de triple/s rationnels ou simplement de Iriplets) dont la somme des

arguments est — .3/.-. comme par exemple le triplel P,, Po, P,

.

Réciproquement, s'il existe un triplet P|, Po, P3 dont la somme des argu-

ments est — 3/i-, la cubique C est équivalente à une cubique C, de telle façon

que les arguments des points correspondants difïèrentde A' d'un tiers de période.

En effet ces trois points formant un groupe rationnel, on peut faire passer par

eux trois coniques rationnelles

X = 0. V = o, 7. = o.

La transformation Cremona

\ ^
\
^

y.

change alors C en une autre cubique C satisfaisant à la condition proposée.

Si maintenant il existe un Iriplet dont la somme soit 3/i', il en existe une infi-

nité dont la somme esl — 3 A"; car, par ce triplet on peut faire passer une infi-

nité de coniques rationnelles; chacune d'elles coupe la cubique en trois autres

poinls formant un groupe rationnel de somme — 3 A'. On en conclut immédia-

tement que s'il existe un triplel de somme 3A", il y en a une infinité.

Je dis maintenant que s'il existe sur C un triplet de somme 3/.', il y en a une

infinité de somme 3 «A", n étant un entier quelconque positif ou négatif. Pour

cela, d'après ce qui précède, il suffit d'établir que s'il v a un triplet de

somme 3 n'A et un triplet de somme 3rt"A, il y en a aussi un de somme

—
• 3A-(w'-|- II") et par consé([uent un de somme 3A-(«'+ n").

Considérons en effet six points formant deux Iriplets de sommes 3 «'A

et 3n"A'. Par ces six poinls et par trois poinls rationnels quelconques du plan,

on peut faire passer une cubique rationnelle. Celte cubique coupe C en trois

autres points formant un groupe rationnel et la somme des arguments esl

— 3A-(n'-+-«^').

Ue là résulte la conséquence suivante :

Si C esl équivalente à une cubique C|, de telle façon que les arguments

des points correspondants sur d et d diffèrent de k, elle est aussi équiva-

lente à une infinité d^autres cubiques Cj, C3, .... C„, ..., C_(, C_2, C_n, ....

et cela de telle façon que les arguments des poinls correspondants sur V.

et Cl diffèrent de nk.
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Une question se pose ensuite. D'après nos définitions, deux cubiques sont

équivalentes ou appartiennent à la même classe si l'on peut passer de l'une à

l'autre par une transformation birationnelle à coefficients rationnels. Je dirai

qu'elles appartiennent à la même sous-classe si l'on peut passer de l'une à

l'autre par une iransforinatiou linéaire à coefficients rationnels (je ne dis pas

entiers).

On peut alors se demander si toutes les cubiques C„ qne je viens de définir

appartiennent à des sous-classes dilTérentes. Bien que l'on puisse passer de C

à C„ par une transformation quadratique, de telle façon que les arguments des

points correspondants difiérent de n/c. ce n'est pas une raison pour qu'on

puisse également passer de (î à C„ par une transformation linéaire, et par

exemple de telle façon que les arguments des points correspondants soient égaux.

il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que C soit transformable en elle-

même par une transformation quadratique, la difiérence des arguments des

points correspondants étant nk.

Or je dis que C n'est pas altérée par une transformation quadialique ration-

nelle qui change le point d'argument u dans le point d'argument u -+- 3/>'. En

il'autres termes, je dis que les coordonnées du point u + 3/.' sont des fonctions

rationnelles des coordonnées du point u, ou, si l'on aime mieux, les coordon-

nées de a + 3A" sont rationnelles, après adjonction des coordonnées du

point u au domaine de rationalité.

Soient, en ellet, £i, c^, £3 les arguments des points de C qui forment un

triplel dont la somme est — 3/.. Par le point u et par un point rationnel

quelconque du plan, je fais passer une droite qui coupe C en deux autres

|)oints avant pour arguments ç et w tels que

f — ir = o.

Les deux points c et (v forment uu coui)le rationnel après adjonction des

coordonnées du jioint u.

Par les cinq points £,, £•>, £3, v oX w on peut faire passer une conique qui sera

rationnelle aorès adjonction des coordonnées de «/cette conique coupe C en

un sixième point qui sera rationnel a])rès adjonction des coordonnées de u et

qui est u -+- 3/..

Ainsi les cubiques C et d, ou, plus généralement, les cubiques C„ et C„^3

appartiennent à une même sous-classe. Donc les cubiques C„ se repartissent

en trois sous-classes au plus.

H. P. — V. 05
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Pour aller plus loin, deux cas sont à distinguer : le premier est celui oii la

cubique C admet un point rationnel. Si alors a est l'argument de ce point

rationnel, et si la cubique C n'est pas altérée par une transformation purement

rationnelle telle que les arguments des points correspondants différent de 3/»',

le point d'argument a + 3A' est aussi rationnel.

Je dis que C admet un triplet dont la somme des arguments est — 3 A", de

telle façon qu'elle soil équivalente aune cubique Ci, la différence des arguments

des points correspondants étant k. En eflet, par le point a je fais passer une

droite rationnelle quelconque; elle coupe C en deux points d'arguments [3 et y

formant un couple rationnel et tels que

a -t- p -h Y = o.

Par les deux points (3 et y, par le point rationnel a + 3/c et par deux points

rationnels quelconques du plan je fais passer une conique qui est rationnelle;

elle coupe C en trois autres points qui forment un triplet rationnel et dont la

somme des arguments est

— 3 — V— (5:-h3A-) = — 3Â-.

Si maintenant la cubique G a un point rationnel, tous ses points rationnels

sont compris dans la formule

2 -+- snot -4-/>,(a,— a)-(-/>2(a-2— 5t)-l-- • .-(-/),(«,,— a),

la cubique étant supposée de rang q -\- i

.

Je suppose do plus qu'aucune des quantités

3 «X -f-/»! (c(| — a ) -t- /).! ( «2— tz) -H. ..-(-/</, (a/,— a)

ne soil une partie aliquote d'une période, mais que

a/,+1 — a, a/,^2— a, .... a,— a

soient des parties aliquotes d'une période, de telle façon que pour s <i q

nis(as— a)

soit une période (m, étant un entier).

Quel est le nombre des sous-classes de la classe dont fait partie C?

Quelle est la condition pour qu'il existe une cubique G* équivalente à C, de

telle manière que la différence des arguments soit A*?

La condition nécessaire et suffisante est qu'il existe une transformation de C
en elle-même, la différence des arguments étant 3 A; c'est-à-dire que

(3) 3 A- = 3na -H/Ji(ai — an- y), («2 — oc)h-. . .-hp^(a,j— a).
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En outre, deux valeurs A' cl /.
" de /. conduisent à deux cubiques C/,- et Ci-

appartenant à la même sous-classe si (')

(4) /.'— />"= 3/(ï -t-/>i(ai — a)-i-/j.;(a2— a)-H. . .-(-/),,(«,— a").

L'équation (3) nous donne les valeurs de /. ; on voit qu'à chaque valeur du

second membre correspondent neuf valeurs distinctes de /.. difTérant entre elles

d'un tiers de période. Mais il importe de remarquer que ces neuf valeurs ne

nous conduisent pas à des cubi(jucs G<- appartenant à des sous-classes dilTérentes.

En ellet, l'argumeul d'un point de G/, est défini pai' cette condition tjue la

somme des arguments de trois points en ligne droite est égale à zéro (ou plutôt

à une période). Mais celte condition ne définit évidemment l'argument qu'à un

tiers de période près.

A chaque système de valeurs des entiers

", Jh. P'., ..., /',/

correspond donc une cubique G/,. Mais si deux pareils systèmes d'entiers ne

dilTérenl que par des multiples de 3, les cubiques correspondantes sont de la

même sous-classe. Si le second membre de (3) ou de (4) ne peutjamais devenir

égal à une partie aliquote d'une période, le nombre des sous-classes est alors

3?+' au plus.

Mais si, par exemple, in,jiy.,j— a) est une période, et que le nombre entier //(^

n'est pa- divisible par 3, on peut prendre deux systèmes d'entiers

"', /''.: /':, • J'',/,

«', p", p"., p"n

de telle sorte c[ue chaque nombre du premier système soit égal au nombre

correspondant du second système, à l'exception des nombres //^ et/j,'^.

Si alors A' et A" sont les valeurs de A correspondantes, on a

On peut alors prendre

et poser

/,'_//=/i2_il2(a„-a)

i''.,
— p"q\= ''•:'-

(') C'est (l'aitleurs le seul cas oii l'on puisse passer de CU' à Cf par une transformation linéaire

de telle façon que la différence des arguments des points correspondants soit une constante ;

mais il peut arriver aussi que l'on puisse passer d'une cubique à l'autre par des translormations

linéaires d'une autre nature que nous appellerons impropres. Nous y reviendrons plus loin.
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(jx et V étant des entiers), d'où

/. — A = 1
—— = («,7— «)-!- n de période.

Les deux cubiques G^.. et C;^- seront encore de la même sous-classe.

Donc, pour que deux cubiques soient de la même sous-classe, il suffit que

les deux systèmes d'entiers correspondants ne diffèrent que par des multiples

de 3, à l'exception de ceux des nombres de ces deux systèmes qui correspondent

à des différences «j— a, qui sont des fractions m^ d'une période, l'entier jus

n'étant pas divisible par .3.

Si donc il y a q' nombres nis non divisibles par 3, la classe se compose de

3'?'+i-'7' sous-classes au plus (
' ).

Considérons, par exemple, la cubique

j:^-4- j'-H Z~' = o.

En vertu du théorème de Fermât, elle n'a que trois points rationnels qui sont

les trois points d'inflexion en ligne droite.

x = Y-\-z = o.
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et donl In transformation inverse csl

la cubique so transforme en

r,' -h l'-'
-¥- h -.- — 2 r,- -+- 'i T,E j -t- ;•;

( T| + '^
) = o,

([ui appartient à la seconde sous-classe; elle admet trois points rationnels

r, = r = o, :; = : — T, = o, ^ = -r, + t = o

correspondant à ceux de la cubique proposée. Il est aisé de vérifier que chacun

d'eux se trouve sur la tangente menée à la courbe en l'un des deux autres; ils

ont respectivement pour arguments

(0 4 () 7 0)

9* 9 ' 9
'

Si l'on veut maintenant construire une cubique équivalente à la cubique

proposée et de telle façon qu'au point d'argument ?/. corresponde le point d'argu-

ment Il -\- ^) il suffit d'intervertir dans les transformations le rôle des lettres
9

r et z. Il est clair qu'on retombe de la sorte sur la même transformée.

Nous n'avons donc en tout que deux sous-classes, et le nombre des sous-

classes n'atteint pas le maximum prévu par l'analyse précédente, qui serait 3.

Cela tient à ce que G est transformable en elle-même par une de ces transfor-

mations linéaires impropres dont j'ai dit un mot plus haut et sur lesquelles je

vais revenir.

Supposons qu'une cubique G soit transformable en une autre cubique G' par

une transformation birationnelle dont on ne suppose pas les coefficients

rationnels.

Soit u l'argument d'un point M de G, et u' celui du point correspondant M'

de G'. On peut toujours supposer que ces arguments ont été définis de telle

sorte que les périodes soient les mêmes pour les deux cubiques.

Gela posé, il est clair que u et u' doivent être liés par une relation linéaire

Il = su -^ A,

et que celte relation doit être telle que u' augmente d'une période quand u

augmente d'une période et réciproquement.
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Cela peut arriver de trois manières :

i" s = i, les périodes étant d'ailleurs quelconques. Je dirai alors que la

transformation esl propre;

2" s = — I , les périodes étant d'ailleurs quelconques. Je dirai alors que c'est

une transformation impropre générale.

3" s et les périodes ont des valeurs convenables. Je dirai alors que c'est une

transformation impropre spéciale.

Il y en a de trois sortes :

1° s^=±i, le rapport des périodes = i (transf. qualernaires);

2" s= e "
, le rapport des périodes ^s (transf. ternaires);

3" * = e % le rapport des périodes = * (transf. sénaires).

Pour (|ue la transformation soit linéaire, il faut el il suffit que trois points

en ligne droite avant la transformation reslent en ligne droite après la transfor-

mation; c'csl-à-dire que

Ul ~- 11^ -i- U:;= O,

il faut el il suffit que /.' soit un tiers de période.

Les plus intéressantes de ces transformations sont celles qui transforment G

en elle-même. Quelles sont les conditions pour (|ue ces transformations soieni

purement rationnelles, c'est-à-dire aient leurs coeflicienls rationnels?

Je ne reviendrai pas sur les transformations propres. Commençons [)ar les

transformations impropres générales. La condition nécessaire et suffisante pour

que la transformation (a, — u -\~ k) soit rationnelle, c'est-à-dire pour que les

coordonnées du point — u -+- k soient des fonctions rationnelles de celles du

point ît, c'est évidemment que le point d'argument — /,• soit rationnel, puisque

les trois points u, — u -\- k el — k sont en ligne droite.

Soit maintenant .$ =: t et supposons d'abord la transformation linéaire; nous

pourrons supposer /r = o. Quelle est la condition pour que la transformation

(u, iu) soit rationnelle ?
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Les |)oinls doubles de celle Iransformalion sont donnés par l'équalion

u = iu -t- m (0 -t- n (o',

co et w' élant les périodes; mais le iap[)ort de ces périodes étant égal à «", on

peut écrire

u = iu + io(ni -h lit) (ni et n entiers),

qui admet deux solutions distinctes

1/ = o, ;( = — (i -T- j).

Ces deux points doivent donc former un couple rationnel si la transformation

est rationnelle. Mais le premier étant un point d'inllexion, tandis qu'il n'en est

pas de même de l'autre, les deux points doivent être l'un et l'autre rationnels.

Si d'ailleurs le second de ces points est rationnel, le premier l'est nécessai-

rement, puisque la tangente au second va passer par le premier.

Soient alors A le point u = o, B le point — (i + «'), C et D les points — et i —

(de telle façon que les trois points B, G, D soient en ligne droite). Soit M un

point quelconque u et M' son transformé iu. Le rapport anharmonique des

quatre droites BA, BC, BM, BM', qui est constant, devrait être rationnel si la

transformation était rationnelle. Or il est égal à i; donc la transformation ne

peut être rationnelle.

Il n'y a donc pas de transformation quaternaire rationnelle et linéaire d'une

cubique en elle-même. Passons aux transformations ternaires.

Soit (m, su) une transformation ternaire linéaire; les périodes étant co et ico,

les points doubles de la transformation seront donnés par l'équation

M = SU -+- !.'>( m -I- «.«),

qui admet trois solutions distinctes

11 = 0, U=—{-2-i-S), U = —{l-\- 2.S).

Ces trois points doubles sont en ligne droite et sont des points d'inflexion. Ils

doivent former un groupe rationnel si la transformation est rationnelle, de

sorte que la droite qui les joint est rationnelle. Soit D cette droite.

Soient M un point u quelconque, 'M' et M" ses deux transformés successifs sm

ets-u. Ces trois points sont en ligne droite, et toutes les droites MM'M" vont

concourir en un même point A (pôle de la droite D par rapport à la cubique)

qui doit être rationnel si la transformation est rationnelle.
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Cela posé, le rap[)oit auharmaniqiie du point A, des poinls M, M' et de

rinlersection de MM' avec D, rapport qui est conslani, devrait être rationnel si

la transformation était rationnelle. Or il est égal à s.

Il ne peut donc y avoir de transformations ternaires linéaires et rationnelles

d'une cubique en elle-même (ni par conséquent de transformations sénaires).

En résumé, une cubique ne peut admettre une transformation en elle-

même qui soit, à la fois, impropre spéciale, linéaire et rationnelle.

A vrai dire, la démonstration qui précède est encore incomplète, puisqu'elle

ne s'applique qu'au cas de k = o et que, pour qu'une transformation soit

linéaire, il suffit que /> soit un tiers de période. Mais nous allons étendre le

résultat au cas de A" quelconque, c'est-à-dire non seulement aux transformations

linéaires où k est un tiers de période sans être nul, mais encore aux transfor-

mations birationnelles quelconques.

Soit (u, JM + A) une transformation quaternaire de C en elle-même. Les

points doubles sont

k k -H (0 .

-(i-t-f), (i-t-Oi

et forment un couple rationnel, d'où il résulte que le point

qui est en ligne droite avec les denx premiers, est lui-même rationnel. J'appelle

ces trois poinls A, A' et B.

La transformation proposée doublée est la Iransiormalion impropre générale

(u, — u + k -\- ki), et, si elle est rationnelle, le point

— />( 1 -l- i),

que j'appelle C, est lui-même rationnel.

Soient M un point quelconque u et M' son transformé iu + A . La droite MB
coupe la cubique en un troisième point Mi, et la droite M'B coupe la cubique

en un troisième point M', qui est le transformé de Mi.

Les droites MB et M'B forment donc un faisceau homographique dont les

droites doubles sont la droite AA'B, qui est rationnelle, et la droite BD, qui

joint le point B aux deux points

A- .^ co /. 0,i
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(jiii sont transformes l'un de l'antre et l'oriiienl un conplc rationnel. Celte

droite devrait ogalemeni être rationnelle.

Le r.ipport anharinonique constant des quatre droites BA, BD, BM, BM'

devrait être rationnel si la transformation ëtait rationnelle. Or, il est égal à r,

donc notre transformation no saurait être rationnelle.

Considérons maintenant une transformation lernaiie («, su-]-f>')', les trois

points doubles de cette transformation ont pour arguments

k k (0

,

.A- w

La somme de leurs arguments est, à une période près, Â(2 4-5), et ils forment

un triplet rationnel. Soient A, A', A" ces trois points.

Par ce triplet rationnel, on peut faire passer une coni(|ue rationnelle que

j'appelle K et qui coupe la cubique suivant un autre triplet rationnel que

j'appelle T; la somme des arguments de ce triplet est — k {2 +*).

Soient ensuite M le point u, M' et M' ses deux transformés successifs dont les

arguments sont

su -h /{. s- Il -+- /.(I + :>).

La somme de ces trois arguments étant k {2 + s), les trois points M, M', M" et

le triplet T sont sur une même conique que j'appelle H.

Soit D l'intersection de H et de K.

On voit tout de suite que par un point de la cubique passe une seule des

coniques H, d'où l'on conclut que ces coniques passent par quatre points fixes;

trois de ces points forment le triplet T; le quatrième, que j'appelle E, est en

dehors de la cuijique. Etant unique, il est rationnel.

Le rapport anharinonique des quatre points E, D, M, M' sur la conique H est

constant. Si la transformation était rationnelle, il devrait être rationnel. Or il

est égal à s.

Il ne peut donc y avoir de transformations rationnelles ternaires, ni par

conséquent sénaires.

En résumé, une transformation cVune cubique en elle-même ne peut pas

être à la fois impropre spéciale et rationnelle.

Si une transformation birationntdle T transforme une cubique C en une

autre cubique C, nous appellerons u l'argument elliptique d'un point M de C

et u' l'argument de son transformé M' sur C. Nous pourrons toujours supposer

,///•= ,/„.

11. )'. - V. <56
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car si du est une diHerenlielIe abélieniie de première espèce pour C, c'en esL

une aussi pour C. Donc u' et u ne différent que par une constante /.',

IL = « + Xr.

Nous supposerons toujours u' défini de telle façon que la somme des arguments

de trois points en ligne droite soit nulle, ce qui définit k à un tiers de période

près.

Supposons que T ait ses coefficients rationnels, et qu'une seconde transfor-

mation Ti à coefficients rationnels change C en une autre cubique C'i, Soit M',

le transformé de INl sur C, et u\ son argument elliptique sur C, :

Les deux cubiques C et Ci\ appartiennent à la même classe; dans quels cas

appartiennent-elles à la même sous-classe, c'est-à-dire dans quels cas peut-on

passer de C\ à C par une transformation linéaire L à coefficients rationnels?

Soit N le transformé de M', par L; N est sur C, cl soit c son argument. Je ne

puis plus, celte fois, afliriner que di'=du\^du, parce que les arguments

elliptiques des points de C ont déjà été définis et que j'ai, par conséquent,

déjà disposé des arbitraires que comporte cette définition.

La transformation

T-'TiL

est purement rationnelle; elle change C en elle-même et M' en N; d'après ce

que nous venons de voir, elle ne peul être impropre spéciale. Elle est donc

propre ou impropre générale, c'est-à-dire que

f = u'-7- E ou ^• = — «'-^ £,

£ étant une constante.

Quelles sont les valeurs que peut prendre s ?

1° Pour les transformations propres, ces valeurs sont

£ = 3/i a -t-/),(ai — a)-t-/jo(a« — ai— . . .-h p,^(x,i— a).

2" Pour les transformations impropres générales, elles sont

£= — {'î n — i)oL -h piÇoLi — a)-h p«(a-2— a)-h . . .-h p,/(a^— a)— k

(car le point — £ doit être rationnel sur C et, par conséquent, le point — £ — k

sur C).

Considérons Irois points sur C; soit 2m la somme de leurs arguments; consi-
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clérous leurs traiisforniés [lar T sur C dont la soniuie dos argunieiils sera iw',

leurs Iraasforinés par T, sur C, dont la somme des arguments sera 2m',; et

enfin les transformés de ce dernier iriplel par L; ces Iransfonncs formeront un

Iriplel sur C, et la somme des arguments sera ic

La transformation L étant linéaire, si l'un de ces deux derniers triplets est en

ligne droite, il doit en être de même de l'autre; c'est-à-dire que les deux sommes

iu', et 2i' doivent s'annuler en même temps.

Or on a

1 u\ = y^u' -h Al — 3 /;

el , de plus,

2 l' = S rt' -r- 3 £
;

si L est propre, et

-c = — -?«'-+- 3c

si L est im|)ropre.

On a donc, dans le premier cas,

1 r — 2 ii\ = 3 £ -f- 3 />, — 3 />-

el, dans le second eus,

i; 1- -4- X «', = -I- 3 £ ^- 3 /:, — 3 X-.

Donc on doit avoir, dans le premier cas,

(4) /'"i
— k = ù ny. -i- pi(:ii— x)-h p-i^ct.;, — x)-5-. ..-)-/),;( a,^— a)

et, dans le second,

(4 bis) /.-, — > A- =--( 3 7J — i)3! -l-yJii a, — x)-t-/J«(a2— y.)-h. . -*- J->,/(o^,/— a),

te tout à un tiers de période près.

La première de ces relations n'est autre que la relation (4) déjà discutée.

L'équation (3) nous apprend (jue k et Ai doivent être tous deux de la forme

/, = 3 «' 2 — //, (_ a, — 2 ) ^ p'j ( a.— X ) -H . . .
-<- p',j {y-,,-- y- ),

Â'i = 3«"a -l-/ji'(ai — 3.)-\- pl{a.2— a)-i-. .
. -h p'/^fa,^— a),

chacun des nombres n', n", p',p" étant le tiers d'un entier. Nous avons vu déjà

que la relation (4) <> l'eu si les différences

sont des nombres entiers, sauf pour les dillérences />' — y;" qui correspondent

à un nombre entier /«, non divisible par S.

Dans quel cas maintenant la relation (4 bis) aura-t-elle lieu? Il faut que les
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diflerences

H"—-în'—-,
I>'[
— -lp'u p"i — -^P'i- •••: P".,~-^l''.,

soient des nombres enliers.

Remarquons que nous pouvons toujours supposer a := o; il suffit de prendre

— 1

k = ("'=—' ^'-",)i

alors au point a de C correspond le point a + A" = o de G' ('). En d'autres

termes, si une cubique a un point rationnel, il y a une cubique équivalente qui

a un point d'inllexion rationnel.

Supposons donc a=o, ce qui nous dispense de considérer les valeurs des

nombres v! et n" . Le nombre ph peut alors prendre deux valeurs distinctes

o el^; les valeurs i et o par exemple ne sont pas distinctes, parce que leur

différence est un entier; les valeurs ^r et ^ ne sont pas distinctes non plus, parce

que la différence

P -^P = -,-

est un entier.

// résulte de là que si x est nul et s'il >' a q entiers nis non divisibles

par 3, la classe comprend l'i-t' sous-classes (').

(') Cette liypoUièse aurait pu être faite beaucoup plus tôt; elle a été utilisée méthodiquement
par les auteurs qui ont continué les reclierches de H. Poincaré (Mordell, Nagell, Weil, etc.); ils

ont adopté rommp fornio réduite d'une cubique, contenant un point rationnel, la cubique

d'équation
)-- = x'^ px ^ q

(note de la page 5oi). Il faut alors adopter pour valeur du rang, q au lieu de '/ -i- i [note de la

page 493]. (F. C).

(-) Il y a lieu de remarquer que, dans cette expression -ii-'i', g représente le rang de la

cubique, tandis que, dans l'expression précédemment trouvée 37+'-''' (p. 5i6), le rang est repré-

senté par q -t- 1.

Dans l'exemple étudié ci-dessus (p. 5i6)

x' -t- f^ -h z' = o,

le rang e^t i (le groupe des points rationnels est cyclique, d'ordre 3) et q' est nul (le triple de

chaque point rationnel est l'élément nul). Si, dans la formule (i), de la page 4f)2, on choisit

7. = 0, ou — ) ou ^1
il faut encore prendre

mais il faut prendre pour valeur du rang i (et non 2 = q-t-i). Le nombre exact de sous classes

est 2. (F. C.)
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Il nous reste à examiner le cas où la cubique C n'admet pas de poinl

rationnel.

La cubique C n'a pas alors de Iransformalion rationnelle impropre en elle-

mèuK!, mais elle peut admellre des transforma lions rationnelles propres.

Ces transformations (m, u + /.) sont comprises dans une formule

(5") A-=/'t;ii+/>i;i2-: ...-/), [i^-

où les [3 sont des constantes données et \qs p des entiers arbitraires.

Si C est équivalente à une autre cubique C. de telle manière que le poinl u

ait pour transformé sur C le point u -+- A', c est qu'il existe sur G une infinité

de triplels rationnels dont la somme des arguments est — 3 A"'. Soit T un de

ces iriplets.

Coupons ensuite C par une droite rationnelle quelconque: les trois points

d'intersection m,, u^, u,^ forment un triplet rationnel.

Par T, par m, et par un point rationnel quelconque A. du plan, je fais passer

une conique K| ; soit de même K., la conique TîioA; et K;, la conique Tm, A.

Aucune des coniques K,, I\.2, K;, ne sera rationnelle, mais leur ensemble est

rationnel (le produit des premiers membres de leurs équations est un polynôme

à coefficients rationnels).

K| coupe C en deux autres points t', et c', , Kj et K:-. coupent C en deux

autres couples de points ('2 et c', , cn et v\. Ces six points r et c' forment un

groupe rationnel, et l'ensemble des trois droites ^'|l'|, foi'o, Ciii', forme une

cubique rationnelle, bien rpi'acune de ces trois droites, prise séparément, ne

soit rationnelle.

La droite Ci c, coupe C en un troisième poinl H( — 3A''. La droite lop',

coupe C au point «2 — 3 A'; la droite t"»»'', coupe C au point u,;-\- 3 A'. Ces trois

points forment un triplet rationnel.

Si nous joignons les trois points d'un triplet rationnel aux trois points d'un

autre triplet rationnel, on obtient neuf droites qui coupent C en neuf points

formant un groupe rationnel. Si nous opérons ainsi sur les deux triplels

rationnels

((/i. M;. «,iV ('«1 — 3A', (/2 — 3A-'. Il- — 3A-').

six de ces neuf points se confondent deux à deux, de sorte que le groupe de

neuf points se décompose en un triplet simple rationnel et un triplet double

rationnel (U| + 3Ar', Ui-\~''>U', m,+ 3A'). (Car un polynôme à coefficients

rationnels du neuvième degré, qui a trois racines doubles et trois racines
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simples, est le produit d'un polynôme à coefficients rationnels du troisième

degré et du carre d'un autre polynôme à coefficients rationnels du troisième

degré.)

Gela posé, on peut, comme au paragraphe \ , construire une transformation

Cremona rationnelle, dont les points-bases sont ?/, +3/.', Un-j-'dk',

«:, -H3A"', ceux de la transformation inverse étant m,— 3 A', Ho— 3 A', u., — 3 A',

qui transforme G en elle-même.

On doit donc avoir, d'après la formule (5),

Les nombres entiers p,, . . . , p,, peuvent-ils prendre des valeurs quelconques ?

Cela n'est pas certain. Tout ce que je puis affirmer, c'est que, si ces nombres

peuvent prendre les valeurs^';, et les valeurs y? )j, ils peuvent prendre également

les valeurs p'/,-\-pl, puisque l'existence de deux triplets dont la somme des

arguments est — 3A' et — 3A" entraîne celle d'un autre Iriplet dont la somme

des arguments est — 3A'— 3A".

On peut donc donner aux nouibres p toutes les valeurs compatibles avec un

certain nombre de relations linéaires à coefficients entiers.

Il est clair qu'on peut remplacer les ,3 par des combinaisons linéaires

à coefficients entiers, le déterminant de ces coefficients étant égal à i. On peut

alors clioisir ces combinaisons linéaires de telle façon que quelques-uns des

nombres p puissent prendre des valeurs quelconques, tandis que les autres

doivent être nuls. Si l'une des quantités ^s est égale à une période divisée

par iris, sans que l'entier ni; soit divisible par 3, on peut donner à ps une

valeur quelconque, les autres p étant nuls. La condition nécessaire et suffi-

sante pour que deux cubiques équivalentes (correspondant à deux systèmes //,,

el pi des entiers /) ) appartiennent à une même sous-classe est

P'h=Ph (mod3),

sauf pour les entiers p^ qui correspondent à des quantités (5j égales à une

période divisée par /n,, l'entier iiis n'étant pas divisible par 3.

Le nombre des sous-classes est alors une puissance de 3.

Si une cubique a des points rationnels compris dans la formule

(6) a -!- 3 « a H- 2/>,. ( a — aj),
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nous venons de voir (|iie, pour les triplais rationnels, la soinnie des arguments

est donnée par la formule

(7) 3rt:e-2/>,(a-a,).

J'ajoute que pour les couples rationnels la somme des iirgunients est donnée

par la formule

(8) 2a-f- 3raaH- 2/),<(:( — a,);

car la droite qui joint les deux points d'un couple rationnel doit couper la

cubique en un troisième point ([ni est rationnel, et, réciproquement, toute

droite rationnelle passant par un point rationnel v;i passer par un couple

rationnel.

Je dis plus généralement que la somme des arguments d'un groupe rationnel

de K points est donnée par la formule (6), (7) ou (8) suivant que K est congru

à I , o ou 2 suivant le module 3.

En elfet, si par exemple Iv^oy-t-2, on peut, d'une infinité de manières,

trouver y Iriplets rationnels satisfaisant à la formule (7) et un couple rationnel

satisfaisant à la formule (8); l'ensemble de ces points forme un groupe

rationnel de Iv points satisfaisant à la formule (8).

Réciproquement, si l'on a un groupe rationnel de

K = Sy — £ ( s = 1 , 2 ou o ),

points, la somme des arguments est donnée par la formule

EX -î- Snx -H l,ps( '> — 3t,-).

En effet par ces K points on peut faire passer une courbe rationnelle

d'ordrey + i ; elle coupe en outre la cubique suivant i
— z points, qui forment

un groupe rationnel dont la somme des arguments est de la forme

— fu — 3n a -=- S/).,(a — a,).

Or la somme des arguments des 3y-|- i := K+ ( 1 — :') points d'intersection

doit être nulle (').

(') L'inlcict de la subdivision on sous-classes ainsi inlroduilc par H. t'oincaré est qu'il est

théoriquement possible de repartir les cubiques en sous-classes : on peut reconnaître si deux

cubiques appartiennent à une même sous-classe, car il n'existe qu'un nombre fini de transfor-

mations linraircs qui permettent de passer d'une cubique à l'autre; il suffit de chercher si l'une

d'elles a ses coefficients rationnels. On sait de plus former un système de courbes réduites qui
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VII. — Extension du domaine de rationalité.

On peut évidemment répéler les mêmes raisonnements en considérant comme

rationnelles, non seulement les quantités rationnelles proprement dites, mais

toutes les quantités rationnelles d'un corps algébrique déterminé; ou en d'autres

termes en adjoignant au domaine de rationalité les nombres algébriques qui

forment la base de ce corps algébrique.

Piien ne sera changé à nos résultats (' ), saut' ce qui suppose la réalité des

nombres rationnels. C'est ainsi (ju'on ne pourra plus appliquer ce que j'ai dit

au paragraphe III sur les deux branches que peut avoir une cubique, sur la

distribution des points rationnels sur ces deux branches et les conséquences

qui en résultent pour la classification des cubiques.

D'autre part, nous ne pourrons plus toujours affirmer qu'une cubique ne

peut admettre de transformation rationnelle impropre spéciale en elle-même.

Mais ce ne sont là que des points de détails, et les résultats essentiels

subsistent.

L'importance de ces résultats se trouve accrue. Par exemple, nos théorèmes,

sous leur forme primitive, n'avaient pas d'application à la cubique

puisqu'elle n'a que trois points rationnels que l'on aperçoit immédiatement.

Après l'adjonction d'un certain corps algébrique au domaine de rationalité,

il n'en sera plus de même, puisque cette cubique pourra avoir une infinité de

points rationnels appartenant à ce corps.

Remarquons que deux cubiques, non équivalentes avant l'adjonction d'un

liL-rnielUiiL d'ciifjciKJxcr toutes les sous-elasses de cubiques; c'est ce (.[ue rnoiilre implleilenicnt

ci-dessous H. Poincaré (§ VIII, Cubiques dérivées, note de la page 533).

On peut aussi répartir, de la même façon, en sous-classes les quartiques de genre i, et, plus

généralement les courbes de genre i, de degré donné n. Le calcul du nombre de sous-elasses

contenues dans une classe donnée se fait de la même façon, sauf que le nombre q', qui intervient

est le nombre de générateurs du groupe additif des produits par l\, ou, plus généralement par n,

des points rationnels exceptionnels de la classe considérée (note de la page 5i6).

La difficulté, non encore surmontée, de la classification des cubiques, et plus généralement,

des courbes de genre i, réside ainsi dans le groupement des sous classes (ou des courbes définies

à une transformation linéaire, à coefficients rationnels, près) en classes. (F. C.)

(') Le résultat de Mordell, qui établit que le rang d'une cubique est toujours fini, est encore

valable dans ce cas, ainsi que l'a montré A. Weil, L'aritlimétique des courbes algébriques

{Acta Mat/i., t. 52, 1929, p. 28i-4i5). (F. l'.j
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OU [)lusieurs nombres algobrlcjnes, pourronL devenir équivalentes après celle

atijonclion ('). En revanche, si elles sont équivalcnles avanl l'adjonclion, elles

lo seronL a forliori après l'adjonclion.

D'aulre part, il peut se faire que deux cubiques équivalentes n'appartiennent

pas à la même sous-classe avant l'adjonction cl soient de la même sous-classe

après celle adjonction (-).

Dans tous les cas, ces considérations pourront servir de base à de nouveaux

critères relalils à la classification des cubiques.

.Soit par exemple /.' une conslanlu quelconque ( '), et considérons la transfor-

mation («, u H- A") de la cubique en olle-niême. Cette transforma lion ne sera

pas eu général rationnelle, mais elle le deviendra après adjonction d'un corps

algébrique convenablement choisi. Ce corps dépendra de la cubique choisie et

de la quantité A". Mais il sera le même pour une même quantité k et pour toutes

les cubiques d'une même classe.

C'est donc un nouvel élément de la classification des cubiques.

VIII. - Cubiques dérivées.

Considérons d'abord une cubique qui a trois points d'inflexion rationnels

en ligne droite.

Son équation peut se mettre sous la forme

(1) A3=XYZ

(') E.\eniple : les cubiques

:r' -H _k' -I- «' = o et a-' -f- _>-' 4- 2 i' = o

ne siint pas équivalentes dans le corps P. des rationnels, mais le deviennent dans l'exlen-

sion Rly/â). (A.N.).

(-) On peut même affirmer que : étant données deux cubiques équivalentes dans un corps K,

il est possible de trouver une extension algébrique K' de K, dans laquelle les deux cubiques

soient de même sous-classe. U suffit de faire en sorte que l'une des translations [u, m -i- - 1 soit

rationnelle dans K'. Dans l'exemple de la -page 5i6, il suffit de prendre pour K' l'un des

corps 11(^/2), R(y'^/2), R(y'-y/:i), où U désigne le corps des rationnels cl/ une racine cubique

de l'unité. (A. N.)

(') H. Poincarc ne considère évidemment pas une constante k quelconque, mais senlenient

une constante k, dont les fonctions elliptiques (qui réalisent l'uniformisation de la courbe

rationnelle considérée) sont des nombres algébriques. (F. C. )

il. P. - V. G-
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A, X, Y et Z élanl des polynômes du premier degré en x, y, z à coefficients

entiers. Supposons que la cubique admette un point rationnel outre ses trois

points d'inflexion, et soient Ao, Xo, Y^, Z» les résultats des substitutions dans

X, Y, Z, des coordonnées x„, j'o, z-o de ce point. Nous pourrons toujours

supposer que ces coordonnées sont des nombres entiers, premiers entre eus:

de sorte que A^, X^, \„, Zo seront aussi des entiers.

Soit p un nombre qui divise à la fois X,, et \o; '1 Joit diviser aussi A„.

Comme les nombres x^, j'o, ^o sont premiers entre eux, le nombre p doit

diviser le déterminant A" des trois fonctions linéaires A, X, \ ; car il divise

évidemment A"xo, à"yo el A";„-

Donc Xo et Y„ ne peuvent avoir d'autres facteurs communs que ceux ([ui

divisent A". De même Yo et Zq ne peuvent avoir d'autres facteurs communs

que ceux cpii divisent A, déterminant de A, \, Z; tandis que X„ et Z„ ne

peuvent avoir d'autres facteurs communs que ceux qui divisent A', déter-

minant de A, X, Z.

Y Z
.Suit le plus grand commun divi:3eur de Xu, Y u, Z„ ; a celui de -.^ et -^; [3 celui

X Z . \ ^
de -i:^ et -^ ; Y celui de 'i^ et ^ ; 3t, 3 et ' sont premiers entre eux deux à deux.

Xo est divisible par ^yô, Y„ par ayo, Z„ par a(3o de sorte que

X„=a^lyg. Yo=6ay8, Zo=caJî3, A3 = afcc (a^y )'S'.

On voit que les nombres a, b, c sont premiers deux à deux: a premier avec

a, b avec (3, c avec y.

Soient p.1 le plus grand commun diviseur de a et «|5y; p..j celui de b et c:^y;

/JL3 celui de c et a,3y. Comme a. b, c sont premiers entre eux deux à deux.

il en est de même de wi, u,, u.3 d'une part: de — > — ) — d'autre part. Il en^
;j-i H-2 H3

'

résulte d'abord que 3t(3y est divisible par p-if/^fX;,, de sorte que

, / *3y \- a b c

\ I-iil^îf^j/ Kl f^2 H:

Le produit

\Ki-.'^2."3/ l-'i V--- H-3

est donc un cube parfait, et, comme les facteurs de ce produit sont premiers

deux à deux, chacun des facteurs

apy abc
) — > — ) —

filfisHa Hi H»

est un cube parfait.
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Soient

w', çil, T,3, çjj

ces quatre cubes; il vient

Xo = a «1 [^tS, Yo = -nj ,Uo ayS, Zo = 'i! ,«:i 5:[-3,

Ao = o;ji.| [J.« Jji- (0- 5ii 'lu su ;

on peut encore écrire

X„=/t|Ç;i, Y„=/i..T,i;, Z„=/i,;^, Ao=Â-^o-n,iîo,

les coefficienls /i et A" sont des entiers.

Ces entiers et co sont limités, car a, (3, y doivent diviser rcspeclivcnicnt A,

A', A", qui sont des entiers donnés; ô doit diviser ces trois détcriiiinanls
;

fij, ix-2, iJ-3 doivent diviser apy.

On ne peut donc faire au sujet de ces coefficients qu'un nombre fini

d'hypolhèses.

Posons alors

X = /ii?% Y = /ij-r)3, Z = hjt\ A = Â-?r,Ç

et éliminons j:, y, z entre ces quatre équations; nous obtenons entre l^\ /)', Ç',

Çy)? une relation linéaire et homogène à coefficients entiers. C'est léqualion

d'une cubique rationnelle C sur laquelle doit se trouver le point ^, v), Ç. Je

dirai que C est une cubique dérivée de C.

D'après ce qui précède, C n'a qu'un nombre fini de dérivées^ puisqu'on ne

peut faire sur les entiers h et A" qu'un nombre fini d'hypothèses.

Le point Ç,,, ï)o, ^o est un point rationnel de C
On voit ainsi qu'à chaque point rationnel de C correspond un point

rationnel d'une de ses dérivées. Si C a une infinité de points rationnels.

il en est de même d'une au moins de ses dérivées.

Voyons quelle relation il v a entre les deux cubiques C et C.

A chaque point de C correspond un seul point de C; à chaque point de C

correspondent trois valeurs des rapports pi j et par conséquent trois points de

C. Ces trois points ont pour coordojinées

ç, 'i, C; a?, «^•n, Ç; «-?) a'o, c,

X étant une racine cubique de l'unité. Soient M,, Ma, M^ ces trois points;

Ui, «2, «j leurs arguments.
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Considérons en parllculier les trois points d'inflexion de C qui sont donnés

par les équations

X = A = o, Y = A = o, Z = A = o

W 2 tO .
) 1 I T 1 T

qui ont pour arguments o, — > -rr-i et que j appelle J
,

, .J_>, J;,.

A ces trois points correspondent sur C les neuf points d'inllexion situés sur

les trois droites 2= o, yj = o, Ç = o et qui ont pour arguments

où oj, et w'i sont les périodi's relatives à C, et m et n des entiers.

La courbe G' n'est pas altérée quand on change Ç, '0, K en al, a-ri, Ç. Ce ne

saurait être là une transformation impropre; car une transformation impropre

a des points doubles sur la cubique elle-même et les trois points doubles de

cette transformation sont ;i=r} = o, ^::=:Ç=^o, y) = Ç^o qui ne sont pas sur la

cubique. C'est donc une transformation de la forme (a, a + A" ), et comme,

après trois transformations, on revient au point primitif, il faut que k soit un

tiers de période.

Si u est l'argument d'un point de G' et r l'argument du point correspondant

de C, c est une fonction uniforme de u, car, si u décrit un petit contour dans

son plan, i' revient à sa valeur primive. De même, si v décrit un petit contour

dans son plan, les trois valeurs de ^, v), Ç et, par conséquent, les trois valeurs

de u ne peuvent s'échanger, puisque les points doubles ^ = yj = o, ^ ^ Ç = o,

V) = Ç = o (pour lesquels deux des trois systèmes de valeurs de ^, rj, Ç se

confondraient) n'appartiennent pas à la cubique C. Donc u est fonction

uniforme de c, et, comme c est fini quand u est fini et réciproquement, il doit

y avoir entre m et p une relation linéaire.

Quand u augmente de k ou d'une période, c doit augmenter d'une période et

réciproquement, quand c augmenle d'une période, u doit augmenter de k ou

d'une période.

Soient o, —' j
-rr-'- les arguments des trois points d'inflexion ^r=o;

OJ
1 W

I

3 ' 3 ' 3

2 w I 2 10 1
-+- oj'i 2 (J) 1 -t- 2 to'

ceux des trois points d'inllexion r/ = o;

ceux des trois points d'inflexion Ç = o. On voit que
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car les trois points E =: o se transforment les uns dans les autres parla transfor-

mation (w, u +/>"). Soit

V — au b.

D'après ce que nous venons de voir ao)) et —rp- doivent être des combinaisons

linéaires à coefficients entiers de u et to', et réciproquement, de sorte que

oto, = mo) -t- no)',

a ^ = m\ (0 -\- «lO)
,

m, «, W|, «I étant des entiers tels que inrii — nm^ = i

.

Nous pouvons toujours supposer a = i, car les périodes de C (ou de C) ne

sont définies qu'à un facteur constant près.

our M = o, -r )
—:t— > nous devons avoir

p = o, à une période près.

— ) nous devons avoir

c = —
) a une période près.

P2(0i 2(0|-^oj', 2Wi — 20)',
,our u = —r-^ -, ) q^ ) nous devons avoir

2W
, , .

c = -—-5 a une piMiode pies.

Nous en concluons d'abord que b doit être égal à une période que nous

pouvons supposer nulle sans restreindre la généralité, ensuite que -^ est égal

a -; ) a une période de L< près, ou ce qui revient au même, que -^ est le tiers

d'une période de C que nous pouvons appeler toi, de sorte que u =^ Ci)i.

Enfin, /i .-= -~ doit être une période w' de C formant un système primitif

avec 'j). Finalement

Lesfondions elUpliques relatives à C se déduisent donc de celles qui sont.

relatives à C par une transformation du troisième ordre (*).

C) Kn comparant ces résultats et ceux de la page 537 avec ceux du paragraphe VI, on peut

voir que les cubiques dérivées d'une cubique donnée permettent d'engendrer toutes les sous-

rlasses de cubiques ayant même invariant que la cubique donnée (c'est-à-dire qui peuvent être

uniformisées par les fonctions elliptiques de mêmes périodes). (F. C.)
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Tous ces résulliils ne s'appliquent qu'au cas où trois points d'inflexion de C

sont rationnels. Cherchons à les généraliser.

Nous n'avons pour cela qu'à adjoindre au domaine de rationalité les coor-

données de trois points d'inflexion en ligne droite. L'équation de la cubique

prend la forme

(I bis)
.

XYZ = A^

où X, Y, Z, A sont des polynômes du premier degré dont les coefficients sont

des entiers du coi'ps algébrique constitué par cette adjonction.

Considérons un point rationnel de la cubique (soit rationnel proprement dit,

soit devenu rationnel par l'adjonction); nous pourrons supposer que ses coor-

données Xi), yo, -So sont des entiers du corps algébrique.

Mais ici une première difficulté se présente : avons-nous le droit de supposer

que ces entiers algébriques sont premiers entre eux ? Il va sans dire que tous

ces mots d'entiers algébriques premiers entre eux, de divisibilité, etc.,

doivent s'entendre dans le sens de la théorie des idéaux.

Si a:o, j'o» -So ont pour diviseur commun un nombre algébrique existant ('),

c'est-à-dire un idéal principal, on peut les diviser par ce facteur commun sans

altérer leurs rapports mutuels. Mais si .r„, l'o, Zo ont pour diviseur commun un

idéal non principal, on ne peut pas faire la division, parce que les quotients ne

sont plus des nombres algébriques.

Soient alors J le plus grand commun diviseur de j^oi J'o, -o et J' un idéal de

la même classe. Il existe toujours deux entiers algébriques existants E et E'

tels que
EJ = E'J'.

Alors J^oE, jKoE, ^oE ont pour plus grand commun diviseur EJ =; E'J' et

XjE jj^ £oE
"ET' E' ' ~W

sont trois entiers algébriques existants dont le plus grand commun diviseur

est J'.

On peut donc toujours remplacer les trois entiers algébriques dont le plus

(') H. Poincarc semhle adopter ici le point de vue de Kurnmer, de préférence à celui de

Dedekind, en considérant un idéal comme un nombre non existant.

Lorsque .r,, Vj, z„ sont clioiiis de façon à avoir pour p. g. c. d. un des idéaux types, ils ne

sont encore définis qu'au produit près par une unité (ou un diviseur de l'unité) du corps. (A. C. )



ARITHMETIQUE DES COURBES ALGEBRIQUES. 535

grand commun diviseur est J par trois autres dont le plus ç;rand commtin

diviseur est un idéal J' choisi arbitrairement dans chaque classe.

Gomme il n'y a qu'un nombre fini do classes d'idéaux, on peut choisir un

nombre fini d'idéaux J' que j'appellerai idéaux types, de façon qu'il y en ail

un, et un seul, dans chaque classe.

On ne peut pas toujours supposer que j;„, y„, Zg sont premiers entre eux,

mais ou peut supposer que leur plus grand commun diviseur est un idéal type.

.l'ajoule que si x„, y\,, z^, sont des entiers rationnels ordinaires, on peut

supposer qu'ils sont premiers entre eux, car le plus grand commun diviseur de

deux ou plusieurs entiers rationnels ordinaires est un entier rationnel ordinaire.

Soient Ao, Xq, Vu, Z,, le résultat de la substitution de x», > „. ;„ dans

A, X, Y, Z.

Si j'appelle encore A. A', A" les trois déterminants des quatre fonctions

linéaires A, X, Y, Z, le plus grand commun diviseur de X„ et Y„ divise A"J,

J étant le plus grand commun diviseur de x^, _)'„, :„ ; d'où il suit encore que

nous ne pouvons faire, au sujet de ce plus grand commun diviseur, qu'un

nombre fini d'hypothèses; il en est de même pour le plus grand commun

diviseur de X„ et Z,, ou de Y„ et Z,,.

Nous ne pouvons donc faire quuu nombre fini d'hypothèses sur les plus

Y Z X
grands communs diviseurs de X,,, Y„, Zo (que j'appelle ô), de -i;^ et-^i de ^

Z \ Y
et-^? de— et-,- (que j'appelle x. (3, -'). Ces diviseurs a, [5, y, ô sont des

rdéaux du corps algébrique considéré.

(In a encore

X„=ct37o, Y(,= /;aYO, Zo^cajBo,

a. b, c étant des idéaux du corps. Les idéaux a. h, c sont premiers entre eux

deux à deux : a premier avec a, h avec (3. c avec y, et

AJ=«6c(«i3T)'S^.

II suit de celte égalité que, si l'on définit jj.,, jj.-,. ij.3 comme plus haut, les

expressions

apy abc
;-ii!-';iJt3 \^\ \^t [i.-!

sont des cubes parfaits; mais seulement d'idéaux du corps.
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Soient alors >,i, 1-,, 1-^ les idéaux types appartenant aux mêmes classes que

\/.

.1
,'-1-

-1 /

—

comme le nombre des classes est fini, on ne peut faire, au sujet des idéaux >.,

qu'im nombre fini d'hypothèses.

Nous pouvons alors poser

v/S--.^.. \/^='-"». Vi ''sCo.

et^o, ^0) Ko seront des nombres rationnels (qui ne sont peut-être pas entiers)

du corps algébrique considéré.

Il vient alors

Xo=AiÇJ, Yo=/iîTii;, 7,0=^3^01 Ao= A-f„-ooÇci,

OÎl

/i, = À? li, ^yS, ^2= Àil jj-îa^S, /i3= Xil (jLjapS,

/ *'^^'

A" = S'Jii Uo M-s ( / '

)

OÙ les h et k sont des entiers du corps sur lesquels on ne peut faire qu'un

nombre fini d'hypothèses, puisqu'on n'en peut faire qu'un nombre fini sur les

idéaux, ô, a, (3, y, jx, /. (').

Si le point x,,, j'o, ^o est sur la cubique C, le point ^i,, r)„, Ç„ est sur une

cubique C que j'appellerai encore dérivée de C.

(') Le raisonnement de Poincaré est inconiplel, car les idéaux 5, ot, p, y- H-,
> ne déterminent

les nombres A,, h,, h^ qu'au produit près par une unité du corps algébrique (voir note de

la page 534) sur laquelle on peut faire un nombre infini d'hypothèses. Mais il est possible de

compléter ce raisonnement, en utilisant le théorème de Diriclilet sur les unités d'un corps

algébrique. Le nombre A,, par exemple, est égal au produit em, d'un nombre m, sur lequel on

ne peut faire qu'un nombre fini d'hypothèses par une unité e du corps. Le théorème de

Diriclilet montre d'abord que s est de la forme e"'e"i... E^^ où n,, n,, ..., n^ sont des entiers

naturels et où e,, e„ ..., e^ sont un système d'unités fondamentales du corps qu'on peut déter-

miner de façon unique. Mais on peut multiplier A, par le cube d'un nombre du corps, à condi-

tion de multiplier E„ par l'inverse de ce nombre, sans modifier les relations ci-dessus. On peut,

en particulier, remplacer /i,, n,, ..., n^ par leurs restes suivant le module 3; on remplace ainsi

l'unité arbitraire e du corps par une unité sur laquelle on ne peut faire qu'un nombre fini

d'hypothèses (/•'). Même raisonnement pour /(, et h^; quant à k, on ne peut faire qu'un

nombre fini d'hypothèses sur ce nombre lorsque A,, A,, Aj sont déjà choisis, puisque

A,A,A3 = kK

C'est exactement ce même raisonnement arithmétique, complété comme il vient d'être dit,

qui a été utilisé par Mordell et U'eil, au sujet de courbes analogues, mais légèrement différentes

des courbes « dérivées » de Poincaré [voir la note de la page 546 et le mémoire de A. Weil :

Sur un théorème de Mordell (Bull, des Sciences Math., t. 54, igSo, p. 182-191).] (F. C.)
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Les théorèmes subsisleul évidemiiieiil :

Une cubique C ri'a c/u'un nombre Jîni de déri'.éi's^ |)Misqu\)n nepoul faire

qu'un nombre (ini irii vpollièses sur les cocfllcicnls h v\k.

A tout point rationnel de C correspond sur l'une de ses dérivées un point

rationnel, de sorte que si C a une infinité de points rationnels^ il doit en

être de même pour une au moins de ses dérivées.

Les fonctions elliptiques relatives à la dérivée se déduisent de celles de la

cubique C par une transformation de troisième ordre.

On peut quL'I([iiefois tirer de là des résultats dans l'énoncé desquels n'inler-

\ leunent que des entiers ordinaires. C'est ce qui arrive, par exemple, si l'un

des trois points d'inflexion est rationnel ordinaire.

Si le point X = A = o, que j'appelle M, est rationnel ordinaire, par ce

point M passent quatre droites qui contiennent chacune deux autres points

d'inflexion. Soient

Ai = o, A2=o, A:]^o, Av=o

ces quatre droites. Si nous adjoignons au domaine de rationalité les coefficients

de Ai, nous définissons un certain corps algébrique Kj.

Soient maintenant \ ,
r^ o, Z, ^ o les deux tangentes d'inllexion aux points

de rencontre de la cubique avec A, = o.

Adjoignons au domaine de rationalité les coordonnées des deux points

d'inflexion correspondants; nous définissons un nouveau corps algébricjue K',

(|ui contient K,. et nous pouvons supposer que r(''quation de la cubique est

XY|Z|= A^,

les coefficients de X étant des entiers ordinaires, ceux de Yi et de '/| des

entiers du corps R', , ceux de A, des entiers du corps Kj.

Si Xu^y^, Zt,e;sl un point rationnel ordinaire de la cubique C et que Xa,Yoi -o

sont des entiers premiers entre eux; si X", Y°, Z°, A° sont les résultats de la

substitution de j;,,,!',,, •:,i: on a d'après ce qui précède

les quantités qui figurent dans les seconds membres de ces équations sont des

quantités rationnelles du corps K', . Mais nous devons observer que, si l'on

échange les deux points d'inflexion Y', = o, Z|=;::o, toute quantité rationnelle

du corps K\ se transforme en une autre quantité rationnelle du même corps

II. 11. - V. 6S
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ciiio l'on appelle sa conjuguée; toute fonction symétrique et rationnelle de

deux quantités conjuguées est une quantité rationnelle du corps Ki.

Nous concluons que /ij, ;o et A" sont des quantités rationnelles du corps K,.

tandis que A» et /ij. no et Ç„ sont conjugués.

Cela posé, si l'on permute les quatre droites A,, A,, A,, A,, le corps Ki se ,

change dans l'un des trois corps conjugués Ko; K3, K,

.

Soient /if. a, Ai.nj Ai. .4 les quantités qui se déduisent de Ai quand on rem-

place le corps K( par l'un des corps conjugués Kj, K3, K,. Ce sont des entiers

algébriques de ces trois corps, de même que Ai était un entier algébrique du

corps Kl-

Soient de même ^0.2, ço.sj ^0.1 les quantités qui se déduisent de ;o par le

même procédé. Ce sont des quantités rationnelles des trois corps K.., K^, Ki,

de même que io était une quantité rationnelle du corps Iv,.

•Sur les entiers algébriques h, ,, /t, ., lu ; on ne peut faire rpian nombre

(ini d'hvpothèses :

Xo étant un entier ordinaire, on a

les trois dernières égalités se déduisant de la première en passant du corps K,

à l'un des corps conjugués. .Si l'on pose

/'l/«l.2^1.3^1.1=.H, 5o?0.îÇl).3?0.> = U,

il vient

\5= nu-

ou

H est un entier ordinaire, puisque h y, li\ •_., lin sont conjugués. U est une

fonction rationnelle ordinaire.

Comme on ne peut faire sur l'entier H qu'un nombre fini d'hypothèses, on

conclut que Xo est égal à un cube parfait multiplié par un entier limité.

Cet énoncé suppose que les entiers Xç^.yn. Za sont premiers entre eux. Si l'on

s'affranchit de cette restriction, il faudra dire que Xo est égal à un cube parfait

multiplié par le plus grand commun diviseur de Xo, >'o et z-a et par un entier

limité. On appréciera mieux la généralité de cet énoncé si l'on se rappelle

qu'une cubique qui a un point rationnel est toujours équivalente à une cubique

qui a un point d'inflexion rationnel.



ARITHMÉTIQUE DES COURBES ALGÉBRIQUES. ôSg

Pour généraliser ces rt^siiUals, nous pouvons encore chercher à mettre

l'équation de la cubique sous la forme

(lier) X,X,...X;,= Y".

Xi, Xn, . . ., \p, Y étant des polynômes entiers à coefficients entiers. Je

m'impose d'abord la condition que deux quelconques des courbes

n'aient aucun point commun sur la cubique.

Soient alors

ii'i". 14-', .... «Wi

les arguments des points d'intersection de la cubique avec X,: o:

les arguments des points d'Intersection de la cubique avec V = o.

On a, à des périodes près,

S lll =0, S (• = o.

L'ensemble des points u doit reproduire n fois l'ensemble des points c.

Chacun des points r doit figurer n fois dans l'ensemble des points u, et,

comme l'ensemble des points ui ne doit avoir aucun point commun avec

l'ensemble des points M/,, chaque point v doit figurer n fois dans un dos

ensembles m,-. Il suit de là que les points u,- doivent être confondus n à n, el

l'ordre de multiplicité de l'un quelconque d'entre eux doit être un multiple

de n.

Considérons alors un ensemble d'arguments

.. .^. (s = iy

qui sont les mêmes que les arguments w,- avec cette différence que leurs

ordres de multiplicité sont n fois plus petits. Alors Iwi est la ^i''"" partie d'une

période. D'ailleurs l'ensemble de tous les points «' est identique à l'ensemble

des points c.

Le problème revient donc à chercher/? groupes rationnels; la somme des

arguments de cha(]ue groupe étant la n''""' partie d'une période, la somme des

arguments de tous les groupes étant une période. J'ajoute que le nombre des

points de tous les groupes doit être divisible par 3 et qu'il en est de même du

nombre des points de chaque groupe, à moins que n ne soit divisible par 3.



54o ARITHMÉTIQUE DES COURBES ALGÉBRIQUES.

Réciproquement, si ces conditions sont remplies, on peut mettre l'équalion

sous la forme ( i ter). On peut trouver en effet un polynôme X,- qui ail un zéro

d'ordre n en chacun des points wi et un polynôme Y qui ait un zéro simple en

chacun des points Cj. Considérons alors le rapport

Y"

C'est une fonction doublement périodique de l'argument elliptique d'un point

de la cubique, et celte fonction ne devient jamais infinie; c'est donc une

constante que nous pouvons supposer égale à i

.

Soit Xoi ^lo) ^0 un point rationnel de C. Pour plus de simplicité, j'entendrai

de nouveau le mol rationnel dans le sens ordinaire; 11 serait d'ailleurs facile

de généraliser pour un corps algébrique quelconque. Je peux donc supposer

que x„, Yo, "0 sont des entiers premiers entre eux, et j'appelle X" et Yq le

résultat de la substitution de ces entiers dans X, et Y. On a alors

XÎX5...X» = Y2.

Le plus grand commun diviseur de XJ et X^ (qui sont des entiers) doit diviser

Yo, et par hypothèse les trois courbes X| = o, Xj=o, Y = o n'ont aucun

point commun.

Il en résulte évidemment qu'en appelant A le résultant de X,, X^, Y, il existe

neuf polynômes P à coefficients entiers, tels que l'on ait identiquement

P, Xi -h P, Xo + Ps Y = Aa;'/,

P'i X, — P'alX. -i- P'j Y = A) 7,

PÎX,+ P'iX2-t-P3Y=AG7,

q élanl un exposant entier convenable. D'où il suil que le plus grand commun

diviseur de XJ, X°, Yo doit diviser à la fois Axl, Ar^, As^ et par conséquent A.

On ne peut donc faire sur les diviseurs communs des X° et de Yo qu'un

nombre fini d'hypolhéses.

Par un raisonnement loul à fait pareil à celui qui précède, on en déduit

Xî= A, (!»)", XS = Ao(ES)",

les h et /.' étant des entiers sur lesquels on ne peut faire qu'un nombre fini

d'hypothèses, et les ^° étant des entiers

Nous sommes ainsi amenés à nous poser la question suivante :
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Si l'on pose

(2) X,= a,Ç,", Y = XÇ, ?,.,.?/„'

quel esl le lieu du puinl ^,, ;.j, ...,;,, dans l'espace à jo dimensions quand le

point X, _v, - décril la cubique C ?

Les points rationnels de ce lieu correspondent aux points rationnels de C,

de sorte que ce lieu joue un rôle analogue à celui de la cubique dérivée C.

Soient u l'argument elliptique sur G, r.) et w' les périodes et 0(«) une

fonction telle que

0(o) = o, i(u- 0))=%{u),

fl(M -i- (.)') = e««+*e(j<), rt =—'

Soient Xj le degré de X,- et

Soient aj, «o. x,-, les arguments des points d'intersection de la cubique

avec j,- = o et

Ti = Q(f< — ai)e(M — ï2)e(«i — as).

Les expressions

efVr,/ ' e,e.2.. .«/, V'-./

( où ^ := ^^^ est le degré de /.
)
sont des fonctions doublement périodiques de

seconde espèce (se reproduisant à un facteur constant près par l'addition

d'une période) qui ne deviennent jamais inlinies. Elles se réduisent donc à des

exponentielles, de sorte que l'équation de la cubique peut être écrite

X,- = ,a,ef (-] €"?•", Y = ,u,,+i 0, 6. . . . e,, ( -Y e9\

les ijL et les p étant des constantes, ou bien encore

les V étant des constantes.

Si les li sont tous égaux, c'est là l'équation en coordonnées homogènes

d'une courbe de genre i dans l'espace îx p — i dimensions. Quel est le degré

de celte courbe et quelles sont les périodes correspondantes?



542 ARITHMETIQUE DES COURBES ALGEBRIQUES.

On a

e,(i«-t- io) = Bidi); e,(î< -)- w') = e'''"+«''-«-"iei(it),

Siiti -+- Aoj') = e"'
"*'''-"''

-'^'6 i(u),

« = — II. h = o: Il ^ /in . o = ho +- (I o) — — •

/( n 2

Quand a augmente de u, les quantités X,-, n, 0; et x ne changent pas.

Donc e"'^'" ne change pas. Quand u augmente de w', les quantités X;, x ne

changent pas; 0, et r; sont mullipliés par

Donc e"P'" est multiplié par

Donc rtp,u est un multiple de ii~, noi'J est égal à «ninj à uu iiuilllple prés

de lir.. Nous avons dit que itv, esl le /;'''"' d'une période; on a donc

Il ï Wi = i/to -H jj 0)',

fî,
et (3) étant des entiers. Il vient alors

'

'

Il '

et d'ailleurs

Quand u augmente de 'o ou de o/, le logarithme de 0„e'''" augmente de

!-^ -1- a II -\- b — aZ IV, -i ï-h— = a u -r- b —
Il n (•) n

Il suit de là que les rapports des ;, sont des fonctions doublement pério-

diques de u, dont les périodes dépendent des entiers (3,- et p\ , ou plutôt des

restes de ces entiers à n. Ces fonctions admettront la période

pourvu que tous les 'i?'i-\-'{?'\ donnent le même reste à n.

Il est aisé ainsi de déterminer ces périodes et l'on en déduit aisément le

degré de cette courbe de genre i
,
que nous pourrons appeler encore une

courbe dérivée de C.

On voit que le nombre des courbes dérivées est encore lini, qu'à tout point

rationnel de C correspond un point rationnel de l'une des dérivées et que les
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fondions elliptiques relatives à une d(^rivée se déduisent de celles relatives à C

par une Iransfonnation (').

Toute courbe dérivée admettant un point rationnel étant équivalente à une

cubique, comme on l'a vu au paragraphe I\, si la cubi(jueC admet une infinité

de points rationnels, on a ainsi le moyen de définir un certain nombre d'autres

cubiques (dont les fonctions elliptiques se déduisent de celles de C par une

transformation) et sur l'une au moins d'entre elles il y aura une infinité de

points rationnels.

i\'e supposons plus (pie tous les À, soient é^aux.

On peut trouver />-' entiers pu- dont le détcruunanl est égal à i ctyD entiers y,-

tels que

'î élant le plus grand commun diviseur des À,-.

Alors les produits

Zx.= nç3it= n(v,e,ePi")^-'

sont dus Coudions doublement périodiques de u dont les périodes se déteinii-

neraient comme nous venons de le faire. Les p — i quant-tés Z/, sont les

coordonnées non homogènes d'un point décrivant une courbe de genre i dans

l'espace à /> i dimensions. Cette courbe peut s'appeler encore une courbe

dérivée de C, et ces courbes dérivées de C jouissent encore des mêmes pro-

priétés que dans les cas examinés jusqu'ici.

On peut poser, par exemple.

_ u-

el 'L'i. est encore doublement périodique. (Inutile d'ajouter que ces résultais

deviennent illusoires pour^;= a.)

Il n'y aurait rien à changer à ce qui précède si. au lieu de l'équation (i ler^.

on partait d'une équation analogue

{id) X'î.X?'...X5;-=Y«,

uù les q seraient des entiers quelconques. Ici encore on ne peut faire qu'un

(
'
) On peut voir, comme précédemment, que les courbes dérivées de C, relatives à l'entier n.

permettent d'engendrer toutes les sous-classes de courbes de genre i el de degré n, ayant

mi-mc invariant que C. (F. Cl
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nombre fini crhjpolhèses sur les diviseurs communs de X° el X" quand x„,

j'o, -0 sont premiers entre eus. Il en rcsulle que XJ (si q^^ esl premier avec a)

est une puissance /i'"'"" parfaite à un facteur constant prés sur lequel on ne

peut faire qu'un nombre fini d'hypothèses.

Voyons maintenant dans quels cas on peut avoir une équation de la

forme (i ter).

3 X .

Supposons que —~ soit un mullipie de 3 plus £,- (£,r=o, i, 2). Alors le

groupe des points (v,- étant rationnel, on doit avoir, d'après ce que nous avons

vu à la fin du paragraphe VI,

(3)
"

i;u',=: ï,-a + S/ii» + S/)i(2 — X.,).

Cette expression doit être la n'''""' partie d'une période, c'e.st-à-dire que

l'argument d'un des points lationnels (à savoir le point -«,, si c; = 1, el le

point 2i(V',, si £,-= 2) ou la différence des arguments de deux points rationnels

(à savoir 2(v,-, si £,= o), doit être la n"'""' partie d'une période.

Celle condition est d'ailleurs évidemment suffisante. En eflel, si par exemple

on peut trouver trois groupes rationnels ii\ 1, ino, — iV;,, tels que

3 À ;

q,-h q^-^ q^^^ o (mod/i), = ?l (mod3).

Si n n'est pas divisible par 3, </,- doit être divisible par 3; nous pouvons alors

supposer /.i = X2=/.3. Si n est divisible par 3, nous pouvons encore prendre

qi^s q^^^ q- (mod3),

puisqu on a

Si nous avions

nous prendrions encore

yi -f- yî-f- ^3 =E o fmnd3).

^1-1- 5'2 + ys^s o (nind3«), qi = q,^^ q-i^^ o (mod3).

À,= X.,= X,, ^=0 (mod3).
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Je distinguerai deux cas :

1° Ou bieu la dillérencc des arguments de deux points rationnels est le n""""

d'une période. Dans ce cas, la considération des courbes dérivées nous

apprend réellement guel/jue c/iose de nouveau.

Si celle condition est remplie par une cubique, elle l'est par toutes les

cubiques équivalentes; mais, en général, elle ne l'est pas par C, ni, par consé-

quent, par aucune des cubiques équivalentes, à moins qu'on n'étende par

voie d'adjonction le domaine de rationalité.

2° Ou bien la différence des arguments de deux points rationnels n'est

jamais le n'"'"'^ d'une période (à moins d'être une période).

S'il en est ainsi, il faut, d'après ce que nous venons de voir, que l'argument a.

d'un des points rationnels soit le n'^"'" d'uue période co.

Alor

3a = —

est la différence des arguments de deux points rationnels et en même temps

le «""" d'une période; il faut donc que ce soil une période, ce qui ne peut

arriver que de deux manières : si co = o, ou si n est divisible par 3.

Le second cas se ramène aisément au premier, car si n est divisible par 3

et que — est une période, oc est le tiers d'une période. Mais comme les argu-

ments ne sont définis qu'à un tiers de période près, nous pouvons supposer

a ^ o. d'où co = o.

Si a est nul, on a

61 le second membre ne peut être la «''^"'° partie d'une période que si tous les^,

sont nuls; car l'expression 2,psXs étant la différence des arguments de deux

points rationnels ne peut être la n''^™^ partie d'une période. Donc.

2 W;= o.

Dans ce cas, que nous apprend l'analyse précédente ? Que Vf- est la
«'''""

puissance d'un nombre rationnel. Spit alors

^— £ (modj).

Nous pouvons alors trouver deux courbes rationnelles Z, = o et Z2 = o, de

H. P. • V 69
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degré —!—^ 4- 5> passant toutes deux e fois par le point rationnel, dont l'argu-

ment est a= o; la première Zj ^ o passant Xo fois par chacun des —- points w, :

3X0
la seconde Zo = o passant 1, fois par chacun des —'- points a\,.

On a alors

ce qui suffît déjà pour prouver que le premier membre est une puissance n"""'

parfaite.

Le résultat en question est donc illusoire, puisqu'on aurait pu l'obtenir par

voie purement algébrique, sans faire intervenir le raisonnement arithmétique

fondé sur l'impossibilité de décomposer un entier de plusieurs manières en

facteurs premiers.

La considération des cubiques dérivées serait donc sans intérêt dans ce cas.

Nous voyons toutefois que Xj doit être une puissance «"'""" parfaite, multi-

pliée par un entier sur lequel on ne peut faire qu'un nombre fini d'hypothèses.

SI l'on connaît le plus grand commun diviseur de x», y», So- Cette restric-

tion diminue un peu la portée du résultat, qui est d'ailh'urs indépendant de la

considération des cubiques dérivées.

Le cas où la considération des cubiques dérivées peut èiro utile est donc

celui où les fonctions elliptiques relatives à ces cubiques dérivées se déduisent

de celles qui correspondent à C par une transformation qui n'est pas du

premier ordre ( 'V

IX. Courbes de genre supérieur.

Je ne dirai que quelques mots des courbes de genre supérieur à 1 . Il n"est

plus vrai que de la connaissance d'un point rationnel on puisse déduire celle

d'une infinité d'autres points rationnels. Mais de la connaissance d'un groupe

(') Les résultats de ce paragraphe sont à l'origine des démonstrations de Mordell et Weil

(note des pages 493) â.!8 et ci-dessous p. 548). Ces auteurs ont utilisé, par des calculs un peu

différents de ceux de H. Poincaré, des courbes analogues aux courbes dérivées (relatives à

l'entier n = 2). Ils ont montré que ces courbes permettent de représenter le groupe quotient

du groupe (additif) des points rationnels sur C, par le groupe des produits de ces points

par n = 2. Comme les courbes dérivées sont en nombre fini, ainsi que H. Poincaré le met en

évidence, il en résulte que ce groupe quotient est fini. C'est ce résultat qui permet à Mordell

et à Weil d'appliquer une métliode de descente infinie dans le groupe des points rationnels

fondamentaux. (F. C. )
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rnliouiuïl (^et par conséquenl de colle d'un point ralionneh on peut déduire

celle d'une iiilinilé d'autres groupes rationnels.

Soil C uae courbe rationnelle de genre p et de degré /», et soit un groupe

rationnel de yo points sur cette courbe. Le nombre des points doubles est

^^ ^ (m — i)(m — 2) _

Si nous coupons par une courbe adjointe C de degré q i^ m — 2, le nombre

des points d'intersection différents des points doubles est

mq <y.rt
^

cl sui- ce nombre, mi] — id — p peuvent être choisis arbitrairemeul.

Soit;iil M|. «2! • • "/' les p intégrales abéliennes de première espèce. Un

groupe de p points est défini quand on se donne les p sommes

que j'appellerai ses avgumenls. .l'appelleiai alors le groupe ainsi défini le

groupe («1, «2, .... oLp) ou simplement le groupe a. On peut choisir les

constantes d'intégration de telle façon que la somme des arguments soit nulle

pour les points d'intersection d'une courbe adjointe quelconque, les points

doubles étant laissés de côté.

Si les groupes de p points «, j3 et y sont rationnels, il en est de même du

groupe (3 -|- y

—

y.. En effet, par les groupes (3 et y on peut faire passer une

courbe adjointe rationnelle de degré q > — —\ elle coupe C en m*/- 7.d— %p

autres points formant un groupe rationnel G dont la somme des arguments

est — ((3 + y). Par G et par le groupe a on peut faire passer une courbe

rationnelle adjointe de degré q qui coupe C en p autres points formant un

groupe rationnel d'arguments (3+y— a.

Supposons maintenant que le groupe de p points a soit rationnel. .le mène

d'abord une courbe adjointe rationnelle quelconque de degré q'^m— 2; elle

coupe C suivant un groupe rationnel G de mq— 9.d points; la somme des

arguments est nulle.

Soit le plus grand commun diviseur de m et de id; on peut trouver deux

nombres entiers positifs q'^m — 2 et [3 tels que

in(q' — q) -- \i{inq — id) = SA.
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h étant un entier positif quelconque. Je veux maintenant que

SA = (K — \)p,

si ô' est le p. g. c. d. de m, 2d, p et si

p = Çô', 5 = i6';

il suffit de prendre

/( = =, K -(- I = £.

Cela posé, je fais passer une courbe adjointe rationnelle de degré q'

.

(3 H- 1 fols par le groupe G et K fois par le groupe a; cette courbe est ainsi

eutièremenl déterminée ('), et elle coupe encore C en /> autres points, car on a

inq' = {\\. -¥-
1)p - {"^j -^ i) (rnq — id) ^ ici.

Ces p autres points forment un groupe rationnel et la somme des argu-

ments est — Ka ou « — ea.

Il résulte de tout cela que les groupes rationnels de p points situés sur C

sont donnés par une formule

a --t- £/ia -H ^ps(oi- — «s)

de même forme que les formules analogues relatives aux cubiques.

Le nombre e (qui pour les cubiques est égal à 3) est le plus grand commun

diviseur de m et 2 c? divisé par le plus grand commun diviseur de m, i d, p.

On conçoit la posslbilllé de construire de celte manière une théorie analogue

à celle des cubiques (-).

C) Il n'en est pss toujours ainsi et il existe, dnns de nombreux cas, un ensemble linéaire de

telles courbes, qui découpent sur C, une série linéaire de systèmes de p poinis. (A. N.).

(-) Il y a lieu de démontrer, comme pour les cubiques (note de la page 492) qu'il existe un

système de valeurs a,, en nombre fini, permettant de représenter tous les groupes rationnels

de p poinis. La preuve en a clé donnée par A. Weil, loc. cit. (F. C.)
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NOTE
f P A R T I E 16).

Il semble que ce Mémoire d'Arilhmélique de Henri Poincaié esl celui qui a

entraîné le plus de recherches el de travaux ullérieurs. Il y est mis en évidence

la relation étroite entre les deux problèmes diophantiens :

i" la recherche des points à coordonnées lationnelles qui sont situés sur une

courbe algébrique définie par une équation à coefficients rationnels;

a" la construction de la classe de courbes (appelées équivalentes) déduites de

l'une d'elles par les transformations birationnelles à coefficients rationnels.

Cette liaison avait déjà été indiquée quelques années auparavant par Hilbert et

Hlrwitz, Ueber die diophanliscken Glcichungen vom Gescliletht IS'ull {Acla.

Malh., t. \k, 1890), qui ne l'avaient appliquée qu'à des courbes unicursales (ou de

genre zéro). Leur étude semble bien avoir été ignorée assez longtemps des mathé-

maticiens et de Henri Poincaré lui-même.

Henri Poiucaré ne consacre que quelques pages (§ 11) aux courbes unicursales

elles-mêmes, mais étudie le cas des courbes de genre i, en utilisant leur représen-

tation (ou uniformisation) par des fonctions elliptiques el en s'aidant de sa puis-

sante intuition géométrique.

C'est ainsi qu'il met en évidence (§ 3) l'existence, sur une cubique, d'un sys-

tème (qui peut être vide) de points rationnels fondamentaux dont tous les autres

points se déduisent par une construction géométrique analogue à une addition (en

constituant ainsi un groupe abélien dont ces points fondamentaux sont les géné-

rateurs). Il se trouve que ces points sont en nombre fini et que ce nombre qu'il

appelle rang et dont il signale l'importance, est un invariant dans toute transfor-

mation birationnelle à coefficients rationnels. S'il ne démontre pas explicitement

ces deux propriétés, il montre qu'on peut former des systèmes de points rationnels

fondamentaux sur toute courbe de genre i comme sur les cubiques (§ 4).

Il étudie ensuite assez longuement les' sous-classes constituées par les cubiques

déduites de l'une d'elles par des transformations linéaires à coefficients lationnels

(§ 6) (et non plus seulement birationnelles) et il en donne des exemples par la

construction de cubiques dérivées (§ 8).

Quoique la théorie de l'Arithmétique des corps algébriques fût encore très peu

connue en France (en igoi), Henri Poincaré en fait un usage remarquable
pour démontrer (à un détail près concernant les unités) une propiiété dont Mordell

el Weil ont signalé l'importance. Il semble qu'il savait ou qu'il avait tout au moins
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pressenti ijuc l'inlrodiiclion des nombres algébriques perni<-l d'éclairei- el de

donner leur véritable origine aux solutions de nombreux problèmes aiithmétiques

sur les nombres entiers.

Dès iqio, le Mémoire de lleuri Poincaré qu'il appelait lui-même modestement

un piogramme d'études, inspirait de très nombreux travaux. On a indiqué dans

quelques notes au cours des pages comment certains de ces résultats ont été

précisés et complétés, notamment par Nagell, Mordeli, Maillet, etc. D'autres ont

été généralisés en France même; les courbes de genre supérieur à i ont été étudiées

par Wcii. Les groupes des points exceptionnels d'une cubique et les multiplicités

iinicursales ont été étudiés par François Cliàtelel. Des précisions sur les valeurs

possibles du rang d'une cubique ont été obtenues récemment par ^'é^on.

On trouve un premier exposé de ces diverses recherches dans le fasci-

cule XXXIX (1929) du Mémoriiil des Sciences mathématiques sur VAnalyse

indéterminée de degré supérieur rédigé par M. Nagei.l. Des résultats plus récents

sont donnés dans le fascicule des Ergebnisse der Malhematik. : Diophantische

Gleichungen de Skoi.em. En outre dans un livre posthune de II. Lebi-scue en cours

d'impression, on trouve un développement élémentaire, mais particulièrement

suggestif des idées de H. Poincaré, au sujet des courbes unicursales et des courbes

de genre un. Les principes et les difficultés des raisonnements y sont soigneu-

sement mis en évidence. (A. C.)

l'IN DU TOME \
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