LES LIMITES DE LA LOT DE NEWTON

D’aprés un cours professe par

Henri POINCARE.

INTRODUCTION.

Les pages qui suivent sont Ia mise au point du cours professé par Poincaré
& la Faculté des Sciences de Paris dans hiver 1906-1g07, mise au point
faite & partir des notes de Henri Vergne. professeur & I Ecole Cenirale,
décédé en 1943. Poincaré a occupé seize ans, de la mort de Tisserand en 18g0,
d la sienne en 1912, la chaire d’Astronomie mathemalique el Mécanigue
céleste de la Sorbonne; Vergne a éte plusieurs hivers son auditeur, ef notam-
ment a fait lui-méme du cours de U'année 1gio-1911 une mise au point
qui, revue par Poincaré, a ¢été publide, et est illusire sous le nom de Lecons
sur les hypothéses cosmogoniques.

Connaissant lassiduité de Vergne, et sachant qu’il s’étail inferessé d
des questions voisines, je lui ai demandé communication des notes qu'il
apait prises au cours sur les limites de la lot de Newton, quand en 1925
j’ai rédigé mon livre : La théorie de la Relativité et la Mécanique celeste.
Vergne m'a fail alors don de ses nofes, et j'apprécie aujourd hui loute la
valeur de ce don, qui nous permet de publier la présente mise au point.

Sur ce sujet, comme sur tant d'autres, on peut affirmer que Poincaré
pouvait mieux que quicongue en 1906 faire une élude d’ensemble, ¢’est-a-dire
marquer les limites de la loi de Newion, critiquer les différentes tentatives
proposées jusqu’alors pour euvpliquer celle loi, pour la rattacher & des phe-
noménes plus généraux, pour donner ¢ son expression un caractére moins
brutal. Poincaré a étudié, dés 1905, et en particulier dans un chapitre de
ce cours, les formules de Lorentz et les idées qui quinze anndes aprés sont
devenues la théorie de la Relativité générale. Mais la loi de Newlon resic
une approximation trés poussée de la réalité et, pour connaifre les limites
de la théorie de la Relativité, il reste capital d’étudier les limiles de la loi de
~Newlon.

Le travail de mise au point de ce cours était délical; il a ét€ fail, Je crois,
avec toute la fidélité qu'on pouvait désirer, par M Marguerite Chopinet,
asironome & UQbservaloire de Bordeaux; j'al moi-méme repu son manuscrit.
Si des lecteurs s'intéressent aux idées qui y sont confenues, ef dont beaticoup
assurément offrent matiére ¢ de nouveaux dépeloppements, leur reconnais-
sance devra aller ¢ Henri Vergne ef & M Chopinet.

Bull, astran. { Tome XVII. — Faze, 20, il
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M. Danjon a accuellli cette mise au point dans le Bulletin Astronomique,
oit lon peul rappeler que, de la fondation en 1884 d sa mort, en vingt-neuf
années, Poincare n’a pas publié moins de frente-quaire Meémoires ou Arficles,
sur un lofal, sa vie durant, de jg1 publications scientifiques.

JeEan Crazv.

CHAPITRE 1.

GENERALITES.

But de la Mécanique céleste. — Quel est le but de la Mécanique
céleste 7 D’abord prévoir les positions des astres pour les astronomes
et les navigateurs. Pour cela une prévision 4 bréve échéance suffirait,
ce qui nécessiterait seulement la connaissance des termes a courte période
et Ia modification empirique des constantes, de temps en temps : le
calcul des inégalités séculaires serait inutile.

Mais le but final de la Mécanique céleste est de résoudre cette grande
question de savoir si la loi de Newton explique & elle seule tous les pheé-
noménes astronomiques.

Autrefois, les physiciens crovaient que la simplicité d’une loi était la
garantie de son exactitude : il n’en est rien (exemple : la loi de Mariotte).
1l est en effet évident que la loi de Newton a des limites; sinon les actions
intermoléculaires seraient proportionnelles aux masses seules, ¢’est-a-dire
que deux corps de masses m ef m’ mis en présence donneraient toujours
lieu au méme phénomene, quels que soient ces corps : la qualité n’inter-
viendrait pas, et il n’y aurait pas de Chimie. De méme la loi de capillarité
de Laplace suppose que V'attraction aux petites distances n’obéit pas a la
loi de Newton.

Inapplicable dans le cas des petites distances, la loi de Newton ne doit
pas &ire rigoureuse aux trés grandes distances. (C'est la recherche des
limites d’application de cette loi qui constitue un des buts essentiels
de la Mécanique céleste,

Voici comment se présente le probléme : Ktant donnée la précision
actuelle des observations, peut-on mettre en évidence une dérogation
a la loi de Newton ? La réponse 4 cette question ne peut étre que provi-
soire, puisque les observations gagnent constamment en précision.
Drailleurs, méme s’il n'y avait pas progres, I'accumulation des documents
fournirait des données de plus en plus précises. En effet les termes & trés
longue période ont une grande amplitude : les variations, au hout de peu
d’années, seront faibles, mais s’accumuleront, et les coeflicients de ces
fermes sdculaires seront de mieux en mieux déterminés. Il faut donc
comparer des observations nombreuses &4 des calculs présentant une
précision du méme ordre, au moins, que celle des observations.
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Erreurs. — >upposons que l'erreur d’ohservation soit inférieure 4 =,
que le calcul donne une erreur plus petite que {3, et que la comparaison
directe des phénomenes ohserves avec la lot de Newton montre un écart --,
Sillen a @ - > x4+ 5 peut-on, pour autant, attaquer la loi de Newton ?
Examinons les donndes x et .

Si lerreur d'observation o est toujours petite, positive ou négative,
il n’y a rien a dire. Si elle est toujours de méme sens, il existe certaine-
ment des erreurs systématiques, connues ou non. D’antre part, 'appli-
cation de la méthode des moindres carrés nécessite I'attribution de poids
aux ohservations, ce qui est un peu arbitraire, Pour trouver, par exemple,
telle ou telle valeur de la parallaxe du Soleil, il sera facile d’attribuer
un poids plus ou moins grand & certaines ohservations.

Lerreur § n'est pas mieux déterminée. En effet, le nombre des termes
a calculer est trés grand; on peut en oublier quelques-uns (Delaunay a
ainsi commis dans la théorie du mouvement de la Lune des omissions
trés difficiles & retrouver). De plus, il v a des termes a longue période :
un terme d'ordre tres élevé, que l'on a cru pouvoir négliger, peut pro-
duire une grave perturbation par suite d’un petit diviseur, En général
on dit : Je néglige les termes du 3¢ ordre, par exemple, et 'on oublie de
dire : je chercherai une limite pour la valeur des termes négligés; d’ou
incertitude sur B.

Enfin, on a pu partir de données inexactes : les éléments et les masses
des planetes peuvent étre entachés d'erreur. Or ces éléments réagissent
sur toutes les théories, Pour étudier le mouvement de Mercure, on peut
faire disparaftre les discordances en modifiant la masse de Vénus : la
théarie de Mercure devient exacte, mais celle de la Terre devient fausse,
ainsi qgue celles de toutes les planétes; il faudra alors modifier Ia masse
de la Terre et tous les éléments. Autrement dit, les théories de toutes les
planétes ne sont pas indépendantes. D’autres constantes interviennent
é¢galement : Pobliquité de I'écliptique, Ja parallaxe du Soleil, la vitesse
de la lumiére, ete. Toutes ces constantes sont solidaires.

Supposons que, réellement, on ait : ~ >« + 3. La loi de Newton
est-elle fausse 7 Peut-étre pas : il peut exister des masses invisibles ou
inconnues, la découverte de Neptune I'a prouvé. Nous ne pouvons donc
faire aucune réponse ferme a la question posée.

Les constantes n'étant pas indépendantes les unes des autres, une
révision compléte es données est un travail immense. 11 a été fait par
Laplace, repris par Le Verrier, puis par Newcomb,

Principales divergences entre la loi de Newton et l'observation.
— On doit se porter principalement notre attention ? Excluons d’abord
les petites planétes, conmues depuis trop peu de temps, et dont les élé-
ments sent incertains (mais plus tard Hécube pourra fournir un excellent
controle). Regardons les grosses planétes, et surtout les planétes inférieures
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a cause de leurs passages sur le Soleil. On a reconnu des divergences pour
le périhélie de Mercure, pour celui de Mars et pour le neeud de Veénus.

La faible amplitude des perturbations périodiques ne peut pas donner
grande indication; les perturbations séculaires sont plus précieuses.
Saturne et Jupiter ont des mouvements assez réguliers (peut-éire v a-t’il
une légére irrégularité pour le périhélie de Saturne ?)

La Lune donne un tres bon controle, car ses perturbations sont impor-
tantes. Bien que la théorie de la Lune soit assez récente, on constate
des divergences dans les termes séculaires : I'accélération séculaire est
trop grande par rapport & la théorie.

11 y a enfin les cométes; certaines, périodiques et connues depuis peu
de temps, présentent des divergences ¢énormes : la cométe d'Encke,
notamment, a une accélération heaucoup plus grande que ’aceélération
prévue.

Diverses explications de ces divergences. -— Nous étudierons les
vérifications de la loi de Newton; il restera trois inégalités vraiment
inexplicables :

1° Le mouvement du périhélie de Mercure;
29 I’accélération séculaire de la Lune;
30 L’accélération irréguliére de la cométe d’Encke.

Les hypotheéses qui tentent d’expliquer ces inégalités sont de deux
sortes : les hypothéses newtoniennes et les hypothéses extra-newtoniennes.

Dans les hypothéses newtoniennes, la loi d’attraction reste la loi de
Newton, mais on suppose Uexistence de masses nouvelles, ou I'on modifie
la valeur ou la répartition de masses dont l'existence est connue.

Comme hypotheses extra-newtoniennes, citons les suivantes : Dans le
mouvement de Mercure, la lol de Hall suppose que l'attraction au lieu

\ 1
d’étre en r* est en 1, avec n = 2,000 000 15. On a proposé d’expliquer
le mouvement de la Lune par les marées, qui retarderaient la rotation
de la Terre par frottement et d’expliquer l'accélération de la cométe
d’Encke par un milieu résistant, dont I’action serait sensible sur la
faible masse de Ia comefe.

Sil'on s’écarte de la loi de Newton, quelles sont les dérogations les plus
vraisemblables? Il y a deux sortes de dérogations possibles: 1¢ On peut
supposer qu’outre la loi de Newton, interviennent d’autres lois de forces;
29-0On suppose que s’exerce seulement une attraction, mais qui varie

1
autrement que le quotient r-.

L.e milien résistant est un exemple du premier cas, le retard di aux
frottements des marées aussi; mais les marées océaniques ne sont pas
suffisantes, U'intérieur de la Terre serait un fluide visqueux qui produirait
aussi des frottements. Une autre force analogue est 'action de Maxwell-
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Bartholi : la lumiére doit exercer une pression, c'est-a-dire une répulsion,
qui expliquerait Pexistence des queunes de cometes et qui pourrait agir
aussi sur le mouvement du noyau.

Nous avons, d'autre part, les hypothéses du second cas. La loi de Newton

. . nnt .
a pour expression : f '——, f étant une constante absolue. D’abord on peut

introduire I'hypothése de Hall. Mais. en outre, cette loi dépend des masses.
SiI'on mesure la masse de Jupiter par des meéthodes différentes, on trouve
des valeurs différentes. On peut supposer que f n'est pas une constante
absolue, et varie suivant que Jupiter attire la Terre, une petite planéte, etc.
ce serait d'ailleurs peu vraisemblable,

Laplace a recherché aussi si I'attraction ne pourrait pas étre absorbée
par les masses; I'attraction, en un point P extérieur & la Terre, dun point
matériel placé au centre serait moindre que l'attraction en P d'un point
de méme nrasse, placé & la surface de la Terre et a la méme distance de P.

Enfin. la propagation de l'attraction est-elle instantanée ? Laplace a
démontreé qu’elle est au moins 6 coo oo de fois plus rapide que la propa-
gation de la lumiére. Tisserand et d’autres se sont demandé encore si I'on
ne pourrait pas expliquer le mouvement de Mercure en supposant que
les corps sattirent selon la loi électrodynamique de Weber, qui fait
intervenir la vitesse des corps considérés.

On a encore I'hypothése de Lesage, qui explique l'attraction par des
choes de corpuscules animés de vitesses trés grandes et dirigées dans
tous les sens, Un corps isolé recoit des chocs de tous les cotés, donc est
en équilibre; mais deux corps voisins se forment mutuellement écran
I'un pour 'autre. Alors I'attraction n'a pas, comme les corpuscules, une
vitesse inlinie, La question a été reprise récemment par Darwin,

Enfin cette question pourrait se rattacher aussi a la dynamique de
I’électron : les rayons cathodiques, les rayons 3 du radium sont animés
de trés grandes vitesses. On peut se demander quelle influence cette
dynamigque pourrait avoir sur les mouvements célestes. Il est probable
(que, 14 aussi, la propagation ne serait pas instantanée; on obtiendrait
quelque chose d’analogue a la loi de Weher.

Méthode de comparaison de la théorie et des observations. —
Pour wvéritier I'exactitude de la loi de Newton, il faut comparer les coor-
données calculées et les coordonnées observées, et la comparaison doit
porter sur l'ensemble des observations.

Deésignons par S le Soleil, T la Terre, P la planéte (fig. 1). Représentons
les coordonnées géocentriques de la planete par A, [, & (distance Terre-
planéte, longitude et latitude géocentriques), les coordonnées hélio-
centriques de la Terre par r, L', #/, qui sont aussi les coordonnées géo-
centriques dn Soleil et enfin les coordonnées héliocentriques de la planete
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par r, L, 2. Introduisons aussi la longitude dans Yorbite. Sur la sphere
céleste, on a : L = AQ, / =PQ, et la longitude dans 'orbite (fig. 2)
est !

= Aﬂr-,l —t- ‘Q,P

Les coordonnées héliocentriques de la planéte dépendent de ses élé-
ments : a, e, {, &2, @, nf + ¢ {a, demi-grand axe; ¢, excentricité; i, incli-
naison; ), longitude du nceud ascendant; =, longitude du périhélie;
nt 4-¢, longitude moyenne). _

11 est facile de calculer les coordonnées héliocentriques et la quantité v
en fonction des six éléments.

§’il n’y a pas de perturbations, les cing premiers éléments sont cons-

p N T
Fig. . Fig. 2.

tants, le sixiéme est fonction lineaire du temps, et 'orbite est képlérienne;
mais les perturbations amenent A considérer l'orbite osculatrice a un
instant {, qui est 'orbite képlérienne que suivrait la planéte si les forces
perturbatrices disparaissaient soudain a cet instant. Les coordonnées
troublées sont liées aux éléments osculateurs par les mémes relations
qui lient les coordonnées képlériennes aux ¢léments képlériens.

Les dérivées des éléments par rapport au temps ne seront pas nulles,
mais trés petites; nous aurons, par exemple :

de Ay
o= QEJ‘.A,

ol 1. sera une des masses troublantes, évaluée en prenant la masse du
Soleil pour unité, et A une fonction des coordonnées des planétes troublée
et troublante, c’est-a-dire dépendant des éléments osculateurs de ces
deux planétes et du temps. Dans A, on peut remplacer les éléments
osculateurs par les éléments képlériens initiaux, puisqu’ils sont multipliés
par j, qui est petit. A ne dépend plus que du temps; il est de la forme :

A= Ag—i—ZAgcosht.

Jubn G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics * Provided by the NASA Astruphysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/%3F%3F%3F%3FBuAst..17

LES LIMITES DE LA LOI DE NEWTON 127
Intégrons, il vient
. Q ~ N #in it
R Q== ziJ.‘\th—fzzli;%l 7
_’Ht-{:llt‘h e e

sieulaires wrnes perindinues

la double somme qui se trouve dans les termes périodigques se rapporte,
d’une part aux 2, d’auntre part aux A

Les termes périodiques sont généralement trés petits, puisquiils
contiennent » en facteur, et resteront toujours trés petits: les termes
séculaires, vartant toujours dans le méme sens, peuvent, au hout d’un
temps assez long, donner aux éléments une variation importante.

Quant aux coordonnées géocentriques {(données par Vobservation),
elles dépendent des coordonnées héliocentriques de la planete et de la
Terre, c¢'est-a-dire des douze éléments osculateurs de la planéte et de
la Terre. L’ascension droite de la planéte sera :

2= fla, dy e, e, o),

a, e, ..., ¢léments osculateurs de la planéte P;
o, €, ..., éléments osculateurs de la Terre.

Remplacons ces éléments par leurs valeurs; d’aprés (1), nous aurons :

. , ()f .
{23 = fletn, ey, €0, ... \+aﬁr; E ulle+. ..,
—— .
A B

Z,ch désignant D’ensemble des perturbations calculées dans la

formule (1), cque 'on peut mettre sous la forme :

e = &+ \'J’. Dr?!
A :
I’ascension droite calculée « sera donc une [onction, d’une part, des
éléments initiaux aq, o'y, €4, ..., d'avtre part, des masses v :

: n
a=Flay &y, oovyuy 00

v

Entre « calculé et z observé, nous trouvons une différence ou; elle peut
provenir de ce que les éléments et Jes masses sont erronés. 1l convient de
leur apporter des corrections dag, 6dy, ..., 944; on devra avoir

se e O o JF

—_— Nl —_ 'L PR

dm. det'y 9ct + P + ’
a, figure dans les termes A et dans les termes B de la formule (2). Mais
on peut négliger les corrections provenant des termes B, qui sont multi-

pliées par 1+, car »da, est du second ordre. On peut donc écrire :

. K

- o+moc¢+...+—5u+.
o‘n.) da, g

CU

(37
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les o ne portent que sur a, 'y €4 ..., Cest-d-dire seulement sur les
élements de la planete etudiee et de la Terre; par contre, ils portent sur les
masses de toutes les planétes troublantes.

Si les données de ’observation étaient rigoureuses, il suffivait de choisir
autant d’équations (3) que d’inconnues; d’ou day ..., 04, ... Mais les
observations ne sont pas infiniment précises; il faudra donc prendre
beaucoup plus d’équations et appliquer la méthode des moindres carrés.
Outre les erreurs accidentelles, il v a des erreurs systématiques qui
augmenteraient le nombre des inconnues dans les équations (3).

Une révision d’ensemble est donc indispensable, on peut cependant se
borner a I'étude de Mercure, Vénus, la Terre et Mars. En effet, les équa-
tions (3) contiennent, concernant Jupiter et Saturne, les senles variations
de leurs masses. Celles-ci étant bien connues & cause de leurs satellites,
on peut négliger les termes correspondants. On se bornera donc & consi-
dérer les planétes inférieures.

CHAPITRE II.

TravAUX DE LE VERBIER (L)

Résultats déduits des observations du Soleil, — Le Verrier a
traité séparément les observations du Soleil et celles des planétes. Il se
sert des premiéres pour déterminer les éléments de la Terre. Ceci fait,
dans ’étude des planétes, les éléments «,', €', ... seront des constantes;
ad,, 9¢,, ... seront nuls.

Avec les observations du Soleil, Le Verrier s’est surtout attaché a
la détermination de 1'obliquité de l'écliptique, c’est-a-dire de l'angle
que fait 'écliptique avec I'équateur. Cet angle est variable par suite des
variations du plan de 'équateur, c’est-a-dire de la précession et de la nuta-
tion, et des variations du plan de I'écliptique, par suite des perturbations
dues aux planétes. La précession ne fait pas varier I'obliquité, puisqu’elle
est seulement un déplacement du point v sur Iécliptique; la nutation
est un mouvement purement périodique. Pour les variations du plan
de l'écliptique, on trouve des termes périodiques, trés petits vis-a-vis
de ceux de la nutation, et un terme séculaire. La théorie donne :

P elen

{1 — = 044757 + 0005 v -+ 05280v + 050008+ -+ 01160V - 0oL VY,
: ;

si I'on pose:
B B = {1+ v s

ainsi 4. est la correction & la masse provisoire ;= de la planéte, v est

(1) Annades de I'Observataire de Paris, Mémeoires, t, 11, TV et V.
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la correction relative correspondant a Mercure, v correspond a Vénus,
v" 4 Mars, ete.

Il o'y a pas de terme en =~ correspondant a la Terre, puisque la Terre
ne se trouble pas elle-ménte.

Les corrections relatives »' et +' correpondant a Jupiter et Saturne,
sont trés petites, car ces deux planetes ont des satellites; leurs deux
masses sont connues avec exactitude, et nous pouvons négliger les deux
derniers termes.

En discutant des observations nombreuses, depuis 1755 jusqu'a 356,
Le Verrier obtient pour I'obliquité = une série de wvaleurs. Portant les
valeurs de » en fonection du temps, on peut représenter Ia fonction m=f(¢)
par une droite dont la pente sera :

o
7(; = — 0] §376.

Par comparaison des expressions (1) et (2), il vient I'équation de
condition :

r30 afigy 4+ 058y 4 05y - 1B = o,

ot figure principalement la masse de Vénus; »' sera ainsi bien détermind

Résultats déduits des observations des planétes. — Pour Mercure
et Vénus, nous avons des observations méridiennes et des observations
de passages : ces derniéres sont tres précieuses. En effet, le mouvement
relatif de Mercure par rapport au Soleil sur la sphére céleste est beaucoup
plus lent que le mouvement diurne : I'observation est donc plus aisée;
on n'a pas 4 tenir compte de la réfraction; de plus, les erreurs instrumen-
tales sont éliminées. Le Soleil, servant de repére, est observé en méme
temps que lastre. En outre, les premieres observations de passages
an ¥vIIe siécle, sont antérieures aux observations méridiennes utili-
sables qui remontent seulement a Bradley. Malheureusement, les pas-
sages sont rares et leurs observations ne fournissent pas toutes les don-
nées, la planéte étant toujours au voisinage de I'un de ses nceuds.

Quels renseignements peut-on déduire de I'observation d’'un passage 7

St L. & sont, par rapport 4 la Terre, les longitude et latitude du centre
de 1a planéte Mercure par exemple, si L', 7/ sont les longitude et latitude
du centre du Soleil, et si ¢ est la différence de leurs diamétres appa-
rents {fig. 3), on a, & I'instant d'un contact, I'équation :

= (L —L P+ =)
Les quatre quantités L, 2, LY, +" et la différence ¢ sont des fonetions
du temps connues par la théorie provisoire, soit :

r=F{rn
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Si la théorie était exacte, on constaterait que les deux dernieres equa-
tions sont vérifiées a l'instant du contact, ce qui ne sera pas, en général.

L’ et i’ sont fixes, puisque les éléments de la Terre ont été détermines
précédemment ; mais il y aura lieu d’attribuer & ¢, L, 7 et & l'instant {
du contact des corrections satisfaisant aux relations :

ede = (L= LYk 4 (% — 1) 8%,
. . aF
{(c+dcr=TF{t)+ - at,
’ ’ dt
d’ou des équations entre dc, dL, 67, of.
Observons le passage du disque de la planéte Mercure sur le disque du

Soleil (fig. 4), c’est le mouvement d'un point devant un cercle fixe. En

Fig. 3. Fig. 4.

prenant la moyenne entre les époques d'entrée et de sortie, nous avons
le moment ot la planéte est en B, ¢’est-d-dire le moment ot les longitudes
du Soleil et de Mercure sont égales, car U'inclinaison est tres petite.

A ce moment, la planéte a pour longitude dans lorbite :

= LI.

La longitude L’ du Soleil étant connue, » est connu ei, par compa-
raison avec la théorie, nous aurons la correction dp. En outre, 1a durée
totale du passage dépend de I'inclinaison et de la longitude du nceud;
mais AC est trés petit, la seule correction sera dQ3.

Oceupons-nous de or; on sait que

v = f(nt+¢e, e, )
d’ou :
{4) dv = A(t3n+ 8z) + B ie — Cim,

A, B, C, désignant les dérivées partielles de » par rapport aux trois
variables.

Pour Mercure, les passages ont lieu en mai et en novembre, Le Verrier
considére tous les passages compris entre 1697 et 1848 et 1l constate que,
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tandis que les passages de novembre ne donnent que de faibles correc-
tions ov, les passages de mai mettent en évidence des divergences impor-
tantes et de méme sens pour les cing passages considérés,

Nous pouvons représenter les <p par une fonction linéaire :

Gv =2 ~+ 3¢
de plus, posons :
ge = Gvy 1 e,

_ . .
o= omy = £ omm

Portons dans la relation (1), et identifions :

o= A Bz 4+ Baey+ (dm,.

F3=Adn+ Boe’ + Cow.

Aux passages de novembre et de mai correspondent deux systemes
d’équations (5) : on constate qu'en novembre, les quantités % et 5 sont
petites et qu’en mai, ces quantités sont grandes.

L’excentricité e et la Jongitude du périhélie @ ne subissent dans l'in-
tervalle de deux siécles que de petites variations; considérons-les comme
constantes dans les coefficients. De méme, nt + = différe pen de la longi-
tude du neeud; done A, B, C sont sensiblement les mémes pour tous les
passages de novembre et les mémes pour tous les passages de mat, Entre
les deuxiémes équations (3), correspondant aux passages de mat et de
novembre, éliminons on. Il vient I'équation

{n) 3w =+ 2472 8¢ = 0343,

D’autre part, en modifiant les masses, peut-on rendre compte des
divergences sm’ el de’ et rétablir ainsi la concordance ?
Le Verrier a calculé les 4¢’ et s®' qui résulteraient d'une correction
des masses, et il a trouvé les formules :
fe’ = o3y + oo,
S’ == 280y - 0" 84"

Substituant dans (6), et multipliant par foo, il obtient, en secondes
288v 4+ 8-+"= 38.3.
Mais 'étude de l'obliquité de l'écliptique avait conduit plus haut a

Pégquation (3)

2859 0 8v + 075y 1781 = 0.

Les deux équations ainsi formeées en v’ sont incompatibles, et Le Verrier
conclut qu'il est impossible d’expliquer 'avance du périhélie de Mercure
par une modification de la masse de Vénus.
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CHAPITRE IIL.

Travaux vE NEwcone ('),

Méthode suivie dans les comparaisons. — Newcomb a discuté
G2 ooo observations, jo ooo pour le Soleil, 5 500 pour Mercure, 12 oco pour
Vénus, 4 ooo pour Mars, s’étendant de 1750 & 18g2; il les a comparées
aux tables théoriques de Le Verrier dans lesquelles il avait uniformisé
les masses. En effet, Le Verrier avait changé certaines valeurs des masses.
pour avoir un meilleur accord avec une théorie nouvelle, Apreés avoir
formé toutes les équations de condition, Newcomb a pu en réduire le
nombre en remplacant toutes celles d’une semaine par une seule; il Jui
en Yestait alors 11 ooo pour le Soleil, 4 ooo pour Mercure, etc.

Quelles sont les inconnues ? D’abord les corrections a apporter aux
masses de Mercure et de Vénus, mais pas a celle de Mars dont on a décou-
vert, depuis Le Verrier, deux satellites, ni 4 la masse de la Terre qui se
déduit de la parallaxe solaire. Ce sont encore les corrections & apporter
aux €léments des planétes, des constantes inconnues & ajouter aux ascen-
sions droites et aux déclinaisons par suite d’une erreur possible sur la
position actuelle de I’équinoxe. Enfin, les déclinaisons sont affectées de
Terreur de la réfraction, qui est toujours la méme puisque toutes les
observations sont faites dans le zodiaque, c’est-a-dire & peu prés a4 la
méme hauteur.

Newcomb {traite les variations séculaires des éléments comme des
variables indépendantes. Par exemple nous aurons :

Se = 880 -+ £ 58’,

ol de,y el de” sont deux inconnues, alors que Le Verrier n'en avait qu'une
seule, de. Les masses ne seront pas déterminées par les perturbations
séeulaires, mais uniquement par les perturbations périodiques.

Tandis que, les éléments de la Terre étant {ixés une fois pour toutes,
Le Verrier établit les théories des autres planétes, Newcomb conserve,
dans ses théories planétaires, les éléments de la Terre comme indéter-
minés. 11 espérait obtenir ainsi des valeurs des corrections des éléments
de la Terre meilleures que celles que Le Verrier avait tirées des observa-
tions solaires. Or, malgré les saisons et les climats différents, les obser-
vations du Soleil des divers observatoires ont été assez concordantes,
¢t Newcomb a été décu par ce résultat. En outre, les observations des
passages ¢tant plus rigoureuses que les observations méridiennes,
Newcomb a été tenté d’accorder aux premiéres un poids considérable.

() The Elements of the four inner Planets and the jundamental Constants of Astro-
nomy, Supplement to the American Ephemeris and Nautical Almanac for 18g7,
Washington, 13g5.
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1l considére deux solutions :

La solution A, ot n'interviennent pas les passages, mais sculement les
obhservations meéridiennes: :

La solution B, ou il se sert de toutes les observations, mais en donnant
aux passages un poids trés grand.

Erreurs systématiques. — Comparons les ascensions droites du
Soleil données par le calcul et I'observation. Nous avons la relation :

{11 BX = ¢ —- .0 0082+ ) sin g,

ou ¢ désigne l'erreur commise sur la longitude moyenne du Soleii, @
laguelle s’ajoute l'équation personnelle de l'ohservateur, oll ¢ désigne
l'anomalie movenne du Soleil, et I'on a: @ =—2e9dw, ol 9w est 'erreur
sur la longitude du périhélie; et y = 20e, olt de est 'erreur sur l'excen-
tricite.

Mais il ¥ a des erreurs systématiques dépendant de la saison de 'obser-
vation, dont la période est un an, comme celle de sin ¢ et cos g. Il sera
donc impossible, dans les équations (1), de séparer ces erreurs des véri-
tables corrections de Dl’excentricité et du périhélie. C’est pour cette
raison que Newcomb ne pensait pas obtenir de bonnes déterminations
des corrections des ¢léments de la Terre avee les seules ohservations du
Soleil.

Pour les observations des planétes, il y a également des erreurs syste-
matigques; nous pourrons les éliminer, leur période, c’est-a-dire celle du
Soleil, étant différente de celles des perturbations périodiques. Par
exemple, pour déterminer la masse de Vénus, les perfurbations considérées
auront une période égale 4 Ia révolution synodique de Vénus,

Théorie de la Terre. — Les ¢léments de la Terre sont déterntineés
par Le Verrier & partir des observations solaires et, par Newcomb, a partir
des observations planétaires. Voici les valeurs qui en découlent pour la
correction de l'excentricité :

Ohservations solaires, ... ... ... ... MRS
0 de Mercure............ 40,48

» ¥énus. . ... —-0,00

0 w Mara......ooo00 000, —0,83

Les wvaileurs trouvées sont trés différentes les unes des aulres, et
Newcomb remarqgue que les différentes observations solaires donnent des
résultats beauwcoup plus concordants entre eux que les observations
planétaires entre elles.

II adopte conmme correction de ¢: — 0”12, ce qui est tout a fait arbi-
traire,
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Théorie de Mercure. — Pour Mercure, comparons les deux solu-
tions A et B, indiquées précédemment.
Pour Vexcentricité terrestre, nous avons comme corrections

A, —olojo: B, —+o3504;
pour U'excentricité de Mercure :
A, —o01301; B, —+1,228;
pour la longitude du périhélie de Mercure :
A, +5%209; B, +27(8y.

En ce qui concerne les variations des éléments, nous avons les correc-
tions suivantes : pour la dérivée de l'excentricité de la Terre :
A, —0i472: B, +o0i3ib;
.. od= . ‘i 1
pour la dérivée 7 de la longitude du périhélie de Mercure :

A, —0'540; B, —1l008;
... de . c ey
pour la dérivée — de I'excentricité de Mercure :
A, —13398; B, —+r17184.

Nous constatons qu’il n’y a aucune concordance et qu’en faisant varier
les poids attribués a ces observations, nous pourrions obtenir pour ainsi
dire n'importe quel résullat désiré. Mais ces corrections sont trés petites.

La valeur de 'obliquité de I'écliptique », demi-différence des hauteurs
du Soleil en été et en hiver, variera de méme suivant les tables de réfrac-
tion adoptées. Heureusement, ce qui est intéressant, ce n'est pas tant
mais o,

elt

Quoiqu’il en soit, Newcomb tire de ses équations des valeurs probables

des corrections 4 apporter aux éléments et aux masses.

Détermination des masses. — Newcomb détermine la masse de
Jupiter par différentes méthodes, il obtient, Ia masse du Soleil étamt
prise pour unité

v Par ses satellites, ... oo m—t=1047,82
29 Par la coméle de Faye.....oo0 o o0 oL, 1047,79
3¢ Par la petite planete Thémis. .. ..., .. 1047,54
40 Par la petite planéte Polymnie............. g7, 34
A0 Par SalULIe. o e it i e e 1o47.38
6¢ Pur la cométe de Winnecke. .. ... ... 104717

el il adopte finalement la valeur

m~=1047,35,
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La masse de Mars est bien connue depuis la déecouverte de ses deux
satellites. I.a masse de Veénus se déduit de la principale variation pério-
dique de ia Terre. En ce qui concerne la masse de Mercure, Le Verrier

. . T T ; . “
avait admis Ia valeur Tooa Newcomb déduit la méme masse des
[RIRIA I BIRT]
.. P . . 1 .
inégalites de la longitude de Vénus et trouve -——-— (solution B),

Ppuis 4 partir des perturbations de la comeéte d’Encke et de

B

7043 0w

- - 1 I
celle de Winnecke, on trouve respectivement -——— et ————-
3 848 ooo 2 0LL 000

ces nombres présentant une grande incertitude. Finalement, Newcomb

adopte Ja valeur ———-
T O00 000

La masse de la Terre ne peut étre deéduite des observations de Vénus,
a cause des erreurs svstématiques importantes dues aux phases de cette
planéte. et dont la période est la révolution synodique de Vénus, Mais la
masse de la Terre est liée a la parallaxe du Soleil; en effet, la troisiéme
loi de IKépler donne la relation :

2ot = KN

M designant la masse du Soleil, « Ie ravon de I'orhite terrestre et nle
moyen mouvement de la Terre.
De méme. nous avons

nra’s =L\

si MY est la masse de la Terre, ¢t 81 n' el &’ sont relatifs & un satellite de
la Terre.
Dou :
M ot
M T e
Nous prendrons un satellite fictif dont le rayon de l'orhite serait le
ravon terrestre; 'attraction serait g, qui est facilement mesurable et g
cdevrait faire équilibre a la force centrifuge :

o= 'ty
F=n"%a.

W s (e
M onte N\ o

Or n est bien connu par le mouvement du Soletl; (g aussi, compte tenu
de I'aplatissement et @ également, comme égal au ravon de la Terre).

Done

I reste % gqui est la parallaxe du Soleil.
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Détermination de la parallaxe solaire. —— Pour déterminer la
parallaxe du Soleil, nous avons les observations des petites planétes,
d’Eros en particulier, qui n’était pas découverte a 'époque de Newcomb
et les ohservations des passages de Yenus. Nous avons aussi des procédés
physiques : la vitesse de la lumiére étant connue par expérience de
Fizeau et Foucault ou par la méthode de Romer, on mesure la constante
d’aberration; la comparaisaon donnera la distance Terre-Soleil en kilo-
meétres, c’est-a-dire la parallaxe., Newcomb prend pour vitesse de la
lumiére : 299860 km == 30, valeur confirmée & Nice par des expériences
récentes. La constante d’aberration est égale 4 2074 ou 203; cette incer-
titude introduit une erreur de o1, qui est importante.

On peut encore calculer la parallaxe a partir de I'inégalité lunaire de
la Terre. C'est le point G (fig. 3) centre de gravité du systéme Terre-
Lune, qui tourne autour du Soleil et obéit & la loi de Newton.

L L
G// S Btllzf_—:c::"/

T T
Fig, . Fig. t.

La Terre et 1a Lune décrivent deux ellipses autour de G. Le mouvement
de G autour de S est & peu pres képlérien; le mouvement de T auntour
de G Iest aussi. Il en résulte une petite inégalité dans la longitude de la
Terre, qui a pour période la révolution sidérale de la Lune. Quand

A

ST .
I’angle G est droit (fig. 6), on peut mesurer 'angle LTS et en déduire %

Or, on a :

si 2 est le rapport de la masse de la Lune 4 celle de la Terre, et

TG Lt TL

G T i+u GST
Si r est le rayon de la Terre, on a :
—— =1, parallaxe du Soleil,

»
—— =, parallaxe de la Lune.

Yonu :
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La valeur de !a parallaxe Iunaire est bien connue. Pour déterminer 3
nous avons les valeurs des constantes de la précession et de la nutation;

C—.

. v\
ces deux constantes deépendent de 2 et de—-=—si A et C sont les moments

- . - . - I .
d’inertie principaux de la Terre. On {rouve pour m des valeurs comprises

entre 81, 35 et 81, gr: d’olt la valeur de .

Un antre procédé de détermination de la parallaxe m utilise I'inegalite
parallactique de la Lune. Considérons les différentes inégalités lunaires.
Les unes contiennent le facteur

M ( o )J At
Mla, \a/)"
ot nt et n’ sont connus: et ou M, a, 1 se rapportent & la Terre et M, ¢', n' se

rapportent a la Lune.
D’autres contiennent le facteur

M s a e e
w i) =)

o P w . . P
- est précisément -5 m étant connu, ces dernieres inégalités donneront o.
Comparons tous ces résultats :

12 Valeur de = rendant le mieux compte de l'inégalité du nceud de

Vénus :
8739 = 0010,

20 Valeur de m déduite des observations de Mars
80=50 = 00205
30 Valeur de m déduite des determinations de la constante d’aber-
ration :
87703 7 oloog40  { Pullowo),
87806 = o'00s6  (autres nbservatoires);
49 Valeur de m déduite des observations des passages de Vénus :

8irgidEotor8 (mdihode de Halley),

81837 = 0023 {(mdthode photegraphique
50 Valeur de © déduite de linégalité parallactique de la Lune :
81794 £ 0leo7;
Go Valeur de = déduite de I'inégalité lunaire de la Terre :
8825 = "0l
On adopte finalement la valeur

o = 8780.

Ball astron. ( Tame XVII, — Fasc., 2. 10}
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Divergences importantes entre la théorie et l'observation. —-
Nous connaissons maintenant les masses des différentes planétes et fous
leurs éléments, ce qui nous permet de calculer les valeurs théoriques
des variations séculaires des éléments, et de les comparer aux valeurs
déduites des observations. Nous obtenons les différences suivantes
(par siecle) :

. { Be —0488 £ 0450
Mercure, ..o e : . s o
{ edéw -+8.,48 = 0,43
Vémuas. ..o oo gini of)’ “+0,60 = 0,17
Mars, . oo e dw’ —+0,73 30,35
(o“‘e’, dw’, ... signifiant la différence entre l'observation et la théorie

de

"‘—' e
pour e = )

i

Pour tous les autres éléments, les différences observation-théorie sont
plus petites que l'erreur probable. Ajoutons que, pour ¢, Newcomb pense
que 'erreur probahle n’est pas estimée assez grande du fait de 'indéter-
mination de la masse de Mercure.

Conclusion. — Dans I'état actuel de la Science, il est impossible de
constater une divergence entre la théorie et 'observation, en ce qui
concerne les variations périodiques des €éléments des planétes.

Mais en ce qui concerne les variations séculaires de ces éléments, il
v a désaccord :

Certainement pour la périhélie de Mercure;
Probablement pour le nceud de Vénus;
Peut-étre pour le périhélie de Mars.

CHAPITRE 1V.

DIFFERENTES EXPLICATIONS DES DESACCOLDS ENTRE LA THEORIE
ET L’OBSERVATION.

Nous allons tout d’abord établir quelques résultats que nous utiliserons
par la suite.

Inégalités séculaires des périhélies et des noeuds planétaires.
— Loi d'aftraction différente de la loi de Newfon., — Considérons le mou-
vement d'un point attiré par un centre fixe suivant une loi différente de
celle de Newton.

En partant de Vaphélie A, le rayon vecteur va décroitre jusqu’au
périhélie P (fig. 7); cette partie de I'orbite étant connue, tout le reste s’en
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déduira par symétrie. Dans le cas d’une foree newtonienne, 'angle :‘:S%
est égal & =; dans tous les autres cas, il v aura déplacement du périhélie
avec une vitesse constante. L’angle des ravons vecteurs de deux périhélies
consecutifs sera 20, au lieu de 2 7; le mouvement du périhélie par révo-
luticn sera 27 -—27, et il n™y aura pas de variation séculaire des autres
éléments.

Examinons ceci de plus prés : soient r la distance du point considéré
au Soleil et F la force d’attraction, F étant une fonction donnde de r;
soit n le moyen mouvement.

A

Pour une orbite circulaire, la constante des aires est na?; la vitesse

. . . . na’t .
angulaire a un instant donné sera — et la force centrifuge

ngt niat
—— "= —- 4
I e
Nous aurons :
f'ﬁ P . .
T = furce centrifuge — attraction,
i
o2y nteat .
= —F,

dr rs

L’¢quation est satisfaite pour :

dir
1= ¢, —_— =0 et F = ntr,
’ eftt

Pour une orbite peu excentrique, posons

~

re=a-ar;

2 ar . 722 gt
= développement de -~ F
At r

nous aurons

suivant les puissances de 2r, et approximativement :

(2 or . Sular .
— =ir|— ——— —F ér,
4 T re=rt

— =— i3t I
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Posons :
3n24+ Fla= k2,
il vient :
Sr = A coski;

2T . . L1 2w . ; .
—;— est la révolution sidérale et =~ représente le temps écoulé entre deux
7

passages consécutifs au périhélie.

. K
Loi de force F = Rl K et v sont des constantes; nous aurons :

K F
F=—n =

L

qui, pour r voisin de ¢ devient :

F,=~—‘J--

ot
On a d’ailleurs

nr= =, done F'=—wn?.

I’équation (1) devient :

d:or

_r/t_-) - — 6?(3 — ‘J:}ﬁ,zj

done :
k2= nt{3 —).

Le temps qui s’écoulera entre deux passages a deux périhélies consé-
cutifs, sera :

d’ou l'angle :

Dans le cas de la force newtonienne, v = 2, i = .
Dans le cas d’une attraction proportionnelle & la distance, v = — 1,

h = g; la trajectoire est une ellipse ayant le Soleil pour centre, elle a deux

aphélies et deux périhélies.
Dans la formule
8r = A cosht,

ki équivaut i 'anomalie moyenne, c’est-a-dire est la différence entre la
longitude de I'astre et celle du périhélie. Nous avons ainsi :

kt=nt —w
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et Ie mouvement du périhélie est donné par la formule :

— =M — A= NNy w b
At \

Pour + = 2. ce mouvement est nul;

Pour v = 2, 1l est positif, c’est-a-dire direct;

Pour v <2 =, il est négatif, c’est-a-dire rétrograde.

Notons que I'hypothése d’une force centrale ne produira aucun mou-
vement seculaire du neeud, Morbite restant toujours plane.

Couches sphériques ef homogénes. — Considérons leffel de couches
sphériques et homogénes, centrées sur le Soleil,

12 Si elles sont toutes situées & Vintérieur e Uorbite, la loi d: Newion
reste valable: le mouvement du pirihilie sera nul.

20 5i ces couches sont extérieures a l'orhite, leur action en un point
intérieur étant nulle, le périhélie sera encore fixe.

3o Dans le ecas d’une couche sphérique coupant l'orbite considerée.

. . L1 - .
nous aurens : une attraction proportionnelle a .. par le Soleil et une attrac-

tion proportionnelle a r par la couche (Fayve). La force résultante dimi-
nuera moins vite avec la distance qu’une force newtonienne et nous
aurons un mouvement rétrograde du pirihélie.

Anneau circulaire ef homogéne. — Considérons maintenant 'existence
d’un anneau circulaire et homoagéne, centré sur le Snleil.

Supposons qu’il soit situé dans le plan de lorbite de la planete, Le
mouvement du périhélie est direct ou rétrograde, selon que l'attraction
déeroit plus vite ou moins vite que I'attraction newtonienne (3).

Soient 8 le Soleil, SP la distance périhélie de la planéte étudiée, SA la
distance aphélie portées sur un rayon vecteur dans le méme sens (fig. 8)

+
+

5 R P R A R’

Fig. =
L’anneau circulaire considéré peut présenter trois positions rela-
tives : il peut étre intérieur a l'orbite de la planéte, &tre extérieur a cette
orhite, ou s’enchevétrer avec elle. Dans les trois cas, F(r) désignant la
valeur algébrique de l'attraction de 'anneau & la distance r, il faut
comparer les différences :

5=T(SA)—F{SP), 8= om0,

dont la seconde est négative.

(1) Gmazy, La théorie de la Relafivité ef lo Mécanique céleste, t. 1. 1928, Paris,
Gauthier-Villars, ol est donnée la valeur principale de l'avance du périhélie de la
planéte étudiée, quand Vorbite de cette planéte tend a devenir circulaire,
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Si 'anneau est intérieur et coupe le rayon en R, les valeurs F(SA)
et F(SP) sont négatives et ’on constate que l'on a 4 < 4;; donc le mou-
vement du périhélie de la planete est direct, ce périhélie a une avance
positive,

Si 'anneau est extérieur a Porhite de la planéte et passe au point R/,
F(SA) et F(SP) sont positifs et 'on constate que 'on a de méme © << d;
le périhélie a de méme une avance positive.

Enfin, dans le troisiéme cas, si I'anneau et 'orbite de la planéte s’en-
chevétrent, ’anneau passe en R” et Pon a : F(SA) > o, F(SP) < o;
d'olt ¢ > o et 6-—4d,; > o. Donc, dans ce troisiéme cas, le mouvement du
périhélie de la planéte est rétrograde,

Done, le mouvement du périhélie de la planéte est direct si 'anneau
est tout entier intérieur ou tout entier extérieur a l'orbite de Mercure
et le mouvement est rétrograde si l'anneau s’enchevétre avec l'orbite
de Mercure.

Supposons maintenant que le plan de 'anneau soit Iégérement incliné
sur le plan de l'orbite et prenons comme plan xOy le plan de 'annean.
Nous aurons

2z dV

4 dz ]
V étant le potentiel, il est fonction de r et de z; or z est trés petit. Pour z==0,
nous devons avoir :

7AY

P r {par raison de symétrie ).
Z .

La formule de Mac Laurin donne :

sz v Y

e T e z prrihaies m?z,
avec
. Aty
— = .
dﬁ' Fom=n
=i
Alors :

3= A sinmi;

les nceuds sont atteints pour z = o, ¢’est-d-dire pour m{ multiple de =,
et le nceud ascendant pour mf multiple de 2x. L’'intervalle de temps entre
. 2%

deux passages consécutifs au nceud ascendant est -

De méme que le mouvement du périhélie pour une révolution était n—k,
le mouvement du nceud pour une révolution sera n—im.

D’autre part, nous avons :

IV

F=__-_()_f‘,
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donc
L 3OV 21V . 3F
\ M=y T s K=o F
{23 Pmt=— ();\‘1
oz
( nt=— Jl %3 car natr=F.

10 Si I'anneau est tout entier intérieur ou extérieur a l'orbite de la
planete, elle ne circule pas 4 'intérieur des masses : Ie potentiel V satisfait
a I'équation de Laplace :

A AT A

- = — — = i
e )t 3t

AY

I

Posons
S= T e0s ty, }‘ = 7 &100 .

T : 2‘; T r . s
¥V ne dépend pas de «; T est nul, et AV se réduit a :

DEAY 1 Y _

= — 4+ — + o,
ot dr? rodr

De la derniere relation et des équations (2), on déduit :

(3) M mt=a2n";

donc les trois carrés k%, n%, m?® sont en progression arithmétique.
Or, 'équation {3) peut s’écrire :

2 — nt= n2— mt
on
(bh-=n)ilhk—ny={n—miin+m,
ou encore .
-
k=

k—n= (rn— mj.

Comme k, m, n sont presque égaux, nous aurons sensihlement :

{(h—n)y+({m—n)=o,
<’est-a-dire :
Pk il

dt U dE

donc les mouvements séculaires du périhélie et du nceud sont égaux et
opposés.

20 Si 'anneau est a une distance moyenne du Soleil égale a celle de la

planéte, nous n’aurons plus 'équation de Laplace, mais celie de Poisson :

AV =— Wiy
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ol est la densité positive des masses. Nous n’aureons plus entre &%, m?,
n? une égalité, mais l'inégalité

R = ant
d’on 'on déduit :

frfal 5

<h

r_'r’{_+ ot

< 03

la somme algébrique des mouvements séculaires du périhélie et du neeud
est négative,

Ces relations s’appliquent au mouvement du nceud ascendant sur le
plan de I'anneau. Quand on rapporte les mouvements au plan de I’éclip-
tique, le mouvement du nceud pourra étre direct, si Uanneau est plus
incliné sur I’écliptique que sur le plan de 'orbite de la planéte.

Si, au lieu d’un anneau, nous avions une planéte, son effet moyen, selon
le théoréme de Gauss, serait le méme que si 'on considérait un anneaun
continu constitué par l'orbite de cette planétfe, la matiére étant répartie
sur chaque arc proportionnellement au temps mis par la planéte a le
parcourir. L’orbite étant trés peu excentrique, les conclusions trouvées
pour 'anneau circulaire restent valables,

Diverses explications des désaccords. — 1%® Aypothése : Non-
sphéricité du Soleil. — Supposons le Soleil aplati; soit v le rapport de la
force centrifuge équatoriale a 'attraction. Nous avons sensiblement :

1 L
27 g5 8o

Clairaut limite I'aplatissement a

e <

ce qui est insuffisant pour causer une perturbation sensible dans le mou-
. . v 1 . s
vement des planétes. II faudrait avoir ¢, = Too, Snviron pour que I'in-

fluence du bourrelet équatorial du Soleil suffise 4 expliquer 'avance du
périhélie de Mercure. Bien que le rayon du Soleil soit difficilement mesu-
rable, la différence des rayons polaire et équatorial est assez bien connue,
les erreurs systématiques sur ces deux grandeurs étant les mémes, Cet
aplatissement est trés petit et ne peut en aucun cas justifier le désaccord
de 40" pour Mercure. D ailleurs, il produirait également un mouvement
du nceud. Cette premiére hypothese est donc a rejeter.

2¢ hypothése . Masse de la couronne solaire, — Pour les mémes raisons,
on ne peut attribuer 'avance du périhélie de Mercure 4 la matiére de la

5

couronne solaire, Celle-ci serait & peu prés sphérique, plus aplatie a
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certaines époques qu’'a d’autres; ma’is il semble que le plan de I'équateur
resterait un plan de symétrie. Nous aurions encore un mouvement du
nceud : a moins que la couronne solaire n’admette comme plan de symétrie
le plan de Porbite de Mercure.

3® hypotheése : anneau ou planéie inframercurielle. — Quelle serait U'in-
fluence d'un tel anneau ? Caleulons la valeur du potentiel V du a 'anneau.
Seient m la masse et 2 le ravon de I'anneau considére et un point matériel
attiré M, a la distance du centre r. Le potentiel de I'anneau en M sera le
méme (ue sila masse entiére était concentrée en un point situé a une
distance du centre 4, ¢que nous allons déterminer.

Solent r—o et r -+ les distances minimum et maximum du point
attire M au centre de 'anneauv (fig. o).

Flg Qe

Prencns la moyenne arithmético-géométrique de ces deux distances,
nous aurons o,
Supposons & trés petit devant r :

e movenne arithmeétique. ..o oo r
v )
. H i E b
B " SEOMETYNUC . Vit—pl=pr—-—
- ar

-2

2 movenne avithmétique.. ... o000 re—

- iI *

a2

2 r CEOMELTHIUE. . o r— i

LN
-~

Ces deux moyennes sont égales a ce degré d’approximation; done nous
prenons

Nous déduisons, m désignant la masse de I'anneau :

7

5 A g

i wtm

Ve o= — + b—\y

et en valeur absolue, si I'on ajoute la force correspondante & I'attraction

solaire
M+ 3z
F = - .

re 42t
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Egalons 4 1 la masse du Soleil M ou, ce qui revient au méme, la
somme M + m; nous avons

Tout se passera comme si nous avions une loi d’attraction de la

e

A N 7 .
forme F = — o1l A est constant et oul'onav = — —; soiticl @
s F

.y P A
Nous avons vu précédemment gu’avec la loi I = - le mouvement

du périhélie est donné par l'équation :

s :
T =n{r— 3 —v),

ou, si nous posons v = 2 4 A, et que nous négligions A? :

dwm A

n -
et 2
g . . c o g .
o varierait comme le moyen mouvement n, si A était constant. Iei
nous aurons :
do  3n mat,
dt — 4 r2?

la masse a attribuer & ’anneau sera d’autant plus grande que p sera
P

. - . ' . . 1
plus petit. Pour 5 égal 4 deux rayons solaires, il faudrait m = —-—
4 Q00

une masse de l'ordre de celle de Saturne ne nous échapperait pas.
Quand p croit, la masse décroit; mais alors la loi précédente n’est plus
valable, car nous avons supposé ¢ petit devant r.

On trouverait que la masse a attribuer a I'anneau est :

En masses En rayon
de Mercure. de Mercure,
0,15 pour 5 =0.8
0:3:" 0,7
0,77 0,6
6,0 0,3

La premiére pensée de Le Verrier, aprés sa découverte de 'avance du
périhélie de Mercure, fut d’attribuer cette avance & une planete intra-
mercurielle, observée soi-disant par le Docteur Lescarbault. Mais une telle
planéte n’a jamais été apergue pendant les éclipses totales. Il semble
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donc qu'il faille revenir a I'nypothese de l'anneaun; pourtant il existe
(uelques objections.

Si 'anneau était dans le plan de Pécliptique, il devrait donner un mou-
vement du nceud; il favudrait donc admettre que le plan de I'anneau est
celui de I'orbite de Mercure, a trés pen pres : il expliquerait alors le mou-
vement du noeud de Vénus.

Mais Newcomb considére qu'un anneau ayant une telle inclinaison
ne pourrait subsister; les éléments osculateurs de cet anneau subiraient des
perturbations qui tendraient a l’écarter du plan de 'orbite de Mercure.

4¢ hypothese : la lumiére zodiarale. — L’effet de la lumieére zodiacale,
qui s’étend hien au-dela de [orbite de Mercure, serait assimilable & I'effet
d’un ensemble d’anneaux : la partie située entre aphélie et le périhélie
de Mercure serait nuisible, puisgu’elle prodnirait un mouvement rétro-
grade; l'autre partie serait utile. Mais on retrouve les mémes objections
que pour I'anneau intra-mercuriel.

3¢ hypothése : anneau sifué enire Mercure ef Vénus. — Supposons main-
tenant gu’il existe un anneau situé entre les orbites de Mercure et de
Vénus. Puisque le mouvement du nceud de Vénus est direct, il faut sup-
poser que l'anneau est plus incliné sur Pécliptique que sur 'orbite de
Vénus; d’autre part, puisque le nceud de Mercure ne se déplace pas, son
inclinaison sur U'orbite de Mercure doit étre faible.

Newcomb trouve pour cet anneau les éléments suivants :

Masse totale, m-! = 37 ooo oco, donc invisible;
Distance moyenne au Soleil, 0,48;
Inclinaison sur 'écliptique, $9,5.

Mais il ne s’arréte pas & cette hypothése, car un tel anneau ne pro-
duirait aucun déplacement du périhélie de Mars, Pourtant, ce dernier
désaccord pourrait tre dit & I'influence des petites planétes. Mais ont-elles
une masse totale suffisante ? ,

Quand les grandeurs croissent en progression arithmétique, le nombre
des planétes correspondantes croit en progression géométrique. Suppo-
sons que cette loi se continue indéfiniment; tout dépend de la raison de la
progression. Supposons-la égale 4 3 : la masse totale aura une influence
négligeable sur le périhélie de Mars. D’autre part, on constate que la
raison 3 est beaucoup trop grande, une raison égale a 2,5 conduisant
déja a4 un éciat total infini dans la zone des orhites des astéroides.

6¢ hypothese : loi de Hall. — IFinalement, Newcomb examine la loi

. . . I .
de fall. Nous avons vu que si I'on a wne loi de - avec v =2 + 4,1l

. c e Ao ..
en résulte un mouvement du périhélie égal & — - Hall choisit :

Yo== 2,000 G400 137 4,
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ce qui donne les avances suivantes des périhélies (par siecle) :

Mevouren ..o 42004 Terreo oo L 104520
Vénus,. ..o e 16,58 Mars., . oo onn . 5,42

Mais il n’y a anomalie que pour Mercure et Mars. Or I'observation
donne, non pas 'avance sm, mais le produit edw, et I'excentricité e est
beaucoup plus grande pour Mercure et Mars que pour Vénus et-la Terre.
Comparons les valeurs de esm (par siécle) :

Mevcure... ..o oL im0 Terre ... .. ... L. 0L
Vinus.. oL 0,11 Mars.. ..ol 0,913

ainsi edw est frés petit pour Vénus et la Terre, done difticilement déce-
lable par Uobservatiomn.
L’anneau aurait donné pour ecw les valeurs suivantes :

Mercure... ... ... . ... B38 Terve................. 05025
Yeénus.......... ... 0,03t Mars.. ..o oo 0,031

edw est négligeable, non seulement pour Vénus et la Terre, mais aussi
'pour Mars, ce qui est regrettable,

Newcomb préfere & Ihypothese de 'anneau I'hypothése de Hall.
Pourtant celle-ci n’explique pas le mouvement du nceud de Vénus;
pour expliquer ce dernier désaccord, il modifie la masse de la Terre.

Mais la loi de Hall est-elle compatible avec le mouvement de la Lune ?
Newcomb compare les observations aux tables de Hansen et trouve
comme différences

Pour le périgéde........ —+1,56 Pour le neeud..,....... —29806.

Si la loi de Hall explique le mouvement du périgée, elle n’explique pas
celui du nceud; mais on a constaté que la nouvelle théorie de la Lune
de Brown ne met en évidence pour le nceud qu’'une avance de o”,1 par an,
Il faudrait alors modifier I'exposant v et les avances de Mercure et de
Mars ne concorderaient plus avec les valeurs observées.

=¢ hypothése : lois de forces extra-newfoniennes. — Supposons une loi
de la forme

1

=

|3 1
- s — =

5 -
7 rt rs’?

]

SRIIEL . 3 P 4 i,
le mouvement du périhélie ne sera plus proportionnel a n, mais a Soon

)

et si aucune anomalie n'apparait pour la Lune, a forfiori, Mercure ne
subira aucune perturbation.

. g—ur . .
Une loi de la forme ) considérée par Laplace, donnerait un mou-

vement du périhélie proportionnel & nr; il serait alors possible d’avoir
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un effet nul pour la Lune et satisfaisant pour Mercure; mais Mars, Jupiter
et Saturne subiraient de grandes perturbations incompatibles avec les
données de I'observation.

Conclusion. — Aucune de ces hypothéses ne rend compte des phéno-
ménes ohservés d'une maniére satisfaisante. Il faudrait done revenir
a 'hypothese d'un anneau circulant entre Mercure et Vénus et admettre
(que Mars est perturbé par un autre anneau ou par les petites planétes.

On pourrait aussi admettre trois explications franchement différentes :

19 Pour Mars, les perturbations dues aux petites planétes;

20 Pour Vénus, une modification de la masse de la Terre;

3o Pour Mercure, un anneau centré sur le Soleil, dont le ravon serait
environ le demi-grand axe de l'orbite de Mercure, et qui serait situé
dans son plan.

CHAPITRE V.

AGCELERATION SECULAIRE DU MOUVKMENT DE LA LUNE.

Irrégularités dans la longitude de la Lumne, — On a constaté, a
la fin du XVIIIe siécle, que les données des observations anciennes néces-
sitaient Vintroduction, dans la théorie de la Lune, d’une accélération
séculaire évaluée alors a 12", La longitude de la Lune serait :

At +srte .,

avee s= 13", et si [ est compté en siécles,

Laplace a montré que cette accélération était due aux variations de
I'excentricité terrestre : il a calculé sa valeur et trouvé 127; mais il a
fait une erreur de calcul. Cette valeur théorique a été admise pendant
cinquante ans. Puis, Adams calcula la vraie valeur 67. S§i I'on admet
que lobservation met en évidence une accélération séculaire de 127,
il reste & expliquer les 6° d’excédent,

Voyons ce que donne la théorie - Hansen a le premier établi des tables
de la Lune trés précises; mais, d’'une part, il avait pris pour valeur de
Paccelération séculaire (2" au lieu de 6°; d’autre part, parmi les pertur-
bations, il existe deux termes dus a I'action de Vénus, que Hansen suppose
égaux &

A

372677,

Vi 1593 sin{ — L — 18T + 18V 4 350

Vi= 21047 in{ 8V — 13T - 4991}
ot L est la longitude de la Lune, T la longitude de la Terre et V la longitude
de Vénus.

V, a une période de 273 ans, et V, une période de 239 ans. Une révision
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de la théorie a confirmé la valeur du coefficient du terme V;, mais a montré
que le terme en V; est trés petit. Au lieun de 217,47, on trouve environ o”,5
comme coefficient de ce terme,

La théorie de Delaunay et celle de Brown, qui vient d’étre terminée,
concordent assez bien avec la théorie de Hlansen ; les différences sont faibles.

Résultats déduits des observations. — Il s’agit de comparer la
théorie avec les observations; de quelles données disposons-nous ?

1¢ Les éclipses anciennes, rapportées par les historiens. La zone de
totalité étant trés éfroite, ces indications seraient précieuses; malheu-
reusement les récits en sent trés douteux, Newcomb les laisse de cdoté.

2¢ Les observations antiques faites par des astronomes (—587 a4 —13%)
rapportées par Ptolémée dans V'Almageste : ces observations montrent
une correction de -—18" environ & apporter aux tables de Hansen.

3¢ Les éclipses des Arabes (829 & 1o04), qui fournissent des données
plus précises, car les Arabes observaient une hauteur d’étoile an moment
de l'éclipse, ce qui donnait I'heure. La correction serait de —{’ environ.

4° Les observations faites 4 la lunette astronomique, mais sans chro-
nometre, de 1620 4 1650, et celles de 1639 a 1680, ol 'on commencait &
se servir de pendules. De 1680 a 1720, on a de bonnes ohservations et,
4 partir de 1720, des observations méridiennes. Entre 1750 et 1850,
les tables de Hansen étaient en complet accord avec les observations;
mais, depuis 1850, cetle concordance a cessé. Si l'on corrige la longi-
tude de 6” et que l'on donne & V, sa nouvelle valeur, on améliore la
concordance avant 1750, mais le désaccord subsiste aprés cette date.

Portons en ordonnée les différences entre les moyennes annuelles
d'observation et la moyenne donnée par les tables de Hansen. Nous
obtenons une courbe ayant I'aspect suivant (fig. ro) :

on
=

[

e

Ty —— —TAen 1800
lag-

)
o

Fig. 10.

Mais si nous supprimons le terme en V, qui est beaucoup trop grand
nous avens la nouvelle courbe (fig. 11) :

33

o P
A
20 1650 1775 1300
\
\
'
]
!

Fig. 1.
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Les tables de Hansen ne concordent plus du tout avec les données
de l'observation: on constate que changer l'époque dans la longitude
ne dinminuerait pas les divergences.
Newcoml (') obiient la meilleure représentation des observations
anciennes et modernes en supprimant V,, d'une part, et en ajoutant une
correction a la longitude, d’autre part :

—1t14 —oan517 T — 377671,
Il ajoute, de plus, un terme empirique dont la période est 273 ans,
comme celie de I'inégalité due a Vénus :

—I8%5 cos A, aver A =—L—167T 4+18V,

Nous avons alors la courbe ci-dessous (fig. 12) :

Tr— S
‘B0 WBE0 1900

La correction os de l'accélération séculaire peut aussi se déduire de
Pobservation des anciennes éclipses. Ptolémeée parle de quatre éclipses,
des années -—687, —38r, —i18g, -+134; les Arahes rapportent celles
de +8350, 4-g27, 06, Pour ces éclipses, le terme périodigue de Newcomb
compte peu, tandis que os est prépondérant. Les éclipses de Ptolémée
donnent pour moyenne : 8:3; celles des Arahes : 573 ; la moyenne générale
serait : 743, nombre assez voisint de 1'accélération théorique : 67,

Travaux de CGowell (?). — Depuis, Cowell a repris la question et
cherché a représenter les observations en ajoutant deux ou trois termes
empiriques & longues périodes & I'expression de la longitude de la Lune.
Ceci ne constitue pas un grand progres, car il est évident qu'avec quelques
indéterminées, on pourra faire tendre 'erreur vers zéro.

De plus, Cowell s’est proposé de comparer les termes 4 courtes périodes
aux coeflicients théoriques; il emploie pour cela l'analyse harmonique
de préférence a la méthode des moindres carrés, & cause du grand nombre
des inconnues. Supposons (ue nous ayons :

F =2 A cosai:
F étant donné par I'observation, il faut caleuler A, Multiplions par cos 3¢,

il wient
. ~ . A .
T cos 3¢ :Z,A cozxd cos‘ch:E; cos{xdz 3t

(1) Astronoemicel Papers, vol. IX, part. I, 1912, Washington, p. 2q.
(3) Monthly Notices, 1. 64, 65, 66, divers articles.
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Intégrons de o 4 T :

T . P Rpp—
O A osin(e =35t ]T
v{ Fcosﬁrdt_[ 2?—&?-— :

U

sin (& == B)f est inférieur ou égal 4 1. Divisons par T qui est trés grand :
les termes du second membre restent trés petits, sauf celui pour lequel
o = B3, et qui doit étre remplacé par T. D’ou :

T
f Feoslitdt = 72'1' -+ une guantitd petite.
\

St T est assez grand, nous obtenons A,

Supposons que nous ayons deux termes dont les périodes soient peu
différentes; «—B3 est trés petit et (x—@3)T sera une quantité finie; le
terme correspondant ne disparaitra pas et il en résultera une erreur
sur A, De plus, les observations ne sont pas également distribudes dans
le temps : & la nouvelle lune, on ne peut pas observer. Il faudra donc

retrancher de la somme Z les termes correspondants aux nouvelles lunes

successives, ¢'est-d-dire aux époques {,, soit
S S
Z Z E—COSKFA -+ J-j)_fg.

Si (z *=f), prend 4 peu pres toutes les valeurs, la valeur moyenne de
cos (o + P)f, sera nulle et ce terme sera negligeable, Mais il n'en est pas
toujours ainsi. Si lon a :

at = 3t + mD,

ol D est la différence des longitudes du Soleil et de la Lune, & la nouvelle
lune, on aura :

D= o, ool == [bat el cos{x — 3ty =1:

on ne pourra pas négliger le terme correctif.

D’autre part, soit ¢ I'anomalie moyenne de la Lune; dans le calcul
du coefficient A du terme dont 'argument est ¢, nous serons génés par
les termes d’arguments ¢ + D, g— D, ¢ + 2D, etc. Cowell s’est rendu
compte de cette difficulié, mais il n’a fait que des corrections proba-
blement insuffisantes .De plus, nous aurons des erreurs systématiques
de période D, puisqu’elles auront pour cause la phase de la Lune,

De toute cette discussion il faut retenir que les termes a courtes périodes
ne donnent pas de divergence sensible,

Voyons maintenant quels renseignements peuvent nous fournir les
éclipses anciennes. La zone de totalité étant trés étroite, la connaissance
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de I'époque et du lieu d’observation d’une éclipse totale est un rensei-
gnement précieux.

Supposons un observateur se déplacant sur le Soleil de maniére & tou-
jours regarder la Terre en face : le disque terrestre lui apparaitra fixe,
La trajectoire apparente du centre de la Lune cd, done la ligne de cen-
tralité, sera une droite inclinée de 3° sur I’écliptique, puisque la Lune
est au voisinage de 'un de ses nceuds (fig. 13). Cet ohservateur verra, en

b

méme temps, les différents points de la Terre décrire leurs paralléles,
par suite de la rotation de Ja Terre. Pour qu’il y ait éclipse centrale en
un point, il faudra que le paralléele du point considéré vienne couper
la ligne cd en ce point au moment du passage de la Lune.

a. $'i1 v a accélération séculaire, la Lune sera en avance ou en retard;
au lieu du point 1, c’est au point »’ que 'on observera I'éclipse centrale :
v et ©’ sont sur le méme paralléle terrestre, La zone de centralité sera
reportée soit a 1'Ouest, soit a I'Est du point ;1. L'effet d’un retard dans
la rotation de la Terre serait identique.

b. §'il ¥ a variation séculaire du nceud de la Lune, la ligne de centra-
lité sera reportée vers le Nord ou vers le Sud, en «'d’ (fig. 14).

e, Si le mouvement du Soleil est troublé, du fait des wvariations des
différences entre les longitudes du Soleil ©, de la Lune € et dunceud ¢2,

B
B
A

Ix
Fig. 15.

les limites de visibilité de I'éclipse seront déplacées, Les points A et B on
le Soleil se léve ou se couche au moment de I'éclipse viendront en A’
et B’ (fig. 15). Toutes ces obhservations nous permettront de vérifier
jusqu’a quel point une théorie est exacte.

Cowell a eru pouveir établir la concordance des obhservations avec la

Bull. astron. {Tome XVII. — Fase, 2. 1t
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théorie en modiliant les accélérations séculaires de la longitude et do
nceud de la Lune. La théorie de Brown rendant parfaitement compte des
mouvements ohservés du nceud, il a proposé de modifier I'accélération
séculaire de la longitude du Soleil puisque, seules, les différences & —
T2, %— interviennent.

Nous avons ainsi quatre systemes :

A, Tables de Hansen : s — 12",

B, systeme théorique : s =6";

C, systeme de Newcomb;

D. systéme de Cowell; nous appellerons D’ le systéme de Cowell modifié
conformément 4 la théorie de Brown.

Yoici dans ces quatre systémes les accélérations séculaires du Soleil,
de la Lune et du nceud :

A, I. C. D. U8
O T 0 1) 0 O 41
o 2 3" 7743 68 10,0
O S 6,5 6,5 6,5 2.4 6.5

Voyons comment ces quatre systémes rendent compte des éclipses
anciennes :

1° Eclipse d’Agathoclés : elle ne permet aucune conclusion.,

2¢ Eclipse d’Ennius, a Rome, vers 350 avant J.-C.; elle aurait été
totale d’apres Hansen, mais les textes sont peu décisifs,

3¢ Eclipse de Thalés, rapportée par Hérodote, elle aurait eu lieu
en —58), le jour d’'une bataille en Asie Mineure, mais on ne connait pas
le lieu d’observation.

40 Eclipse de Larissa : Xénophon rapporte que cette ville, effrayée,
capitula a la suite d’une éclipse; seules les tables de Hansen permettent
de la classer.comme totale. Elle dut avoir lieu vers —356, mais a cette
époque la guerre entre les Perses et les Medes n’était pas commencée !

59 Eclipse du poéte Archilochus : mais on ne sait ni quand, ni on il

. vivait.

60 Eclipse de Thucydide : éclipse annulaire qui permit de voir les
étoiles & Athénes; elle est favorable aux systémes B, D et D',

-9 Eclipses babyloniennes : il y a eu des éclipses en —1062, —i06q,
—1116, -—r1123. Celle de —iofig n’a pu étre observée & Babylone, celle
de —r1062 est faverable au systéme D, celle de —1116 au systeme C et
celle de —1123 au systéme B; mais on sait mal de quelle éclipse il s’agit.

89 Eclipse d’Utique, rapportée par Tertullien : totale, elle serait favo-
rable 4 Cowell, mais il est écrit : « Lumine peene extincto ».

g Eclipses de Chine : observées entre -—708 et —48, elles semblent
favorables & B, mais on n’est pas sfir du lieun d’observation.
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Tout ceci ne peut donc donner aucune certitude dans un sens on dans
un autre.

Cowell, dans le svsteme D' admet que le Soleil a une accélération
de 1" et la Lune un excédent d’accélération de r1o.0—6"= }7q, dont la
théorie ne rend pas compte. II cherche une explication de cet excédent
dans un ralentissement de la Terre di aux marees, Mais 'accélération du
Soleil devrait alors étre 13 fois plus faible que celle de la Lune. D'autre
part, si le ralentissement de la Terre est di a attraction de la Lune sur le
bourrelet des mers, 1l doit v avoir une réaction de la Terre sur la Lune,
dont le mouvement doit se ralentir aussi; en effef, la distance de la Terre
a la Lune augmentant, d’aprés la loi des aires, son moyen mouvement
doit diminuer. Il ¥ aura a la fois ralentissement de la Terre et ralen-
tissement de la Lune: mais celul de la Terre étant beaucoup plus consi-
dérable, on aura encore une accélération apparente pour la Lune. Pour
le Soleil, il n’y aurait pas de ralentissement, mais seulement une accé-
lération apparente due aun ralentissement de la Terre. Mais ceci nous
oblige & décupler te retard de la Terre dii aux marées; et, de ce fait, nous
sommes ameneés a considérer mon seulement les marées océaniques,
mais aussi des marees internes du globe terrestre. C’est 'hypothése de
Darwin ¢ue nous étudierons plus loin.

Confrontation de I'hypothése de Newcomb avec la théorie de
Mercure. — NewcomDb a introduit un terme : 15" cos A, dont I'existence
est certaine, mais dont aucune plancte ne semble étre la cause. Il se
demande si I'on ne peut expliquer ce phénoméne par une variation
irréguliere de la rotation de la Terre. Cette irrégularité devrait également
avolr des répercussions sur les mouvements d’autres astres ayant un
moyen mouvement assez grand, Mercure et les satellites de Jupiter.

Pour les satellites de Jupiter, on ne constate rien. Quant a Mercure,
si I'on considére les observations des passages, mous avons vu que lon
pouvail déterminer une correction pour le mouvement du périhélie,
déduite de la correction de la longitude que l'on appelle V pour les pas-
sages de novembre, W pour ceux de mai.

Cherchons & exprimer ces grandeurs linéairement en fonction de ¢

V= o+ 3¢ W= T

Ceci fait, il reste des résidus qui, si I'idée de Newcomb est exacte, doivent
correspondre an terime 13" cos A, c’est-a-dire aux variations de la rota-
tion de ia Terre. Portons en ordonnée le retard ou l'avance du chrono-
metre qu'est Ia Terre; nous obtenons la courbe ci-aprés (fig. 16).

Si nous ajoutons l'erreur probable, nous avons une bande. Avec la
Lune, nous aurons une seconde courbe (-—.-—.—) qui devrait coincider
avee la premiere. Mais les différences d’amplitude entre ces deux courbes
sont trop grandes, et Newcomb semhle abandonner son idée.
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Cowell a repris la question et cherché a exprimer V et W par des for-

mules du 2¢ degré en { :

) {V:u—&—fﬂt+‘5zf,
1 | xar .
() bW =o'+ Fe+

on les %, B, o', B’ sont differents de ceux de Newcomb; V ou W est la
difiérence entre les longitudes du Soleil et de Mercure. Nous trouvons (1) :

V == 1748-8% — 07487 8m —171378¢ — 1701 81 +1519¢e 8w 4+ 141588¢,

(2)
2 et 7/ désignant les longitudes moyennes de Mercure et du Soleil;
! ‘11e dw - 16286,

{2 bis) W =07168k + 0728480 + o 8g68e — 05y75n —1

le coefficient de ¢% dans V est double de celui de o* dans W; en eflet,
ce coeflicient est égal a :

1~ kecosg +kicos2g + ..., avee

Or, en novembre, la planete est prés du périhélie; g est voisin de zéro,
et le coefficient de 47 voisin de 1 + k ~ 1,4; en mai, la plancte est pres
de Iaphélie, ¢ est voisin de 7, et le coefficient de 4% voisin de 1—k ~ 0,6.
Nous pouvons égaler les expressions (1) et (2); les termes en t* ne pro-
viendront que de 5% et 94, Si 44 contient un terme {2 et o2’ un terme &'£%,
nous aurons :
i,487s— 1,018 =7,
0.7168 —o0,97¢8=7"

Qr, on trouve :

s =—3030, v =—2i8
d’onr ;
g = — 0350, g =+ 253,
¢’est-a-dire
h=—o0"50Te, 5 =4 2753 T2,

(1) Monthly Notices, t. 66, p. fo.
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S1 nous supposons : == ¢, donc si nous annulons I'accélération seculaire
de la longitude de Mercure, les passages de novembre et de mai donnent
respectivement

ar = 30T, 8. =+ 27gnT2:

d’olt une moyenne pondérée

pn =307 T8

ce qui parait confirmer la théorie de Cowell donnant j:1 pour l'accélé-
ration séculaire du Soleil.

Mais Cowell supposait que cette accélération était due seulement an
ralentissement de la rotation de la Terre; alors cet effet devrait aussi
se faire sentir sur Mercure, ce qui est incompatible avec les résultats.
Il faut done rejeter cette hypothése et, si 'on admet une accélération
solaire de 47, chercher une autre explication,

Hypoth2se d'une planéte intramercurielle de Saint-Blancat (%).
— Peut-on expliquer le terme : 15" cos A par une plancte inconnue ?
De Saint-Blancat choisit une planéte intramercurielle dont la période
est 27 jours, comme celle de Ia Lune.

[Fp]

Fig. 17.

Soient m,, m, m’, m" les masses de la Terre T, de la Lune L, du Soleil §
et de la planéte P; soient encore O le centre de gravité du systeme Terre-
Lune et G celui du systéme Soleil-Planete (fig. 17).

Posons :

PS =" PL=2¢, IT=2, TL=nr

T

=&, LS=3, OG=1.

-

Le potentiel total est

ey, m " N m mg " . mm” Mg’
J — - —+ .

U=

= Py =t

r I 3 e & G

(Y Action d'une masse intramercurielle sur I longitude de la Lune, Pavis, 1907,
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Pour mettre les équations sous la forme canonique, nous rapporterons
la Planéte au Soleil, la Lune 4 la Terre, le point O au point G. Dans U,
mettons a part les deux premiers termes et posons :

Iy m'm”
-

U= — — W,
Ia I
Si, dans W, nous faisons r’ = o, il vient :
] mm mom” B
Up= == 4 — + W
: -

. . . e . i
W, ne dépend pas des coordonnées de la planéte, —— en dépend seul.

Si le potentiel se réduisait & Uy, on aurait : d’'une part, le mouvement

képlérien de la planéte P autour du Soleil S, résultant du terme m’f,n';

d’autre part, le mouvement de la Lune obéissant & la théorie ordinaire,
puisque W, ne contient pas r”. Nous pouvons appliquer la méthede de la
variation des constantes en prenant comme premiére approximation U,,
ce qui donnera le mouvement théorique ordinaire de la Lune; puis nous
prendrons pour fonction perturbatrice la différence W—W,.

Posons :

g2 g P eos H -2t cos Il 4= 207 cos TTY,

=ty

(1

H désignant I'angle des deux rayons ' et r7; H’ celui des rayons r” et r;
H’ celui des rayons r et r’. Que représente o7 Soit GA un vecteur equi-
pollent & SP et OB un vecteur équipollent a TL : » est la longueur du
vecteur AB (fig. 18).

En effef, le vecteur AB est égal 4 la somme

- e — ——— Ry
AB=AG+ GO+ OBy
St AG = r" a pour composantes z*, y”, 7',
si GO = r' a pour composantes x', ', Z/,
si OB =r a pour composantes &, Y, 2,
l'on a
AB= S (&' =o'+ x )2,
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S se rapportant aux trois composantes, Dol :

»

AR'= 2 o eos 4 0 rens H = 200 cos 11 = o2,
ret roetant petits vis-a-vis de r', nous pouvons développer — sous la
forme : '

v L r.-’-’u” P

[ 3 Y —
LTS d r'n-’

deit" s

U -

P, etant une fonction de H, H', H*; c’est une généralisation des poly-
nomes de Legendre. Les nombres n, n', n” ne sont pas indépendants;
pour que I'expression (3) soit homogene, il faut avoir :

n=n-+n"+1.

Calculons la quantité (;:a donnée d’abord par la relaticn :

LY

, .

" , ] n e

o'E:S(vc—t— GRS - -u" ) -
iy =+ iy "

. [ , . 1 Iy
Nous obtiendrons s en changeant dans 'expression de — : ren e}-}-—+‘— r,
3 z 7 Ity
. — '
roen ———.
Irr R
" . 1 . . I
De méme, pour avoir 0 il faut changer, dans Pexpression de -, r en
P ; i’
——" _retrfen —— p"
P - Mg ML=

Et I'on peut également calculer et .

[ Oy

W se trouve ainsi développé sous la forme :

oy g it
W = : ',‘f " I’.u,.n,;"’f'\.!u;"',

Wy n'est autre que W dans lequel on supprime tous les termes en r”;
donc W—W, est égal au développement de W dans lequel on conserve
seulement les termes qui dépendent de " :

Wy, =y

PN Y T L 1] .

) o i :> Prr X
nned

o
i,»-f(

AL est une fonction des masses facile a caleuler, soit :

A ( W “m I S P AL e — 1) =
A= (— Ty e My e .

i n e fm' "y

Ne gardons que les termes dépendant de r”. D’abord, tous les termes
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ol n est nul doivent étre rejetés, car ils ne dépendent pas des coordonnées
de la Lune; ils ne feront donc pas partie de la fonction perturbatrice.
De méme, les termes o n” est nul, car ils font partie & la fois de W et
de W, et disparaissent dans la différence W — W,.

Les termes ou n = 1 disparaissent aussi, car A..« = 0o, de méme ceux
ol n* = 1 pour la méme raison.

Sin’ =n =2, comme m est trés petit vis-a-vis de m, et m” vis-a-vis

. . . ' I
de m’, les deux expressions entre crochefs se réduisent a . et o et
4
nous 4vons :

A= mmn”.

Le terme principal de (4) sera :

P,, dépend de H, H’', H’, mais dans une premiére approximation on
peut supposer les excentricités et les inclinaisons nulles, Alors on a:

H=1'—L" H=L—L  H=L—L

ou L/, L*, L sont les longitudes de la Terre, de la planéte, de Ia Lune.
Il résulte pour la longitude de la Lune une inégalité provenant du
terme de la fonction perturbatrice

”

3 Ko i T 1l any? e
g a2n?[7,875 ] =} cos{2L —aL"),
: ‘

ou n' est le moyen mouvement de la Terre, et a, o', ¢’ les demi-grands
axes des orbites de Ia Lune, de la Terre et de la planete.

Nous pouvons supposer que 2l.—2L" a pour périede 273 ans et
calculer la valeur de m”, qui explique le terme de Newcomb, De Saint-

Blancat trouve qu'il suflit d’une masse égale al'—‘z de celle de Mercure,
évaluée par Newcomb R
7 500 oo
Il faut remarquer que la rotation du Seleil ayant une durée moyenne
de 27 jours environ, nous pouvons supposer une dissymétrie du Soleil,
nous aurions pour a” le rayon solaire, ce qui nécessiterait une masse m”
égale 4 quatre fois celle de la Terre. Ceci est peu probable, mais non
impossible.
On pourrait encore admettre que l'accélération séculaire de la Lune,
qui parait trés réellement exister, soit une inégalité a trés longue période;
peut-on I'attribuer & un satellite dont la durée de révolution serait encore

- On aurait a” = o,178.
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plus voisine de celle de la Lune que la planéte de Saint-Blancat, et qui
donnerait ainsi une période hien supérieurs & 273 ans pour cette iné-
galité ? Nous aurions alors, outre les termes périodiques, une accélération

. . Upt
séculaire =L

et avec :

i

3
hl
]

I

])=.

[B]
1

[

o

On trouve qu’il faudrait gue 'astre perturbateur ait une masse 14 fois
plus faible que celle de la planéte de Saint-Blancat.

Théorie de Darwin (). — Il n'est pas absolument certain que 'accé-
lération séculaire théorique de la Lune, due aux variations de l'excen-
tricite terrestre, n'explique pas les diffcrences qui existent entre la théorie
et les ohservations. Les plus grands écarts sont ceux des éclipses anciennes;
or, nous avons vu le peu de foi qu'il faut leur accorder. Quoiqu’il en soit.
on a proposé comme explication de ces différences, le retard de la rota-
tion de la Terre, du aux frottements des marées; ce retard est certain :
il est exigé par le principe de la conservation de I'énergie. Mais cuelle
en est I'importance ? D’aprés Hough, de I'Ohservatoire du Cap, il fau-
drait environ vingt ans pour que l'effet du frottement réduise les mou-

.1 . .
vements dans le rapport de 1 a -+ i nous adoptous ce chiffre, nous voyons

. ' . . I B .
qu'au hout de =2 cco ans le retard relatif produit serait 5 10712, tandis

quil devrait étre 1.107".

Néanmoins, Darwin n'abandonne pas son hypothese, il fait intervenir
Ie noyau terrestre qu’il suppose liquide et visqueux, tandis que Lord
Kelvin le suppose solide. L.e noyau est alors déformable sous l'influence
luni-solaire; s’il était parfaitement élastique, il n’y aurail pas de frotie-
ment, donc pas de retard. Si, au contraire, les matiéres qui constituent
le noyau sont visqueuses, il v a dégagement de chaleur, donc perte
d’énergie. Darwin étudie le cas d'un corps de trés faible viscosite, soit
100 fois celle de la poix, puis d’un corps de grande viscosité, seconde
hypothése qui semble inadmissible.

Si la Lune exerce une action et que cette action produise un retard
dans la rotation de la Terre, inversement la Terre agira sur le mouve-
ment de la Lune..

Soit T Ja Terre, que nous supposerons déformée par la Lune 1. Sl
n'y avait pas de viscosité, le grand axe serait dirigeé suivant TL, il n'y

qo, (Cam-

(.

(V) Darwin Scientific Papers, vol. 11, Tidal fricfion and Cosmogony, 1
bridge,
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aurait pas de retard (fig. 19). Mais s’il v a viscosité, le grand axe de
Iellipsoide, auguel nous assimilons la Terre, sera incliné sur TL (fig. 20).
La résultante de ’attraction de la Lune aura un moment non nul par
rapport 4 T.

Inversement, la résultante de 'action de la Terre sur la Lune n’est plus
centrale : la Terre ainsi déformée perturbe le mouvement de la Lune.

A

Fig. 0. Fig. 2o.

a. Excentricité ef inclinaison nulles. -— Soit «» le moyen mouvement
de la Lune et a la distance TL. La troisiéme loi de Kepler donne : on la

w?a’ = consl.,

constante des aires, ¢’est-a-dire le moment de la quantité de mouvement,
pour la Lune, est :

VB = yali— e

e est tres petfit el restera trés petit.

Nous appellerons : m la masse de la L.une, x son moment de rotation,
M la masse de la Terre, k la constante de Gauss.

Nous avous :

= a’vwin 3 AM = w?ad,

done :
2w = o wimd = A2 Mt md,

Soient y le moment de rotation de la Terre, n sa vitesse de rotation,
J son moment d’'inertie

y=nl.
Nous choisirons nos unités de facon gue I'on ait :
kM2t =1, J=r;

nous avons alors :
Xim =1, ¥ =n.
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L’énergie totale est :

h! ) K kXom 1t LEITEA &
BTN T Toa T T T
relation de la forme
R L
\ :_I P —

L'égquation des aires est :

Ay

B4

Iig. =21,

h va rester constant, mais 'énergie Y va diminuer par suite des frotte-
ments, Nous avons ainsi la relation :

Y= (h—a2)

12

repreésentee ci-contre {fig. ~1).
La courbe présente un maximum A, et un minimum B, satisfaisant
aux conditions :
de —dy =0,

. dx
aAY = av i +2 — .
v ' A

-

Eliminons dr et dy; il vient :

xty =1 L 4= o,

Ainsi, lorsque 'énergie — est maximum ou minimum, la vitesse angulaire
)

de rotation de la Terre est égale a la vilesse angulaire de révolution de la
Lune.

Construisons, d’autre part, la droite v -+ y =h, et la courbe v’y =1,
que Darwin nomme courbe de rigidité, parce que, si le point représen-
tatif @, y est sur cette courbe, la durée de rotation de la Terre €gale la
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durée de révolution de la Lune, et 'ensemble Terre-Lune tourne d’un
seul bloc a la facon d’un corps solide (fig. 22). La droite coupe la courbe
de rigidité en deux points A et B correspondant aux points A; et By,
Nous avons vu que Y doit diminuer. Si, 4 I'instant initial, le point z, y se
frouve entre A, et B,, il restera sur cet arc en se dirigeant vers B;; = va
done en augmentant, ¢’est-a-dire que ¢ augmente, la Lune s’éloigne de la
Terre, » diminue, y aussi, mais la rotation de la Terre y diminue moins
que la durée de révolution de la Lune .

Actuellement, pour le systéme Terre-Lune, on a les valeurs numériques
suivantes :

&=, »=0,8, h=4;

le point représentatif se trouve en P; il se déplace lentement vers B qui
représente I'état final, Nous pouvons considérer que le systéme Terre-

Lune est parti de I'état initial représenté par A; le mois égalait alors le
jour; leur durée commune était de 5h 36m; nous avions x=o,7, y=3,3;

3 : Py s 1 . B N
I’aplatissement de la Terre était — environ, la distance de la Lune & la

Terre était 2 rayons terrestres. Telle est, d’aprés Darwin, I'origine de la
Lune se détachant de [a Terre.

Puis, le point w, y se déplagant vers B, le rapport des durées du mois
et du jour est passé par un maximum de z9 et tend & nouveau vers
l'unité. Au point B, le mois sera 4 nouveau égal au jour, leur durée
commune ¢tant environ 53 jours actuels; on aura :

1

1
=4 — =53 ==
b4 v 64

Ces données peuvent-elles rendre compte de l'accélération séculaire
de la Lune ? Nous avons :

. oy di x ,dx
doe - dy =0 el = — =
) » roy P
puisqu’on a
x 3.0
Y 0.8
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Nous avons, d’autre part :

e o
3 - — =,
. )
done
Ay 4 dm
Rk T

L’aceéléeration relative du mouvement de la Terre est - —V Sile mouvement
de la Lune ne subissait aucune altération, il en résuiterait une accélé-

ration apparente w i'— mais elle subit un retard réel du. L’etfet total

est done :
v (f/l' _f/m) o v
w— —dd=w| — — — ==
¥ L w M
ce qui diminue des - de sa valeur I'accélération apparente. On ne trou-

verait pour le Soleil et les planétes aucun retard réel, mais une accélération
cdy
apparente »’ —‘—, w’ étant le moyen mouvement du Soleil ou d’une planéte.

Admettons que la Lune ait une accélération de 3" , inexplicable par la
théorie. On aura :

o ey ]
—_ Y =
§
et pour le Soleil :
74N vi o, 0} _
)y —— = 0 g — =1.7
) 43

et non pas 4“ comme le supposait Cowell. Pour Mercure, on aurait une
accélération de 67, done quatre fois plus grande que celle du Soleil. Or
nous avons vu cque Cowell trouve pour Mercure :

Gh =— 050,
et pour le Soleil :
7= 2753,

[=F)

ce qui est tout 4 fait incompatible avec les résultats déduits de la theéorie
de Darwin.

b. Exceniricité ef inclinaison non nulles. — Jusqu'a présent, nous avions
supposé l'excentricité nulle; ne la négligeons plus. Darwin arrive aux
équations suivantes :

dy -

= — Iy —uw)

et L o

dr .

b Wiy — wh

i - -
I e N
oLl = —r111——1‘%<u)‘,
e ot 2.

K est un coefficient numeérique positif qui dépend de la viscosité.
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j—f est proportionnel & e; donc si e est initialement petit, il le restera.

La configuration ¢ = o est une configuration d’équilibre; l'important
est de savoir si cette solution est stable ou instable. La troisiéme des
équations précédentes est de la forme :

la solution ¢ = o sera stable ou instable, suivant que M, c’est-a-dire
11 y~—18m sera négatif ou positif.

Y

Done on est amené a construire la seconde courbe :

8 ;8
l[_]':ISUJ: —=y 1'31: ——
- a " 11

tracde en pointillé (fig. 23); tant que le point représentatif est situé entre C
et €', la solution e == ¢ est stahle. Mais a partir de €', cette solution
devient instable ef, l'excentricité avant cessé d’étre nulle par suite
d’une perturbation quelconque, croit jusqu’en D’, puis décroit a4 nouvean
jusqu’en D ou elle s’annule.

La courbe représentative de I'excentricité se composerait de la portion
de droite cC’ et du morceau de courbe C'D'D (fig. 24). Ceci explique
I'origine de l'excentricité lunaire et n’implique nullement qu’a Iorigine
I'excentricite etait différente de zéro : le frottement des marées a pu
faire naitre une excentricité qui n’existait pas initialement.

Les marées que la Terre pourrait soulever sur la Lune exerceratent de
méme une influence sur la rotation de la Lune; et c’est a4 'action de ces
marées qu'est due 'égalité actuelle de la durée de rotation et de la durée
de révolution de la Lune.

Passons maintenant & I’étude de I'inclinaison. Nous prendrons comme
plan de référence le plan invariable I, ¢’est-a-dire le plan du maximum
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des aires. Soient { I'inclinaison du plan de I'orbite lunaire O sur le plan
du maximum des aires et j celle de ce plan sur l'équateur E (fig. 23).
Darwin trouve les équations

el ko - .
—_— = T e
efF 2 co ‘

o7 /\.] S

—— rF - I

Y 3 A

Les trois plans considérés se conpent suivant une méme droite, par
rapport a laquelle le moment de rotation est nul: si { et j sont petits, »
Iéquation des aires s’écrit approximativement

=1 =h et Sv=1ua
0
/ T[
J
E
Fig. 25,

Ajoutons les deux équations différentielles qui précédent; il vient :

R ;. . .- bt — gy e
4 - ;):5(_23#;)(,-#,-):g(*_‘_'_%_ﬂ_z)(“_j,,_

dt 2 a r ity

I.a condition de stabilité de la solution i + j = o est :

RN A R AR o

On est amené a4 déterminer sur la droite antérieure & — y=nh les
points C*, D" ot s'annule la quantité %y —a2y? — 5. Le point repré-
sentatif sera sur la figure entre C et C“. Puis la solution devient instahle
en C* et D" Si donc nous partons d’un état initial on I'inclinaison { + §
est nulle, Iinclinaison restera nulle an début, puis, lorsque le point
représentatifl sera arrivé en CY, si elle cesse d’8tre nulle par suite d'une
perturbation quelconque, elle angmentera jusqu’en D”; ensuite elle
diminuera jusqu’en D ot elle s'annulera a nouveau. Le frottement des
marées a pu faire naitre une inclinaison du plan de 'orbite sur I’équa-
teur, inclinaison qui n’existait pas initialement.

c. Durée probable de Uévolufion. — Considérons la Lune et la Terre
déformeée; nous avens vu que, du fait de la viscosité de la Terre, son grand
axe fait avee la direction Terre-Lune un angle ¢ {fig. 28). Quand cet angle
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est nul ou égal 4 go9, 'effet est nul. Le maximum a lieu pour un angle
intermédiaire.

L’action perturbatrice est proportionnelle & E sin 2 ¢, si le corps est
purement visqueux et non €lastique, on démontre que

I =cos2¢,

L’action perturbatrice sera done proportionnelle a

. singeg
SIN2EC0O82E = — " 1
qui est maximum pour
1€ = =, g =2eH
2
L
.
~
~
~
~
~
~
~
Fig. 26.

A ce maximum de D’action perturbatrice correspond un minimum
de temps nécessaire 4 I'évolution du systéme Terre-Lune, ¢ue Darwin
évalue a4 54 millions d’années, Mais D'accélération séculaire de la Lune
devrait étre non pas 67, mais 2'137; pour la ramener a sa valeur ohservée,
il faudrait multiplier par 3o ce chiffre de 5o millions d’années.

Darwin envisage aussi la quantité de chaleur produite par les frot-
tements. On peut supposer que la chaleur interne du globe est ainsi
entretenue. Connaissant le degré géothermique, on peut déterminer la
quantité de chaleur que perd la Terre par rayonnement, et calculer le
temps nécessaire pour que le frottement suffise a échauffer la Terre
Darwin trouve 3 milliards d’années.

Remarques, — 1° ]l faudrait aussi considérer les marées solaires,
mais leur effet est beaucoup moins important que celui des marées
lunaires.

20 On pourrait encore considérer le fait que la Terre est un aimant
et la L.une aussi probablement; toutes deux sont des corps conducteurs.
Quand des aimants se meuvent au voisinage de conducteurs, des courants
de Foucault prennent naissance, qui jouent le réle de freins; il y aurait
done encore ralentissement de la rotation de la Terre.
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30 Supposons les corps célestes réduits & des points, et qu'il n’existe
aucun miliew resistant; il n’y aura pas de perte d’énergie : le principe
de Carnot ne trouvera pas son application. Mais les corps célestes ne sont
pas des points matériels, et les différentes parties ne peuvent réagir
les unes sur les autres sans perte d’énergie. De méme, si les phénomenes
physiques etalent indépendants de la position respective des astres, il
1’y aurait pas non plus de perte d’énergie.

Tout ceci se traduit de la méme facon : conservation de la constante
des aires, puisque les forces sont uniquement intérieures, et diminution
de I'énergie selon le principe de Carnot.

CHAPITRIE VI,

CoMETE p Exckn.

La cométe d’Encke a une durée de révolution de 3 ans, 3; elle est
intéressante 4 un double point de vue :

10 Elle s’approche trés prés de I'orbite de Mercure, ce qui permettrait
une détermination de la masse de cette planéte;

20 Elle a une accélération séculaire inexplicable. Encke, le premier,
a essayé d’expliquer cette accélération par leffet d’une résistance de
milieu. La force vive diminuant, il vy aurait diminution du grand axe
de T'orbite, donc accélération du mouvement de la comete. Cette hypo-
these expliquait trés bien les apparitions de la comete de 181g 4 1838;
puis, a partir de 1838, on crut constater que Iaccélération était nulle,
céci par suite d'une erreur de calcul; en fait, de 1838 a 1871, il v a eu
réellement accélération déeroissante. Puis de 1871 & 1893, cette accélé-
ration est redevenue constante, mais beaucoup plus faible qu’auparavant.

Soient v la vitesse de la comete, r son rayon vecteur.

Lyt
LNy

Encke admet une forece résistante de la forme o &k, m, n sont

s
des constantes; et il adopte :

Hir=—= n =2,

La question a eté reprise (1) par Backlund, qui trouve pour 'inégalité
de Panomalie movenne :

K=+ veosam 4-...,

on © est le temps compté en prenant comme unité la periode de révo-

(Y Bull, Astron,, t. XI, 1804, p. 473 Mém. Ac. Imp. des Selences de Sain{-Pélers-
boury.

Bull. astron, {Tome XVIL. — Fasc. 2} T2
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lution de la cométe et o u est égal a 2mf, f désignant I'anomalie vraie.
Backlund trouve que 'on a

K = Py _ M
- mran—1 . mrin—1’

( I—e) : G ¢
a
I+ ¢

ot GG est la constante des aires.
Par suite des perturbations planétaires et de la resistance du milieu,
G varie. Posons :

m+2n—1 AG
2 G

K=Kyt —~), aver Y ==

.

Dans ces conditions, Backlund étudie les derniéres apparitions, de 1871
a 18g1, qu’ll divise en deux périodes, de 1871 & 1881 et de 1881 4 18g1.
Pour la premiére période, il trouve K, = 43"; pour la seconde, K, = 3¢9”.
D’ou provient cette différence ?

On peut faire trois hvpotheses :

10 K, a réellement varié ou, ce qui revient au méme, la résistance du
milieu a varié;

20 K, est resté constant, mais v n’étant pas nul, la différence est égale
a K — K,. Or, siavec Encke, onprend m = n =, on trouvepour K — K,
environ 27, ce qui n’est que la moitié de la différence trouvée;

30 K, est resté constant, mais la différence K — K, trouvée peut
résulter de la valeur erronée de la masse de Mercure. En choisissant cette
masse, on peut représenter les observations de 1871 a 18391 avec une
méme valeur de K,; on trouve :

Y = 0, Ko = 407,

et pour 'inverse de la masse de Mercure :

Backlund a repris les observations depuis 1819 jusqu'a 1838, En fai-
sant v = o, il trouve:

) , 1 .
Ke=01" ¢t — = 9647 000,

la méme masse pour ainsi dire. Il admet donc cette valeur de la masse
de Mercure, et suppose que l'accélération a varié de 617 jusqu’a 4n”.
Ceci exige, d’aprés Backlund :

O <20+ —1<1,

. 1
avec une erreur relative probable de - .
4
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La diminution de l'excentricité nécessite m 4~ n > 2,

De plus, m doit évidemment étre positif. n serait alors negatif, c’est-a-
dire gue la densité du milieu eroftrait proportionnellement & une puissance
positive de la distance au Seleil, ce qui semble improbable.

Influence d’un milieu résistant. -— Considérons un astre circulant
dans un milien résistant; la résistance est directement opposée a la
vitesse v; elle est fonction de » et de la densité du milieu, ¢ue nous suppo-
serons elle-méme fonction de la seule distance au Soleil, r. Cette force
perturbatrice étant tangentielle, il n’y a pas de wvariation du plan de
Porhite, donc 2 et 7 sont constants,

Soient T le Soleil et ' le second foyer, soit w 'anomalie vraie (fig. 27).

La direction de la vitesse n’est pas modifide, mais seulement sa grandeur.
L astre décrira a Pinstant ¢ + df une ellipse tangente en M a la premiére.
F est fixe, F' se déplacera et viendra en Y sur ME', puiscque les angles =
et f doivent rester égaux. Nous avons @

MEF + MF =2a. MF + MF*== o{a + eu),
donc :
[T == 24da.
Projetons F" en P sur FF' :
F'P=FFeosh=oadrcosh
Mais on a :
F'P=FF cosds —TFF = F"— T
en négligeant do?; d’ou
FP=divae)=12d{e)

et

(1) diae) = ducosl

au second ordre prés.
Quant & F"P il est égal d’abord & F'F” sin 0, et d’antre part dépend de

la longitude du périhélie
F'P = FF’ sin dw.
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/

Or on a:
FF’2£ FF' = 2 ae,
d’ou l'égalité :
F'F'sinfll = 2a¢ .

De plus, nous avons I’équation des forces vives :

2 i

. mpt s . o ags Ty, . . .
ou —— est I'énergie cinétique, — — I’énergie potentielle d’attraction dn

~ . n .
Soleil, et — T la constante des forces vives,

Le travail de la force perturbatrice est laccroissement de cette

.oomo .o . - .
constante, soit 5 Si = R est Ia résistance du milieu, son travail

o

est ? Ro di et I'on a Pégalité :

. . . PR <11 . .
qui donnera & chaque instant la dérivée —» négative parce que le pro-

duit Ry a une valeur algébrique négative.

En premier lieu le périhélie n’aura pas de variation séculaire. En
effet, la vitesse v et la résistance R étant les mémes en deux points symd-
triques par rapport au grand axe, on a pendant une révolution de I'astre :

[n

W= 0,

D’aprés la derniére ¢quation la variation du grand axe cst :

ore] :f‘a‘lf’\vdt,

et 'on déduit, d’apres I'égalité (1) :

G ae) =fn‘3R:-‘ cosl o,

Au périhélie, on a :

=0 ct diae) = da;

donc au premier ordre a (1—e) est constant,
A Taphélie, on a : ) =7 et a(x + ¢€) est appreximativementi constant.
Le paramétre p et I'équation de ellipse sont :

P

= al1— e?) = e—
P . h I =+ € COS ¥
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L’équation des forces vives donne :
pet= TP — % =2{I+e&miw—if—el)
{2) pel=1-=elq-2e cos

¢quation qui donne la vitesse en fonction de 'anomalie vraie.
It faut maintenant exprimer 9 ; nous avons :

FEF = projection de FMF sur FF =/{2a — ricosl — rcosme = 2.aa.
Or, I'¢quation des forces vives donne :

2l -— 7= @ret,

donc
arvieos — peosw = 2ae,
s p
cl, cn multipliant par i
N . o e )
peieosth—(1—e?jcosiw = 2 = 2ell—+¢ccosw)
au
(3] prieos) =2¢ 4+ cosor + e cosw,

En combinant les équations (2) et (3), on obtient :

-

g1 prifeoslh —e)y={1—ec?j{e + cosw),

-

Et l'on tire des expressions de da et dae :
it Ge =J atRe(cosl —e) s

supposons que Vorbite de 'astre soit presque parabolique, ce qui est
le cas des comeétes e == 1,

i est presque toujours tres petit, done cos 9 est voisin de 1 ¢t cos ) — e
sera lui-méme trés petit; donc de sera également trés petit par rapport
4 oa. Mais nous avons, en divisant les équations (4) et (2) :

(1—e2)(e+ cosw)

cosl) —e =
[+ 83— 2& C0sw
qui devient :
1=+ cosm L i
=y cosll —e = ————— (1—— ey = = (1 — e?) = consl.;
s 2~ 2Co5w : 2 ’

d’ou, en comparant les expressions de ade et 4¢ :
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/
174

Ceci suppose la résistance presque nulle 4 'aphélie, car 4 'aphélie I'équa-
tion (5} n’est pas du tout vérifiée. Nous pouvons écrire ainsi :

. 2 Ge Bet
(6) =
[~ ¢ @
D’autre part, on a :
. . B 6
n?a¥ = const. et }—+2—=u
[x4 1
Dol :
én 3 be
no [— 2

Si én est positif, ¢’est-a-dire s'il y a accélération, de sera negatif, 'excen-
tricité diminuera.

s x rrs pin . ..
Résistance de milieu R = K ——- Supposons la loi de résistance

Lo
R=K—-
i

Dans ce cas, nous avons ;

prel
5a =fRa?c: At = u'll(f .

Choisissons comme variable 'anomalie vraie w, avec

v I L dw
rt— = p ct dt = 12—
de \.r"P

Ta derniére équation devient :

arll S pmtt
Bt = —— sy,
f 2

vp

Remplagons v et r par leurs expressions en fonction de w :

=1

K
fa = — f (1 e+ 2¢cosw) * {1+ ecosw)—2dw,
Py

avec :
m+2n—2
¥4 = ——

3

Dans le cas de 'orbite presque parabolique, e 5% 1:

=1 ol PR | M2 —a
Sa=2 * —K {(1+cosw) *  dw,
r* '

]

Or lintégrale est sensiblement constante, donc da sera proportionnel
2 na

. ~ . .
4 — ou encore dn sera proportionnel a i
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Dans le cas de I'orbite presque circulaire ¢? est négligeable, cna p = «et

frei- | . an -k
. - k7 . N
=12 5 — / (I—2ecosm) T (L4 e cosa) T Jo
[T ’ ’
e 1 - by
I I A . .
=2 7 — [T+ elm—+ n—r1)eosw]d,
(42 N ’

Yn

Pour avoir ge, il faut multiplier sous le signe d’intégration par

cosh — e e - o [ & - vosiw 1 R
= - — = = - (coso e —2ecosto),
¥ [i-‘f?(“ 1 =28 Ccosin r :
_—
d’on
HE e ] . T
N — . ) N . .,
I [1 == 2{m = n—Thens@] [cosa e — 2e costor | i
Qs — : ’

A la limite, pour ¢ = o, il reste :

~ b

A =
e Y
fe=n ° J cosa Ao = o,

a—

si I'intégrale est étendne a la circonférence entiere.

Il serait facile de pousser plus lein Papproximation : Radau pose
¢ =1—¢: 00 £ est trés petit, mais ceci n’a pas grand intérét, car les
Planétes ne subissent pas de résistance de milieu,

Revenons & 'orbite presque parabolique. Pour que nos formules soient
valables, il faut que la résistance n’ait pas d’influence a I'apheélie, ¢’est-a-
dire que l'intégrale donnant o«

SR (g =

5 ) eliv,

v s v 1s Py 3 18 o i,
reste finie. Or 4 I'aphélie Fona: — = = et cos — s annule. Si Iexposant
m -+ an—3 est positif, il n’y a pas de difficulté; mais s'il est négatil,
pour que 'intégrale reste finie, il faut

Mo — 3 = o Mo 2 D
- -

Sila derniére inégalité n’est pas vérifice, les formules ci-dessus ne sont
plus valables, c'est-a-dire que les formules approchées ne sont plus
exactes 4 laphélie.

Or Backlund pensait gue les variations o, oc ne dépendaient pas du
paramétre p : il faudrait donce supposer « = o, ¢’est-d-dire m + 2n =
la relation (6) ne serait plus exacte. Or, les données de Pohservation
prouvent I'exactitude de cette relation : on ne peut donc pas représenter

. fiL

la résistance R par une loi de la forme K

I '
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Backlund admet alors qu’on a, non pas un milieu résistant continu,
mais un essaim de matiére cosmique ayant un mouvement propre. La
résistance R sera dirigée suivant la vitesse relative; elle ne serait dirigée
suivant la vitesse absolue que si 'anneau était tangent a l'orbite et cet
anneau circule autour du Soleil (fig. 28). L’effet d’un tel anneau serait

.
annea,, comete

Fig, 28.

localisé prés du périhélie, comme les observations semblent le montrer.
Mais le périhélie de la cométe se déplace sous l'influence de Mercure;
la densité de Vessaim varierait d’un périhélie & I'autre, ce qui expliquerait
les différences entre 1859 et 1871; mais tout ceci est arbitraire.

En résumé, linfluence d’'un milien résistant est la suivante ; Le plan
de l'orbite ne varie pas, donc il n’y a pas de variation du nceud, ni de
I'inclinaison. La longitude du périhélie ne subit pas de variation séculaire,
Le grand axe diminue sensiblement, donc il ¥ a accélération du moyen
mouvement 7 d’aprés la loi des aires. Enfin, I'excentricité diminue, mais
en valeur relative beaucoup moins que le grand axe.

Autres explications de 1'accélération de la cométe d’Encke, —
19 Bessel supposait que cette accélération était due a des projections
issues de la comeéte. Si une explosion se produit, un projectile est Iancé
ct le noyau de la comeéte subit une impulsion en sens inverse (fig. 2g).

projection

comete

o Soleil

Fig. =20,

Les projectiles seraient lancés dans une direction opposée au Soleil,
de fagon que la cométe soit lancée vers le Soleil.

20 Une autre explication est celle de la pression Maxwell-Bartholi.
II v aurait une pression de la lumiere sur les corps trés ténus comme les
cométes : le Soleil exercerait done sur eux simultanément une attraction
et une répulsion, variant toutes deux suivant la loi de Newton; il en
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résulterait simplement une diminution de l'attraction. Mais cefte répul-
sion ¢tant plus forte sur les matiéres ténues, est plus grande apres le
périhélie qu’avant, a cause de la dilatation par ¢chauffement.

Si I’action était symétrique par rapport au périhélie, il n’en résulterait
de variation ni de ¢, ni de n, mais seulement du périhélie, comme dans
le cas d’une loi ne dépendant ¢que de la distance. Il faut donc supposer
une dissymétrie par rapport au grand axe, due & Uéchauffement, Alors Ja
dépend du lravail de la force perturbatrice; ce travail sera positif quand fa
coméle s'éloignera du périhélie, et négatif aprés aphélic. De plus, la
force ¢étant centrale, \;_) est constant, done a{r—e?) est constant et st «
dintinue. e diminue aussi, D’autre part, nous n’avons plus de symétrie

$
5B

Fig. 3o. Fig. 3.

par rapport au grand axe, il v aura donc un mouvement du périhélie,
Sior et ¢ sonb le rayon vecteur et la longitude vraie de la cométe, nous
avons

I

r = .
1+ecos({—wm)’

si p ne change pas et si dr et di sont nuls, il fant que ecos (I—mw) soil
constant. Comme e diminue, ' cos ({—m) doit augmenter, c¢’est-a-dire

que [—w <oit se rapprocher soit de zéro, soit de 7. Sil—w< 2 1—®
devra diminuer, donc @ augmentera; si [l — @ > %, au contraire, = dimi-

nuicra. On pourrait supposer qu’il y a compensation, mais c’est fres peu
probable.

32 Voici encore une autre explication, due a Charlier. Supposons
la cométe formée de deux novaux A et B qui se suivent sur Ia méme
orhite (fig. 30} : la seule différence entre les deux est la longitude moyenne
de I'époque. A est attiré par B et B est attiré par A. L’action sur A ou
sur B est dirigée suivant la tangente, puisque A et B sont proches. (Vest
done une résistance : A subira une accélération et B un retard. Si le
novau A est seul observable, on constatera une accélération, si c'est I3
que I'on observe, c’est un retard qui est mis en évidence.

La fonction perturbatrice est proportionnelle a

I refcos{ow —w')

A P
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Comme A est trés petit, la partie complémentaire de la fonction pertur-

batrice est négligeable devant i La force perturbatrice est donc propor-

I
tionnelle 4 A*. Voyons comment varie A. De 'aphélie ou périhélie, I'accé-
lération de A est supérieure a celle de B, donc A augmente; du périhélie
a 'aphélie, c’est le contraire, et A diminue, De plus, A est proportionnel
a la vitesse; tout se passe comme si I'on avait une résistance proportion-

. I . . ..
nelle 4 -3- Ceci est inadmissible, car nous avons vu gue 'exposant de v

doit étre positif,

Mais au lieu du second noyau B, supposons que ’on ait une sphére B
a U'intérieur de laquelle se trouve le noyau A, celui-ci étant excentrique
(fig. 31). La force est, cette fois-ci, proportionnelle 2 AB = 4, c’est-a-dire
4 v. Cette hypothése est préférable, mais elle rend mal compte de la
relation qui lie da et de, et qui donne m + 2n > o.

Charlier a calcule la masse de ceite atmosphere excentrique B en
supposant que la distance AB soit 2'. Dans ce cas, I'inverse de la masse
serait 2,57.101% ¢’est-d-dire — - de la masse de la Terre. Ce serait

10000 000
la premiére fois que Fon aurait calculé la masse d’une comete. Mais
depuis 1819, ces deux noyaux ne doivent plus décrire du tout la méme
orbite. Alors Charlier suppose que cette atmosphére B n'est autre qu’une
émission de la cométe, qui perdrait peu 4 peu de la matiére dans les
cspaces célestes.

Mais ceci n’explique pas du tout la régularité du mouvement pendant
la période 1819-1858, puis l'irrégularité de 1859 a 1871, et la nouvelle
régularité de 1871 & 18g1. Ce qui embarrassait Encke, c’était Pirrégularité;
ce qui embarrasse Bessel et Charlier, c¢’est la régularité. Jusqu’a présent,
I'hypothése d’Encke d’un milieu résistant est encore la meilleure; cepen-
dant I'hypothése de Charlier aurait I'avantage d’expliquer le retard pré-
senté par la cométe de Brorsen, Elle pourrail aussi expliquer comment
une comete peut donner naissance a un essaim d’étoiles filantes; tout ceci,
d’ailleurs, parait da & la dissociation de la matiére cométaire et 4 sa
diffusion dans ’espace.

(& suivre)
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(suite et fin)

D’aprés un cours proiessé par
Henri POINCARE,

CHAPITRE VII.

ATTRACTION.

Représentons I'attraction mutuelle de deux corps de masses m et m’,
4 la distance r, par
K’
}"J
D’apres la loi de Newton, K est une constante et I'on a : v =2, Nous
nous sommes déja demandé si on peut supposer rigoureusement : v = 2,
et nous avons reconnu que l'on a certainement :

v < 2,000 00U 04,

Mais peut-on réellement considérer K comme une constante ?

Si, par différents procédés, on détermine la masse d'une planéte,
trouve-t-on des valeurs identiques ? non. Pour Mercure, les divergences
sur les valeurs de la masse sont considérables, mais la masse de cette
planéte étant faible, I'incertitude peut étre grande. Pour Jupiter, les
valeurs de I'inverse de la masse varient entre 107,82 et 1047,17 : Perreur

. . L. I .
relative sur cet inverse est voisine de — Doit-on en conclure que le

[419Ip}
coeflicient K varie selon que l'on considére 'attraction par Jupiter de
ses satellites ou d'une cométe ? C'est tout a fait invraisemblahble.
Laplace a recherché dans quelles limites I peut étre considéré comme
constant, Les observations effectuées sur les mouvements de pendules
en fer et en bronze, placés dans les mémes conditions, ne mettent pas en
évidence des durées d’oscillation différentes; K est hien constant, au

. . l .
moins a ————-— pI‘E‘-S.
I OO0 (0

Détermination de K a partir de I'inégalité parallactique de la

Lune., — Laplace donne un critérinm plus préeis, tiré de 'inégalité paral-
lacticque de la Lune.
Bull. astron. {Tome XVII. — Fasc. 3). 13
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K désignant la constante de Gauss, M et m les masses du Soieil et de
la Lune, et ¢ leur distance (fig. 32), le potentiel dii 4 l'attraction du
Soleil est

KM m

&

Comme nous étudions le mouvement relatif de la Lune par rapport
a la Terre, il faut ajouter une force fictive qui est le produit de la masse
de la Lune par l'accélération de la Terre; cette force fictive dérive du
potentiel :

KM mrr cosy

Mais ceci suppose que K a la méme valeur pour l'attraction Soleil-

Flg. 32

Lune et pour I'attraction Soleil-Terre. Supposons les valeurs de K diffé-
rentes. Soient K et K'=K (1 + ¢).-La fonction perturbatrice est alors

proportionnelle & :

. 1 rrieosy \
iI) g——r-;‘——(l—l—e.

n s

Nous cherchons une limite de z.
Développons -é—; il vient :

8= r2 4 r'2—orr cosg,

f o=

il
= S {[—2%C089 4+ 5”) %, avec ;,:oc

o~
.

Or on a :

- [ - i - -
[-—2a008y +al=(1—zeR@)(1—ae %)

et la formule du bhinome donne :

1 . 5 o .
=14 - xel¥ —I—glieir‘? +?6.;:-3832.3 ..

1=

(I_aef%°)_'

1 ; 3 . 5 o i

=14 xe—=<?—|——8-7.96‘2EP+Tade—“v—!—....
[ R5]

e 1
o @i -
(1~ a e~ 5
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Les seuls termes qui nous intéressent sont ceux en ¢% et e=2; leur
coefficient est :

-

o
—+ ch"-n—g‘\’ Jaﬁ—o-
e R U L B - L N

; 8 5 16

Si I'on néglige les termes en 3, ces termies sont :

cos 3
" S| % - X -
? -+ 3 :

et le coefficient de cos » dans I'expression (1) sera:

1/ 3 . . e
—,(i—!—jl" — (I ==
. s

C'est ce terme qui donne l'inégalité parallactique de la Lune. En effet,
négligeons les excentricités et les inclinaisons, nous avons :

r=a, P o=7—1,

c’est-a-dire que le terme considéré a pour argument [ —I', différence
des longitudes de la Lune et du Soleil,
St Pon suppose ¢ = o, 1l reste :

3 cos{/i—1)
§TTw

9::’:.

. ct -
Ol ot = — est le rapport des parallaxes. Si ¢ n’est pas nul, on commet une

. . . Sg
erreur relative égale a T

Comparons les valeurs de la parallaxe données par ce procédé et par
d’autres.

19 Méthode parallactique

Observations méridienmes.. ... ... ... L 87802
Oceultations.. ..o oo oo 8,-8y
Obscrvations d'un eratére. ..ol 8,767

Movenne pondérde. . .o o 37794

2% Autres procédés : par exemple méthode de la constante de l'aber-
ration : 8780,

L’incertitude sur la parallaxe est donc de ojoo6, mais admettons que
I'écart entre deux valeurs peut atteindre o704.
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Si nous prenons comme valeur de 'erreur o704, erreur relative sera :

< —=y d*an g <

I

o est de l'ordre de — donc (1)

400

1
50 000 U

(L)

Laplace, par le méme calcul, avait trouvé » parce qu'a I'époque

3 000 voo
Pincertitude sur la parallaxe était plus grande.
Les attractions Soleil-Lune et Soleil-Terre dennent dene pour K une

A s I . . . . ’ -
meme valeur & ———— pres. Si pour Jupiter il existe des divergences,
J0 000 000

elles doivent étre attribuées aux erreurs d’observations. On pourrait
trouver d’autres critéres, par exemple les marées; l'attraction de la
Lune sur les mers donne la méme valeur du coefficient K que I'attraction
de la Lune sur les terres, sinon on aurait des marées diurnes énormes.

Détermination de K a partir des perturbations planétaires. —
On pourrait se demander si, pour le Soleil qui est trés chaud, on a le méme
coefficient d’attraction K que pour les planétes qui sont froides. Ecrivons
les équations du mouvement troublé d'une planéte quelconque.

Soient m et m’ les masses de deux planétes (fig. 33). Posons K =1

'pi’(x"y‘z’)

Pi(xyz)

Fig. 33.

pour l'attraction des deux planétes et K =1 4 ¢ pour lattraction
Soleil-planéte.
Nous avons Péquation :

d*rx (1=} Mx miz—ax) (1+e)ym =

it I & i

Les deux derniers termes du second membre forment la force perturba-

- (1) Il semble cue le calcul donne la limite de —m—m—m8 8 — .
80 6o 000
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. mi -
trice; le terme —__a'--'_'_ en est la partie principale, le second terme en

est la partie complémentaire. Si 'on négligeait ce terme complémentaire,
e . s .
figurerait seul : toutes les masses planétaires nous sembleraient
diminudes dans le méme rapport. : ne sera done mis en évidence que par
le terme complémentaire, comme d'ailleurs dans le cas de la Lune. Ce
terme donnerait la fonction perturbatrice complémentaire
nilarrcoss .o . .
R X T —— msa—cosi({— 1]
FA o '
si 'on suppose les excentricités et les inclinaisons négligealles
Pour le moyen mouvement, on aura :
n 3 JR 3m's . RTINS

— = S = — sinil — ¢ e=— 22 sin{n— a4,
ot a? of 't A ‘ 'l /

Intégrons deux fois pour avoir I'inégalité de Ia longitude. Son coeflicient
sera :

Sm'e 1

2 (- n'

Mais on a, d’aprés la troisieme loi de Képler,

M= 2

et I'expression devient

3m'z o n' B
Mo oaln—n

Nous prendrons comme planéte troublante Jupiter et comme planéte
troublée successivement Mercure, la Terre, Saturne; le coefficient de
I'inégalité de la longitude est :

g 4", &wr 20", > 8on

1
¢ ne sera done connu qu'a — pres. On conserve néanmoins la conviction

que le Soleil ne fait pas e\;ceptmn et que son coefficient d'attraction est
le méme que celui des planétes.

Il reste les cométes pour lesquelles la mat1ere est tres ténue, Nous avons
vu que les diverses déterminations de l'inverse de la masse de Jupiter
sont :

I'ar <es satellices. ... o o i o457, 82
w o lacomete de Faveoooooooo0 oo 1647,79
o TGS, o e e e 1047957
B BT I o e e s LOg7,38
s Folvmmniceoooooooo oo cani oo 1047,3%
» Lo cométe de Winnecke. ..., P 1047.17
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Les deux valeurs données par I’étude du mouvement des cométes
encadrent les autres; il n’y a donc pas d’inégalité systématique. Cepen-

dant, il est & peu prés certain que les comeétes se comportent autrement
que les planétes. '

Hypothése de Laplace. — a. Généralités. — Laplace s’est demandé
si 'attraction newtonienne pouvait étre arrétée par un écran. Une masse

K mm'

m attire une masse m’ suivant la loi

2
a la diffusion de la lumiére, on aura la loi ;

Kmm'
72

e—l[,

avec un écran d’épaisseur [, le coeflicient d’absorption étant x.

-; si I'on assimile Vattraction

/P(A%AI/
\'l B B

Fig. 34 Fig. 25.

Le principe de I'action et de la réaction subsiste. Désignons par f, g, h les
composantes de I'attraction. En I'absence de masses, f dv - ¢ dy + hdz

est une différentielle exacte et I'équation

o  dg ok
b
Jx

dy  ds
est veérifice.

Qu’arrive-t-il si 'on a un écran (fig. 34)? Avant I’dcran, rien n’est
changé. Aprés la traversée de ’écran, 'attraction est affaiblie, mais non
déviée, et sur un méme rayon vecteur, on a encore la méme loi, le

coeflicient d’attraction K étant remplacé par K e,

Considérons alors un petit céne et deux sphéres concentriques avant
pour centre le sommet du cone. Cherchons le flux total qui pénétre dans
le petit volume hachuré. La force est dirigée suivant le rayon vecteur,
e’est-a-dire suivant la hauteur du céne, le flux qui pénétre par les faces
latérales est donc nul (fig. 35). Les bases sont entre elles comme les

carrés des rayons vecteurs :
AB e

AB 7

Les forces, au contraire, sont en raison inverse des carrés des distances :

=

F r

P

%

—

3

Jubn G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics * Provided by the NASA Astruphysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/%3F%3F%3F%3FBuAst..17

LES LIMITES DE LA LOI DE NEWTON 187

Done ¢
AB < F = A'B = .

Le flux de force total (ui pénétre dans I'élément de volume est nul. La
divergence de la force est nulle, soit :

% g dh

ar "y T dz o

La condition solénoidale de Maxwell subsiste. Mais fdx -~ g dy + hdz
n'est pas une différentielle exacte. D’ailleurs, }a condition solénoidale
suhsisterait si 'on avait plusieurs points attirants.

b. Cas d'un corps sphérique. — Constdérons le cas d'une sphere : eltle
Joue le réle de corps attirant et de corps ahsorbant; I'attraction sera par-

Fig. 36. Fig. 3.

tiellement ahsorbée par la masse méme de la sphére : elle se sert & elle-
meéme d’écran.

La résultante de Uattraction de la sphére sur un point extérieur satisfait
a la condition de divergence nulle. De plus, la force I est dirigée vers le
centre et ne dépend que de la distance r du point au centre de la sphére
(fig. 36).

fdx - gdy + hdz est une différentielle exacte, c’est le travail de la
force, soit F dr. On a donc :

AN Y IV
i = e—— ii, _

dy 3
ou V ne dépend que de r et satisfait 4 I'équation de Laplace :
nv @y AV

—+r e e —— == 0,
da? dy? 52

‘ . - . . I B .
Done, selon un résultat classique, V est proportionnel & -, puisqu’il
7

doit s’annuler a I'infini : le probléme de Dirichlet n’a qu’une solution.
Nous retrouvons la loi de Newton; tout se passe comme si la masse

n’était pas la méme. L’absorption sera d’antant plus grande que le rayon

sera plus grand, donc le coefficient K de Ia loi de Newton devra étre
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d’autant plus petit que les masses seront plus grosses. La masse parait

alors diminuée; voyons dans quelle proportion.
L’attraction d’un petit élément dm de la sphére sur un point extérieur

adm . , e—x¢ dm . .
sera — 8'il N’y a pas d’éeran et ———— s’il y a un écran. Tout se passe

comme si la densité était divisée par e*7.
Une droite coupe 1a sphere en deux points P et P’ (fig. 37). La densité
apparente en M est ¢=* ™ sji I'on choisit la densité réelle commie unité.-
Posons :
08B =&, BM = y, PBE=PB =g;

la densité apparente en M est e~?"=%; la densité apparente moyenne
entre P el P’ est :

1 A 1— e—2%7
2g.J_, 22g

Puisqu’on a R® = ¢* + 2%, posons :

x = Rcosg, g =Rsing

et cherchons la masse totale de la sphére. OB variant de x a ¥ + dx, on

. ey . . . ., 1T— ey
aura a considérer un petit anneau cylindrique de densité g’

et dont le volume est 2q < 2wxde.
La masse totale apparente de la spheére est ainsi :

wld

It 0 3

1-— g iag 27 R? .

M= f 2 mx dx = {1 — e—2absind ) ons v gine d3.
]

4 3

~

D’ou, en intégrant par parties le second terme :

T

2= R? /sinis e—2xlsing e—2uRsing Y 2
M= ( Lo SN 3 4+ ————
o N2 2R ' 4R/,
smR2 /1 e—2al e—1aRk g
= — +
o {\ 2 sz R Gat R )

Mais, si I'absorption existe, elle est petite et I'on peut faire un calcul
approché. « est trés petit, on peut négliger «* et I'on {rouve pour la

densité moyenne :
[— g—dg

2%q

Par substitution dans l'expression primitive de la masse M, il vient :

=1-— .

wl A

R .
M =47':f zg(1—2g)dr = _{nﬁﬂf cosy sin?g(1— aR sing ) dy
0 L]

1T aind oy s
=4:R”(°”} Y il ) Z%TR:‘(I_ SOI,R)'

3 4
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Le premier terme, correspondant a une absorption nulle, est nécessai-
rement le volume de la sphére. Le second terme donne la correction
relative :

G M 3
S lum,
J\l ; EB &
c. Cas de deux sphéres en présence. — Considérons maintenant l'attrac-

tion de deux sphéres : le principe de U'acticn et de la réaction subsiste.
Supposons-les toutes deux absorhantes; solent « et % leurs coefficients
d’ahsorption et R et R’ leurs ravons. L'attraction mutuelle & une dis-
tance donnée est une fonction f(x, 2); développons cette fonction en ne
conservant que les termes linéaires

PN AN
fiz, 3)=j10 0} =+ 2(\£)u+ '.J<d_t?’;}':'.

i

) af
Or f(o, o) n’est autre que "—L) correspond au cas

n' &)
0 avec K=1;x (\;1 ,
. . . , 3 R JF
ol « serait petit et 5 nul, c'est: —- o R = Bl correspond au cas
4 - o
, . . . 3 mmn’
ol [ serait petit et o nul, c’est : — S8R ——-

L’attraction mutuelle des deux sphéres est muitipliée par
I — gocP\—

Pour DI'attraction Terre-Soleil, nous avons :

=R —

I —

| L
1L

R

=

Si R, R, R” sonl les rayons de la Terre, du Soleil et de la Lune, nous
avons pour les attractions Terre-Soleil, Soleil-Lune et Terre-Lune les
trois facteurs

TARL 1 (R R,

3 i , w '

sR—25R, 1— 31 i :
4 4 4 4

en supposant que le coefficient « soit le méme pour la Terre et la Lune.

Nous avons vu que les attractions Soleil-Lune et Soleil-Terre ont le

- prés; done :

méme coeflicient & - —
6 0y DO

R —R) <

& EISRS ARSI )
Or, on a environ R = 4R*, d’ol :
fl

i I
J R —L ol 24R < e
165 J0 000 000 [0 OO0 OOy

w
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Donc, en traversant la Terre, 'attraction n’a pas diminué de 15000 000"

De ces résultats, on peut déduire que le coefficient K est le méme quand
il s’agit du Soleil ou des planétes. Récemment, des expériences terrestres
sur le poids d’un méme corps a froid, puis 4 chaud, ont montré que la
différence par degré centigrade était stirement inférieure a 1o~%. Pour
le Soleil, ceci donnerait au plus ro—.

Attraction dans les queues cométaires. —— a. Théorie de Roche (V).
— Toutefols, on peut se demander s’il n’y a pas exception pour les
cométes, quant a la valeur du coefficient K. Nous avons vu que les valeurs
de la masse de Jupiter déterminées 4 partir des perturbations de deux
comeétes encadrent les autres valeurs. Il est donc peu probable qu’il

Fig. 38,

y ait exception pour les noyaux; mais que peut-on dire des queues de
comeétes ? Newton affirmait que Dlattraction seule expliquait la forme des
queues : en réalité, ce n'est pas exact.

Roche a étudié la forme de I'atmosphére d’un corps céleste, soumis a
Pattraction du Soleil, & celle du corps lui-méme et 4 la force centrifuge.

Soient m la masse de la comeéte C et m’ la masse du Soleil (fig. 38). Le
potentiel est :
m m’ m'rricoso

el

T r's

L.a somme des deux derniers termes donne la force perturbatrice,

Puisqu’on étudie le mouvement du point M par rapport & des axes
passant par C, le troisieme terme est le travail de la force centrifuge
appliquée au point M dans le déplacement de ce point, c’est-a-dire par
approximation le produit de la force centrifuge en C, ';—n— dirigée suivant SC,
par la projection sur SC du déplacement du point P soit —r cos 3.

Ceci suppose que le coefficient d’attraction de S sur C et sur M est le
m'rcos g

S par 1 4 s.

Pour avoir la forme de I'atmosphére, nous étudierons les surfaces de

méme, sinon il faut multiplier —

(1) Annales de PObservaloire de Paris, Mémoires t. V, 15859, p. 353.
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niveau sur lesquelles le potentiel est constant. La force centrifuge dérive

T S .
du potentiel — (x* + y*). Nous aurons done :

. 7t m w'rcos s . w?r ‘
{(3) e e T 2 e e 1Y = i L,
B IS O .7‘ a2 - K ,1 \ w B
Or on a
82z P2 07— 21 cos e,
_1 .
I [ r AN 1 P coas rro3eosts —
= -l Ie-2 Sco8c + = = 4+ ——— + — ——- +.
G RN 7 P ” IR Fa »
Liéquation (3) devient par approximation :
n m’ m'r? 3cess —1 m' g cosz W .
- - = = = — -+ — T YRy = Lonst,
r r IR 2 P 2 .
Or on a :
rl= gt 1T 52 reoso =1,

en prenant CS comme axe des y, et a un instant donné r’ est constant.
D’on

m zm' 2T e plen wr o-
—_—_—— — )+ = — s V) == const.
Vi g Ta ot e P 2 2

Telle est 'équation de la surface de I’atmosphére, qui est nécessairement
une surface de niveau.

Sie était nul, cette surface aurait trois plans de symétrie passant par
le point C, les planst = o,y = o,z = 0. Oril n’en est pas ainsi. L’attrac-
tion doit donec étre moins grande pour la queue de la comeéte que pour
le noyan : tout se passe comme si la queue était soumise, outre la force
newtonienne, 4 une force répulsive inversement proportionnelle au carré
de la distance. Telle est la théorie statique de Roche. Et I'on peut indiquer
I'analogie suivante : si l'attraction du Soleil sur les mers n'était pas la
méme que celle du Soleil sur les terres, on aurait une marée diurne énorme,
qui rappellerait la forme de la queue cométaire.

b. Théorie de Bredikhine (). — Considérons le noyau de la comeéte,
qui décrit une parabole. Au point C, une fraction de la comete se détache,
par suite d’une explosion, et est soumise 4 une force répulsive. Cette
particule décrira une hyperbole tangente a la parabole en C et avant
également le Soleil pour foyer (fig. 39). Quelles relations v a-t-il entre
Phyperhole et la parabole ?

() Annales de UObservatoire de Moscounr, vol, III et sulv,, passim,
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D’abord le parameétre est le méme; en effet, la vitesse v au point C est

la méme; la constante des aires \'p est done la méme, De plus I’équation

des forces vives donne :
§2 I I

- - }
2 r La

ou 2a est le grand axe de I'orbite, et K la constante de Gauss, que nous
supposerons égale a 1 dans l'attraction Soleil-novau. Alors K sera négatif
dans l'attraction Soleil-particule. On aura, pour le noyau :

K,-_':[; ada == el = -3
,

et pour la particule :

2 K K
5 7 aa
Dot la relation :
K—1 K
r 2al

il v a donc un rapport constant entre le rayon vecteur SC et 'axe trans-
verse de I'hyperbole. Au bout d’un certain temps, le novau est venu
en C’ et la particule en M. Le point C est connu; €' etant donné, nous
pouvons déterminer M, donc construire I'’hyperbole, car laire CSC’ est
égale a I'aire CSM.

Considérons le point C' comme fixe, et faisons varier le point C. Le
point M va décrire un certain lieu, qui est précisément la forme de la
queue cométaire, si K est donné. Inversement, si I'on connait la forme
de la queue, on en déduira K; on trouve ainsi, suivant les comeétes,
K=—1,—2, -3, —35 et méme — 18. A partir de K = — 18, la forme
de la queue cométaire varie peu. Mais, suivant les instants des explosions C,
on aura des points plus ou moins brillants sur la queue; I'étude de la
répartition de ces points conduit jusqu'a K = — 36.

Telle est la théorie de Bredikhine, qui semble préférable 4 celle de Roche.
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¢. Pression de Marwell-Bartholi. — 11 reste maintenant a expliquer

cette force répulsive dont I’existence est & peu pres certaine.

Bessel (1) supposait que le Soleil et la queue cométaire portaient des
charges électriques de méme signe. Cette théorie n'est pas enticrement
abandonneée : il se peut que les ravons ultravielets électrisent la queue
cométaire a4 son approche du Soleil.

Fave attribuait la répulsion a la chaleur du Soleil, c'est-a-dire a sa
lumiére. Aujourd’hui on préfére I'hypothése de I'action de la lumicre,
la pression de Maxwell-Bartholi, dont l'existence n’est guére douteuse.
(ette hypothese différe assez peu de celle de Faye, mais les expériences
de Fave ne pouvaient pas mettre en évidence une pression aussi faible.

La forme des queues des cométes ne peut s’expliquer que par une

¥

Champ magnétiqua

N
Champ X
slectrigue
rayon
lumiimeus
z
Fig. jo.

force répulsive; tdchons d’expliquer cette force par la pression de
Maxwell-Bartholi.

Considérons une onde lumineuse plane se propageant suivant la direc-
tion Oz, direction du ravon lumineux. Maxwell fait intervenir I'élasticité
du milieu fluide et admet qu’il existe, dans un champ electrique, des
pressions et des tensions, et de méme dans un champ magnétique. Ces
effets se superposent. Sil’on a suivant Ox un champ électrique et suivant Oy
un champ magnétique, ces deux champs ont respectivement les actions
suivantes

Suivant O, Suivent Oy, Suixant Os.

Cliamp électeique.. oo oo Tenston Pression Prezsion
B MAZHUELII .. e Pression Tension Pression
Reésultante .. ... .. . oo ool i O Pression

Il v a donc au tofal une pression dans le sens du rayon lumineux
{fig. 4o)

Considérons, d’autre part, la théorie de I'émission : si les corpuscules
lumineux frappent une paroi absorbante, ils restent sur cette paroi; s’ils

(WY Abhandlungen, 1. L
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frappent une paroi réfléchissante, ils rebondissent : done, dans les deux
cas, on a une pression. Tout se passe comme si la théorie de I’émission
était exacte : on pourra appliquer & la lumiére le théoréme de la quantité
de mouvement. Un faisceau de lumiére solaire venant frapper normalement
une paroi entiérement absorbante de 1 m? donnera une pression de o,mg6;
si la paroi est entierement réfléchissante, il faut doubler la pression,
ce qui donne 1,mg2. La pression totale est proportionnelle a la section
du faisceau. C’est Bartholi qui a reconnu expérimentalement I'existence
de la pression prévue par Maxwell,

Si I'on éclaire vivement de la poudre de lycopode répandue dans le
vide, on peut former des queues de comeétes artificielles : on constate,
en effet, une déviation des particules éclairées. L’éclairement solaire
variant en raison inverse du carré de la distance, on doit trouver, pour la

. . . . . . 1 -
répulsion de Maxwell-Bartholi, une répulsion variant comme ;- Consi-

dérons une petite sphérule : I'attraction newtonienne est proportionnelle
4 la masse, donc au volume; la répulsion de Maxwell est proportionnelle
a sa surface. Pour la maliére trés ténue, la répulsion I'emportera sur
I'attraction. Telle serait l'origine des queues de cométes, formées de
particules plus petites que o,424 d’aprés Bartholi.

CHAPITRE VIII.
YITESSE DE PROPAGATION DE L'ATTRACTION.

Hypothése de Laplace. -— Fitant donnée une planéte, il faudra, pour
avoir la direction apparente de lattraction, composer la vitesse d’at-

‘traction V avec la vitesse de la planéte » : comme dans un choc qui

dépend de la vitesse relative, non de la vitesse absolue, des corps qui se
choquent.

Considérons une planéte P, décrivant une orbite circulaire autour du
Soleil S, de rayon a (fig. 41). La direction de lattraction est PS, et la
vitesse de la planéte lui est perpendiculaire; la direction apparente de

I’attraction sera la résultante de V et de —v; 'attraction est done déviée

\‘T La nouvelle attraction R a les
composantes : R cos ¢ et R sin 9, respectivement sur PS et sur 1a normale,
R désignant la valeur absolue, ¢ est petil et du premier ordre; done

d'un angle ¢ qui a pour tangente

les composantes de R sont R sur PS et —R %,—

Ainsi I'hypothése équivaut & introduire une seule force perturbatrice

sur la tangente 4 Uorbite,
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) . R
tangente a l'orbite, de grandeur — <7 ou, avec

M 2 M ome
= y 51l —R==—

K =1 et R o 3 v

Tout se passe comine si la planéte éprouvait une résistance de milieu.
L’intégrale des forces vives s’écrit

et M o _ M

Fig, 4i.

. s e . M :
tante des forces vives. I.a différentielle de cette constante, ——0—::': est égale

au travail de la force perturbatrice :

Mo e M o2 7 o i ) "2
— == —= ¢ 1 - = — 2
2 gt ar v o't ¥

Introduisons le moyen mouvement n par la troisiéme loi de Képler, soit:

— o da dn
7o = Lonst. el 3— 23— =0,
42 fL

puis remplacons une fois » par na; il vient :

i novt 32t
—_— = ) = = L
at a ¥ ¥

EtI'on déduit, enintégrant deux fois, puisue n est la dérivée de la lon-
gitude moyenne ! :

On a done une accélération séculaire dans le mouvement de la planéte,
selon ’hypothése d'une résistance de milieu.

Supposons, par exemple que V soit égal a la vitesse de lalumiére; {— est
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¢égal 4 la constante de I'aberration : ; on trouverait pour la Terre au

10 Q00
bout d’un an, nf devenant égal a 2 m, et en transformant en minutes d’arc :

- 3 1 . 180 > 6o .

6l = = x — 2 4nT R ————— 20,

2 10+ r

ce qui est beaucoup trop grand. On pourrait admettre au maximum une
accélération de 2 parsiécle : la vitesse de 'attraction serait donc au moins

20 >< (o .
—_—— 3 1002 = 6 060 000

fois plus grande que la vitesse de la lumiere; c’est le résultat classique de
Laplace.

Hypothése de Lehmann-Filhés (}). — Supposons ¢u’une planéte
soit attirée par le Soleil, non pas dans sa position actuelle, mais dans la

Nt
O

S
Fig. 4eo. Fig, 43.

position qu’il occupait un instant auparavant. Soient S, la position du
Soleil 4 I'instant £, S, sa position a U'instant {—:, 5,4 I'instant {—az, etc...
(fig. 42).

Les surfaces d’égale attraction a linstant { sont des sphéres non
concentriques de centres S, S,, ... et de rayonsrespectivement z V, 22V, ..,
V étant la vitesse de propagation de I'attraction.

L’attraction se fera non dans la direction PS, mais dans la direction P5’,
S’ étant la position qu’occupait le Soleil 4 instant { — 1t (fig. 43) et I'on a
PS’ =7 » p, v désignant la vitesse du Soleil. Or le Soleil se meut d'un
mouvement propre vers 'apex. Etudions le mouvement relatif de P
par rapport au Soleil. Nous aurions une force réelle et une force fictive :

e M m?

EEVHA SR

P% étant 'accélération du Soleil.

(1) Astron. Nachr.,, n© 2630, 1384,
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Dans la nouvelle hypothése, la planéte P est attirée non par S, mais
par S8’ (fig. 1), done la force est :

mM  ome
PS? T pst

La force perturbatrice sera la différence des expressions préeédentes
et, m étant trés petit devant M, on peut négliger les termes en m2,

Le Soleil décrit sensiblement une droite, avec la vitesse V', prenons
l'axe des x sur cette droite (fig. 33). Dans la théorie ordinaire, les compo-
santes de Tattraction ont D'expression

N=—

mMie— i o ( M
ri T g S

et les deux expressions analogues Y et Z.

p{xyz}

Slxyz)

Fig. 43.

Dans la théorie nouvelle, les coordonnées du Soleil seront z' + ',
y', 2, 0y et 72’ étant nuls, puisque la vitesse du Soleil est sur I'axe des z.

Les composantes de la force deviennent :
ZANN Y JZ

N3N =X+ =5, Y+o¥ =Y 4+ —3x, Z— 4l =17+ == 3x.
iz ; dx ’ Ji

1Yot

5X — 2 (mM) Bz s

T dedr \

. Jr SmMy
N = g (57 )

o2 (m M ‘) 5
Tz da’ o

,,“2_

Mais r dépend de x et de 2’ par la différence * — x' seulement; 1'on a :

d o
Jr . dx
Bull. astron. {Tome XVII. — Fasc. 3. 41
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et pour les composantes de la force perturbatrice :

2X = — 32 J? (mM) ,

i \ 7
. g mM
o\\_ I ST hhlied
¢ 8z daz dy ( r ) ’
o2 mM
8, =— 83" — { — )
o2 z dx dz ( r )
Mais on a, d’autre part :
~ r _— E— - — E
Sx'=:V= et S =
donc :
fx' =z¢r,

Le travail de la force perturbatrice est :

X da + 8Y dy + 8L dz

s,

. TR J? AN fmMYN E a mM
= — 3y ((Z'ZEHE + ) oz 7 +d’“dxdz) ( - ) =8z d(d_c —T—)

D’ailleurs, si Ion a & linstant considéré ' =y’ = z’ = o, I'expression

J

PN
1%

r) r—x
dx :

) -

= .

a(_

da ri

se réduit a

=

et le travail de la force perturbatrice devient :

sMmr d(;—z‘)

Nous avons choisi pour axe des x la direction de la vitesse du Soleil.
Avec des axes -quelconques, on peut décomposer cette vitesse suivant
trois axes, et envisager séparément les trois composantes, qui sont petites,
du travail de la force perturbatrice. Prenons maintenant le grand axe
de 'orbite comme axe des x, le petit axe comme axe des y, et I'axe Oz

perpendiculaire.
Les trois composantes du travail de la force perturbatrice seront :

gmMprd E . gmMrd -}— ’ gmpird z )
re rH Iz
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eV, 'V, £\ étant les composantes de la vitesse du Soleil. On a tou-
jours z = o, et la troisieme composante est nulle,

Nous étudierons encore la variation séculaire du grand axe osculateur.
La différentielle de la constante des forces vives est égale au travail
de la force perturbatrice

mMda amMr’fJ( f—) = mM rd(‘—) .

2 et L rd r

b

Or l'on a la formule

et une formule analogue en y.
Le premier terme étant une différentielle totale exacte aura une inté-
grale nulle, celle-ci étant prise tout le long de l'orbite.

Il reste

et . LoLdr
’”1;‘[2:—"”3]“5‘7*5.}')73‘

Introduisons les formules du mouvement elliptique :

X = acosu,

y=ay1—esine = asinu,
en négligeant e,
r=a{l—ecosu)
D’ou :
1 1. -
= —{1—ecorn) =

A “

+? 2 ol

1
—{i-+2ecosu).

o 28
— 2 =— —_sinu du;
ri [
et
m M da L€ P
——— =—mM -(:sinuensu -+ 2 sintu;) du,
2 et @ o

Compte tenu des valeurs des deux intégrales :

A ET AT

J sinu cos uw die = o, j sin?u du = =,
I 0

la variation du grand axe proviendra seulement du terme en ', et 1'on
obtient :

da = —¢ vedu,
. I f s s
en remplacant sin?u par sa valeur moyenne —- Or, I'on a & peu pres
diu = n At et an = ¢,
d'ou :
da = — ¢ evdt.
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Nous avons trouvé dans I'hypothése de Laplace :

ool

et Y
et ici nous avons :

et ,

o =T

r

oll &' est de 'ordre de —;—

Comparant les deux formules, nous constatons que la perturbation

du demi-grand axe sera plus petite, dans le rapport % avec I'hypothése

de Lehmann-Filhés qu'avec celle de Laplace.
Nous déduirions ici :
3
Gl = - niiteg.
4

. - . ' - - .
Supposons que &' soit égal a T au lieu de V = 6 000 000 ¢, ¢ désignant

la vitesse de la lumiere, il faudrait prendre

. . e .
V =06000000 x - 3 ¢ = 30000 3 ¢,
2

puisque I'excentricité de I'orbite de la Terre est ¢ = i
Si, au lieu de Ia Terre, on considérait Mercure, on trouverait environ

V = 1000000 ¢ Cette deuxiéme hypothése exige donc une vitesse

d’attraction un million de fois supérieure 4 celle de la lumiére,

Propagation du potentiel, — On peut encore supposer que c’est
le potentiel, et non Pattraction, qui se propage. Les surfaces équipoten-
tielles seront des sphéres ayant pour centre les positions successives
du Soleil. Supposons qu’aux épeoques o, —s, —2¢, —3¢, ..., le Soleil ait
occupe les positions Sy, S;, S, S;, ... Les sphéres centrées sur ces points
et de rayons o, ¢V, 2:¢V, 3:V, ... seront 4 linstant zéro les surfaces

équipotentieiles.
M M M

Sur les spheres successives, le potentiel sera : VIV v M désignant

la masse du Soleil.
Soit W le potentiel, I'attraction a pour composantes

W JW r)W"

le potentiel perturbateur est W--W,, W, désignant le potentiel dans le
cas de la vitesse de propagation infinie. La force perturbatrice est :

JW— W) W =Wy W — W
Iy ’ Jdy ’ Jz !
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elle dérive d'un potentiel et son travail est une diftérentielle exacte.
Ainsi, apreés une révolution d'une planéte, ce travail sera nul; il n'y aura
done pas de perturbation séculaire. Seules les perturbations périodiques
mettraient en évidence une telle propagation du potentiel. Mais pour
étre constatée expérimentalement, la vitesse de propagation devrait étre
relativement tres faible, ce qui n'est certainement pas.

CHATITRE TIX.

l.o1 pE WEBER ¢ '),

Drapres Uelectrostatique, les molécules clectrisées se repoussent pro-
portionnellement a leurs masses et en raison inverse du carré de leur
distance. Quand on considere I'électrodynamicue, la lol nest plus la
méme, Weber a proposé une loi qui rend compte aussi bien de la loi
de Couloml en électrostatique que de celle d’Ampere en électrodynamique;
il suppose que la répulsion entre deux éléments de courant est :

’
N ILNET

71

F=7 1—zr 242z,

ou r est Ia distance des deux éléments, ot r’ et 7 sont les dérivées der
. . . I g

par rapport au temps et ol ¢ est égal au quotient T V désignant la

vitesse de la lumiere.

Tisserand a pensé que la méme loi pouvait étre utilisée en Astronomie,
la force I* étant alors une attraction et V pouvant ne pas étre la vitesse
de la lumiére,

Le travail de la force est Fdr, soit :

F dr e EAERTIL rdr
‘ . = + 2E -
Jron PR Fac r

Or, on peut écrire :
Pdr =rdr=4d ,)3
et )
F dr _ ofr .. ( o N r‘h"""-} _ 1, ey [{ (1— e},f“,;‘—) .

Fom! s N I r r r

Done le travail est une différentielle exacte; la force dérive du
potentiel

1 - L
L2y,

Il ¥ a conservation de 1'énergie, et égalité del’action et de la réaetion.

(1) TissEraxp, AMécanigue céleste, t. IV, p. jou.
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Probléme des deux corps. — Etudions Ia loi obtenue. Considérons
deux corps de masses m et m’; posons m =1 et fm’ =K > o. Ces deux
corps pourront étre le Soleil et une planéte, ou deux planétes.

La force est centrale, le mouvement est plan, et admet I'intégrale des

aires
rif’ == C,

§ désignant un angle polaire. L’équation des forces vives s’éerit

r'tae prge [-——zpr K
kK .
2 r 2

Fig. 46.

En éliminant le temps entre les deux équations, comme dans le mou-
vement newtonien classique, nous formons ’'équation différentielle de la

trajectoire :

/ \
/

I
-’]_'_QKE) d_? _ 1 2K K
U7 ) \@ /) = e

Az

Cette equation s’intégrerait rigoureusement par les fonctions ellip-
tiques, mais il suffit ici d’'une intégration approchée.
Etudions la quadrature qui donne I’angle 9

2lve

On voit que r oscille entre deux limites que ’'on déterimine en écrivant
que le dénominateur de la quantité placée sous le radical reste positif.
Done partant d'un périhélie P, on ira jusqu'a I'aphélie A, et la courbe
s’achévera par symétrie (fig. 46). Tout se passe comme dans le cas d’une
force centrale; il n'y aura de variation séculaire que pour la longitude
du périhélie.
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Désignons par a{1—e) el a(1 +¢) les distances périhélie et aphélie, et,
dans l'intégrale donnant P'angle f, faisons le changement de variable

1 I ecosg

r eit—epR’

< = o cotrespond & un perihélie, v == a un aphélie. Le dénominateur
e? sinty

® compris entre les ravons vecteurs de deux périhélies consécutifs est

ainsi

de la quantité placée sous le radical se réduit a L’angle polaire

2Kz 1+ ecosc)
- L

all—e?)

G =

[
r—

L= ]"

on approximativement
anke
B =0ox-4+— .
a1 — e}

Donc sur la trajectoire, & chaque révolution, le rayon vecteur du peri-
hélie, au licu de reprendre sa position initiale, avance de I’angle %
I ) '
Ve
le mouvement de Mercure, mais pas du tout celui de la Lune.

D’ailleurs, 'avance du périhélie par révolution a méme forme que si
I’'on ajoute & l'attraction newtonienne une attraction variant en raison
inverse du cube de la distance. Nous pouvons donner a : une valeur telle

(que nous trouvions 387 comme avance du périhélie de Mercure et des

Pour une valeur convenable de V et de ¢ = ,» cette loi explique bien

PR . - 1
avances négligeables pour les autres planétes et la Lune. En effet, — sera

d’autant plus grand que la planéte sera plus voisine du Soleil; el pour
la Lune n*a® sera petit, alors qu’il sera grand pour les planétes.
Si 'on prend pour V la vitesse de la lumiére, on trouve pour Mercure :

6w = 14%5,
Pour avoir une avance du périhélie de 38" par siecle, il faut supposer :
V = 180 ooo km/s. Mais, en modifiant un peu 'hypothése de Tisserand,

on pourrait trouver 387 par siécle, en conservant comme valeur de V la
vitesse de la lumiére.

GHAPITRE X.
HypoTHESE DE LEsAGE (1),
Généralités. — Newton avait rencontre, parmi ses contemporains, une

grande répugnance & admettre des actions a distance. Pour éviter de telles
actions, Lesage (1723-1803) a supposé les espaces interstellaires parcourus

1Y Voir aussi : PorNcarg, Science ef méthode, Paris 1908, p. 203,
¥ ) 9
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par des corpuscules trés ténus animés de vitesses treés grandes et égales.
Ceux-ci sont uniformément distribués dans I'espace, et leurs vitesses
sont réparties dans toutes les directions. Une sphére isolée ainsi bombardée
reste en repos, il en résulte seulement une sorte de pression sur sa surface.

Considérons deux sphéres A et B (fig. 47). Elles se forment mutuellement
écran; B ne recevra plus de choes dans tous les sens. Les sphéres sont

Fig. 47.

comme poussées 1'une vers 'autre; il v a donc attraction apparente a
distance.

Cette hypothése va rendre compte de la loi du carré des distances,
Considérons le Soleil et la Terre. La pesanteur se faisant sentir dans les
mines, les corpuscules passent a travers le sol, mais pas librement, sinon
il n’y aurait pas d’attraction. Les corps graves doivent donc &tre consi-
dérés comme formés d’un ensemble d’atomes sphériques, trés petits par
rapport aux distances qui les séparent, sinon la surface des corps jouerait
le rdle d’écran pour P'attraction, ce qui est inadmissible, nous venons
de le voir. '

Que se passe-t’il au moment d’un choc ? Soit un atome sphérique, et
un corpuscule qui le frappe (fig. 18). @ : Si 'atome est poli et élastique, il
y a réflexion totale avec la méme vitesse; b : Si le corps est poli, mais
imparfaitement élastique, il n’y a plus égalité entre les angles d'incidence
et de réflexion; ¢: Le corps peut étre parfaitement inélastique et parfai-
ement impoli, alors le corpuscule s’arréte an choe; ¢ Le corps est in¢las~

o o O«

Fig. 48.

tique et parfaitement poli, le corpuscule part suivant la tangente au
point de choc.

La premiére hypothése est & rejeter, car il n’y aurait pas attraction.
En effet, aprés réflexion, Ja distribution des vitesses des corpuscules ne
sera pas modifiée. Considérons les corpuscules circulant dans un plan
passant par le centre de la sphére, et arrivant sur celte sphere a une
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certaine distance du centre (fig. jg). Les points d’impact sont unifor-
mément distribués, et I'angle de réflexion est égal a I'angle d’incidence :
la distribution des vitesses n’est pas modifiée; cette hypothése n'explique
pas lattraction. De méme, dans la théorie cinétique des gaz, les corps
plongés dans les gaz ne s’attirent pas, ils sont seulement soumis 4 une
pression,

Dans I'hypothése de Lesage, il faut supposer que les corpuscules ne se
choquent pas entre eux : ils choquent seulement les atomes; tout se passe
comme dans un gaz trés raréfié, dans un tube de Crookes, Mais, dans un
tube de Crookes, Ies molécules de gaz se comportent comme des corps
polis et élastiques; ici, il faut supposer qu’il y a inélasticité et impoli
parfaits. Darwin a montré que la loi du carre des distances n’est qu'appro-

Fig. 4o

chée, et que I'égalité de I'action et de la reéaction ne subsiste pas, dans le
cas des corps imparfaitement élastiques et polis. Il ne reste donc que
I'hypothése de I'inélasticité et de I'impoli parfaits.

Action des corpuscules sur une sphére. — Scient 2 la masse d'un
corpuscule et n le nombre de corpuscules par unité de volume. La densité

du milieu sera :
' o=,

Cherchons quel est le nombre des corpuscules qui frappent un elément
de surface dw» dans I'unité de temps. Nous supposerons que o est constant,
et que la vitesse v des corpuscules est ta méme dans tontes les directions.
Les extrémités des veeteurs-vitesses autour d’un peint O se trouveni
sur une sphére de ravon p, et elles sont uniformément réparties.

Considérons un petit cone de sommet O et d’angle solide dz. Ce cone
découpe sur la sphére une surface p*ds. Le nombre de corpuscules contenus
dans un volume-unité, et ayant une vitesse paralléele a l'axe du céne,

v s

sera . Leur masse sera :

4 ¢
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Si tous les corpuscules avaient des vitesses paralléles, il faudrait consi-
dérer un petit cylindre de hauteur v et de base dw (fig. 50); les corpuscules
qui choqueraient dw entre les époques zéro et 1 se trouveraient dans un
tel cylindre; leur nombre et leur masse totale seraient :

ne dweosh et sedwcosh.

!
I
!
!
i
!
i

dw

Fig. 5o.

Mais les vitesses des 'corpuscules ne sont pas paralléles.
Considérons ceux dont la vitesse est parallele & 'axe de notre petit
cone et qui frappent dw (fig. 51). Il faut remplacer la densité » par la

" , ds
densité calculée ©—; leur masse sera :

g

tv dw cosl
A -
4=

s,

La projection de la vitesse sur la normale a dw est pcosf. La quantité
de mouvement projetée sur cette normale est :

2 3

PRNGTED

vy ————— ds,
4= ’

[

-

i
Fig. 5.

et représente la pression exercée sur dw, car la force est égale 4 la dérivee

de la quantité de mouvement par rapport au temps.
Considérons maintenant tous les éléments ds tels que I'angle BAN
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soit compris entre # et 9 4 df (fig. 52); nous avons une petite zone
sur la sphére de ravon 1, de surface 27 sin0 db.
Et la pression sur cette zone est :

2 .
- cos?hain ) o,

dw

Il faut eniin faire varier # entre zéro et ;

&) 51
B

‘ L z 2 cosif )’ 502
’ cosl gin b o/ = i ! —— = el T .
2 3 1 fy

-
=

duw

I
¥ 2

=

s . "y . Lol .
Ainsi, la pression par unité de surface est égale a = Dans la theéorie

Vi
B

cinétique des gaz, on trouve -, soit une valeur double, mais on suppose

quil y a élasticité parfaite.

Attraction de deux sphéres dont 'une est trés petite. — Nous
avons vu que la seconde sphére ne subit pas les chocs arrétés par la pre-
miere, Considérons toutes les droites qui rencontrent les deux sphéres et,
suivant une de ces droites, deux corpuscules ¢ et ¢’ qui ont des vitesses
égales et opposées (fig. 33). Les quantités de mouvement arrétées sont

A !
3

Pt

¢

Fig,

an

3

¢gales et de sens contraires, De plus, a cause de 'uniformité de la dis-
tribution, les corpuscules qui ont des vitesses égales et opposées sont en
nombre égal. Done, Ia quantité de mouvement que A intercepte pour B
est égale a celle que B intercepte pour A, pendant le méme intervalle
de temps df. I! v a égalité entre 1'action et la réaction.

Supposons maintenant que les centres A et B de deux spheéres de
rayons « et b soient & une distance R 'un de I'autre, « étant infiniment
petit par rapport a b et & R {fig. 3)). Quelle est la pression subie par la
petite sphére A 7 Si tous les corpuscules avalent méme direction MM,
ceux qui frapperaient A entre les instants zéro et 1 seratent a l'instant
z6ro 4 lintérienr d'un petit cylindre de hauteur MM’ = p, ou v est tou-
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jours la vitesse des corpuscules; le volume de ce cylindre serait : ma®v et
la masse des corpuscules contenus dans ce volume : woa®p.

Si maintenant nous counsidérons les corpuscules dont la vitesse est
paralléle & 'axe d’un petit cone de base dz, comme ci-dessus, la masse
devient

1
EPG? vds,

Pour avoir la quantité de mouvement, il faut multiplier par vcosd,
vitesse suivant la direction R; il vient :

el eos il

] -

TFig. 54.

Intégrons, d’abord quand i est compris entre O et 6 4-d0; il vient
alors :

I

422

Ly
o

cosf sin 0 A0,

2

Puis intégrons par rapport a i; quelles seront les limites? le corpuscule
ne doil pas &tre intercepté par la grosse sphere, Pour un point m de A,
nous avons un coéne d’ombre et, comme «a est tres petit, tous ces cones
seront peu différents du coéne circonscrit 4 la sphére B ayant pour sommet
le centre de la sphére A; f variera donc de zéro a0, D’oul’expression :

arh:

mratet . mE et o
L (sin2f)h = —94—3111‘28‘,: i

4

&

Cetle expression représente la force exercée par B sur A; cette force
est dirigée suivant AB, et inversement proportionnelle au carré de la
distance.

Jubn G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics * Provided by the NASA Astruphysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/%3F%3F%3F%3FBuAst..17

LES LIMITES DE LA LOI DE NEWTON 200
Attraction de deux sphéres quelcongues. — Nous avons supposé

jusqu’a présent « trés petit, Darwin a fait le calcul pour des sphéres de
rayons quelconques, calenl que l'on peut éviter par un artifice de rai-
sonnement. Si la pelite sphére n'existait pas, tout se passerait comme si
la grosse spheére hombardée rayonnait (fig. 33). Un élément dw recoif
sous un angle » un ravonnement proportionnel &4 dw cosv; le rayon-
nement réfléchi est encore proportionnel & cosy.

Maintenant, au lien d'une sphere pleine, considérons une sphére remplie
de sphérules trés petites rayonnantes, disposées en couches sphériques
homogeénes. Ces sphérules sont infiniment petites par rapport a leurs
distances mutuelles, Quelle sera la loi du rayonnement émis par dw

Tiig. 5o,

suivant 'angle 7 Cette loi dépendra de la distribution des sphérules;

or tout est symétrique par rappert a la normale 4 I'élément dw», Le rayon-
nement ne dépend done que de 'angle <, et a pour valeur

doy F{z).

Comme la loi de répartition des sphérules est arbitraire, on peut la chotsir
de facon que F(¢) soil précisément égal & cose. Darwin pensait, a tort,
qu’il suffirait de considérer une sphére homogéne; cette hypothése don-
nerait cos®y, et non cose, Mais la loi existe, méme si elle est inconnue,
et 'on peut choisir

Fizi=rcoss.

Nous considérons done la loi de distribution des sphérules de fagon & avoir
le rayonnement dw cosy.

Alors I'action d’une telle sphére sur une petite sphere extérieure sera la
méme que si la grosse sphére était pleine. De méme, pour deux spheéres
de rayons finis « et b, dont les centres sont situés a la distance R, il v a
égalité de l'action et de la réaction; nous pouvons remplacer la sphére
de rayon a par le systéme des sphérules de rayon « (fig. 56). L’attraction
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de B sur une sphérule sera:

Nous avons ict la loi du carré des distances; done Pattraction sur une
couche sphérique homogéne sera la méme que si toute la masse était
concentrée au centre, c'est-a-dire en a.

Nous aurons 'attraetion :
2 he

2etb
Rz

Fla) =
R: —Zép‘f

L’attraction de la sphére A sur la sphére B sera de méme :

F{u)

en posant

£otal

= F(b).

Le principe d’égalité de 'action et de la réaction donne :

B2F(a)= a? F(b),

ou, K désignant une constante a déterminer :

F(a)=Ka* e F(b)=Kob.

L’attraction des deux sphéres est done :

pw2ht

e K aZ®.

Or, nous avons trouvé K = — dans le cas particulier d’une petite sphére;
4
donc quels que solent les rayons, Iattraction des deux spheres est

pl)?aﬂ b
Rz

SN

On obtient rigoureusement la loi de Newton, ce qui n’aurait pas lieu
avec I'hypothése de l'élasticité et du poli impartaits.

Attraction de deux corps quelconques. — Considérons deux corps
quelconques : le premier composé de n atomes sphériques de rayon q,
le deuxiéme de n’ atomes sphériques de ravon b (fig. 57).

L’attraction est égale a :

= et . kMM
Zp—na-n b= ———m

R: Kz
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Donc la masse attirante est proportionnelle a na?, ou n'é soit :

PR,

AN = \/

e

D’autre part, 1a masse d'un atome sphérique a est :

T,

[ VA

z étant sa densite.
. ne? . \ : .
Il faudrait admettre que ——— soit le méme pour tous les corps, c’est-a-

dire que ax soit le méme pour tous les atomes matériels : la densité
serait inversement proportionnelle au rayon. 51 l'on admet l'unité de

la matiére, « et « sont les mémes pour tous les atomes, et la loi du carré
des distances reste vraic méme dans le cas d’élasticité et de poli
imparfaits.

Chaleur dégagée. — Nous avons vu que la masse des corpuscules
qui frappent la sphére dans l'unité de temps est :
, . ds
".F 2 s -
i=
Leur force vive sera :
s 2 a?vd s
P2 AN ! — =g _
4= 2 e 4

Pour toutes les directions possibles, I'intégrale de d= est 4. Donc une
sphere de rayon a délruit par seconde une quantité d’énergie :

Pour un corps composé de n atomes sphériques «, I'énergie détruite
et transformée en chaleur sera

I = —pgna*v? par seconde.

S
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Remarque. — Un corps B placé entre deux corps A et € ne forme pas
écran, ou du moins son effet est inférieur & ro~7 pour la Terre. Or, si
la Terre était pleine, elle arréterait les corpuscules, ¢’est-4-dire 'attraction;
la Terre est donc composée d’atomes dont les distances sontl trés grandes
par rapport a leurs dimensions : la surface occupée. par les projections
des atomes sur un grand cercle est inférieure a la fraction ro=7 de la
surface apparente de la Terre; les corpuscules qui rencontrent un petit
cercle, atomes en projection, sont arrétés (fig. 58); donc, si n est le nombre
de petits cercles et A le rayon de la Terre, on a :

noa?=crA?, o £= —

Fig. 58,

Résistance du milieu corpusculaire au mouvement des corps. —
Considérons la résistance qu’éprouverait une molécule sphérique si elle
était isolée. Il suffit de calculer la pression en tenant compte de la vitesse v
de la molécule.

Les corpuscules dont la vitesse est paralléle 4 1'axe du petit cone de

. dr . .
base dz ont pour masse par unité de volume E_/_:i Nous avons toujours le
g e

petit eylindre = a2v; mais Ici v n'est plus la vitesse absolue, mais bien la
vitesse relative (fig. 5g). La molécule a pour vitesse u, le corpuscule a

Fig. 5q.

pour vitesse ». Soit 0 'angle de ces deux vitesses; la vitesse relative sera :

Vir—ane c0sl 4 02 = /(¢ — 2008t u? sint.

Or. u est petit devant v, u®sin?6 est négligeable devant le premier
terme; la vitesse relative devient ; v — 1 cosf; la masse des corpuscules
frappant la molécule, dans 'unité de temps, parallélement 4 I'axe du

petit cone est :
Ik

4=

Fral{v-—awcosh)
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Ces corpuscules perdent, au choc, leur vitesse rvelative; ils prennent
alors la vitesse u. Sur la vitesse 1, la vitesse ahsolue a pour projec-
tion v cos®, la vitesse relative est alors : p cosf — u.

La quantité de mouvement perdue est done :

7 4

. . . . L
st = rieosh{coosl — ui ol = pat[vreos — it — cos?E)]
7 .

H
Intégrons par rapport a dz : le premier terme p?cos% donne zéro.

Le second terme donne la résistance

R . oy olg
gl o (1= costh) _i

Fig, co.

Si 0 varie d'abord de § a 0 + 46, il vient

maalyy L. )
— {1 cos20h) sinl 6,

Intégrons enfin par rapport a 4, qui varie de zéro a = :

meatue [ costONE .
——— | —{cost + — =z mgalue.
2 3 a 3

Nous avons done, pour un corps composé de n atomes, la résistance :

[E=N

R =cnnpaZuw.

[N

Considérons maintenant, non plus une sphére, mais deux spheres.
Leur attraction ne sera-t-elle pas modifiée par leur mouvement ? 5i les
deux sphéres sont au repos, il est évident que leur attraction mutuelle
est dirigée suivant la ligne des centres, Mais si les deux corps sont en
mouvement, on a un phénoméne analogue a Yaberration, ce qui justifie
les idées de Laplace sur la propagation de I'attraction. En effet, soit une
sphére a attirée par une sphére de grand ravon b (fig. 60). Les corpuscules

Bull, astron. (Tome XYII. — Fasc. 3) 15
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arrétés seront ceux dont la vitesse est située i lUintérieur d’un coéne de
sommet @, circonscrit & la sphére .

Sila sphére a est en mouvement, le nombre des corpuscules frappant a
va-t-il étre modifié ? Supposons la vitesse de a perpendiculaire a la ligne
des centres (trajectoire circulaire). Le nombre de rencontres est pro-
portionnel a la vitesse relative v, la vitesse absolue étant o,

-
Mais
N

Il v a compensation des vitesses; le nombre des rencontres ne sera pas
sensiblement modifié. Aprés le choc, ces corpuscules prennent une
vitesse u, La quantité de mouvement sera Mu. Il faut donc évaluer M,
masse totale des corpuscules choquants, qui donnait précédemment Ia

force
: w?b?

2

4

dirigée suivant la ligne des centres.
Comme les corpuscules ne sont pas arrétés, mais prennent la vitesse u,
nous aurons, en outre, suivant la tangente a l'orbite la force

ad?
R

Pour deux corps composés respectivement de n sphéres a et n’ spheres b,
nous aurons la résistance
na*n'b?

R '

Supposons que b soit le Soleil et ¢ 1a Terre; le rapport du rayon du Soleil

- . I
a la distance Soleil-Terre est de Pordre de Sooi reprenons pour nle

nombre ¢ = ;é— considéré plus haut. On obtient

R’ o { ')?< I
® 16 200 2, 1012

Laplace, en ne tenant compte que de &' arrive a une valeur de v
supérieure 4 6. 108 fois la vitesse de la lumiére; si 'on tient compte de ®
qui est 2.101* fois plus grand que &', il vient :

=12 < 1018,
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. 2 10 I
D autre part, le rayon de la Terre «¢ est ———, et avec ¢ > ot on

ohtient :
nat<l 4108,

La masse de la Terre en unités C.G.S. est 6.10%, d’out k2 désignant la

. . . N , 6,67

constante de la gravitation universelle, égale & I’—O:
AM =1,5.10%%

Mais

AM = \/ ~ s ratc
/g
donne
I
f=3 o,
La quantité de chaleur produite J est alors équivalente par seconde
a J =23.10% ergs ou égale a o,7.10% petites calories (V).
(eci signifierait que la Terre recevrait 102® fois plus de chaleur que
n'en émet le Soleil; ce qui est impossible.

Remarques. -— 1% Pour conserver I'hypothése de Lesage, peut-on
admettre que l'inélasticité et I'impoli ne sont pas parfaits ? En supposant
(ue tous les atomes sont semblables, la loi d’égalité de 1'action et de la
réaction subsiste, et si le rapport E est trés petit, la loi de Newton est
CONServeée aussi.

Au lieu de ro®, on f{rouverait, dans le cas d’inélasticité et d’impoli
imparfaits, 1018 ou 10, ¢’est-a-dire que 'on ne gagnerait pas grand’chose ;
en effet. la chaleur produite est : TM(@2——p2) (¢, vitesse du corpuscule
apres le choc). Or, la Terre ne formant pas écran, il faut supposer que
I'on a

IMe—IMe

—— 10

M = ’
IM{r— 2y

M) est toujours de 'ordre de grandeur

de p + v, C'est-a-dire trés grand.

20 A I'époque de Lesage, personne ne songeait a la théorie ondulatoire
de la lumiere. On assimilait les corpuscules de Lesage & des boulets
lumineux. Aujourd’hui, la théorie de I'émission est abandonnée, mais la
pression de Maxwell-Bartholi est la méme que celle produite par un
bombardement. Il est donc encore permis de considérer I'hypothése de
Lesage comme Peffet de rayons lumineux; c’est ce qu’a fait Lorentz,

done, avec v’ < p, que

(1) Poixcamre, dans Science el méthode, p. 267, donne le nombre un peu différent
2.10% pelites colories,
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mais il a trouveé une guantité de chaleur encore plus grande que celle
gqu'avait trouvée Lesage.

30 Pour expliquer la non-absorption de l'attraction, on a cherché &
assimiler les rayons de Lesage aux rayons X qui sont trés peu absorbables.
11 reste toujours la méme difficulté : s’il n’y a pas d’absorption, il n™y
aura pas d’attraction et, s’il y a absorption, il ¥ a dégagement de chaleur.

40 Tireste encore une issue : un corps frappé par des rayons X émet des
rayons secondaires, ceux-ci étant plus absorbables que les rayons X.
Mais, pour conserver I'hypothése de Lesage, il faudrait supposer que les
rayons secondaires X' sont moins ahsorbables encore que les rayvons X :
alors ces rayons X' ne seralent plus transformés en chaleur, puisqu’ils
traverseraient tous les corps. Mais tout ceci est arbitraire.

50 On a encore supposé que les corps radioactifs devaient leur énergie
inépuisable a des ravons infinimeni pénétrants qui sillonnent ’espace,
et qui ne sont absorbés que par les corps radioactifs, ce qui produit de la
chaleur : ce seraient 14 les rayons X'. Alors la loi fondamentale de Newton,
proportionnalité de la masse et du poids, subsiste-t’elle pour les corps
radioactifs ? Sagnac a essayé de résoudre ce probléme par 'expérience,
mais il n’a pas réussi.

CHAPITRE XI.

DyNAMIQUE DK L'ELECTRON.

Influence du mouvement sur les phénomenes optigues. — Soit T

]a Terre, A une étoile que nous observons (fig. 61). A cause de I'aberration,

la direction d’observation n'est pas TA, mais une direction voisine. Pre-
nons sur TA une longueur TB égale & la vitesse de la lumiére, et soit BC
un vecteur équipollent au vecteur opposé a la vitesse de la Terre, BC est
la vitesse absolue de la Terre, résultante de la vitesse absolue du systéme
solaire (constante) et de la vitesse relative de la Terre par rapport au
Soleil. Nous observons d’abord P'étoile dans la direction TC; la vitesse
de la Terre étant variable, BC viendra en BC', et nous 'observerons alors
suivant TC'.

Si nous connaissions la direction vraie TA de I'étoile, nous connaitrions
le point B, done BC, donc le mouvement absolu de la Terre; mais ce que
I’on observe, c¢’est seulement la direction variable TC. L'angle CTC’

afali

dépend du rapport &= or CC est la variation de la vitesse de la Terre

que nous connaissons et TC differe trés peu de TB. Au lieu du rapport E—;g 3

aFRid
L

nous pouvons constdérer zp

- L’aberration ne donne donc gue CC', c’est-
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4-clire la variation de la vitesse relative de la Terre, seule Vallab]e En

o L‘
tenant compte du carré de 'aberration, on aurait o el non & : TC pour-

rait nous renseigner sur la vitesse ahsolue du svstéme solalre, car il diffé-
rerait suivant les régions du clel. En réalité, méme des ohservations trés
précises ne donneraient aucun résultat. En eftet, on a cherché a4 mettre
en évidence, par des expériences terrestres le mouvement absolu de la
Terre. Fn observant les étoiles avec une lunette pleine d’eau, on espérait
trouver une valeur différente de la constante d’aberration : la déviation
observée dépendant du rapport de la vitesse de la lumiére a Pintérieur
de la Tunette a la vitesse de la Terre, Mais ces expériences ne donnent que

Fig. 1.

des résultats négatifs. Pourquoi ? L’explication en a été donnée par
Lorentz.

Temps apparent ou temps réduit. — Solent deux stations A et B
sttuées a une distance D 'une de l'autre; en A et B, deux observateurs
veulent régler leurs montres 1'une sur 'autre : ils vont se faire des signaux
lumineux. Il faudra tenir compte de la vitesse de la lumiére,

A fait un signal que B lui renvoie aussitét : A prendra la moyenne du
temps de I'aller et du retour, pour aveir le temps emplové par la Iumieére
pour aller de A & B. Dans Iexpérience de Fizeau, B est remplacé par un
miroir.

A Taller. la lumiére met le temps - = \ ; auretour, le temps v} = ‘9 ="

au liew de 7 comme correction

Or, A note le temps = = 7, et pxend

de son chronomeétre. Ceci est exact sl les deux stations A et B sont fixes.
Mais supposons un déplacement d’ensemble de AB avec une vitesse v
dirigée dans le sens AB (fig. 62). Alors
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!'au lieu de 7, l'erreur est —;—

En prenant comme correction

Or, on a :
T+1 DV t—w _ De
2 vi—gq’ 2 Vi
. ‘s . Vit \ .

La vitesse de la lumiére mesurée est \’—‘ L’erreur sera de l'ordre

° /
A B (]
v A B
Fig. 62. Fig. G3.

25

2 ' .
de > c’est-a-dire du carré de 'aberration. L’erreur commise pour le

réglage de la montre est

au carré prés de I'aberration. Donc la montre A avancera sur la montre B
de la quantité fixe V—:; ainsi réglée, la montre A donne le temps réduit.
Si les deux stations ont une vitesse p, faisant un angle 9 avec la direc-
. . . Do cost
tion AB (flg. 63), I'erreur deviendra : %?;-
Tout ceci n’est vrai qu’a condition de négliger le carré de I'aberration.
Soient alors trois stations A, B, C (fig. 64). On peut : 1° comparer les

B

(o]

i

A B
Fig. 64. Fig. 65.

Aafbe————_—————

montres A et B, puis les montres B et C et en déduire la comparaison
des montres A et C; 29 comparer directement les montres A et (. Des
deux maniéres, le résultat doit étre le méme; en effet, le décalage de B par
rapport & A est proportionnel & ab; celui de C par rapport 4B, 4 ¢b, et le
décalage de C par rapport & A sera proportionnel a ac. Des expériences
d’optique ne suffisent donc pas pour décider si le systeme ABC est fixe,
ou s’il possede une translation, '
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Supposons encore que la lumiére aille de A ou B par deux chemins
différents (fig. 65). Quelle sera la différence des temps ? La lumiere paraitra
mettre le méme temps que si le systéme était au repos. La différence des
temps paraitra indépendante du mouvement absolu du systeme.

Hypothése de Lorentz. — Lorentz suppose que les corps en mouve-
ment éprouvent une contraction dans le sens du mouvement Ini-méme :
une spheére se transformera en un ellipsoide un peu aplati. La contraction
est la méme pour tous les corps : alors comment nous en apercevrons-
nous ? les mesures ne peuvent nous donner aucun renseignement car le
métre placé dans la direction du mouvement s’est contracté également;
nous définirons alors la longueur unité par le temps mis par la lumiere
pour la parcourir.

IFig. @i,

Considérons une surface rigoureusement sphérique de ravon i, et
mesurons-la avec le métre ainsi défini ; dans la direction du mouvement,
ce metre se sera contracte avec un coefflicient «; sa longueur vraie sera
devenue «. Done Ie rayon de la sphére, dans le sens du mouvement, aura

o 1 o
pour longueur mesurée —, dans le sens perpendiculaire au mouvement,

le rayon mesuré sera 1. Donc une sphére paraitra étre un ellipsoide allongé
dans le sens du mouvement. .

Soit alors une source en mouvement; 4 l'instant zéro, elle est en O;
a l'instant =, elle est en A; a U'instant 27, elle est en B, (fig. 66). L’onde
émanee du point O sera, a l'instant 2=, sur une sphére de centre O et de
rayon 2 ¥ 7; 'onde émanée de A a l'instant < sera, a l'instant 27, sur une
sphére de centre A et de rayon V<. Les surfaces seront donc des sphéres
non-concentriques, homothétiques par rapport au point B, position
actuelle de la source. '

Introduisons 'hypothése de Lorentz. En apparence, les surfaces
d’onde sont devenues des ellipsoides homothétiques par rapport au
point B. Si l'on appelle « et B les coefficients de contraction dans le sens
de la vitesse et dans le sens perpendiculaire, les deux axes de Iellipsoide

de révolution sont :
sV1 =« et V=14
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(pour Lorentz, § = 1) et de plus OF = vz, I éfant la position actuelle
de la source.
Nous choisirons :

T

=‘/1-—-%,

sera Pexcentricité de l'ellipse, et le point F (centre d’homothétie),

1]

2
le foyer commun des sections méridiennes des ellipsoides. Alors lacompen-
sation est rigoureuse. En effet, soient F et M les deux stations A et B

i

H
n
o--_

Fig. 67.

considérées précédemment, elles sont toutes deux animées d'une vitesse
commune » (fig. 67). FM est la distance apparente des deux points. On a:

FM = af{i —ecosu), FP = a(cosu — e),
FM 4+ FPe=al1—e?)=2aVa{1—e?) = k~,

en posant :
aVit—e?) = £k,

Donc le temps t est donné par :

FM e

Si ces deux stations font I'échange des signaux, pour le retour de M
en F, nous aurons :

FM e T—T

TukFl, done 2

e
== %FP.

Done, la différence des temps est rigoureusement proportionnelle & la
différence des abscisses, et ceci sans négliger le carré de l'aberration.
Nous n’avons avec cette déformation de Lorentz, aucun moyen de mettre
en évidence le mouvement absolu de la Terre, c’est-a-dire le mouvement
relatif de la Terre par rapport & I'éther. Ceci est un résultat expérimental
gqu'explique I'hypothése de Lorentz.
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Transformation de Lorentz. — Soit un peint ayant & I'époque
vraie ¢ les coordonnees vraies v, y, z; quelles seront ses coordonnées
apparentes v, y’, =" a 'époque apparente { ?

Cheisissons les unités de facon que la vitesse de la lumiére soit égale 4 1.
Alors toutes les vitesses seront trés petites. Posons :

‘1) 2= Aa— gt 2= 3 =z, Y=tz

: est une constante et & = .

Quelle est la signification de ¢? La vitesse de translation du systéme
est dirigée dans le sens de l'axe des 2 et a pour valeur —:z, En effet, un
corps entrainé dans le mouvement de translation parait fixe, donc :

LL" — CO]]ST:-;. @i = C()I]SI._,

r = const, — &¢ S = —

De méme, {' est le temps apparent, puisqu’en deux points, le temps appa-
rent différe du temps vrai d'une quantité proportionnelle & I'abscisse.
On vérifie aisément que I'on a identiquement :

124 T F e = gt e )T 52 12,

Si I'en considére deux points 2y, ¥y, =y, £y, €t Ty, Yoy T, £y, NOUS aurons
I'identite :

. ., : g Ay .
i) bf\.zy—.1:'._,)'-#——(‘f1—82)3= S(_a:l—xg)l—(m—tg)‘l,

O , .
on 5 se rapporte aux coordonnées x, y, . En effet, on démontre

facilement cue Yon a aussi :

S-:cﬂ Xy — ), = Sx[mg— {112,

et de l'identité (2), on déduit (3).

Supposons que le point x;, y,, z, soit une source lumineuse et que le
point . p,, I, soit un point éclairé par cette source. Puisque la vitesse
vraie de la lumiére est égale 4 l'unité, le premier terme de (3) est nul,
le second 'est donc aussi et la vitesse apparente de la [umiére est encore
égale a 1.

Les phenomeénes optiques ne seront pas altérés par la translation.
Nous pouvons généraliser en posant :

ty
Il
~—
1]

2=kl 2, a={y, t'=Fkile—zry,

{ deésignant une constante.
Alors nous aurons

1, Ca : - , o -
bf\i‘l —ay i == [bwh—- R ."“(Il—h)ij].
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les deux membres sont nuls; la vitesse apparente de la lumiére reste égale
a 1, et [ reste une constante arbitraire.

Nous n'avons considére jusqu’alers qu'une vitesse parallele a 'axe des 2,
mais nous aurions pu supposer une vitesse de translation quelconque; nous
aurions encore des relations linéaires. Ces relations doivent former un
groupe : sinon on pourrait s’apercevoir du mouvement absolu; il faudra
donc choisir 7 en fonction de =, Faisons tourner la vitesse de 1802, sa
grandeur restant constanle; ! reste le méme et ¢ devient —e¢, ce qui
donne

= ki{e—et), =y, s'=ls, t=ki{t—cex)

Ceei revient a changer le signe de la vitesse; on doit done aveir la
transformation inverse de la précédente. Or, cette transformation inverse
est

L8]

e Ko s y' s Ry .
Pr= 5 — ' V== = 3 ~— E.L b
{R A1 N Z, ZK LR

o] E
-

Il faudra donc prendre

=1,

ce qui justifie ’'hypothése de Lorentz : les dimensions perpendiculaires
au mouvement ne sont pas changées.
Toute transformation linéaire qui satisfait & Pidentité

20 e B e e - 50—

est une transformation de Lorentz. Il est évident que tout changement
d’axes, indépendant de /, y satisfait; mais ceci est sans intérét. La véri-
table transformation de Lorentz est :

V=, 3=z, U=kt +ceay

“' ' =h(r 4+t

(43

' avec k=

Le principe de la relativité est alors vérifié : on ne peut pas mettre en
évidence le mouvement absolu par des expériences d’optique; il doit
en étre de méme au point de vue de I'électricité.

Influence du mouvement sur les phénomeénes électriques. -—
Sotent f, g, h les composantes du champ électrique; «, 3, v les compo-
santes du champ magnétique : ce sont les notations de Maxwell, mais les
unités sont celles de Lorentz.

Nous supposons l'éther uniforme, mais parsemé d’électrons (par-
ticules chargées); pour les corps neutres, le nombre des électrons positifs
est égal au nombre des électrons négatifs.
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Soient - la densité de distribution des électrons et 2, «, 7 les composantes

de la vitesse de I'électron. I.’équation du champ électrique est

Af dv _ d

o gl = ot —
de 7 dy ds’

et I'équation du champ magnétique
dx  dg .
dT gz o
On peut v adjeindre I'équation
1 df
de 7

la divergence du champ électrique est égale a la densité.
Nous avons, de plus, l'équation

d:c__
N =0

et I'équation de continuité de la dynamique des fluides, qui est

dz 71
SE > =0,

Il s’agit de savoir si 'on peut trouver pour f, ¢, A, «, 3, v une trans-
formation qui, composée avec la transformation de Lorentz, satisfasse
au principe de relativité,

Lorentz prend

‘ =1 2 = =z,
(20 F=klg-+ery 3 =Fk({3—ch),
T Y

+2 et i2— 5% ne sont pas

{es transformations forment un groupe, et g2
altérés.
Pour ¢, i, «, I, nous trouvons :

pr=k(p— k)
s =Ak(E +e2),  ¢m=em, U=l

On vérifie facilement que toutes les équations données ci-dessus ne sont
pas altérées par ces transformations.

" . . . dz’ dr
Ces relations sont linéaires. Entre les vitesses 7RI et 7t nous

o B ok
aurons les mémes relations qu’entre les quantités =75 ««., et ‘f,

o~
o

Donc 2" ', £ sont les vitesses apparentes de D'électron. Ceei nous
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interdit d’observer le mouvement absolu, car nous observons 2/, /, £, et
non pas :, 7, L.

Pour que cette théorie soit exacte, il faut cependant modifier un peu
les équations différentielles du mouvement de l'électron. Supposons
un ¢lectron dans un champ électromagnétique, et écrivons les équations
de son mouvement; nous aurcons une accélération proportionnelle au
déplacement électrique :

d?z

e = AS By 5

ou le coefficient A dépend de la vitesse.

Ceci correspond au-cas d’une vitesse faible ot B est une constante;
mais, pour une grande vitesse, il faut supposer que B dépend de la vitesse.
De plus, le coefticient B peut n’étre pas le méme dans la direction de la

vitesse et dans la direction perpendiculaire. %, », { étant les composantes

W

-

.
. . ' -4 f .
de la wvitesse, ses cosinus directeurs sont = T»l’ ri

La composante norinale sera

&
8

= -G

avee 9= fE-+gn-+ Al

Nous écrirons done

a2z

7 = A+ By — 11 + (s,

-

. K
en posant C = ~37 Car nous avons une force K

= -G
trvy

ERE

Finalement, nous aurons les trois équations :

o _ .
T = A =Bl — 1) - O,
' Ly .o s
{6} pres ::“‘*g_'_B('v&"_;T)—l-C;-'q,
d*z ) ,
S5 = Ah+ B(5E— )+ Csl

Cherchons alors 4 déterminer A, B, C de fagcon que le prineipe de rela-
tivité soit applicable.

Il faut que les équations (6) ne soient pas altérées par une transformation
quelconque du groupe de Lorentz. Il nous suffira de considérer une trans-
formation infinitésimale. Nous supposerons z trés petit, et nous négli-
gerons 22, c¢’est-a-dire que nous prenons k = 1. Alors

z'=xz + bz, cee =1+ 8t
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[
[N
(=)

Nous aurons, d’aprés les équations (§) et (3) :

(7 dr = &f, =6z = o, ot =z:x
et
. Cime,  dg= s Bh=-— i)
%) N N N

f_ 0% = 0, O_j = — 5135 0= 1L

Il nous faut aussi oz, 9w, 92, On a ;

dr 4+ ddx e = & ot

[
1
1
|

f

Ll 5

T — AR Tl 2 dx

e

T

+ &

Fr

o1

Y

donc ef, de méme

6 = {1 —E%},
(0} b= - e,
6L = - 2k

LN .
I1 nous faut encore ¢ (— ) » NOUs avons :

el
WELEA _ s
(T ) =2(% )

713 R s -— oke AE ofE Iria -
sl e = = S (r— el
ot L dl ot — ¢ dx i ot
Donce
dra dra o
0 - —
y d{?) e 7 cE
o LR oAty e
L d?3 TEE
0( = —z{ 2t —— A,
L dtt ®de? it
Calculons enfin <v; nous avons
2= £ ot . 2

et, en remplacant o2, 57, of par les expressions (g), il vient :

L LR v = B - 0T,

{11) g = g5 {1 —

Cas particuliers. — «. Nous prendrons la vitesse sur I'axe des =

E=1n=o0, L=y,

H

La transformation de Lorentz est perpendiculaire a cette vitesse.
Les équations (g) nous donnent :

(=

BE = 3: a'q =
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et I'équation (r1) donne :

Gr = 0.

Donc 3A, ¢B, 5C sont nuls; en effet, A, B, C ne dépendent que de v, et dp
est nul.
- De plus, les équations (10} deviennent :

dra diyy LdsN dx
8(d7)-—-0, S(Ttl>——0, O(m)_-—;(,d_ﬁ.

Il faut encore calculer les variations telles que a(ay —¢B). Or nous

avons :
Gy =) =08y +v8q— L83 — B8l =~ (88 =zrh.
De méme,
8(¢%) = 9 8 = £9,
mais
s=fE+gn+hli=vh,
done

(9t =zrh.

La premiére équation (6) nous donne alors :

A . . s
8( P ) =A8 +Bs(ny =) C3(sk),

c'est-a-~dire :
o =0+ Bsvh + Cevh, done B+ C=o.

Les autres équations (6) donneraient :
A =B et parsuite, A=B=—0C
b. Faisons maintenant une autre hypothése; supposons la vitesse

dirigée suivant 'axe des x

— o= T =
E_.(,J n=5=0.

Calculons toutes les variations comme précédemment; il vient
ém = 8L = o, B = 2(1— ¢2) & o,
54, oB, 4C ne seront plus nuls puisque dv = o. Mais
f=1=81=38 =0;
donc 7 et £ sont et restent nuls.- Et il reste I'équation suivante :

3

x
odr?

= (A + Cot)/ =Dy,

en posant
D=A+Cx
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La transformation de Lorentz ne doit pas altérer o (cff—;)

Ly N -
D(Wl.)—OIDj)—DqJ‘—G—joU.

D’apres les équations (1o0) et (11), nous avons

r 8D dD

drr T g S

Y

—_ '{.-Df:j‘%(l—w N

d'od

et

D=K(1— ¢
Nous avons donc

A--Cots Rir—e2)?,

c'est-a-dirs

e

=—1 et A=K{i— 1),

i

donc
1

A=PB=—C=NK(—- )
C'est 1a Vorigine de la notion de masse variable, et de la diflérence

entre la masse transversale et la masse longitudinale.
S'il n'y avait pas de champ magnétique, nos équations (6) deviendraient

d2x , R &y
m;_)- —A.{‘]——I")lf—va, EE —AD.

Nous avons done deux coeflicients différents 1'un de 1'autre

o N1

D=K{r—+), A=Ki— )%

Nous avons choisi comme unité de vitesse la vitesse de la lumicre;
pour des vitesses modérées, nous aurons :

drx - oy -
— =k —— =hkg
t? I ot 27
avec i = '? ce qui est la loi ordinaire de 1'électrodynamique avec une
e -

masse constante.
Mais si la vitesse est grande, la masse est, pour la premiére équation

1, -7

= - (1-—*)

DoK'
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pour la seconde équation

i = [—2(1— s'?)_%

Nous distinguons ainsi la masse longifudinale ef la masse fransversale.
Ces deux masses deviennent infinies pour » = 1, c¢’est-a-dire pour la
vitesse de la lumiére; I'inertie devient également infinie. Done la nouvelle
meécanique interdit des vitesses supérieures 4 celle de la lumiére. On a
cependant cherché si un électren ayant une vitesse supérieure  celle de la
lumiére pourrait la conserver; mais il ne peut pas ’acquérir !

Principe de moindre action. — Nous avons vu une premiére origine
de la dynamique de Uélectron : le principe de relativité. On est arrivé a
cette théorie par une autre voie : en considérant les corps comme formés
d’électrons, les corps neutres comportant autant d’électrons positifs
que d’électrons négatifs, Un électron ne peut pas se déplacer sans ébranler
I'éther. Son inertie comprendra deux parties : I'une mécanique, Pautre
électromagnétique. Les rayons £ du radium sont formés de petits cor-
puscules animés de trés grandes vitesses et chargés d’électricité négative.

Dans un champ magnétique, ils sont déviés par production d'un courant
de convection; dans un champ électrique, ils sont déviés parce que chargés.
L’accélération due & la déviation électrique dépendra uniquement du

(3 + P . -
rapport - (e, charge et m, masse d'un corpuscule). La déviation dépendra

© . . . .
de - et de »; si la vitesse est trés grande, le rayon de courbure sera trés
grand. Dans un champ magnétique, l'accélération est proportionnelle

. en [ . . . ., @ .
a ' Si I'énergie était seulement mecanique, on aurait P const., mais

. vy s [~ " . . . .
en réalité, on a entre - et v une certaine relation (cetle relation se déduit

d'une courbe obtenue par un procédé photographique). Iei m ne représente
pas la masse mécanique, mais la masse apparente dépendant de la
. + £ “
vitesse. Nous avons donc une relation entre v et — — ——— : 2, masse
m (v}

meécanique.

On suppose que 1 et () sont les mémes pour tous les électrons et 'on

\f

détermine 4; on trouve

== 0, done m = g(v).
2

Tout se passe comme si la masse m était uniquement d’origine électro-
magnétique. Voyons par quelle fonction ¢ (v) elle peut étre représentée.
Posons

1 7
-= — 2 ___ 2
H 2J(Sf Sotyds,
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ol d- est I'élément de volume dx dy dz; f, g, h sont les composantes du
champ électrique; =, (5, ~ celles du champ magnéticque; S 2 — S 22 serait
I'énergie totale, H est I'action.

I sera umne fonction de la vitesse de 'électron, de son accélération, ete.:
mais nous nous bornerons au mouvement quasi-stationnaire, ¢’est-a-dire
au cas ot l'action H est considérée comme dépendant seulement de la
vitesse. Cecl revient a admettre que la trajectoire de I'électron a une
courbure qui n’est pas trés grande comparée a son diamétre.

S'il y a deux électrons assez éloignés, on pourra poser :

1 :ffjfa M. 2! +(/‘f.’:.'1} s a1 h

son, et iy, 0y, Iy étant les composantes des vitesses des deux électrons.
Ceci n'est pas absolument rigoureux; il existe des termes dépendant
4 la fois de 2, », 7 et de z;, vy, Z;; Mais on se contente de cette approxi-
mation.
Posons

TOus auromns

= F(\-Ol)
Prenons alors
JH ... oH JH .. gH .
—()T:'-—-H;:\ J“r'i'—]li’"” E—H_ﬂ. d—.,‘_—ll\,

. .y e L\
on H' est la dérivée de F(——) par rapport a — -
2 )
De méme, nous aurons :
at’

7

= H',

Supposons I'électron soumis a une force N, Y, Z. Maxwell a démontré
que les équations de Lagrange s'appliquent au mouvement de I’électron.

Nous aurons :
i fJH .
7% ) =%

12 o fOHYN
(12} oy Tq)_ )

o /odH .
x “d‘z(a—:)—ﬁ'

Prenons I'axe des x paralléle a la vitesse :

E=v, rn=I=0,
alors
d JOHN ol i Jz
ot ( ag)‘"’a‘f T ot
Bull. astron. {Tome XVII. - Fasc. 3. 16
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or
AH _oH CdE
— e PQETE e 5,
i 7z o4 WSt =Wy

La premiere équation (12) devient

(-[E r ‘:2 " —_
T 4 2 HY) = X,

Pour la seconde équation (12), nous avons ;

d (A AU
@t\Je )= " T @
Or # est nul. Dol les trois équations :
df o e an dlo
FUr+ el =X,  SH=Y, ZW=L

Le coefficient du premier membre joue le role de la masse; la masse
longitudinale est H" -+ v?*H” et la masse transversale, H'.
Introduisons la quantité de mouvement

D=HY,

dont les composantes seront H'z, H'v, H'Z. Alors la masse transversale
est :

et I'on 4
D L dl’

—= = IV

AL W:H — V2H",

: . . dD ..
I.a masse longitudinale sera A Dans le cas ordinaire, on a D = mup, et

la masse transversale est égale & la masse longitudinale m.
Etablissons I'équation des forces vives. Nous supposerons que la force
dérive d’un potentiel :
U L 7 dU

— — =5

Tz’ gy

Les équations de Lagrange deviennent :
d oy _ Ju
de\d: ] T 9z’

#H
]

Poscns alors
T=S§

oY

—H,

i

, dT
et calculons =

AT d% oH
de Tt dE

N

tif(dH dH
® dt WE)M e’

W
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Or
JdH ol o
e T T g8 dr]
done
AT .. JdJdH N Lo oL #U
——Zb;-—(—* = R — =N — = —
(e AN ) T dt i clt

Nous avons done
T — U = const.;

¢’est I'équation des forces vives; \ est V'énergie potentielle de la force X
Y, Z; donc T représente 1'énergie cinétique qui, ici, est d’origine €lectro-
magnetigue,

Ceci s"applique aussi bien a plusieurs électrons, et 'on a

Les équations du théoréme de Ia quantité de mouvement sont, pour
le premier, pour le deuxieme, pour le troisieme

Ao d, do
;f—full _j)—.—,\, Z'('H -;[_J—-:-sk], E(\“ ,TQKJ——A\-g.
Donc :
el
—Ill':=XX.
7 Iz

Or, X est nul en vertu du principe de I'égalité de 'action et de la

réaction; donc
TH': = const.:

la somme des quantites de mouvement est constante.
Supposons encore que la force appliquée 4 un électron soit centrale
et passe par l'origine
rYy —3yN=o
Alors nous avons :
H'{y%—.rn) = const,

En effet, en différentiant, le premier membre donne :

L LA - S - S N Ty e
) —a m—H(;;_E—--r,?{-;:}_;\——.ﬂ*I.ltc_r.fm.,l—tv-

Nous retrouvons donc le théoreme des aires.

Différentes valeurs de H. — Vovons maintenant ce qu’est la {onc-
tion H. Il existe plusieurs théories :
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19 Abraham a fait le calcul en supposant que l’électron est une sphére,
et il a trouvé

sz_“_v- 1+ V
o

— log ———
VoY

oll « est une constante, et r le rayon de I’électron.
20 Langevin suppose que l’électron est déformable, que Vélectricité
y circule librement, mais que son volume est constant; alors il trouve

a

H=K{— V)7

30 Lorentz considére que l'électron se déforme dans son mouvement,
mais que son volume ne demezure pas constant; la sphére devient un
ellipsoide aplati, les dimensions transversales seules ne varient pas. Il
a alors :

H:=]{“YT:T5.

Comparons ces trois hypothéses et notons d’abord que V est petit,
puisque 'unité de vitesse est la vitesse de la lumiére. Développons suivant
les puissances de V2.

Pour Abraham

Pour Langevin
Pour Lorentz

ou K est négatif.

Le premier terme indépendant de la vitesse ne donnera rien, car ce qui
intervient ¢’est H’ et non H. Le terme en V? donnera la force vive ordi-
naire, le terme perturbateur est le terme en V*; donc tout dépend du rap-
port du coefficient de V* & celui de V2, et il revient au méme de considérer

simplement
m Ve
H= — (V2+ *—‘)?
2 o
avec
i -
- = % pour Abraham,
1 £ .
S =g bpour Langevin,
et
I £
== pour Lorentz;
q

¢ ¢tant I'inverse du carré de la vitesse de la lumiére dans un systéme
d’unités quelconque.
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Alors la quantité de mouvement devient :
D=H'V=mV (1 + 2 Vi)
£

Elle devient trés grande pour V =1 (vitesse de la lumiére); nous
avons alors V 4+ 1 == 2; dans la théorie ¢'Abraham, elle est de l'ordre
L
de log(s -——\): dans celle de Langevin, de l'ordre de (1—V) *; dans
*
celle de Lorentz, de Tordre de (1—V) 2,

. . aD
L.a masse longitudinale < sera de l'ordre de

T

pour Abrakam,

1— v
pour Langevin,
(1— V)
I
+  pour Lorentz,
1—V)¥

Il s’agit de choisir entre ces trois théories. Kaufmann a fait des expé-
riences qui paraissent contraires & 'hypothése de Lorentz, sans permettre
de conclure entre celles de Langevin et d’Abraham. Mais, d’autre part,
la théorie de Lorentz est la seule qui respecte le principe de relativité (4).

CHAPITRE XII.

APPLICATION A LA MECANIQUE CELESTE.

Il reste a voir comment la dynamique de l'électron peut s’appliquer
a la Mécanique céleste.

Equations d’'Hamilton. — Avec cette nouvelle mécanique, il est
possible de retrouver les équations d’Hamilton, Nous avons :

- A (eHN _ _dU
{ 't I)' T e

Introduisons, comme au chapitre précédent, la fonction

('} Polncaré signale dans Science ef méthode, paru en 1908, que « M, Bucherer a
repris les expériences de M. IKaufmann en s’entourant de précautions nouvelles et qu’il
a obtenu des résultats confirmant les vues de Loventz », (Science ef méthode, p. 248,
note.)
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el prenons comme nouvelles variables

JH oH 7H
8_5 = i, -a—r.- = ¥, —d: =,
d’ott
T=8fu—H.
L’équation (1) devient :
. dre ol
di — dx

Différentions, il vient :

AT = 8E du 4 Sudf — dH;

or
A1l =s‘§fdg= S 1 df,
dome -
JdT =8 du,
ce qui montre que l'on a
., oT 0 dr _ dT
s du cdt T dd

Posons ¥ ="T-— U, T ne dépend que des : (ou de

des x.
Donc :

dF 9T 9F _ 9U

du " ou' dr
Nos équations deviennent :

dx aF elid

(2) & Tw @

da

dF
el

qui sont les équations canoniques d'Hamilton,

s u), U ne dépend que

Attraction par un centre fixe. — Soit un corps attiré par un centre

fixe. Nous avons :
d {oH\ JU ,
c-’{_f FE_) = ‘El avec

ol r est la distance au centre attractif.

i =

I_l.

-
r

Dans ce cas, nous avons le théoréme des forces vives qui donne ;

T — U = ¢onst.,
JH

4
St

HVI—H-U=A,

S —H—U=S8g2H —H—U,
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D’oun, en remplacant

. Vi . LA
H=l(\'2+—-)ﬁ H-'——l-!-j-——s
2 s *

pour m =1, par lears valeurs,

(‘3) ————;z,i

le théoréme des aires donne
H(5y —na)=const. = b,
el, si B est 'anomalie vraie,

Hrig =B,
ou

34"
£ a2y _ —=B.
(43 720 (1 - ) B

Ces deux éguations permettent de ramener le probléme 4 deux qua-
dratures. En effet, nous avons :

Tz 'l P22

et, des équations (3) et (4), on déduit les expressions

r

rla= e{r), et 6=diry

P

- dr o drdir)
=[5 e o=

[

-
jen

d’ou

Quand r varie d'un aphélie 4 un périhélie, { augmente d’une certaine
gquantité, et 0 également. Et le probléme s’achéve par des symétries
successives, La seule variation séculaire est un mouvement du péri-
hélie (4).

(1) Indiquons un caleul un peun plus simple de cette avance du périhélie, en &li-
minant, comme dans le mouvement elliptique, le temps entre les deux équations (3)

et (). Faisant
Vrm ot et

TN ‘ 4V
( d;) L5 {.\I+ ‘;_) a1 N a4
\ el o 3 }

on obtient

-
7

. A . . . .
Puisque — est petit, le premier facteur du second membre devient, approxima-
ra

tivement et d’aprés I'équation (3} elle-méme,

72 g
== — =1 -

VA )
Y 4,
] k3 l I3 +e

7
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Dans le cas d'une orbite presque circulaire, pour déterminer ['aphélie
ou le périhélie, nous écrirons que la vitesse est normale au rayon vecteur;
en ce point, on a : '

ri'=V,
Alors I'équation (4) s’éerit

rvy (1 -+ —) = B,
et sous cette forme, jointe a I'équation (3), donnera les valeurs de r et

V correspondant au périhélie. Ces deux équations doivent avoir une
racine double, ¢’est-a-dire que leur déterminant fonctionnel doit étre nul

A} (1—|—Q) ]‘—,
& P

,.( t_}\-ﬂ) \‘(:+ 2\'2)
b 4 X,

soit

on encore

2ttt

Tt 4 = const,

Cette équation remplace I'équation de Képler; le terme correctif est
trés petit.

D’otn

o i (»A- 2 A
(clU "5’-5"'“[""3&; "““)] B - E‘)

I PR
Lesecond membre est un polynomne du second degré en 51 que nous pouvons €crire,

f et -+ désignant deux constantes,

Fa "/1': ! el S
(-~ 85) (=14 Ea)
Bia AT

Dol

2 /e r
s= (1 25 [ _
(1‘4— B"'-I) I - - —+ const

D’un périhélie &4 un aphélie, la derniére intégrale est égale 4 = : d’ol 'avance du
périhélie par révolution

s a2k 4o h?
lv\I_l_.--—-_).--‘? "a ==

dnk
3
aa(1-—e?)

qui donne une extension de la formule (3).
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Npus aurons un mouvement séculaire du périhélie; pour le calculer,
utilisons les éguations d’Hamilton. Nous avons

Vi E'—’ - T‘l'-"-—O— :3

Posnns
W= 2+ 2wl
Il vient :
JH 7 2} )
= — =t 1+ - |
% (
puisgite

La premieére équation (2) devient :

4T ( 2 \V'l>
==Ll 1 — ]

due %

T

car VI peut étre remplacé par W2, puisque multiplié par u.
D’ou. en intégrant
W ( We)
I'= I— — |»

done

La fonction perturbatrice, ainsi ajoutée au potentiel newtonien, est

R = W

4

Or les formules de la théorie des perturbations donnent pour le mou-

vement du pérthélie
el 1 R

dt  Aate de’

pour une orbite trés peu excentrique et une inclinaison nulle.
Développons la fonction perturbatrice; seuls les termes séculaires nous
intéressent: nous chercherons donc la valeur moyenne de R, et garderons
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seulement les termes en ¢ car les termes indépendants de e ne donnent
rien, puisque 'orbite est presque circulaire,
Nous avons :

We /f_ k
T
d'on
W= (__J_.{f —_ ﬁ:)?
r 2 )

1
Le terme en 2 est une constante, ne nous en occupons pas. Du terme

I
en ., NoUs ne Nous occuperons pas non plus, car sa valeur moyenne est
nulle, puisqu’il est indépendant de ¢; on a
nt=u — e sinz, ndt ={1—ecosu) du,

donc le quotient
dt du

I (4817

est indépendant de e.
Il reste le terme en ;L que nous calculons au moyen de l'intégrale des

aires
9 .
r— =
dt o

ou la constante des aires C est égale, en fonction des axes de Fellipse 2qa
et 2d, a nab.
Donc
dt b

7t nab

La valeur moyenne sera donc

]

i 2/{2( e’
+ =4+ = 1+—)-

aab wa? 2

o 1 d o k? . e? 'I 2 A2
—_—_— — | 4+~ — [ — .
elt nate de a2 /)T ana

D’ou, avec K = n%?, I'avance du périhélie 4 chaque révolution

Et Yon a

ink

(5) o om = ——
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Avec I'hypothése d’Abraham, par exemple, il vient

Il sera possible, en choisissant k, d’attribuer un mouvement convenabhle
au périhélie de Mercure, sans qu’il entraine un mouvement beaucoup
plus fort du périgée de la Lune : le résultat sera plus satisfaisant, mais
encore insuffisant.

Probleme des deux corps. — Considérons maintenant deux corps
mobhiles; nous prendrons comme variables leurs coordonnées et leurs
vitesses

U - W, v, Wy E T T By, V.o 4y,

Nous avons les équations canoniques

de _OF  du _ JF
di T du’ dt - dr’
avel
F=T—U.

Soient m et my les masses des deux corps; nous poserons encore

W= u¥ 4 08 ety Wizl eitat,

W est la quantité de mouvement du premier corps,

W =11V,

La force vive et le potentiel sont

o r T LGN
o W (1_ “2)4-_\}_'(1_ \\l)’

am « am, um?

v= k.
F

Done la fonction génératrice F est

W We 172 ) .
F = (1—-—-)—0——”“]([—-—“‘)_1.

20N % 2 1y xmi

Faisons un changement de variables en posant :

' =x—x, ¥ o=r—1, =z -1z,
& = xy, Y= 3= 51,
u =, ¢ =, ' =,
W=+ oy, = e, IR U T
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c’est-a-dire que ', y', z’ seront les coordonnées de la planéte par rapport
au Soleil, u}, v, w, seront les composantes de la quantité de mouvement
totale, tandis que x|, y,, z, restent les coordonnées du Soleil et v/, v’, w’ les
composantes de la quantité de mouvement de la planéte seule. On vérifie
que I'on a alors

;

Zu de'= Sudr,

et les équations restent canoniques.
Or T ne dépend que des u, ¢’est-a-dire des u'; et U ne dépend que des =z,
c’est-a-dire des 2. Nous avons donc :

@ JF
dt

_— = 0]
o ’
ko, . s R C
- Ly y LI y &) ) ]
car U =~ n'est fonction que de &', y', 2" etnonde x), y,, z,. Donc u, »,, w,

sont des constantes; c’est le théoréme du mouvement duo centre de
gravité. Il reste comme inconnues ', §', z'; u', o', w'. Posons :

W= g o v w2
W= u? + ¢i? +wa't
Q=w'v|, o' =0
Nous aurons alors :
Wi= W2,
Wi=Zul=ZS(u,—u)=W3+ Wr—a(),
Que sera la fonction perturbatrice ? Elle se réduit &

W W
=7z g . 5 Y
dx Jamy

car les autres termes de IF existent dans la théorie ordinaire. Nous aurons
donc des termes en W', W4, Q2 W'2, W2 QW2 QW2
Remarquons qu’il n’y aura pas de perturbation séculaire des grands
axes; la démonstration ordinaire du théoréme de Lagrange s’applique;
on a
dat - R
dr T ar

ol { est la longitude moyenne. Si R est une fonction périodique de I,
(—g; a une valeur moyenne nulle.

Toutes les fois que les forces perturbatrices ne représentent pas une
consommation d’énergie, nous n’avons pas d’accélération séculaire,
c’est-d-dire pas de variation séculaire du grand axe. [l n’v a de variation
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séculaire de « que lorsque le théoréme des forees vives ne s’applique
plus, dans le cas d'une résjstance de miliew ou dans la propagation de
I'énergie selon I'hypothése de Laplace. Donc ici, nous n’avons pas de
variation du grand axe.

L'excentricité et le périhélie subiront des variations séculaires. Si nous
supposons que le systéme solaire est au repos,

v =, =0 =o.

nous n'aurens pas de variation d’excentricité. Mais, si le mouvement
du systéme solaire n’est pas nul, W2 est une constante donnée non
nulle. Or R dépend de W2 et de Q, qui est une fonction lineaire donnée
de u, v, w, fonction linéaire dont les coefficients dépendent de la vitesse
absolue u;, v,, w, du systéme solaire. Le mouvement dépendra done de la
vitesse absolue du systéme solaire, et le principe de relativité se trouve
en défant : ceci tient & ce que 'hypothese de Lorentz ne respecte le prin-
cipe de relativité qu’a condition de modifier la loi de Newton, ce dont
nous n’avons pas tenu compte,

Généralisation des équations de Maxwell. — Nous avons vu (1)
comment on doit modifier la loi d’attraction si l'on veut respecter le
principe de relativité. On arrive a des formules compliguées, mais suscep-
tibles d’interprétation

12 Les forces sont telles que, si le corps attirant est fixe, la loi d'attrac-
tion se réduit 4 la loi de Newton;

20 81 un corps mobile, soit le Soleil S, attire un corps mobile, soit la
Terre T, la force dépend de la position et de la vitesse de la Terre 4 I'ins-
tant ¢, et elle dépend aussi de la position et de la vitesse du Soleil & un
instant antérieur #,, tel que {-— 1, soit le temps mis par la lumiére a venir
du Soleil a la Terre;

32 Le principe de relativité est satisfait.

Ces conditions suffisent pour déterminer les forces d’attraction a chaque
imstant et pour former les équations différentielles du mouvement. Le
probléme ne comporte qu'une solution : quelle en est la signification ?

Considérons & nouveau les équations du champ électrique, les unités
étant celles de Lorentz; soient f, ¢, i les composantes du champ électrique;
%, 8, v celles du champ magnetique; 2, v, £ celles de la vitesse de I'électron

(1) Dans les Notes de Henrl Vergne, il manque ici une lecon. D’aprés la suite, cette
lecon devalf étre une partie on un résumé du Mémoire de Poincaré : Sur la dynomique
de Udlectron (Rendiconii del Circelo malemalice di Palermo, 1. 21, 1006, p. 166
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et 5 la densité électrique. Nous avons

df ., dy Ji o, . N
o TTRE= I dz et deux équations analogues,
du _ds ok et deux équalions analogue
dt ~ dz  dy U Euatens | Bues
dp L g9 _ o
dt dax '
et
df . dx
5 (E =, S G)_j[’,‘ = 0.

Quel est le champ produit par un électron en mouvement ? Intro-

.AQ

Fig. 68.

duisons le potentiel électrostatique ¥ et le potentiel vecteur (F, G, H).
Nous aurons alors :
JH  JG _dF _ Jv

=0 e E T w T w

d’ou le champ électromagnétique par une simple différentiation des

potentiels,
Pour déterminer IV, G, H et ¥, nous avons des équations différentietles :

avec la notation
g:U a2 U g:U d: U
DU=% 0= “ 0= "

Si électron était fixe, on auvratt :

0 = AW,
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Y’ serait un potentiel newtonien du a l'attraction de I’électron, Si'électron

est mobile, nous avons les équations (6) qui ont une solution analogue.
Considérons en Ay, A, A,, ... les positions de 'électron aux instants ¢, ¢,

fy. ... (fig. 58). Avec un rayon égal 4 {—{; décrivons une spheére de

centre A,: en tous les points de cette sphére, le potentiel aura la méme

valeur et

De A, decrivons une sphére de rayon t—i;; sur cette sphere le potentiel

est ﬁ Nous connaissons ainsi le potentiel 'I" en tous les points de
ARl

I'espace. De meéme pour F, nous aurons sur les diverses sphéres les

-~ z
250 Z

P

valeurs — , —
irlt—ty) Gnit—t)

Le potentiel électrostatique ' dépend donc uniquement de la position
de 1'électron a l'instant ol Vonde gravifique le quitte, tandis que le
potentiel vecteur dépend de sa position et de sa vitesse au meéme instant,

Onde de vitesse; onde d’accélération. — Les composantes x, B, ~
et f. ¢. it des champs électrique et magnétique dépendent des dérivées
de I" et de F, c’est-a-dire de ce qui se passe sur deux sphéres infiniment
voisines, ¥ dépendait de la seule position, A, par exemple, mais %qz va
dépendre, de plus, de la position A, ¢’est-a-dire de la vitesse de I’électron.
Quant aux dérivées du potentiel vecteur, elles dépendront des valeurs
de F, G, H sur deux spheéres infiniment voisines, donc de la position,
de la vitesse et de I'accélération de I’électron. Les composantes du champ
électromagnétique dépendent donc de la position, de la vitesse et de 'accé-
lération de l'électron a un instant antérieur; l'accélération figurera au
premier degre.

Alors Langevin divise I'onde correspondante en deux parties :

19 L'onde de vitesse, en supposant le mouvement rectiligne et uni-

forme:
20 L'onde d’accélération proportionnelle a Paccélération de I'électron,

Quelle sera 'action sur un électron extérieur ? Soit d= un élément de
volume de cet électron : sa charge est 2d~; la force qui Uattire est

Weds[f+ (rr— 23] I K = const. ).

Considérons l'action mutuelle de deux électrons :

Si I'électron attirant est fixe, il produit un champ électrique, mais pas
de champ magnétique; attraction sera électrostatique. La loi de Newton
s’appliquera,

Si Uélectron attirant est animé d’un mouveiment rectiligne et uniforme,
nous n'aurons que l'onde de vitesse et nous pourrons appliquer la trans-
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formation de Lorentz qui respecte le principe de relativité. La force
dépend seulement de la position et de la vitesse de I'électron attirant a
un instant antérieur, C'est précisément le résultat obtenu précédemment;
on le retrouverait en négligeant I'onde d’accélération de Langevin,

Interprétation des résultats. — Il reste a interpréter, c'est ce qu'a
tenté Lorentz. Nous avons vu que ce qui se passe en un point de Fespace
dépend seulement du champ en ce point, quelle que soit son origine
(courants ou aimants),

Considérons alors deux électrons; s’ils sont tous deux positifs, par
exemple, nous aurons un champ positif. Deux électrons de signes
contraires, trés voisins I'un de PFautre ne donneront aucun champ : ils
forment un corps neutre. Quelle sera son action ? Nous allons modifier

0 A
—_—
e ———
Al
Fig. Gg.

I'action de champ de Maxwell, et considérer séparément les électrons
positifs et les électrons négatifs; les premiers dennent un champ OA, les
autres un champ OA’ (fig. 6g). Dans la théorie ordinaire, les deux champs
sont égaux et opposés, donc ils ne produisent rien. L’action du champ OA
sur Délectron positif + M est + AM.OA (k = const.); sur [électron
négatif—>d, c’est —AkM.OA. De méme, le champ OA’ donnera les actions
EM.OA" et —kM.OA’; et si 'on suppose OA = -— 0A’, 'action est
nulle,

Lorentz suppose que le champ OA agit sur les électrons positifs avec
un coefficient k, et sur les électrons négatifs avec un coefficient k'. Au
contraire, le champ OA' agit sur les électrons positifs avec le coefficient A’
et sur les électrons négatifs avec le coefficient k. Nous avons alors la
SQImIIe

() AM.OA —&M.OA + K'M.OA — kM.OA/,

dont les termes ne se détruisent plus deux a deux.
Il vient pour Péquation (7)
2 (k— k)M.0A.

g, fr) et

i

Les électrons positifs seuls engendrent un champ (=, B, v; /,
nous avons les équations :

Qe o
de TS g T a
dla g dh
ot Js @
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3

o

Les électrons négatifs seuls donneront un champ (', 8, ~'; 7', ¢'. k'),
et nous aurons les équations de la forme

_(-?E_'_P‘::(}ll' f‘)ls"
oz dg’ an’
dt T gz Jdy

A quelle action sera soumis un électron positif dont la masse est 2 ?
Ce sera :
kalf+ (v — S50 dv = Ke fram (' = T8 | =

s

L’action, a laquelle sera soumis un électron négatif de masse o/, sera
o' f+(n~ =000 de= ke[ [0 =15 d=.

Ces deux champs dus séparément aux €lectrons positifs et aux électrons
négatifs seront considérés indépendamment 'un de I'autre, et nous aurons
un coefficient k ou k£’ suivant qu'un champ positif {ou négatif) attire un
électron positif (on négatif), ou un électron négatif (ou positif).

En résumé, lorsque le corps attirant est fixe, la loi de Newton s’applique;
lorsque le corps attirant a un mouvement recliligne et uniforme, nous
n'avons qu'une onde de vitesse; enfin, pour un mouvement cuelconque,
on doit ajouter & 'onde de vitesse une onde d’accélération de Langevin.
Mais ce terme est absolument négligeable : en effet, l'accélération des
corps célestes est pratiquement nulle (surtout si I'on choisit comme
unité de vitesse la vitesse de la lumiere). Le seul effet appréciable que
donnerait cette théorie serait un mouvement de 7% pour le périhélie de
Mercure.

CHAPITRE XIII.

Lo 10E0BIE 1 LESAGE ET LA DYNAMIQUE NOUVELLE.

Nous avons vu la difficulté soulevée par la théorie de Lesage : les
corpuscules ont une vitesse trés grande et la force vive perdue dégage
une quantité de chaleur inadmissible.

Pourrait-on espérer échapper i cette difficulté avec la dynamique de
I’électron ? Pour les vitesses trés grandes, la force vive n’a pas la méme
expression que pour les vitesses faibles. Mais nous n’avons pas le droit
d’admettre une vitesse plus grande que celle de la lumiére et ce sera 14
notre pierre d’achoppement; mais nous prendrons V =1,

Que deviennent les lois du choe ? nous distinguerons le cas des corps
élastiques et celui des corps non-élastiques.

12 Corps élastiques. — 11 y a conservation de la quantité de mouvement
Bull. astron. (Tome XYVII. — Fase. 3. 175
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et de la force vive., Avec les notations de Lorentz, la quantité de mou-
vement a pour composantes : H'Z, H'», H'Z, et la force vive est H'. Les
lois du choc seront :

(1} X0l'= consl., ZH': = const., I’y = const., SH% = const.

Ces lois sont-elles altérées par une transformation de Lorentz? il ne
le faut pas, si nous voulons respecter le principe de relativité. Or, nous
avons :

GH = 1"Ze (1 — V2),
S(H £) = fask? (1— V) o H'e(1— &),
gl H'n) = Jasn{1— V) — H'sk,

BOIN &) = facfi{1— ¥2) — Iezt,

et, en négligeant les carrés ou les produits des composantes de la vitesse V,
et en faisant V =1,

C oIl = n.
. ; slH &y =cH',
{2) P
' e(Hr)=o.
L eIl ) =0
Donc
tEH =o.
) s EXIl' 2 = g X1II' = const,,
(3) ; ) ’
' SEH 1 = o.
[ ol =o.

Les équations du choc ont bien pour conséquences, d’aprés (3),

GEIl = const,, 2 H't = const., 3EH'+, = const., 6T H’'} = const,

Les lois du choc pour les corps élastiques respectent le principe de
relativite.

29 Corps non-élastigues. — En est-il de méme pour les corps non-élas-
tiques? Non; il ¥ a perte de force vive, XH' n’est plus constant; donc
dans les éguations (3), 6ZH'Z n’est plus constant. Or Lesage est obligé
d’admettre que les corpuscules ne sont pas parfaitement élastiques.

Objections diverses. — 1° Les vitesses des corpuscules sont distri-
buées dans tous les sens. Un observateur en mouvement verra-t-il encore
ces vitesses uniformément distribuées 7 Il faudrait pour cela que les
vitesses ne soient pas altérées par une transformation de Lorentz; or
cette transformation donne :

A sk ;2
Vv = c,,(l-——- ¥ ),
BE = 5(1"52))
o1 = — gk,

37 = — k.

Jubn G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics * Provided by the NASA Astruphysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/%3F%3F%3F%3FBuAst..17

:

LES LIMITES DE LA LOI DE NEWTON 247

=i la vitesse V est celle de la lumiére, c'est-a-dire si V =1, 4V est nul.
Quant aux divections, la distribution uniforme s’écrit :

- w
2::2“::_’.:0.
- o e bd
l:rl:(! YEL =0 :FI-:D
et
I
SR = Xt X7 = —

n, nombre de corpuscules par unité de volume,
Alors

b4
fav

{

11

1—%i= ——

of

qui n’est pas nul.

Le fait de la distribution uniforme prouverait a notre observateur
qu’il est en repos. Par conséquent, la théorie de Lesage ne respecte en
aucune maniere le principe de relativité.

20 Comnsidérons 'attraction mutuelle de deux corps; dans la théorie de
Lesage, elle est représentée par

et b
T0? e

i i
le premier corps étant formeé de n atomes sphériques de rayon a, et le
second de n’ atomes de rayvon b.

Pour arriver a ce résultat, nous avions évalué le nombre des corpuscules
heurtés par chaque sphere, et nous avions calculé la quantité de mon-
vement correspondante. Dans ce cas, le nombre des corpuscules rencontrés
sera le méme. Mais la quantité de mouvement, au lieu d’étre mv, sera
représentée par H'p. Notre formule devient :

= nain b2
- Rt — ——
] R
ou v v est le nombre des corpuscules rencontrés dans I'unite de temps, et ot
H’ est la masse transversale.

Faisons V = 1; il vient
naln' b

III Yo— B2

32 Nous avions obtenu la formule

olt A est le rayon de la Terre, et n le nombre des atomes qui forment ia
Terre. Et nous avons trouveé que ¢ doit étre inférieur & 10-7. Nous n'avons
rien & changer a cette formule, qui a été obtenue géométriquement.
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4° Pour la chaleur dégagée :

it faut remplacer Ia force vive par 'expression

- dH v
\-W—H_\ H — H,

dans laquelle nous ferons V=1. Or H’ est alors beaucoup plus grand
que H; remplacons la force vive par 1’ et nous aurons donc :

E ,
J = - na®H'v.
2

50 Il faut encore parler de la résistance rencontrée par un corps par
suite du choc des corpuscules : le milieu corpusculaire est résistant.

B A
B ———— ——e
corpuscules corpuscules
corps
Fig. 7o.

Soit u la vitesse du corps; la résistance est égale a
4
7 e o,
Cette résistance est due a deux causes ;
~a. Le nombre de rencontres avec les corpuscules A est plus grand
qu'avec les corpuscules B; il n’y a donc pas de symétrie (fig. 70).
b. Apres le choc, les corpuscules parfaitement mous prennent la vitesse u

du corps choqué, don¢ acquiérent une quantité de mouvement non
nulle mu.

Le premier effet, purement géométrique, subsiste; mais le second va
disparaitre. En effet, avant le choe, la quantité de mouvement est
'y =1m.
Or
N

K’

y1—¥:

V est voisin de 1, et K’ est trés petit.
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Aprés le choe, la masse transversale devient

et la quantité de mouvement

I
P |

pL—

qui est trés petit, puisque u est trés petit.
Le second effet ne se produit pratiquement pas. La resistance est dimi-
nuee de moitié, et devient

B .
P S rna*Hvu.
3

69 Quant a l'effet Laplace, il disparait. Si la vitesse du corpuscule est
voisine de la vitesse de 1a lumiére, sa masse est sensible: mais si sa vitesse
est petite, sa masse est négligeable. Or, l'effet Laplace provenail de la
vitesse u que prenaient les corpuscules apres le choce.

En résumé, nous prenons V égal 4 la vitesse de la lumiére; I'observation
nous donne ¢ =~ 10-7, Les formules trouvées nous donneront successi-
vement na?, H'v, puis la résistance (). Or cette résistance est trés notable
et incompatible avec les donneées de observation. Sous cette forme,
la théorie de Lesage est inacceptable.

Théorie de Lesage-Maxwell-Bartholi. — Si nous voulons remplacer
les corpuscules de Lesage par une pression comme celle de Maxwell-
Bartholi, nous retrouverons les mémes difficultés . En effet, dans Ia théorie
de Lorentz, les lois de la réiraction ne sont pas modifiées par une trans-
lation, mais il n’en est pas de méme de I'absorption.

Pour un observateur animé d’un mouvement de translation, une onde
plane reste plane; mais ni le plan de 'onde, ni la longueur d’onde (Doppler-
IFizeau) ne seront les mémes. L’observateur ne s’en apercevra pas, la
différence ne provenant que du mouvement relatif de la source et de
I'observateur. Mais imaginons des ondes, sillonnant I’espace dans tous les
sens, comme les corpuscules de Lesage. Notre observateur verra toujours
des ondes planes; mais s’il est en mouvement, il constatera une non-
uniformité dans la distribution des ondes; le principe de relativifé ne sera
pas respecté.

Une telle pression de Maxwell-Bartholi ofire-t-elle une résistance au
mouvement des corps? Oui. En effet, soit une paroi au repos, choquée
a droite et 4 gauche par une onde (fig. 71}; il en résulte, de part et d’autre,
une pression égale.

Mais si la paroi est en mouvement, au temps {, on a la figure 72.
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La plaque AB est venue en A'B’, les ondes CD et EF en C'D’ et E'F’.
Supposons que 'onde soit absorbée par la paroi; le probléme se traite
alors comine st les ondes étaient des projectiles (Maxwell). Si la plaque
était au repos, nous aurions pour I'onde de droite une quantité de mou-
vement détruite correspondant au déplacement CD, C’'D’ et pour 'onde

E A ¢ E E A A CC
| ' Do Lo
I l o b
. — | ad Ay
: ! | I |
i I b L
F B D FF B B DD
Fig. 51 Fig. 7=,

de gauche, correspondant & EI, E'F’, Donc la quantité de mouvement
totale serait nulle. Mais AB est, en réalité, venu en A'B’; le volumne ABA'B’
deit s’ajouter au volume CDC'D’ et se retrancher du volume EFET;
la plaque subit donc une résistance dans le sens inverse de sa vitesse.

En serait-it de méme si la plaque éfait réfléchissante ? Non (fig. 73).
Au bout du temps ¢, C serait en €/, mais D en D’; de méme, E serait en I/,
mais F en E', tandis que AB serait venu en A'B’.

Il n’y a donc pas de résistance; mais si les corps sont réfléchissants,
il n’y a pas non plus d’attraction, comme dans le cas des corpuscules
de Lesage parfaitement polis, Done, si nous avons une attraction, nous
avons une résistance, et si nous éliminons la résistance, nous annulons
en méme temps l'attraction.

Peut-on supposer que la plaque réfléchit, non pas une onde identique
a celle qu’elle recgoit, mais des rayons secondaires différents, moins
absorbables que les rayons incidents 7 Les rayons primaires auront une
action normale, les rayons secondaires seront infiniment pénétrants,

AL
E E ¢ ¢
= onde directe
EF = D,ondereﬂechle
——— —
B B

Fig. 3.

c’est-a-dire dénués de foute action. Par exemple, les rayons X étant des
rayons de trés faible longueur d’onde, seraient nos rayons incidents, ou
plutét nous aurions des rayons primaires X’ moins absorbables encore;
nos rayons secondaires X ne seraient plus absorbés du tout. Nous avons
vu que l'on peut ainsi rendre compte des faits, mais que cette hypothése
est absolument arbitraire.
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CHAPITRE X1V.

THEORIE DE LORENTZ (1%

Nous allons étudier un Mémoire de Lorentz sur une théorie analogue
a celle de Lesage, Supposons I'espace parcouru par des ondes lumineuses,
venant de I'infini et uniformément distribudes. Ces ondes frappant les
électrons produisent des forces; la force exercée sur un électron sera
perturbée par l'électron voisin,

Solent /, g, ft les composantes du champ électrique, et =, 3, v celles du
champ magnétique. Nous prendrons la vitesse de la lumiére comme
unité de vitesse.

Soit encore e la charge de 1'électron; la force agissant sur cet électron
a pour projection sur l'axe des x

" [

(1) @(K'f‘_- = Ak

siZ, w, { sont les composantes de la vitesse.

Appellons X, Y, Z les trois composantes du déplacement de I'électron
a partir de I’équilibre. Nous avons alors :
dX o ay . AL

i’ T =

et . i’

[ —

X, Y, Z seront des fonctions des composantes du cha:rhp et de leurs
dérivées; X ne dépendra que de f, car sil’'on change ¢ (ou i) en —g (ou —h)
X ne change pas. Done

Ay df

N=a fo+s gy, -2 ...,
W T G

cette relation étant linéaire.
Nous écrirons simplement :

- Al

XN=uf—b=--

/ <t
Fn effet, nous aurons des vibrations périodigues et mous pourrons
2f dif N iy df
grouper 1 r LA ec | Ly aver
grouper les termes prRlE » avee [ et, de méme, T avec

(ceci pour une longueur d’onde déterminée). Donc

i X = af—b df,

'\ et
. | Cdy
(\?_} { \ —(f-o—'-Z)?{—Eg
di
L =ah—0 E;

a et b sont deux coefficients donnés pour une longueur d’onde donnée.

(1Y Mémoires de ' Académie des Sciences d’ Amsterdam (Considerations on Gravi-
tation), =25 avril igoo.
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Les vibrations étant trés petites, f est du premier ordre, ainsi que
et a, B, v. Donc les termes vy — 8 sont du second ordre; et en premiére
approximation I'expression (1) se réduit a ¢f.

En deuxiéme approximation, f sera changé en / 1 6, car f est la valeur
du champ dans la position d’équilibre; et I'on aura :

5 ()f ()f f

Done les termes du second ordre seront :
Jdf o i r)j c)f ] .
e[(cﬂl oy Y+ )-l—(qy—__la)].

Or on a
Y oz

y—
=

o’ T dt

et nous pouvons remplacer f, g, h, o, B, v par leurs valeurs, données par

la premiére approximation, c’est-d-dire que nous remplacerons X
o - .

par af —b (?{9 + - +y valeurs (2). Nous aurons ainsi des termes en « et des

termes en b, que nous étudierons successivement.

Termes en a. — Le coeflicient de eq est

r)ff+ af ; dg oA,

dx at

() r‘/“_lf‘g+ c)z ' dae T "

Cherchons la valeur moyenne de cette expression; nous avons

i de _ dgy o ody
Moy (1 E) Moy ( s ) — Moy [\g dt)'

Or, le premier terme du second membre de cette équation est la dérivée
d’une fonction périodique; il a une valeur moyenne nulle. Done I'expres-
sion (3) devient

p j f % PR S
f % LT- h T @ Yar

D’autre part, les équations du champ magnétique donnent :

ds  Jh of

o dx ER
_df g
dt — dv  dr

et il vient finalement

df/ r)_.gf o 7 1 8 f?

e o
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/% mais quest-ce que f2?

S

Cette expression dérive d'un potentiel

Posons :
,f:fl +f3}

et soient deux électrons P et Q; nous appellerons f; la valeur quaurait le
champ électrique si Q n'existait pas; 7, sera le champ produit par I'élec-
tron . Alors

Ift= Sft e o AL

Or le premier terme X[} est certainement nul, car si I'électron @ n’existait
pas, les ondes, uniformément distribuées, n’auraient aucun effet.
De plus, supposons une onde plane; nous prendrons Oz perpendiculaire

au plan de I'onde; z sera la projection de la distance PQ =r sur une
normale au plan de I'onde (fig. 74). Nous aurcns le champ

Ji=Acosimz— nt
L’électron Q va avoir une vibration qui sera proportionnelle a cos(nf + z),
ou ¢ est la différence de phase. Les vibrations de cet électron vont produire
un champ complémentaire f,, ¢, /..

Pour un point suflisamment éloigné, le seul effet sensible sera une onde
assimilable 4 une onde plane, proportionnelle a r. Nous aurons donc :

fo= = cos{mr— nt—zgh:
» ?\ . :

o I . .
fi donnera des termes en =3 negligeables. Nous ne conserverons cue les

T - .
fermes en - provenant de Xf, f,. Le produit f, f; nous donne le terme :

Az

~COS(MI—mr—+&h
Nous aurons donc une différence de phase variable, dépendant de mr—:.
Si PQ est paralléle au plan de l'onde, z = r; dans ce cas seulement, le

produit f,/, ne sera pas nul,
En résumé, Xf,f, n'est pas nul, mats est extrémement petit. Nous négli-

gerons donc les termes en eq.
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Termes en . — Le coefficient de eb est

{(4) i}: El_f (_)I g B gf cthi e . A,
v Jx dt dy  dt Cord T dr Y T a@mE

Les trois premiers termes sont du second degré par rapport aux déri-
vées de f, g, Ity ils proviennent de I'action électrostatique, tandis que les
deux derniers proviennent de l'action magnétique. Remplagons f
par f, + f; nous aurons des termes en j;, en f, f, et en f2.

Les termes en /i (ou en f, ¢, ou en f h)) seront nuls par raison de
symélrie,

Les termes en f; (ou en f,g,. ou en f,h,) seront de 'ordre de 12, donc ils
seront négligeables.

oY
»fg.h

Fig, 25,

[

Pour les termes en f;f, (ou en f,g,, ...) nous aurons :

cos{ mr — nf 4+ 2)
-

fn = cosi/mz— nl, fg —

Dans la valeur moyenne de l'expression (4), nous aurons un terme

COsiMmI — mr 4+ 2)
7

b

qui aura lui-méme une valeur moyenne nulle, 4 moins que l'on n’ait z=r;
donc ces trois premiers termes sont négligeables.
Voyons maintenant ce que donnent les deux derniers termes

dig dih
eb (,'?Jti

— —— 3 ) =ebn* g — D
C’h’z i ) o y

Or qu’'est-ce que gy —hB3 ?

C’est la composante suivant Ox d’un vecteur perpendiculaire au plan
des deux vecteurs («, B, v) et (f, ¢, h), et proportionnel a leur produit
géométrique (fig. 75). Ce vecteur représente la quantité d’énergie qui
traverse une surface unité dans l'unité de temps. Nous appellerons S,
S., S les composantes de ce vecteur, dit vecteur de Poynting. Finalement,
ce terme en eb est ebn®S,.

En présence de I'électron Q, ce vecteur n’est pas nul. Une sphére de
centre Q absorbera constamment de I’énergie; soit E I'énergie absorbée

4

.i:R‘l

dans 1'unité de temps. Par unité de surface, on aura - Le vecteur de
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Povnting sera le méme dans foutes les directions et aura pour gran-

e Nous aurons pour le terme en eb :
A=l

deur

ehn?

g Re

H ' 4 Ll I
L’attraction sera proportionnelle 4 e
2
Considérons la quantité d’énergie absorbée par P; c’est le travail de
la force quiagit sur I’électron : cette force est ef en premiére approximation.
L’énergie absorbée par unité de temps est égale a

;X Y AL
E:f_’(\k_f T HF—’—/’W)

ou

S cdy
e(Np Yo i)

aprés intégration par parties; soit
Af IAE

s r/f " o
L= — e mN s = e - 2D | =
D) ¢ ‘*\{ﬁ e i bes (r./{ /.)

Le terme en ae a une valeur moyenne nulle, et on a

(AN e
D(E?}-) =uw*Z/f%

L’énergie absorbée est done
2= ehntEj

Or I'énergie totale par unité de volume est

- = :_f‘-‘ = l‘,

les énergies des deux premiers termes étant en moyenne, égales entre
elles, E" est I'énergie incidente par unité de volume; donc

= n2bhe .

Attraction. —- L’attraction mutuelle de deux électrons semblables
sera

Pour deux électrons différents, nous aurions :

EE,

= lirET
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c¢’est 1a formule de Newton
PRI
R’
en posant :
- . E
L] } A\I = v;m .

Telle serait I'expression de la masse, E’ étant 1'énergie incidente, et
E I'énergie absorbée par unité de temps.

Si I'on considére que la Terre joue le rdle d’écran, Pattraction est dimi-
nuée dans le rapport

~1

()
I
—
(=}

|

L’énergie absorbée est
E = ¢ »< énergie incidente.
L’énergie incidente est égale au produit par E du volume d'un cylindre

ayant pour section la surface de la Terre 4 g% et pour hauteur la vitesse
de la lumiére V; donc

K2 M2 . , . . \
Or 2 représente 'attraction mutuelle de deux masses égales 4 la

Terre, situées 4 une distance égale au rayon de la Terre : C’est le poids
de la Terre, Mg. Donc

—

1

.J_q

-
7
L=

-
m

Remarquons que cette formule n’est pas homogene;

énergie FL

= temps = T’
Mg  force FT
Ve = Vitesse L~

car ¢ est un nombre. Ce défaut d’homogénéité provient de notre choix
des unités. Pour rétablir cette homogénéité, il suffit de multiplier I'expres-
sion de E par V2, qui est égal a 1. Et il vient

o M2V,

I

ce qui représente 'énergie absorbée par la Terre dans l'unité de temps.
¢ étant égal & 10~7, nous aurons en unités C.G.S. :

E=Mg:=x3.10".
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51 la Terre pése N kilogrammes, I'énergie sera 3. 10N kilogrammétres,
ce qui, en chaleur, donne :
5,101 N

423

cal.

La Terre éléverait, en 1 seconde, sa température de 10¥3°C, si l'on
suppose sa capacité calorifique égale a 1.

Done, de quelque facon qu'elle soit envisagée, la théorie de Lesage
correspond a un dégagement de chaleur inadmissible. La difficulté est
insurmontable.

CHAPITRE NYV.

HYPOTHESES DIVERSES SULR L ATTRACTION.

Hypothése de Bjerknes (}). — Considérons un liquide ol sont
plongées deux sphéres en caoutchoue, auxquelles sont communiguées
des vibrations. Si ces vibrations ont méme phase, les sphéres s’attirent;
si elles ont des phases différentes, elles se repoussent. Nous avons ainsi
une imitation des pheénomeénes électrostatiques, mais I'image est inversee,

Si l'on wveut, au contraire, y voir une explication de P'attraction, il
n'y a plus inversion : deux sphéres de méme phase correspondront a
deux masses positives. Dans le cas de hypothese de Bjerknes, deux
sphéres qui en attirent une troisiéme s’attirent entre elles, comme les
planétes, contrairement & ce qui se produit en électrostatique. Tout se
passe comme si tous les atomes matériels étaient des sphéres de Bjerknes,
pour lesquelles la vibration et la phase seraient les mémes.

Solent deux sphéres vibrantes d’amplitudes «; et «,, de phases ¢, et z,.

Leur attraction sera
2y % COS( &) — Eu ) == il | M3,

car 'attraction est le produit des masses ordinaires.
Pour deux autres spheres «; et «,, nous aurons

Sguy C08( By — &) = mg .

De méme, en combinant les sphéres 1 et 3, puis 2 et 4, nous aurons :

kg COSTE|— E3) = M Ly,

Ha Ay COS{ Sy — 230 == M3 ML,

Done, en multipliant membre 4 membre ces équations deux par deux,
il vient :

cos{z — ) cos(ay—e, ) =cos(g — g3 )Cco8(Er— &1

(*y Vorlesungen tiber hydrodynamische Fernkrifte, Leipzig, 19cc-1902.

Jubn G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics * Provided by the NASA Astruphysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/%3F%3F%3F%3FBuAst..17

258 H. POINCARE

ou
:*3.‘F)+L‘OS(EI*EQ— £y — 5'.)
— )+ cos{§ —E— gy &, )

.I_

ou

COS{ & — Ea+ Ey— ;) = CO8{ &+ Ea— Z3— &y )-

Puisque les cosinus sont égaux, les angles sont égaux ou opposés,
¢’est-a-dire que nous avons :

3= &g, aou 2= &;.

Deux phases sont identiques. Si nous faisons toutes les combinaisons
possibles, nous constaterons que toutes les phases doivent étre iden-
tiques. Donc, si tous les atomes sont des sphéres de Bjerknes, toutes leurs
phases seront les mémes. .

Cette explication avait déja été proposée par iliemann : il supposait
que les atomes matériels absorbent et détruisent constamment de I'éther.
Cet éther disparu quittait I'espace a trois dimensions, et devenait quelque
chose de tout a fait mystérieux. Ici, la difficulté relative & la phase dis-
parait, puisqu’il ¥ a contraction.

Si nous voulons imiter un champ électrostatique, prenons deux corps
semblables plonges dans un liquide et imprimons & leur surface des pulsa-
tions normales a la surface elle-méme. Supposons l'amplitude de la
vibration proportionnelle a la densité électrique du champ que nous
voulons imiter. Une melécule liquide aura une vitesse u, v, w; ces trois

. . . eat . . .
composantes sont proportionnelles a sm’—,l—,u I' étant la période de

vibration.
Nous aurons une fonction des vitesses @, telle que
by

o= —
or

V= -

!
St

L25

L’équation de continuité, qui exprime que le liquide est incompressible,
est
; ‘
g Q on An = 0;
dix f ’
c'est I'équation de Lapiace,
A Tinfini, ¢ doit étre nul; ces conditions sont aussi réalisées par le

potentiel d’'un champ électrique. De plus, ;ii doit étre proportionnel,

en un point de la surface du corps, a la vitesse du corps pulsant, c’est-a-
dire 4 la densité électrique . du champ & imiter; & cette condition doit
encore satisfaire le potentiel électrique V. v et V satisfont aux mémes
conditions; le potentiel des vitesses est done proportionnel au potentiel
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du champ électrique, dont notre champ hydrodynamique doit étre 'image.
Les forces électriques seront aussi propertionnelles aux vitesses du liquide.
La pression hydrostatique p est donnée par les équations d'Euler

1 dp i i i die
e - v

= — _— " —_— —
AR ot da i RPER

ou le second membre représente la composante sur Ox de "accélération
de la particule liquide. D'on

Loy dte e odts de ot du otz
o dr T dx ot + s der dydrdy T d3 dras

e P70 I Y A
=g T oy —5{“;) :
i dr | e e

Nous avons deux autres équations analogues en y et z, et en intégrant

_ /, ’ip _ Js . 1 s ‘ de \_)-2‘

bl byl

w

puisque la constante d’intégration deit étre nulle a Vinfini.

L.a pression p sera une fonction périodique du temps; nous devons en
chercher la valeur moyenne sur une portion de surface du corps pulsant.
- est aussi une fonction

périodique du temps & valeur moyenne nulle, puisque c’est une dérivée,

Donc
o T At
—_ —_— S —L .
f o 2" { r),r)

Nous avons une inversion de I'image; en effet, tout se passe dans un
champ électrique comme si le champ exercait sur le conducteur une
PARE
oz 1

On arriverait aux mémes résulfats par les équations de Lagrange.
Fn effet, soient ¢; les paramétres dont dépendent la position du sys-
teme, T la force vive, U le potentiel. Le travail virtuel des forces exté-
Tieures sera XQ;0¢.

Nous avons 'équaticn

Or v est une fonction périodique du temps; done

pression proportionnelle 4 L S (
AN

Qi

o £ dTH JT U

rAC S e i
Parmi les parameétres ¢, nous distinguerons les parameétres 4 variations
lentes g, qui définiront la position relative des conducteurs, et les para-
métres 4 variations rapides ¢, qui définissent les vibrations. 5i le systéme
est en équilibre grace a Paction de corps extérieurs, ¢. est constant;
donc ¢, est nul ou, au moins, trés petit.
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L’équation de Lagrange s'éerit :

ST U,
T qa T og. TR

L’énergie potentielle sera
I
U=s8 k@
dans le cas du champ électrique.
Pour le champ de Bjerknes, U = o, il n’y a plus d’énergie potentielle,

mais une énergie cinétique

—_— dy \?2

=5 (5)"

Donc la fonetion T de I'hypothése de Bjerknes a méme valeur que la
fonction U du champ électrique,

Dans le champ électrique, nous avons

dans le champ de Bjerknes

les forces Q, ont méme valeur, mais sont de signes contraires.

Hypothése de Lord Kelvin, — Pour imiter ’action ¢lectrodynamique
de deux circuits fermeés, Lord Kelvin considére deux fils meétalliques
et les plonge dans un liquide indéfini, en mouvement (flg. 76). Nous aurons
alors une fonction des vitesses, telle que '

wde + vy 4 wdz

soit une différentielle exacte dg. Malis cette fonction 3 ne sera pas uni-
forme quand on enlacera un des circuits : la valeur de I'intégrale le long
de ce petit contour sera une constante. Au lieu de circuits métalliques,
Lord Kelvin imagine deux tubes de tourbillon. La vitesse du liquide en
un point quelconque est égale 4 la force magnétique du champ corres-
pondant; mais on a encore une image inversée.

Pourquoi avons-nous inversion ?

. Dans le cas des sphéres de Bjerknes, 'amplitude des oscillations doit
representer la charge des sphéres, Elle doit étre entretenue par un souiflet
extérieur qui dépense du travail, tandis qu’un corps chargé conserve sa
charge. On pourrait imaginer une sphére parfaitement élastique qui
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conserve sa vibration; dans ce cas, si nous approchons deux telles sphéres
l'une de l'autre, que va-t-il se passer ? Ou bien elles conservent leurs
amplitudes, et la force vive va augmenter, puisque la vitesse d'un point
du liquide est accrue; mais les deux sphéres s’attirent, donc s’apprachent
en produisant du travail et en augmentant leur force vive : ce qui est
impossible, Ou bhien l'amplitude diminuera, et il y aura conservation
de I'énergie. L'amplitude ne reste donc pas constante comme la charge
électrique, sans travail extérieur. CUest cette imperfection qui est cause
de J'inversion.

b. Le cas des tourbillons de Lord Kelvin est analogue. L'intensité

du courant est représentée par { dv le long d’un petit contour autour

d’un circuit; ¢'est le moment du tube de tourbilleon qui est constant,

Fig. 6.

“d’aprés Helmholtz, Mais, & cause de la force électromotrice d’induction,

I'intensité du courant électrique n’est pas du tout constante; nous avons
done le défaut inverse de la théorie de Bjerknes. Pour la gravitation,
ces difficultés subsistent entiérement -

1¢ Pourquoi toutes les sphéres pulsantes que sont les atomes ont-elles
méme phase ?
2¢ Lamplitude ne peut rester constante sans travail extérieur.

Hypothése de Korn. — Supposons des sphéres incompressibles
plongées dans un liquide. Ce systéme possédera des vibrations propres,
donnant un son fondamental, le plus grave de tous, et des harmoniques.
Korn suppose que le son fondamental prédomine, et explique ainsi la
concordance de phase.

Soit = la fonction des vitesses; dans le liquide, on aura Av = o, et dans
le milieu des sphéres
e

Nous poserons
v =Sz, ¥, s)eoski.
Full, astron. {Tome XVIT, — Fasc. 3. 18
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La premiére équation ne change pas, la seconde devient

Il v a une infinité de valeurs de £ telles qu’il existe une fonction o
satisfaisant a ces conditions; soit k, la plus petite qui correspond au son
fondamental. Dans ce cas, tout est symétrique; ¢ ne dépend que de r.
A Dextérieur des spheres, on a

A

et a I'intérieur,

gosindr

-
La fonetion ¢ et ses dérivées du premier ordre sont continues pour r = R

rayon de 'atome sphérique; on a donc

& . B_sinkﬂ
| )

et

\ BsinkR ABcoskR
ST TR T TR
d’ol
EBecos kiR _

I =0

Les valeurs de k sont données par

cos AR = o,

la plus petite est

k= —.

2R
La période est inversement proportionnelle 4 R; comme tous les atomes
doivent avoir la méme période, il nous faut admettre que tous les atomes
sont des sphéres pulsantes de méme rayon; il y a identité de la matiére.
Dans le cas de plusieurs atomes dont les distances mutuelles ¢;; sont

grandes devant R, Korn développe suivant les puissances de —li, et,

Fik
en ne gardant que les termes en ?1 il ohtient le son fondamental. Il

admet, de plus, qu'il n’y a qu’une solution; alors I'égalité de phase
s'imposerait. Mais, en réalité, il v a un certain nombre de solutions

. . w \ s R
donnant des valeurs de &k voisines de ;i) Aux termes pres de 'ordre de .

Le son fondamental, de degré zéro donnera la gravitation; celui de degré 1
donnera la loi de Maxwell relative a la théorie cinétique des gaz; celui de
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degré o, cest-a-dire le deuxiéme harmonigue, donnerait les lois des
phénomenes capillaires.

Considérons maintenant les actions de deux spheéres, et solent &y, &y, ...
ko tes novaleurs de &, voisines de ;"i—}- Solent encore g, %a. ..., %, es ampli-

tudes correspondantes pour la premiere sphére et 3, 8, ... 8, les ampli-
tudes des vibrations de la seconde. L'action mutuelle des deux sphéres
sera une fonction bilinéatre des « et des @, dont les fermes seront en 5.
Si la premiére vibration existait seule, nous aurions le ferme x,3,: si ia
seconde exisiait seule, nous aurions «,8, et ainsi de suife.

Mais si nous avons z; pom la premiere sphére et &; pour la seconde,
nous avons un terme en =%, dont le eoeflicient sera nul: puisqu'il n'v a
pas coneordance de phase, 'action movenue est pulle, Laction mufvelle
de deux sphéres est donc proportionnells 4

P N - . . el
R i R AT

Reprenons les équations de Tagrange; soit T la [orce vive, Nous aurons
encore les paramétres ¢, & variations lentes qui définissent les distances
des sphéres, et les paramétres ¢, 4 variations rapides qui définissent
I'état vibratoire de chacune des petites spheres; par exemple, R sera
devenu R + ¢.. T sera alors un polynome du second degré par rapport
aux dérivées ¢, vitesses de déformalion. L'énergie polentielle des petits
ressorts que sont ces sphéres U est

. N, Ny
-:_—i-yr:L-i—.
en supposant K = 1.

Nous aurons des termes en ¢,% les mémes pour toutes les sphéres
puisqu’elles sont identiques, soit Ag,% Nous aurons également des termes
XA ces termes doivent représenter 'énergie mutuelle de gravi-
tation des deux sphéres. Donc A, est en raison inverse de la distance

. . R . .
des denx sphéres: A, sera de lordre de - 5 done trés petit par rapport
o
a unité.
L ’écquation de Lagrange est :
% ( dT) JT U
At \r){,*', iy - ()fj -

T ne dépend pas de ¢ (ou s’il en dépend ce n'est qu'an deuxieme ordre);
T . . .
il L’équation de Lagrange s'écrit :

. [
(1} g SeApegl -+ g =u.

Cherchons les vihrations simples et posons .

g = coskt, d’ol Gh = kg,
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Posons encore k2 = —SI; nous aurons
Y . .

g;,=§ 1 g1+ 3)+ZAp.g9.,= 0.

Ces équations sont linéaires et homogénes par rapport aux g,. Egalons
leur déterminant a4 zéro; nous aurons ainsi les valeurs de 3, et nous en
déduirons les rapports des g;.

Soient alors trois sphéres; ¢., g, g. seront représentés par x, y, z;
nous aurons, d’aprés 'équation (1),

(2} T=uar4+ 32+ 22+ 2A 527 + 2A5) s+ 2425 =1,
A
: ’
’
\/T'/
~
//0 \\ B
Fa \\
(, \
Fig. 772
d’ou les équations
(I-4-5)+ Apy + Apz =o,
4112.‘3"‘"}"([—?"5)—}- Asyz = Q,

Apr—+ Ay 4+ z(1—s)=o.

Les trois vibrations simples correspondront aux trois axes de l'ellip-
soide (2). Soient a,, a5, a3 les cosinus directeurs de l'un des axes; les
amplitudes de vibration des trois sphéres suivant cet axe seront : 2 ay,
My, Lay. Le deuxiéme axe aura pour cosinus directeurs by, by, b, et nous
aurons des vibrations d’amplitude, respectivement wb,, by, b, De
méme pour le troisiéme axe, ¢y, ¢;, €y, qui donnera ve,, vey, veg. 2, M, ¥ sont
des constantes,

Si nous avions seulement deux sphéres, nous aurions une ellipse (2)
dont les axes seralent les hissectrices des axes de coordonnées (fig. 77).
Donc les cosinus directeurs de 'axe OA sont égaux et donnent méme
amplitude et méme phase; les cosinus directeurs de 'axe OB sont de
signes contraires; nous aurons donc méme amplitude, mais phases
opposées.

Dans le cas de trois sphéres, les expressions oy, By, ogy By ... considérées
précédemment, ne sont autres que 2, by, 4G, Ab,, ...

Dong, 'action mutuelle des deux premiéres sphéres est proportionnelle 4

011?[+22E2+.. B C\‘.”Bn,
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ou A
2 e = :J.r-J b] bj = le) gt
elle est

< /\20']‘”(2.
= m
iz

o}

De méme, les actions des sphéres 2 et 5, puis 3 et r sont

=

7Yt o Pl s

s1a
o
—

25 a
b Y

Pour que la loi de Newton soit vérifide, il faut

L3 Trla o= Zrianas = Zila,u.

Ces équations déterminent d’'une facon unique les rapports de 72 03 v%
S1 lon choisit
R=pi=i=,
la formule (3) devient

Sty dr= Zracly= Krras,

expressions qui sont justement nulles.

L’attraction est bien la méme pour chaque couple de sphéres, mais
elle est nulle; il v a donc contradiction.

Pour expliquer la loi de Newton par Phypothése des sphéres pulsantes,
deux sphéres qui se rapprochent doivent conserver les mémes ampli-
tudes de vibration; mais ces deux spheres produisent un travail positif
et, d’autre part, I'énergie cinétique angmente aussi. Ceci est impossible.
Les amplitudes doivent avoir diminué, comme la force vive, et il v a
encore contradiction.

Ceci est comparable & un régulateur a boules. Si les boules s’écartent,
la force centrifuge produit un travail positif et, en méme temps, Ia force
vive augmente, donc » diminuera; nous ne pourrans maintenir la vitesse
angulaire constante qu’en fournissant du travail de I'extérisur,

Nous devrons donc avoir une diminution de I'amplitude, quand les
sphéres se rapprochent; mais la loi de Newton n’est plus respectée.

CONCLUSION.

Nous n’avons, & 'heure actuelle, aucune explication satisfaisante de
I'attraction. '

D’autre part, nous n’avons aucune raison sérieuse de modifier Ia lot
de Newton. La discordance la plus grave est I'avance du périhélie de
Mercure. Mais il est vraisemblable que ce désaccord est du & I'existence
d'un anneau, tel que nous l'avons vu au chapitre IV.

(Manuserit recu le =28 juin rgde)
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