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Einleitung

Zuerst scheint es so, dass die Aberration des Lichtes und damit verbundene optische
und elektrische Phinomene uns die Moglichkeit geben werden, die absolute Bewe-
gung der Erde zu bestimmen, und zwar nicht ihre Bewegung relativ zu den Sternen,
sondern relativ zum Ather. Fresnel hatte es bereits versucht, aber er erkannte bald, dass
die Erdbewegung die Gesetze der Brechung und Reflexion nicht veriindert. Ahnliche
Experimente, wie das eines mit Wasser gefiillten Teleskops, und all derjenigen welche
keine Ausdriicke grofer als der ersten Ordnung zur Aberration enthielten, erbrachten
nur negative Resultate; die Erkldrung war bald gefunden. Jedoch Michelson, der ein
Experiment erdachte, welches empfindlich genug fiir vom Quadrat der Aberration ab-
hingige Ausdriicke war, scheiterte ebenso.

Es scheint, dass die Unmoglichkeit der Erbringung eines experimentellen Nachwei-
ses der absoluten Bewegung der Erde ein allgemeines Naturgesetz ist; wir sind natiir-
lich dazu geneigt dieses Gesetz anzunehmen, welches wir das Postulat der Relativitdt
nennen und ohne Einschrinkung anerkennen werden. Mag dieses Postulat, welches bis
jetzt in Einklang mit der Erfahrung steht, entweder bestitigt oder spéter mit préaziseren
Experimenten widerlegt werden, es ist jedenfalls interessant zu untersuchen, welche
Folgen sich daraus ergeben konnen.

Eine Erkldrung ist durch Lorentz und Fitzgerald vorgeschlagen worden, welche
die Hypothese der Kontraktion aller Korper in Bewegungsrichtung der Erde eingefiihrt
haben - wobei diese proportional zum Quadrat der Aberration ist; diese Kontraktion,
die wir die Lorentz-Kontraktion nennen werden, wiirde das Experiment von Michelson
und alle anderen erkldren, welche bis jetzt durchgefiihrt worden sind. Diese Hypothese
wiirde jedoch ungeniigend werden, wenn wir das Relativititspostulat in seiner vollen
Allgemeinheit anerkennen wiirden.

Lorentz hat dann versucht, seine Hypothese zur vervollstindigen und zu veréndern,
um sie in volliger Ubereinstimmung mit diesem Postulat zu bringen. Dies war es, was
ihm in seinem Artikel gelang mit der Bezeichnung Eletromagnetic phenomena in a
system moving with any velocity smaller than that of light (Proceedings de I’ Académie
d’ Amsterdam, 27. Mai 1904).

Die Wichtigkeit dieser Frage hat mich dazu bestimmt, sie wieder aufzunehmen; die
Resultate, die ich erzielt habe stimmen mit denen von Hr. Lorentz in allen wichtigen
Punkten iiberein; ich bin lediglich dazu gebracht worden, sie in wenigen Details zu
dndern und zu vervollstindigen; spiter wird man die Unterschiede sehen, welche von
sekundirer Bedeutung sind.

Die Idee von Lorentz kann so zusammengefasst werden: wenn es uns moglich ist,
eine Translation auf ein ganzes System zu iibertragen ohne dass irgendein beobacht-
bares Phdnomen geédndert wird, wird das dadurch verursacht, dass die Gleichungen
des elektromagnetischen Mediums durch bestimmte Transformationen nicht geindert
werden, welche wir die Lorentz-Transformationen nennen werden. Zwei Systeme, von
denen eines ruht und das andere bewegt ist, werden dabei exakte Abbilder voneinander.

Langevin1 hat versucht, die Idee von Lorentz zu dndern; fiir die beiden Autoren er-

'Hr. Bucherer aus Bonn, der vorher die selbe Idee vorgetragen hat, ist Langevin zuvorgekommen. (Siehe:
Bucherer, Mathematische Einfiihrung in die Elektronentheorie; August 1904. Teubner, Leipzig).



hilt das bewegte Elektron die Form eines abgeplatteten Ellipsoiden, jedoch bei Lorentz
bleiben zwei der Achsen des Ellipsoiden konstant, wogegen bei Langevin das Volumen
konstant bleibt. Die beiden Wissenschaftler haben im Ubrigen gezeigt, dass diese bei-
den Hypothesen mit den Experimenten von Kaufmann genauso libereinstimmen wie
die urspriingliche Hypothese von Abraham (starres, kugelférmiges Elektron).

Der Vorteil der Theorie von Langevin ist, dass sie nur elektromagnetische Krifte
und Bindungen benutzt; sie ist jedoch unvereinbar mit dem Relativititspostulat; dies ist
was Lorentz gezeigt hat, und dies ist es auch was ich auf eine andere Weise gefunden
habe, welche auf die Gruppentheorie zuriickgreift.

Man muss deshalb zur Theorie von Lorentz zuriickkommen; wenn man diese Theo-
rie jedoch bewahren und unakzeptable Widerspriiche vermeiden will, muss man die
Existenz einer speziellen Kraft annehmen, welche sowohl die Kontraktion als auch die
Konstanz von zwei Achsen erklirt. Ich habe diese Kraft zu bestimmen versucht und
herausgefunden, dass sie mit einem konstanten externen Druck auf das verformbare
und kompressible Elektron verglichen werden kann, und dessen Arbeit proportional
zur Volumendnderung des Elektrons ist.

Wenn die Trégheit der Materie ausschlieBlich elektromagnetischen Ursprungs wé-
re, wie man es allgemein nach dem Experiment von Kaufmann annimmt, und mit Aus-
nahme des eben von mir erwihnten konstanten Drucks alle Krifte elektromagnetischen
Ursprungs sind, dann kann das Relativitétspostulat in aller Strenge durchgefiihrt wer-
den. Dies ist es, was ich durch eine sehr einfache Berechnung zeige, welche auf dem
Prinzip der kleinsten Wirkung basiert.

Doch das ist nicht alles. Lorentz hat es in der erwéhnten Arbeit fiir notwendig er-
achtet seine Hypothese zu vervollstindigen, damit das Postulat auch dann giiltig bleibt,
wenn es auBler den elektromagnetischen noch andere Krifte gibt. Nach ihm sind alle
Krifte, welchen Ursprung sie auch haben, durch die Lorentz-Transformation (und so-
mit durch die Translation) auf die selbe Weise betroffen wie die elektromagnetischen
Krifte.

Es war notwendig, diese Hypothese néher zu untersuchen, und insbesondere danach
zu suchen, zu welchen Anderungen sie uns beim Gravitationsgesetz bringen wiirde.

Man findet zuerst, dass sie uns dazu bringt anzunehmen, dass die Ausbreitung der
Gravitation nicht augenblicklich, sondern mit Lichtgeschwindigkeit erfolgt. Man konn-
te denken, dass das ein ausreichender Grund ist um die Hypothese abzulehnen, da La-
place gezeigt hat dass dies nicht der Fall sein kann. Aber in Wirklichkeit wird die
Wirkung der Ausbreitung groBtenteils durch andere Ursachen kompensiert, sodass es
keinen Widerspruch zwischen dem vorgeschlagenen Gesetz und den astronomischen
Beobachtungen mehr gibt.

Ist es moglich, ein Gesetz zu finden, das der von Lorentz gegebenen Bedingung
geniigt, und das sich gleichzeitig immer auf Newtons Gesetz reduziert, wenn die Ge-
schwindigkeiten der Himmelskorper ziemlich klein sind, damit man deren Quadrate
(sowie das Produkt aus Beschleunigung und Entfernung) in Bezug zur Lichtgeschwin-
digkeit vernachlissigen kann?

Auf diese Frage miissen wir bejahend antworten, wie wir spiter sehen werden.

Ist das so geidnderte Gesetz vertriaglich mit den astronomischen Beobachtungen?

Auf den ersten Blick scheint das der Fall zu sein, aber die Frage kann nur durch
eine ausfiihrlichere Diskussion entschieden werden.



Aber man stelle sich vor, dass die Frage zugunsten der neuen Hypothese entschie-
den worden ist; was sollen wir daraus folgern? Wenn die Ausbreitung der Gravitation
mit Lichtgeschwindigkeit erfolgt, dann kann das nicht eine zufillige Ubereinstimmung
sein, sondern es ist so, weil es sich auch dabei um eine Funktion des Athers handelt;
und dann wird man versuchen miissen diese Funktion zu ergriinden, und sie mit ande-
ren Fluid-Funktionen in Verbindung zu bringen.

Wir konnen uns nicht einfach mit nebeneinander gestellten Formeln zufrieden ge-
ben, welche nur durch einen gliicklichen Zufall tibereinstimmen; es ist notwendig, dass
es diese Formeln sozusagen schaffen, sich gegenseitig zu durchdringen. Der Geist wird
nur dann zufrieden gestellt sein, wenn er glaubt den Grund dieser Ubereinstimmung er-
kannt zu haben, und wenn der Glaube stark genug ist um die Illusion zu haben, dass er
es hitte vorhersehen konnen.

Aber die Frage kann auch noch unter einem anderen Gesichtspunkt betrachtet wer-
den, der sich besser mit einer Analogie darstellen lassen wird. Man nehme einen Astro-
nomen, der vor Kopernikus gelebt hat und iiber das System von Ptoleméus nachdenkt;
er wird bemerken, dass fiir alle Planeten einer der zwei Kreise, Epizykel oder Deferent,
in derselben Zeit durchquert wird. Dies kann kein Zufall sein, und folglich muss es
zwischen allen Planeten eine unbekannte Verbindung geben.

Jedoch Kopernikus, indem er einfach die als fest angenommenen Koordinatenach-
sen wechselt, ldsst diese scheinbare Verbindung aus der Vorstellung verschwinden;
jeder Planet beschreibt nur noch einen Kreis, und die Dauer der Umlaufbahn wird
unabhingig (bis Kepler zwischen ihnen wieder die Verbindung herstellt, welche man
zerstort zu haben geglaubt hat).

Es ist moglich, dass es hier etwas dhnliches gibt; wenn wir dem Relativitétspos-
tulat zustimmen, wiirden wir im Gravitationsgesetz und in den elektromagnetischen
Gesetzen eine gemeinsame Zahl finden, welche die Lichtgeschwindigkeit wére; und
wir wiirden sie noch in allen anderen Kriften, welchen Ursprung sie auch haben, wie-
derfinden. Das konnte nur auf zwei Arten erklirt werden:

Entweder ist alles im Universum elektromagnetischen Ursprungs.

Oder dieser Teil, der allen physischen Phidnomenen sozusagen gemeinsam wire,
ist nur ein Anschein, etwas was an unseren Messverfahren liegen wiirde. Wie fiihren
wir unsere Messungen durch? Die erste Antwort wire, indem man unveridnderlich-
starr definierte Gegenstidnde transportiert und iibereinander legt; aber in der aktuellen
Theorie ist dies nicht mehr korrekt, wenn man die Lorentz-Kontraktion beriicksichtigt.
In dieser Theorie sind zwei Lingen definitionsgemél gleich, wenn sie vom Licht in der
gleichen Zeit durchquert werden.

Vielleicht wiirde es ausreichen, einfach auf diese Definition zu verzichten, damit
die Theorie von Lorentz ginzlich iiberwunden wire, genauso wie es das System von
Ptoleméus durch den Einwand von Kopernikus war. Sollte das eines Tages passieren,
wird das jedoch nicht beweisen, dass die von Lorentz gemachte Anstrengung unndotig
war; denn unabhingig davon was man dariiber denkt, Ptoleméus war nicht unniitz fiir
Kopernikus.

Auch habe ich nicht gezogert, diese wenigen Teilresultate zu veroffentlichen, ob-
wohl in diesem Augenblick die Entdeckung der magnetischen Kathodenstrahlen die
ganze Theorie zu gefdhrden scheint.



§ 1. Lorentz-Transformation

Lorentz benutzte ein bestimmtes System von Einheiten um die 47-Faktoren in den For-
meln zu vermeiden. Ich werde das selbe tun, und zusitzlich die Einheiten der Léinge
und Zeit auf eine Weise wihlen, dass die Lichtgeschwindigkeit gleich 1 ist. Unter die-
sen Voraussetzungen - und der Einfithrung der Bezeichnungen fiir die elektrische Ver-
schiebung f,g,h, die magnetische Kraft o, 8,7, das Vektorpotential F, G, H, das Ska-
larpotential v, die elektrische Dichte p, die Elektronengeschwindigkeit &,7,¢, und
den Strom u, v, w - erhalten die fundamentalen Formeln die Form:

(D
_df ey dB o dH 4G dF dy
“Tar Tay dr T ay a7 Ta T axe
da dg dh dp dp& af dy dF
dr dz dy’ PR I SN Vel S ) Mool
& 2P
D*A*W*Eﬁ*ﬁy Oy=-p, OF=-pé.

Auf ein elementares Teilchen der Materie mit dem Volumen dx dy dz wirkt eine
mechanische Kraft, deren Komponenten X dx dy dz, Y dx dy dz, Z dx dy dz abgelei-
tet werden konnen von der Formel :

2 X=pf+pmy—_Ep).

Diese Gleichungen sind vertrédglich mit einer bemerkenswerten, von Lorentz ent-
deckten Transformation, welche deswegen interessant ist, da sie erklédrt warum kein
Experiment ausreicht um uns etwas iiber die absolute Bewegung des Universums mit-
zuteilen. Es sei:

©) X =kl(x+et), t'=k(t+ex), y=1Iy Z=Iz

wo [ und € zwei beliebige Konstanten sind, und

T

Wenn wir nun setzen:

2 &2
V=LaE  am

ergibt sich:



O =002

Wir betrachten eine Sphire, welche von einem Elektron in gleichférmiger Transla-
tion mitgefiihrt wird, und es sei:

(=& + (=m0 + (x = L1)* =12,

4
die Gleichung fiir diese bewegliche Sphiire, deren Volumen — 772 ist.

Die Transformation wird die Sphére in einen Ellipsoid verwandeln, wobei die Glei-
chung einfach zu finden ist. Wie leiten die Gleichungen einfach von (3) ab:

. k k
(31)13) X:?(xlfet/), tij(l‘lf(‘:x,% y=2, 7=,

Die Gleichung des Ellipsoid wird so:

K2(xX —et' — &t + €EX )2+ (Y — nkt' +nkex')? + (7 — Ckt' + Ckex')? = 1272,

Dieser Ellipsoid wird in gleichférmige Bewegung versetzt; fiir ¢’ = 0 reduziert sich
die Gleichung zu:

kzx/z(l —&-58)2 + (y’+nk8x’)2+ (Z/-‘r Ckex’)z — ler,
und fiir das Volumen:
4 4 B

3 k1t Ee)

Wenn wir die Elektronenladung durch die Transformation unverindert lassen wol-
len, und wenn wir mit p’ die neue Ladungsdichte benennen, ergibt sich:

k
4) p = ﬁ(p+8p€)~

Was werden nun die neuen Geschwindigkeitskomponenten &', 1’ und {’ sein? Es
muss sich ergeben:

g dX  d(x+e) E+te

T dr T d(ttex) 1+€E’
n/:ﬂ: dy _ n C/: ¢
dt' ~ kd(t+ex)  k(1+€€) k(1+¢€€E)’



wodurch:

| k ! !
(4th) Plélzlj(l)é'i‘gp), p/n/:ﬁpT77 p/C/:ﬁPC.

Hier muss ich zum ersten Mal auf einen Unterschied zu Lorentz hinweisen. Lorentz
setzt (im Gegensatz zu meiner Notierung) (Loco citato, Seite 8§13, Formeln 7 und 8):

1
p'= 5P &=K¢&+e), n'=kn, (' =k

Wir erhalten also die Formeln wieder:

k 1 1
p'e' =5 (pS+ep), pn'=gzpen. p'C=5PC

jedoch der Wert von p’ ist unterschiedlich. 4
Es ist wichtig zu bemerken, dass die Formeln (4) und (451 die Bedingung der Kon-
tinuitét erfiillen

dp é’
d,, Z

Tatséchlich, es sei A eine unbestimmte GréBe und D die Funktionsdeterminante von

) t+Ap, x+Ap&, x+Apn, z+Ap{

in Bezug auf ¢, x, y und z. Wir haben:
D = Do+ DA+ DA% + D313 + DyA%,
d
mit Dy =1,Dy = +): pé =0.
Essei A = lzl; wir wollen, dass die 4 Funktionen

(SbiS) t/+)~/p/, x/+)~/P/§/, y/‘i‘}f/P/T]/, Z/+)~/P/C/

mit den Funktionen (5) durch die gleichen linearen Beziehungen verkniipft sind, wie
die urspriinglichen Variablen mit den neuen Variablen. Wenn wir also mit D’ die Funk-
tionsdeterminante der Funktionen (Sb”) in Bezug zu den neuen Variablen bezeichnen,
so haben wir:

D' =D, D =Dy+D|A +..+DjA",



wodurch:

ap’

Dy=Dy=1, D;=172D, =0= o

dplél
X

Mit der Hypothese von Lorentz wiirde diese Bedingung nicht erfiillt sein, da p’
nicht den selben Wert hat.

Wir werden die neuen Vektor- und Skalar-Potentiale so definieren, damit die Be-
dingung erfiillt ist:

.C.Q.ED

(6) Dlw/:_p/7 D/F/:—Plél.
Wir leiten folglich ab:

k 1 1
(y+eF), F = 7(F+£l[l), G = 76, H = TH.
Diese Formeln weichen merklich von denen von Lorentz ab, obwohl der Unter-
schied nur von den Definitionen der letzten Analyse herriihrt.

Wir wihlen die neuen elektrischen und magnetische Felder auf eine Weise, um die
Gleichungen zu erfiillen:

k
M V=7

® - dF' dy' dH' dG

a axv YT @y T ar

Es ist leicht zu sehen, dass:

a _kfd 4y 4 _k
di' ~ I\dr “dx) dx 1

und wir schliefen:

d . d d 1d d 1d
dx “dt)’ dy ldy d7 ldz

1 .k .k
f= af §=5 (g+ey), W= ﬁ(h+£l3)7
)

1 k k
o = 7% B = 1—2([3 +eh), V= l—z(y—i—Sg).

Diese Formeln sind identisch mit denen von Lorentz.

Unsere Transformation veridndert die Gleichungen (1) nicht. Tatsichlich ist die Be-
dingung der Kontinuitit, auch die Gleichungen (6) und (8), bereits in den Gleichungen
(1) ausgedriickt (von den gestrichenen abgesehen).

Die Gleichungen (6) zusammen mit der Bedingung der Kontinuitit, ergeben:



/ dFl
(10) dl, +Z

Es bleibt festzustellen, dass:

df’ LplE = dy dp’ dZ d¢g din df’
ar o dr ar—de a ar =P
und es ist leicht zu sehen, dass sie notwendige Konsequenzen der Gleichungen (6), (8)
und (10) sind.

Wir miissen jetzt die Kréfte vor und nach der Transformation vergleichen.

Es sei X, Y, Z die Kraft vor der Transformation, und X', Y’, Z’ die Kraft nach der
Transformation, wobei beide Krifte in Bezug zur Volumeneinheit gesetzt werden. Da-
mit X’ die selben Gleichungen erfiillt wie vor der Transformation, muss sich ergeben:

X'=p'f +p'(n'Y ~ LB,
Y =p'f 40! (Lo ~EY),
X' = p+p/ (&8~ 'l
oder, indem alle Grofien durch die Werte (4), (4 bis) und (9) ersetzt werden, und unter
Beriicksichtigung der Gleichungen (2):

k
X' = (X +e Y XE),
1
(an V=,
Z’le
IRl

Wenn wir die Kraftkomponenten X, Y, Z; nicht mehr auf die Volumeneinheit be-
ziehen, sondern auf die Einheit der elektrischen Ladung des Elektrons, und X/, ¥/, Z}
die selben Gr6Ben nach der Transformation sind, erhalten wir:

Xi=f+ny—=CB, X{=f+nY-0B', X=pX, X =p'X]

und wir erhalten die Gleichungen:

kP

X = 5o (X1+e) X&),
) 1 p
1105 Y/ ===V
( ) 1 l5 p, 15
lp
7z ===z
175 o’ 1




Lorentz fand (mit anderen Notationen, Seite 813, Gl. (10)):

X, = IZX{ 7128(n/8/+clh,)»
I? I’e
! Y, = —y/ 4 Z gl
(1177 1=+ 8
2 e
Z1=—Z,+—¢E&N.
1 X 1+ ké

Bevor man weiter gelangen kann, ist es wichtig die Quelle dieser betréichtlichen
Abweichung zu bestimmen. Sie riihrt offensichtlich von der Tatsache her, dass die For-
meln fiir &', 7’ und ¢’ nicht die selben sind, wihrend die Formeln fiir die elektrischen
und magnetischen Felder die selben sind.

Wenn die Trigheit der Elektronen ausschliefslich elektromagnetischen Ursprungs
ist, und wenn sie zusdtzlich nur von Krdften elektromagnetischen Ursprungs beein-
flusst werden, dann erfordern die Gleichgewichtsbedingungen, dass sich im Innern der
Elektronen ergibt:

X=Y=Z=0

Durch Gebrauch der Gleichungen (11) sind diese Beziehungen dquivalent mit

X' =y =7 =0.

Die Gleichgewichtsbedingungen der Elektronen werden also nicht durch die Trans-
formation gedndert.

Leider ist solch eine einfache Hypothese unzuléssig. Tatsédchlich, wenn wir anneh-
men dass £ =n = { =0, fithren die Bedingungen X =Y =Z=0zu f=g=h=0,

d
und folglich zu } af =0, das heifit p = 0. Wir gelangen zu analogen Resultaten beim

allgemeinsten Fall. Wir miissen folglich zugeben, dass es jenseits der elektromagneti-
schen Kriften auch andere Krifte und Bindungen gibt. Deshalb miissen wir nach den
Bedingungen suchen, welche diese Krifte oder Bindungen erfiillen miissen, um das
Elektronengleichgewicht durch die Transformation ungestort zu lassen. Das wird Ge-
genstand eines spiteren Abschnitts sein.

§ 2. Prinzip der kleinsten Wirkung

Wir wissen wie Lorentz seine Gleichungen aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung ab-
leitete. Obwohl ich der Analyse von Lorentz nichts Grundlegendes hinzuzufiigen habe,
werde ich jedoch erneut zu dieser Frage zurtickkommen, weil ich es vorziehe sie in
einer etwas anderen Form darzustellen, die mir fiir meinen Gegenstand niitzlich sein
wird. Ich setze:

10



2 2
(1) J=[dtdr &Jrz—a Y Fu

angenommen f, ¢, F, u, etc. sind folgenden und den entsprechend abgeleiteten Be-
dingungen unterworfen:

d dH dG d
(2) Zif* P, O=————, U= f+p<§

dy dz

Der Integral J muss erweitert werden in Bezug:

1° auf das Volumenelement dT = dx dy dz, dem gesamten Raum.

2° zur Zeit t innerhalb der Grenzent =1y, t =1;.

GemiB dem Prinzip der kleinsten Wirkung muss der Integral J minimal sein, wenn
man die verschiedenen Groflen festsetzt, welche enthalten sind:

1° in den Bedingungen (2);

2° in der Bedingung, dass der Zustand des Systems bestimmt wird durch die beiden
begrenzenden Zeitabschnitte t =1y, t = 1;.

Diese letzte Bedingung erlaubt uns die Transformation unserer Integrale durch par-
tielle Integration in Bezug zur Zeit. Wenn wir tatsichlich einen Integral haben von der
Form

[dtdt Adlzﬂ

wo C eine der GroBen ist, welche den Zustand des Systems definiert, und 8C ihre Va-
riation ist, dann werden sie (durch partielle Integration in Bezug zur Zeit) gleich sein
mit:

dA
Jdt|ABSC || — [dt drd—dBEC

Da der Zustand des Systems durch die zwei begrenzenden Zeitabschnitte bestimmt
ist, haben wir 6C = 0 fiir r =y, t = t1; also der erste Integral, welcher sich auf die
beiden Zeitabschnitten bezieht, ist gleich Null, und nur der zweite verbleibt.

Wir konnen ebenso in Bezug auf x, y oder z partiell integrieren; tatsdchlich haben
wir dann:

dB dA
[AZ dx dy di — /AB dy dz di — /B—dx dy dz dr.
dx dx

Unsere Integrationen erweitern sich ins Unendliche, wir miissen x = 4-co im ersten
Integral auf der rechten Seite setzen; also - da wir immer angenommen haben, dass alle
unsere Funktionen bei Unendlichkeit verschwinden - wird dieser Integral gleich null,
und es ergibt sich

11



. dB dA
A—dtdt =— | B—dTt dt.
J dx t / dx '

Wenn das System angenommenerweise eine Bindung eingeht, miisste man diese
Bindungsbedingungen zu den Bedingungen hinzufiigen, welche vorgegeben sind durch
die verschiedenen Grofen, die im Integral J dargestellt sind.

Lasst uns zuerst zu F, G, H ihre Steigerungen 8F, 6G, 0H setzen; sodass:

déH déG
o= —————.
dy dz
Wir miissen haben:
déH déG
= —_— — F =
o0J = [dtdr {Za( a e ) Y ué } 0,
oder durch partielle Integration,
6J = [dtdt|Y 5Gd—a—5Hd—a —YudF| =
dz dy
dy  dp
=—[dtdty,0F (u——+— ) =0
Jdtdty (u gyt dz) :

sodass, indem ein beliebiger Koeffizient § F mit Null gleichgesetzt wird

_dy dp
3) O b=

Diese Beziehung gibt uns (durch partielle Integration):

dF dF

‘ dH dG
— ),
jza(dy d2> ‘

oder

[Y Fudt = [Y a?dr,

sodass schlieBlich:

_ rff rod

12



Von nun an, dank der Beziehung (3), ist 6J unabhéngig von 0 F und folglich auch
von d a; wir konnen jetzt die anderen Variablen variieren.
Es ergibt sich, bei erneutem Auftauchen des Ausdrucks (1) von J,

§J = [dt dt(Lf8f—Y Fdu).

Aber f, g, hsind der ersten der Bedinungen (2) unterworfen, sodass:

dsf

) ZK = 4p,

und das kann geschrieben werden:

(6) 6J = [dtdr Zfdf—ZFSu—l//(deaj—5p>]

Das Prinzip der Variationsrechnung lehrt uns, dass wir die Rechnung so durch-
fithren konnen also ob v eine beliebige Funktion ist, als ob 8J durch Ausdruck (6)
dargestellt wird, und als ob die Variationen nicht mehr der Bedingung (5) unterworfen
sind.

Wir erhalten andererseits

_déf
wobei durch partielle Integration,
dF d
@) 8]fdtdr25f<f+dt+di/>+fdtd1(1/f5pZFSp&).

Wenn wir zuerst annehmen, dass die Elektronen keine Variation erfahren, dann ist
0p = 6p& = 0 und der zweite Integral ist Null. Da 6J aufgehoben sein muss, ergibt
sich:

dr dy
8) erEJFE*O'

Es bleibt also im allgemeinen Fall:

9 6J = [dtdt(ydp —Y Fdép&).
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Es bleiben noch die Kréfte zu bestimmen, welche auf die Elektronen ausgetibt wer-
den. Um dies zu tun miissen wir annehmen, dass auf jedem Element des Elektrons eine
zusitzliche Kraft —Xdt, —Ydt,—Zdt wirkt, und setzen fest, dass dieser Kraft die elek-
tromagnetischen Krifte im Gleichgewicht halten soll. Es seien U, V, W die Verschie-
bungskomponenten des Elements dt des Elektrons, wobei die Verschiebung von einer
beliebigen urspriinglichen Position ausgehend berechnet wird. Es seien U, 8V, 6W
die Variationen der Verschiebung; der virtuelle Weg entspricht der zusitzlichen Kraft
mit:

— [¥YX0U dr,

sodass die Gleichgewichtsbedingung, von der wir gerade gesprochen haben, lautet:

(10)  pJ=—[YLXS8U drdt.

Es geht um die Transformation von 8J. Um mit der Suche nach der Kontinuitits-
gleichung zu beginnen, driicken wir aus wie die Ladung des Elektrons bei der Variation
erhalten bleibt.

Es sei xg, yo, zo die urspriingliche Position des Elektrons. Seine aktuelle Position
wird sein:

x=x0+U, y=y+V, z=z+W.

Wir fithren aulBerdem eine Hilfsvariable € ein, welche die Variationen unserer unter-
schiedlichen Funktionen auf eine Weise erzeugt, dass sich fiir eine beliebige Funktion
A ergibt:

dA
0A =06e—.
8ds

Es wiirde tatsdchlich bequem sein, in der Notation der Variationsrechung, wie der
gewohnlichen Differentialrechnung, oder umgekehrt, fortfahren zu konnen.

Unsere Funktionen konnen betrachtet werden: 1° als abhéngig von den fiinf Varia-
blen x, y, z, ¢, €, sodass wir weiterhin den selben Ort beibehalten wenn ¢ und € sich
verdndern: wir bezeichnen ihre Ableitungen mit dem gewdhnlichen d; 2° als abhéngig
von den fiinf Variablen xg, yo, 2o, f, €, sodass wir immer dem selben Elektron folgen,
wenn ¢ und € sich verindern; wir bezeichnen ihre Ableitungen mit d. Es folgt dann:

T T a v Ty

an 3 @ o

Wir bezeichnen weiterhin mit A die Funktionsdeterminante von x, y, z in Bezug
auf xo, yo, zo:

14



a(x, y, 2)
d(xo, y0, 20)

Wenn €, xg, yo, zo konstant verbleiben und wir zu 7 die Steigerung d¢ hinzufiigen,
dann ergeben sich fiir x, y, z die Steigerungen dx, dy, dz, und fiir A die Steigerung dA
, und es ergibt sich:

dx=2E&0dt, dxy=mndt, dz={ot,

d(x+dx, y+dy, z4+9z
d(xo, Yo, 20)

A+0dA=

wodurch

1+87A _ d(x+dx, y+dy, z+ 9z _ d(x+E&dt, y+ndt, z+ §ot
A d(x, y, 2) a(x, y, 2) '

Wir leiten ab:

10A  dE dn  dg

12 —
(12) Adr  dx dy  dz

Die Masse jedes Elektrons verbleibt unverzindert durch setzen von:

IpA
(13) ek 0,
wodurch
dp d§ _ dp dpé

Dies sind die verschiedenen Formen der Kontinuititsgleichung in Bezug zu Varia-
ble ¢. Wir erhalten analoge Formen in Bezug zu Variable €. Es sei:

aU av 8W
es ergibt sich:
(117%) 5U:4—5+6U£g+6v—€g+5wig
dy dz’

1A  wdU  dph

bis = _ b
(1275 A de Z de’  de

Oa
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oU dp dpdU

88 ds Zéed P dx =0

(13%is) 68—+Z de 0,

du
Beachte die Differenz zwischen der Defintion von U = T d€ und jener von 8p =

d
—p5 €; beachte dass es die Definition von 6U ist, welcher der Formel (10) entspricht.

Die letzte Gleichung wird es uns erlauben, den ersten Ausdruck von (9) zu trans-
formieren; wir erhalten tatsidchlich:

[dtdt ydp = — [dr dt yy “P°Y p‘SU

oder durch partielle Integration,

(14bi5) [dt dt wép = [dt erp%éU.

Wir schlagen nun vor zu bestimmen

5(p8) = 1P e,

Beachte, dass 6A nur von xg, yg, zo abhingen kann; tatsichlich, wenn wir einen
Abschnitt des Elektrons betrachten, dessen urspriinglichen Position ein Parallelepiped-
Rechteck mit den Kanten dxg, dyg, dzg ist, dann ist die Ladung dieses Abschnitts:

pAde dyo dzo
und dessen Ladung muss konstant bleiben, wodurch:

IpA  dpA

o = o O

15)
Daraus folgt:
JdpAU  d U\ oU
19 55 =3 (PAat) = (P%g)-

Aber man weil}, dass - durch die Kontinuititsgleichung - fiir eine beliebige Funkti-
on A gesetzt werden kann:

10AA _ dA ZdAg
A ot dt dx
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und ebenso

U
1 0AL _dA ZdAg
A de  de dx
Man hat also:
(17)
U oU U oU v oU oW
19 ( U _dPat+d<p o as>+d(” o oe) “\Por e
Aoe \P2or ) T Tae dx dy dz
(17biS)
2 oU U oV ou oW U
1o ( Uy g d(”&x 38)+d(p8t oe) “\Par e
A dt de dt dx dy dz '

Der zweite Teil von (17) und (17 bis) muss gleich sein, wenn man sich erinnert, dass

U U dpé
W—é, 8—5 e=4U, 68—6p§

es ergibt sich:

(18)  SpE+
d(P<§5U)+d(955V)+d(P€5W) :d(Pde)+d(P§x5U)+d(P;7y5U)+d(P§Z5U).

dx dy dz
Wir transformieren nun den zweiten Ausdruck von (9); es ergibt sich

[dt dTY FSpé&

pnéU d(pgoU) d(pséVv) d(péfﬁW)}
dz '

p6U
+Z dyz dy

—fdtd[

Der zweite Teil ergibt durch partielle Integration

dF dF dF dF
jdtdr[ ZpSU—t—anBUd—y—ZpCBUd—Zﬁ—ZpiéVE#—Z ESW z]
Nun beachte dass:
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dF dH dF dG
ZpéSVd—y =) pEU——, Zp&‘iwd—Z =) pnéU——.

Tatsdchlich, wenn in den beiden Teilen dieser Beziehungen ) entwickelt wird, wer-
den sie identisch; und wir erinnern uns, dass

dH dF dG dF

P S

der zweite in Frage kommende Teil ergibt:

dF
Jdtdt [—ZpﬁUdt —-Y pymdU =Y pBLSU|,

sodass zum Schluss:

6J = [dtdty pdU (Z‘)’:+g+ﬁé—m) = [dtdty.pdU(—f+B{—1n).

Ebenso ergibt der Koeffizient von 8U im zweiten Teil von (10):

X=f-BC+mm.

Das ist Gleichung (2) des vorhergehenden §.

§ 3. Die Lorentz-Transformation
und das Prinzip der kleinsten Wirkung

Lasst uns sehen ob uns das Prinzip der kleinsten Wirkung den Grund fiir den Erfolg
der Lorentz-Tranformation aufzeigt. Wir miissen zuerst die Transformation des Inte-
gral betrachten:

_ Lf? Lo

(Formeln 4 von §2).
Wir finden zuerst

dr’ dt' = I*dt dr,

weil X', ', 7/, ¢’ mit x, y, z, t durch lineare Beziehungen verkniipft sind, deren Deter-
minante gleich [* ist; es ergibt sich folglich:
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PY [ = f2+I2(& +h*) + ke (B> 4+ 7*) +2k*e(gy — hpB)
(1)
PYo? = o?+ k(B> + 7)) +k*e*(g* +h?) + 2k*e(gy — hB)

(Formeln 9 von §1), wodurch:

F(Ef?-Ea?) =L/ -La?;

sodass, wenn man setzt:

Zf/z Za/Z
J' = [di" dt — ,
/ 7(2 2
es sich ergibt:
J =1

Damit jedoch diese Gleichheit gerechtfertigt ist, miissen jedenfalls die Grenzen der
Integration die selben sein; bislang haben wir zugelassen, dass ¢ von fq bis zu #1 variiert,
und x, y, z von —oo bis +oo. Bei dieser Rechnung wiirden die Grenzen der Integration
durch die Lorentz-Transformation beeinflusst werden; aber nichts hindert uns daran
anzunehmen, dass fy = —oo, f| = +o0; mit diesen Bedingungen sind die Grenzen fiir J
und fiir J' die selben.

Wir werden dann die beiden folgenden Gleichungen auf analoge Weise vergleichen
wie Gleichung (10) des §2:

87 =— [YX8U dr dt
2
57 =—[YX'SU' dt' dt'.

Dafiir muss zuerst §U’ mit SU verglichen werden.
Wir betrachten ein Elektron, dessen urspriingliche Koordinaten xg, yo, zo sind; sei-
ne Koordinaten zum Zeitpunkt 7 sind
x=x0+U, yo+V, zo0+W.
Wenn man ein entsprechendes Elektron nach der Lorentz-Transformation betrach-
tet, ergeben sich die Koordinaten
X=kx+et), Y=l Z=I,

wOo
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M=x+U', y=y+V, Z=z20+W;

aber es erreicht diese Koordinaten nur zum Zeitpunkt

t' =kl (t +&x).
Wenn unsere Variablen den Variationen 6U, 6V, W unterworfen sind, und wenn

wir gleichzeitig zu ¢ die Steigerung 8t hinzufiigen, dann werden die Koordinaten x, y, z
einer gesamten Steigerung unterworfen sein von

Sx=08U~+E68t, dy=06V+ndt, 8z=086W+Edbt.

Wir erhalten ebenso:

85X = 8U +E'8, 8y =8V 406, 8 =W +{6t

und durch Gebrauch der Lorentz-Transformation:

6x' =kl (6x+¢€6t), 6y =18y, 067 =106z, &t =kl(6t+¢€bx),

wodurch, unter Annahme von 6t = 0, sich die Beziehungen ergeben:

ox' = 8U' +&'61 = kiU,
6y =8V +n'ét' =16V,
ot = kledU.

Beachte, dass

5,_€+8 / n

T n _k(1+§£);

es ergibt sich durch Ersetzung von 6’ mit dem Wert,

ki(1+&e)6U =0U' (1+&¢€)+ (& +¢€)kledU,
I(14+E€)8V =06V’ (1+&¢e)+nledU.

Wenn wir uns an die Definition von k erinnern, erhalten wir:
k ke
6U = 76U/+ 756(]/,
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SV = %5v’+ kTSnSU’,

und ebenso
1 k
6W = L5W'+ 7845U’;

wodurch

3) YX8U = % (kX8U'+Y8V' +Z5W') + kTSSU’ZXé.

Jedoch durch Gebrauch von Gleichung (2) sollte sich ergeben:

[YX'8U'dt di’ = [Y.XSU dt dt = Z%ZX(SU dr' dt'.

Durch Ersetzung von ¥ XU mit dem Wert (3) und durch Gleichsetzung, ergibt
sich:

k ke ,
X=X+ X8 ¥

Ly, z-1z7
B B

Das sind die Gleichungen (11) des §1. Das Prinzip der kleinsten Wirkung fiihrt uns
zu dem selben Resultat der Analyse von §1.

Wenn wir uns auf die Formeln (1) beziehen, sehen wir, dass - bis auf einen konstan-
ten Faktor - ¥ f2 — ¥ o nicht durch die Lorentz-Transformation nicht geindert wird;
es ist nicht so beim Ausdruck ¥ f> — + Y a?, welcher die Energie darstellt. Wenn wir
uns auf den Fall beschrinken, wo € klein genug ist um das Quadrat zu vernachléssigen,
und zwar auf eine Weise dass k = 1, und wenn tiberdies / = 1 vorausgesetzt wird, dann
erhalten wir:

Y=Y +2e(gy—hB),
Ya?=Yo?+2e(gy—hp),

oder durch Addition,

LfP+La? =Y > +y o’ +4e(gy—hp).
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§ 4. Die Lorentz-Gruppe
Es ist wichtig zu bemerken, dass die Lorentz-Transformationen eine Gruppe bilden.
Tatsdchlich, wenn wir setzen:

X =kl(x+et), y=Ily Z=lz, =k(+ex),

und andererseits:

' = k/l/(x/ +£Il‘/), y// _ l/y/, P l/ZI, = k’l'([’+8’x,),
mit
k_2:1—82 k!—2:1_8/2

es ergibt sich:

x// — k//l//(.x+8//[>, y// — l//y7 Z// — l//Z7 t// — k//l//(t+8//x),
mit

e+¢
8// .

= m, l//:ll/7 k//:kk/(l+££/) =

1

Wenn wir [ den Wert 1 geben, und € unendlich klein annehmen,

X =x+6x, yy=y+68y, 7=z7+6z, t' =t+6t,
es ergibt sich:
ox=¢t, O0y=0z=0, Or=ex.
Das ist eine infinitesimale Transformation, ein Erzeuger der Gruppe, welche ich

die Transformation 77 nennen werde, und die aufgrund der Lie-Notation geschrieben
werden kann:

Wenn wir annehmen, dass € = 0 und / = 1+ 8/, finden wir im Gegensatz dazu
Ox=x6l, Oy=y0l, 6z=2z086l, Ot=16l
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und wir haben eine andere infinitesimale Transformation 7y der Gruppe (angenommen
dass [ und € als unabhingige Variablen betrachtet werden), und es ergibt sich mit der
Lie-Notation:

do d¢ (P do

T — L. _

0= x + dy +z + a
Aber wir konnen der y oder z-Achse die besondere Rolle geben, welche wir der
x-Achse gegeben haben; es wiirden sich dann zwei andere infinitesimale Transforma-

tionen ergeben:

do do
D =t— —_r
td ty dt
do do¢
Ts=t— 47—
dz te dt’

welche auch nicht die Gleichungen von Lorentz veridndern.
Man kann die von Lie dargestellten Kombinationen so formen, dass

do d Q.
7, To] = dy Yix’
aber es ist einfach zu sehen, dass diese Transformation einem Wechsel der Koordi-
natenachsen entspricht, wobei sich die Achsen um einen sehr kleinen Winkel um die
z-Achse drehen. Wir diirfen daher nicht tiberrascht sein, wenn ein solcher Wechsel
nicht die Form der Gleichungen von Lorentz verindert, natiirlich unabhingig von der
Wahl der Achsen.

Wir sind deshalb dazu gezwungen eine kontinuierliche Gruppe zu betrachten, wel-
che wir die Lorentz-Gruppe nennen werden und welche als infinitesimale Transforma-
tionen gelten:

1° die Transformation 7, welche mit allen andere austauschbar ist;

2° die drei Transformationen 77, T», T3;

3° die drei Rotationen [T}, T3], (T3, T3], (T3, Ti].

Die Transformation einer beliebigen Gruppe kann jederzeit aufgeteilt werden in ei-
ne Transformation von der Form:

X=Ix, y=Ily 7=l t'=1It

und eine lineare Transformation welche die quadratische Form unveréindert 14dsst:

x2+y2+z2 —1?

Wir kénnen unsere Gruppe noch einmal auf eine andere Weise erzeugen. Jede
Transformation der Gruppe kann betrachtet werden als eine Transformation von der
Form:
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(1) X =kl(x+et), y=Ily, 7=lz, t'=k(+ex),

vorangegangen und gefolgt von einer passenden Rotation.

Aber fiir unseren Gegenstand miissen wir nur einen Teil der Transformationen der
Gruppe betrachten; wir miissen annehmen, dass / eine Funktion von € ist, und dass die
Wabhl der Funktion auf eine Weise erfolgt, wodurch dieser Teile der Gruppe, den ich P
nenne, wieder eine Gruppe formt.

Lasst uns das System um 180° um die y-Achse drehen, dann sollten wir eine Trans-
formation finden, welche weiterhin ein Teil von P ist. Aber dies fiihrt zu einem Wechsel
der Zeichens fiir x, x’, z, und 7. Wir finden also:

2) X =klx—et), y=1ly 7=lz, t=kl(t—ex).

Folglich #@ndert sich / nicht bei einer Anderung von € nach —&.
Andererseits, wenn P eine Gruppe ist, wird die inverse Substitution von (1) ge-
schrieben:

k k
3) x’:j(x—et% y== Z== t'zj(t—sx),
was gleichermallen zu P gehoren mus; es muss also identisch sein mit (2), das heil3t

[=-.
I

Es muss folglich / = 1 sein.

§ 5. Die Langevin-Wellen

Hr. Langevin hat in einer besonders eleganten Form die Formeln dargestellt, welche das
elektromagnetische Feld definieren, das durch die Bewegung eines einzelnen Elektrons
entsteht.

Erinnern wir uns an die Gleichungen

()  Oy=-p, DOF=-pé.

Wir wissen dass wir das retardierte Potential integrieren konnen, und dass sich er-
gibt:

_ 1 [pidt _ 1 rpi&dn
2 ll/_47l'/ ’ F_47r/ roo

r

Aus diesen Formeln ergibt sich:
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dty =dxidyidzi, r*=@x—x1)?+0-n)+0-n)%

wobei p1 und &; sind die Werte von p und &, am Punkt x1, y1, z; und zum Zeitpunkt

H=t—r.

Es seien: xg, yo, zo die Koordinaten eines Molekiils des Elektrons zum Zeitpunkt #;

x1=x0+U, yi=y+V, z1=20+W

sind seine Koordinaten zum Zeitpunkt #.
U, V, W sind die Funktionen von xg, yo, 29, sodass wir schreiben konnen:

dU du dU
dxy =dxg+ —dxo+ —dy+ —
X0 Yo

p p dZOdZ—Féldtl;

und wenn wir ¢ als konstant annehmen, ebenso wie x, y, und z:

di =+ 2y,
r
Wir kénnen folglich schreiben:
Xy —x

dxi <1 +& 2 +
— 21—2 dUu du du
dn &2 4 an & S — g (1455 ) +dyo o +dz S~
r r dxg d dzo

damit die beiden anderen Gleichungen durch zirkuldre Vertauschung abgeleitet werden
konnen.
Wir haben folglich:

— dU dU dU
, élzlr < |=dtw |1+ ——

o Do dw

X1 —X -
Grdn [1+67—=, &2

durch setzen von

dty = d)CodyodZO-

Wir betrachten die Determinanten, welche in den beiden Teilen von (3) dargestellt
werden, und zu Beginn im ersten Teil; wenn man sie zu entwickeln versucht sieht man,
dass die Ausdriicke zweiten und dritten Grades in Bezug zu &, 1y, {; verschwinden,
und dass die Determinante gleich ist mit
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X1 —X yi—Yy

i1 —X
1+€1 r ) 1"‘”1 ’ ) ]+Cl !

r

:1+w5

wobei @ die radiale Komponente der Geschwindigkeit &, 11, {; bezeichnet, das heiBt
die in Richtung des Radiusvektor zeigende Komponente, welche vom Punkt x, y, z,
zum Punkt x1, y;, z; zeigt.

Um die zweite Determinante zu erhalten, betrachte ich die Koordinaten der ver-
schiedenen Molekiile des Elektrons zum Zeitpunkt ¢/, der der selbe ist fiir alle Mole-
kiile, jedoch auf eine Weise dass sich fiir das betreffende Molekiil 7; = ] ergibt. Die
Koordinaten fiir das Molekiil ergeben sich mit:

Xp=x0+U', Yi=y+V, Zy=z2+W,
U’, V', W ergibt sich aus U, V, W, wenn man #; mit #] ersetzt; wie fiir #{ ist es ebenso

fiir alle Molekiile, es ergibt sich:

du’ du’ du’
dx =d 1+ — dyo— +dzp—
X xo( +dxo>+ yodyo + ZOdZo

und folglich
dau’  du’  du’

arl =dn |1+, 0 4
1 ol +dxo’ dyy’  dzg

‘ b

durch setzen von

dt| = dxdy|dz}.

Jedoch das Element der elektrischen Ladung ist

duy = pidr

du'  dUu
und zusitzlich ergibt sich fiir das betrachtete Molekiil t; = t}, und folglich T Ao
X0 X0

etc.; wir konnen also schreiben:

du du au
di :pldT6‘1+d70’ dyo dz

sodass Gleichung (3) ergibt:

pi1dti (14 ) =du,
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und die Gleichungen (2):

W:i/ d , F:L/ Sidi
4n ) r(l+ o) dn ) r(1+ o)

Wenn wir uns mit einem einzigen Elektron beschiftigen, reduzieren sich unserer
Integrale auf ein einziges Element, vorausgesetzt dass wir nur die Punkte x, y, z be-
trachten, welche ausreichend entfernt sind, sodass » und @ merklich den selben Wert
fiir alle Punkte des Elektrons haben. Die Potentiale y, F, G, H hiangen von der Positi-
on des Elektrons ab, und auBerdem von seiner Geschwindigkeit, weil &, 1y, {; nicht
nur im Zihler von F, G, H aufscheinen, sondern die radiale Komponente @ scheint
auch im Nenner auf. Es handelt sich selbstverstindlich um seine Position und seine
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt #;.

Die partiellen Ableitungen von y, F, G, H in Bezug auf ¢, x, y, z (und folglich
die elektrischen und magnetischen Felder) hiangen auch von seiner Beschleunigung ab.
Zusitzlich sind sie linear abhingig, da die Ableitungen jener Beschleunigung durch
eine einzige Differentiation eingefiihrt wurden.

Langevin wurde dazu gefiihrt, unter den elektrischen und magnetischen Feldern
die Ausdriicke abzugrenzen, welche nicht von der Beschleunigung abhédngen (die er
die Geschwindigkeitswelle nennt) und denen welche proportional zur Beschleunigung
sind (welcher er Beschleunigungswelle nennt).

Die Berechnung der beiden Wellen mit der Lorentz-Transformation ist einfach.
Wir konnen die Transformation tatsdchlich auf das System anwenden, sodass die Ge-
schwindigkeit des einen betrachteten Elektrons Null ergibt. Wir benutzen fiir die x-
Achse die Richtung der Geschwindigkeit vor der Transformation, sodass zum Zeit-
punkt #1,

m=4¢& =0,

und wir setzen € = —&, sodass

Wir konnen also die Berechnung der beiden Wellen auf den Fall reduzieren, wo die
Geschwindigkeit des Elektrons Null ist. Wir beginnen mit der Geschwindigkeitswelle;
wir konnen zuerst bemerken, dass diese Welle so ist, als ob die Bewegung des Elektrons
gleichformig wire.

Wenn die Geschwindigkeit des Elektrons Null ist, ergibt sich:

w=0, F=G=H=0, w=+L
dnr

wobei U ist die elektrische Ladung des Elektrons. Die Geschwindigkeit reduziert sich
auf Null durch die Lorentz-Transformation, wir haben also:
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Hi
4wy’

F'=G=H=0, vy =

wobei 7/ die Distanz von Punkt x’, y', z/ zum Punkt x|, y}, 2} ist, und folglich

a/:B/:/}/:O’

potox) _ mOen) o mE—g)
47r’3 4mcr3 7 anr3
Lasst uns nun die Lorentz-Transformation umkehren, um das wahre Feld zu finden,

welches der Geschwindigkeit €, 0, 0 entspricht. Durch Bezugnahme auf die Gleichun-
gen (9), und (3) von §1, finden wir:

4)
(X:O, ﬁ:£h7 Y= —¢&g,
tkl? ikl pikl?
f= a3 (x+et—x;—¢et), g= W(Y‘Yl)y h= W(Z_Zl)~

Man sieht dass das magnetische Feld senkrecht zur x-Achse (Richtung der Ge-
schwindigkeit) und zum elektrischen Feld ist, und dass das elektrische Feld gerichtet
ist in Richtung des Punktes:

) xi+e(t —1), yi, 2.

Wenn das Elektron fortfiahrt sich geradlinig und gleichférmig zu bewegen - mit der
Geschwindigkeit, welches es zum Zeitpunkt #; hatte, das heifit mit der Geschwindigkeit
—¢&, 0, 0 - dann hat es sich zum Zeitpunkt # am Punkt (5) befunden.

Wir gehen tiber zur Beschleunigungswelle; wir konnen dank der Lorentz-Transformation
die Determination auf den Fall reduzieren, wo die Geschwindigkeit Null ist. Dieser Fall
tritt ein wenn man sich eine Elektron vorstellt, das sehr kleine und sehr rasche Oszilla-
tionen der Amplitude ausfiihrt, sodass die Verschiebungen und die Geschwindigkeiten
unendlich klein sind, aber die Beschleunigungen beendet sind. Man kommt also zuriick
auf das Feld, welches in der beriihmten Arbeit von Hertz mit dem Titel Die Krdfte elek-
trischer Schwingungen nach der Maxwell’schen Theorie untersucht wurde, und das fiir
einen weit entfernten Punkt. Also sind die Bedingungen:

1° Die beiden elektrischen und magnetischen Ladungen sind untereinander gleich.

2° Sie sind senkrecht zueinander.

3¢ Sie sind senkrecht zur Normalen der Wellensphire, das heif3t der Sphéire, deren
Zentrum der Punkt x, yq, z7 ist.

Ich sage, dass diese drei Eigenschaften weiter bestehen werden, selbst wenn die
Geschwindigkeit nicht Null ist, und deswegen reicht es mir zu zeigen, dass sie nicht
durch die Lorentz-Transformation geidndert werden.

Da A tatsichlich die gewohnliche Intensitit der beiden Ladungen, so ist
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(x—x1))=rd, (-y)=ru, (z—z)=rv, A2+p>+vi=1.

Ihre Eigenschaften driicken sich durch die Gleichungen aus:
AzZZfzzzaza Zfa:07 Zf('x_'xl):()v Za(x—X]):O

YfA=0, Yai=0;

was noch bedeutet, dass

b g h
A’ A’ A
o B Y
A’ A’ A
A, i,

das ist der Richtungskosinus der drei rechtwinkligen Richtungen, und man leitet die
Beziehungen ab:

f=Bv—yu, a=hu—gv,

oder

©  fr=B-u)-viE-u) ar=h(y-y)-giz—a),

mit den Gleichungen, welche entsprechend abgeleitet werden konnen.
Wenn wir uns an die Gleichungen (3) von §1 erinnern, erhalten wir:

X —=x) =kl[(x—x1)+€(t—t)] =kl[(x—x1)+€r],

(7 Y=n=1y-»),

-2 =1l(z—2).
Weiter oben im §3 finden wir:
l4 (Zf/Z_ZaIZ) :ZfZ_ZaZ.
Also ¥ 2 =Y a? fihrt zu ¥ f? — Y o2

Andererseits findet man durch Teilung der Gleichungen (9) von §1:
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PyYfla =Y fa.

was zeigt, dass Y fo =0zu Y f o’ = O fiihrt.
Ich setze nun, dass

(®) Y =x))=0 Yo (x¥—x})=0.

Tatsdchlich, durch Gebrauch der Gleichungen (7) (sowie der Gleichungen 9 von
§1) konnen die ersten Teile der beiden Gleichungen (8) jeweils geschrieben werden:

Y ey ) B )l

ljcza(x—xl)JrkTE[W+h(y—y1)—g(z—z1)]~

Sie werden durch Gebrauch der Gleichungen Y f(x —x;) = Y ot (x —x;) = 0 und
der Gleichungen (6) aufgehoben. Aber das ist genau das, was zu beweisen war.

Man kann zu den selben Ergebnissen auch durch einfache Uberlegungen zur Ho-
mogenitit kommen.

Tatsdchlich, v, F, G, H sind die Funktionen von x —xj, y —y1, z—21, & =
dx; . dy1 o dz
d7t1, nl—Tﬁa gl_Th’
und ihrer Differentiale.

Folglich sind die Ableitungen von Y, F, G, H in Bezug zu x, y, z, t (und folglich
auch die beiden Felder f, g, h; a, B, ¥) homogen vom Grad -1 sind in Bezug zu den
selben Groflen, wenn wir uns weiters erinnern, dass die Beziehung

welche homogen vom Grad -1 sind in Bezug zu x, y, z, ¢, x1, y1, 21, 1

t—t1=r= Z(x—xl)z

homogen ist in Bezug zu diesen GrofBen.

Aber diese Ableitungen oder diese Felder hingen ab von x — x;, den Geschwin-
2

., . dx . d°x) . .
digkeiten d—tl, und den Beschleunigungen Tzl; sie bestehen aus einem von den Be-
1 t

schleunigungen unabhingigen Ausdruck (Geschwindigkeitswelle) und einem in Bezug

d
zur Beschleunigung linearen Ausdruck (Beschleunigungswelle). Jedoch % ist homo-
1
2

d
gen vom Grad 0 und 7);1 ist homogen vom Grad -1; sodass sich ergibt, dass die

Geschwindigkeitswelle homogen vom Grad -2 in Bezug zu x — x1, y —y1, z— 21 ist,
und die Beschleunigungswelle zu homogen vom Grad -1 ist. Deshalb ist bei einem sehr
weit entfernten Punkt die Beschleunigungswelle vorherrschend und kann folglich als
mit der gesamten Welle vereinigt angesehen werden. Zusitzlich zeigt uns das Gesetz
der Homogenitit, dass die Beschleunigungswelle sich selbst gleich ist an einem ent-
fernten Punkt und einem beliebigen Punkt. An einem beliebigen Punkte dhnelt sie also

30



der gesamten Welle eines entfernten Punktes. Aber bei einem entfernten Punkt kann
sich die Storung nur als ebene Welle ausbreiten, sodass die beiden Felder gleich sein
miissen, und zwar senkrecht zueinander und senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.

Ich werden mich darauf beschrinken, fiir weitere Details auf eine Arbeit von Hrn.
Langevin im Journal de Physique (Jahr 1905) zu verweisen.

§ 6. Kontraktion der Elektronen

Angenommen ein einzelnes Elektron fiihrt eine geradlinige und gleichformige Trans-
lationsbewegung aus. Nach dem was wir bisher gesehen haben, kann man - dank der
Lorentz-Transformation - die Betrachtungen tiber das vom Elektron determinierte Feld
auf den Fall des ruhenden Elektrons reduzieren; die Lorentz-Transformation ersetzt
also das bewegte wirkliche Elektron mit einem unbeweglichen idealen Elektron.

Essei a, B, v, f, g, h das reale Feld; es sei o', B/, ¥; f', &, /' das Feld nach
der Lorentz-Transformation, sodass das ideale Feld o,” f’ dem Fall eins unbewegten
Elektrons entspricht; es ergibt sich:

dy' dy’ dy'
/: /: :0 ,:77 /:7 h/zi .
o =p'=y=0, f o o R

und fiir das reale Feld (durch Gebrauch der Formeln 9 des §1):

a:()a ﬁ:&'h, Y= —¢€8
(H
F=Rf, g¢—kitd h=kIPH.

Es ist nun die gesamte Energie aufgrund der Bewegung des Elektrons zu bestim-
men, die entsprechende Wirkung und der elektromagnetische Impuls, um die elektro-
magnetische Masse des Elektrons bestimmen zu konnen. Fiir einen entfernten Punkt
ist es ausreichend, das Elektron als auf einen einzigen Punkt reduziert zu betrachten;
es ist also reduziert auf die Formeln (4) des vorhergehenden §, welche im Allgemeinen
passend sind. Aber hier sind sie nicht ausreichend, weil die Energie grundsitzlich in
den Atherabschnitten in der Nihe des Elektrons lokalisiert ist.

Es konnen dariiber verschiedene Hypothese aufgestellt werden.

GemiB der von Abraham sind die Elektronen kugelférmig und unverformbar.

Also, wenn wir die Lorentz-Transformation bei einem realen kugelférmigen Elek-
tron anwenden, wiirde das ideale Elektron zu einem Ellipsoid werden. Die Gleichung
dieses Ellipsoiden wire gemif §1:

K2 (x — et — EF + €EX) + (¥ — nkt’ + nkex')*

+ (7 = Ckt' + Ckex')? = 1272
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Aber hier hat man:

1
E+e=n=(=0, 1+£§:1762:k—2,

sodass die Gleichung fiir den Ellipsoid ergibt:

JE_F /2_|_ /2_12,,2
2 y2472= .

Wenn r der Radius des realen Elektrons ist, dann sind die Achsen des idealen Elek-
trons also:

klr, Ir, Ir.

Im Gegensatz dazu sind bei der Hypothese von Lorentz die bewegten Elektronen
deformiert, sodass aus dem realen Elektron ein Ellipsoid wird, wihrend das unbewegte
ideale Elektron immer eine Kugel mit dem Radius r ist; die Achsen des realen Elek-
trons sind dann:

ror.r
k> U1
Wir bezeichnen mit
A=l / fdr
2

die longitudinale elektrische Energie; mit

B= %/(g2+h2)dr

die transversale elektrische Energie; mit

C:%/(Bz—kyz)dr

die transversale magnetische Energie. Es gibt keine longitudinale magnetische Ener-
gie, weil oo = @’ = 0. Wir bezeichnen mit A’, B’,C’ die entsprechenden GroRen im
idealen System. Man findet zuerst:

C'=0, C=eg’B.
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Andererseits konnen wir beobachten, dass das reale Feld ausschlieBlich von x + &z,
v, und z abhingt, und schreiben:

dv=d(x+et)dydz,

dt =dx'dy'd7 = ki*dt;

wodurch:

/

IA
A =ki7'A, B =k"'I"!B, A:T, B=kIB.

Bei der Hypothese von Lorentz hat man B’ = 2A’, und A’ - umgekehrt proportional

zum Radius des Elektrons - ist eine von der Geschwindigkeit des realen Elektrons un-
abhingige Konstante; man findet also fiir die gesamte Energie:

A+B+C=Alk(3+¢€?)

und fiir die Wirkung (per Zeiteinheit):

3A'1
A+B—-C= o

Wir berechnen nun den elektromagnetischen Impuls; wir finden:

D= [(gy—hB)dt=—¢[(g*+h*)dt=—2eB = —4eklA’.

Aber es miissen sich bestimmte Beziehungen ergeben zwischen der Energie E =
A+ B+C, der Wirkung per Zeiteinheit H = A+ B — C, und fiir den Impuls D. Die erste
dieser Beziehungen ist:

dH
E=H—¢e—,
de
die zweite ist
dD  1dE
de  ede’
wodurch
dH
2 D=— E=H-—¢€D.
(2) Je



Die zweite der Gleichungen (2) ist immer erfiillt; abe die erste nicht, weil wenn

1
I=(1-¢€%)6 =k 3,

das heilit wenn das Volumen des idealen Elektrons gleich dem des realen Elektrons ist,
oder wenn iiberdies das Volumen des Elektrons konstant ist; das ist die Hypothese von

Langevin.

Das ist im Widerspruch mit den Ergebnis von §4, und mit dem von Lorentz auf eine
andere Weise erhaltenen Ergebnis. Dieser Widerspruch muss erklirt werden.

Bevor ich mit der Erkldrung beginne, bemerke ich - was die angenommen Hypo-
these auch sei - dass wir erhalten

l
H:A+B—C:§m%ﬂm
oder, in Folge von C' = 0,

/
3 H=-H'.
3 X

Wir konnen das Resultat der Gleichung J = J’ des §3 reproduzieren.
Wir haben tatsdchlich:

J=[Hd:, J=[Hdr.

Wir bemerken, dass der Zustand des Systems nur von x + €t, y, und z abhéngt, das
heiBt von x’, y', 7, und wir haben:

l
/= ! +ex',

!
4 di' = —dt.
4) P

Durch Reproduktion der Gleichungen (3) und (4) findet man J = J'.

Versetzen wir uns in eine beliebige Hypothese, welche die von Lorentz, die von
Abraham, die von Langevin, oder eine dazwischenliegende Hypothese, sein konnte.

Es seien

r, Or, Or

die drei Achsen eine realen Elektrons; die des idealen Elektrons sind:
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klr, Olr, 0Olr.

A’ + B’ ist dann die elektrostatische Energie eines Ellipsoiden mit den Achsen klr, 1r, 0lr.
Wenn wir annehmen, dass sich die Elektrizitit auf der Oberflache des Elektrons wie

bei einem Induktor verteilt, oder gleichmifig auf der Innenseite des Elektrons verteilt;
dann wird diese Energie die Form haben:

(i)
Ayp =KL

klr

wo ¢ eine bekannte Funktion ist.
Die Hypothese von Abraham besteht aus der Annahme:

r=const., 6=1.

Jene von Lorentz:

=1, kr=const., 6=k

Jene von Langevin:

Il=k 3, k=80, kir=-const.

Man findet folglich:

H =

K2r

Abraham findet, im Unterschied zu den vorherigen Notationen (Gottinger Nach-
richten, 1902, p. 37):

al—¢€r 1+e¢
H=- log ——,
r € Ogl—s

wo a eine Konstante ist. Oder in der Hypothese von Abraham hat man 6 = 1; also:

1 1-€> 1+e a,  l+e
5 — ) = ak? log—— = —log ——
) (p<k) ¢ e %1-¢ e 1 ¢

)
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was die Funktion ¢ definiert.

Die vorausgesetzt, stellen wir uns vor, dass das Elektron einer Bindung unterworfen
ist, sodass sich eine Beziehung zwischen r und 0 ergibt; in der Hypothese von Lorentz
ist diese Beziehung Or = konst., in jener von Langevin 8 = konst.. Wir nehmen auf
eine allgemeinere Weise an

r=0b6",

wo b eine Konstante ist; sodass:

R I?)
e’ ?\%)

Welche Form wird das Elektron bei der Geschwindigkeit —&f annehmen, wenn man
annimmt, dass keine anderen Krdifte als jene der Bindung einwirken? Diese Form wird
durch die Gleichung definiert:

oH
6 — =0,
(6) 50
oder
—mO " Lo+ ¢ =0,
oder

/

9

_mk

¢ 6
Wenn wir wollen, dass ein Gleichgewicht in der Form 6 = k vorliegt, dann muss

0
= 1 sein, und die logarithmische Ableitung von ¢ ist gleich m.

1
Wenn wir — und den zweiten Teil von (5) den Potenzen von € folgend entwickeln,

o(-5)(-5)

unter Vernachldssigung der hoheren Potenzen von €.
Durch Differentiation ergibt sich:

2
2
—¢’ (1 - 82> = 3 ¢a
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Fiir € = 0, das heifit wenn das Argument von ¢ gleich 1 ist, werden die Gleichun-
gen:

2 o 2
7 = Y = — — _ = ——,
@ g=a ¢'=-3a S=-3
In Ubereinstimmung mit der Hypothese von Langevin, sollten wir daher m = —3

haben.

Das Resultat muss sich dem annédhern, welches sich auf die erste Gleichung (2)
bezieht, und sich in Wirklichkeit nicht unterscheiden. Tatsdchlich, angenommen dass
jedes Element d7 des Elektrons einer Kraft Xd7 parallel zur x-Achse unterworfen ist,
wobei X fiir jedes der Elemente gleich ist; dann haben wir in Ubereinstimmung mit der
Definition des Impulses:

dD
— = [ Xdr.
dt / !

Andererseits, das Prinzip der kleinsten Wirkung ergibt:

0J=[XéUdrtdt, J=[Hdt, &6J= [DdU dt,
wo 8U die Verschiebung des Schwerpunkts des Elektrons ist; H hingt von 6 und € ab,

wenn man zugibt, dass r mit 6 durch die Bindungsgleichung verkniipft ist; man erhélt
also:

oH oH
oJ=] (8868+89> dr.

dsu
Andererseits ist & = —7; sodass durch partielle Integration:

[ D8 dt = [DSU dt,

oder

JoH J0H .
Ik <8858+ 8666> dt = [ Dée dt,

sodass

_on o

Je’ 90
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dH
Aber die Ableitung —, welche durch den zweiten Teil der ersten Gleichung (2)

dargestellt wird, ist abgeleitet aus der Annahme, dass 6 eine Funktion von € ausdriickt,
sodass

dH OH JHde

de  9e 96 de’
Gleichung (2) entspricht also Gleichung (6).

Der Schluss ist, dass wenn das Elektron einer Bindung einer seiner drei Achsen
unterworfen ist, und wenn keine anderen Krdifte aufler den Bindungskrdften einwirken,
dann kann die vom Elektron angenommene Form - wenn es mit einer gleichformigen
Geschwindigkeit bewegt ist - nicht so sein, dass das entsprechende ideale Elektron
kugelformig ist, auBBer im Fall wo bei der Bindung das Volumen konstant bleibt, und
zwar in Ubereinstimmung mit der Hypothese von Langevin.

Wir fassen dies zusammen, damit wir das folgende Problem formulieren kénnen:
welche zusitzlichen Krifte, auler den Bindungskriften, sind unbedingt einzufiihren,
um Rechnung abzulegen iiber das Gesetz von Lorentz - oder allgemeiner - jedem Ge-
setz auBBer dem von Langevin?

Die einfachste und die erste zu untersuchende Hypothese ist, dass jene zusitzlichen
Krifte aus einem speziellen Potential abgeleitet werden, welches von den drei Achsen
des Ellipsoid abhingt, und folglich von 8 und r; es sei F(6,r) das Potential; in diesem
Fall entspricht die Wirkung dem Ausdruck:

J=[[H+F(8,r)dt

und die Gleichgewichtsbedingungen werden geschrieben:

dH dF dH  dF
® o+ =0 =

do ' de dr+ﬁ_0'

Wen wir annehmen, dass r und 0 durch »r = 0™ verbunden sind, dann konnen wir
r als Funktion von 6 betrachten, und F als nur von 8 abhdngend betrachten, und be-
wahren nur Gleichung (8) mit

0] dH —m6 o
H=——f—— —= .
bk2om’ 4O  bk2@mtl * bk39m

Es muss, fiir k = 0, Gleichung (8) erfiillt sein; was unter Beriicksichtigung der
Gleichungen (7) ergibt:

dj_ ma +E a
de — bom+3 3 pemt3’

sodass:
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2
—a erg

bO"2 ;42

und bei der Hypothese von Lorentz, wo m = —1:

a

F=——.
3b6

Angenommen, dass keinerlei Bindung existiert - wobei r und 0 als zwei unabhéngi-
ge Variable betrachtet werden - und wir behalten die beiden Gleichungen (8): es ergibt
sich:

@ dH ¢ dH —¢
Sk de K dr kY
Die Gleichungen (8) sollen erfiillt sein fiir k = 8, r = b0™; das ergibt:

dF a dFF 2 a

©) dr = b2e2m+2° 49 = 3 pem+3’

Eine der Arten diese Bedingungen zu erfiillen, ist zu setzen:

(10) F = Ar®6P,

wo A, o und 3 die Konstanten sind; die Gleichungen (9) sollen erfiillt sein fiir k = 6,
r=b0", es ergibt sich:

1 _ _a atp-1__ 2 a
Aab®~ 1 gma—m+p — Rem2 ABb*o* Pt — 3pemi3
Durch Identifizierung findet man
m+2 a
11 =3 =2 =— — ]
(11 a=3y, B=2y v It 2 poEs]

Aber das Volumen des Ellipsoiden ist proportional zu 3, 82, sodass das zusitzliche
Potential proportional zur Potenz y des Elektronenvolumens ist.

In der Theorie von Lorentz hat manm = —1, y= 1.

Man gelangt so wieder zu der Hypothese von Lorentz, unter der Bedingung der
Einfiihrung eines zusdtzlichen Potentials, welches proportional zum Volumen des Elek-
trons ist.

Der Hypothese von Langevin entspricht y = co.
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§ 7. Quasistationire Bewegung

Es verbleibt zu sehen, ob diese Hypothese der Elektronenkontraktion die Unmoglich-
keit der Erbringung eines Nachweises der absoluten Bewegung erklirt, und ich werde
mit dem Studium der quasistationidren Bewegung eines isolierten Elektrons beginnen,
oder einem, das nur der Wirkung von anderen entfernten Elektronen unterworfen ist.

Wir wissen, dass die sogenannte quasistationdre Bewegung eine Bewegung ist, wo
die Anderungen der Geschwindigkeit langsam genug sind, damit die magnetischen
und elektrischen Energien aufgrund der Bewegung des Elektrons sich von denen bei
gleichformiger Bewegung kaum unterscheiden; wir wissen auch, dass Abraham infolge
des Begriffs der quasistationiren Bewegung zu den transversalen und longitudinalen
elektromagnetischen Massen gelangt ist.

Ich denke das sollte prizisiert werden. Es sei H die Wirkung per Zeiteinheit:

ey (L7 -Le)d

wo wir fiir den Augenblick nur die elektrischen und magnetischen Felder aufgrund
der Bewegung eines isolierten Elektrons betrachten. Im vorhergehenden § betrachte-
ten wir die Bewegung als gleichférmig, und wir betrachteten H als abhéngig von der
Geschwindigkeit &, 1, { des Schwerpunkts des Elektrons (die drei Komponenten im
vorhergehenden §, haben die Werte —¢, 0, 0) und den Parametern r und 68, welche die
Form des Elektrons definieren.

Aber wenn die Bewegung nicht mehr gleichférmig ist, dann hidngt H nicht aus-
schlieBlich von den Werten von &, 11, {, r, 8 am betreffenden Zeitpunkt ab, sondern
von den Werten der selben Groflen zu anderen Zeitpunkten, welche um Groflen der
selben Ordnung abweichen konnen, wie die vom Lichte bendtigte Zeit um von einem
Punkt des Elektrons zu einem anderen zu gelangen; mit andern Worten, H hingt nicht
nur von &, 1, §, r, 6 ab, sondern auch von ihren Ableitungen aller Ordnungen in
Bezug zur Zeit.

Also gut, die Bewegung wird quasistationir sein, wenn die partiellen Ableitungen
von H in Bezug zu den successiven Ableitungen von &, 1, £, r, 6 vernachléssigbar
sind, und zwar gegeniiber den partiellen Ableitungen von H in Bezug zu den Grofien
&, n, C, r, 0 selbst.

Die Gleichungen einer solchen Bewegung konnen geschrieben werden:

dH  dF _dH _dF _
de de  dr dr

id—H——/XdT id—Hf—/YdT id—Hf—/Zdr
dt dé " odtdn " odtdl '

In diesen Gleichungen hat F die selbe Bezeichnung wie in dem vorherigen §;
X,Y,Z sind die Komponenten der Kraft, welche auf das Elektron wirkt: diese Kraft

wird verursacht durch die elektrischen und magnetischen Felder, welche von den an-
deren Elektronen erzeugt werden.

0,
ey
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Wir bemerken, dass H nicht von &, 1, { abhiingt, und zwar wegen den Einfluss
der Kombination

V=y&+ni+E

das heiflt von der GroBe der Geschwindigkeit; wenn weiters mit D der Impuls bezeich-
net wird, ergibt sich:

dH _dHs 6
aé avv TV’
sodass:
@ _d4di_DdE | cdv dptav
dtd& 'V dt V2dt  dVV dt’
(ZhH) _idiH_Qdin_Didiv dBle
dtdn 'V dt V2dr  dvVdt’
mit

DV ., dE
3) V?—Zég.

Wenn wir die aktuelle Richtung der Geschwindigkeit als x-Achse nehmen, ergibt
sich:

A& av.

&=V, n=_{=0, AT

die Gleichungen (2) und (2bis) werden zu:

d dH dD dé& ddH Ddn

dt d€  dV dit’  drdn  V dr

und die drei letzten Gleichungen (1):

dDdE Ddn Dd¢
) WE—/XdT, v —/Ydr, v —/YZdT.

Deshalb gab Abraham Ze den Namen longitudinale Masse und % den Namen

transversale Masse; wir erinnern uns, dass D = dH

av:
Bei der Hypothese von Lorentz hat man:
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dH _ OH

p=-""=_22
v~ oV’

wo ‘3—1‘}1 die Ableitung in Bezug zu V darstellt, nach welcher r und 0 ersetzt werden
durch die Werte der Funktionen von V, abgeleitet aus den beiden ersten Gleichungen
(1); wir haben also nach dieser Substitution,

H=+AV1-VZ

Wir wihlen die Einheiten, sodass der konstante Faktor A gleich 1 ist, und ich setze

v'1—V#4 = h, wodurch:

H=+h, D=

Vv db 5 dD1 D 3
R dv 7 dvv? o vyd3 oo

Wir setzen uiberdies:

dv dé
M=V—= — . X;= /| Xd
th Zédt’ ! / !

und wir finden fiir die Gleichung der quasistationdren Bewegung:

i

h3EM =X;.
dl‘+ & 1

®)

Lasst uns sehen, was mit den Gleichungen bei einer Lorentz-Transformation ge-
schieht. Wir setzen 1 — E€ = u, und wir haben zuerst:

n €
! = E ! = — = =,
pe'=C+e. un'=-, pl'=~-
wodurch sich einfach ergibt
h
W=-.
=5
Wir haben gleichermalien
dt' = kudt,

wodurch:

d¢' d€ 1 dn' dn 1 dE me 4l df 1 dE (e

di’ ~ dr K3ud’ dr T dr KPp?  dr kKPpd  dr dr KPu? o dr KPud’
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wodurch iiberdies:

,_dE e M
T odt k3u4 k3.u3

und

g’ - Ldé -
1—1 -3 g1 1 _ 1 3 1
6) h 27 +HEM [h = +h (€ +8)M} [T
_,dn’ _ _dn 1.
/—1 =3,/ 1 1 3 1 1
7 h o +h"n'M {h I +h nM} uh.

Kommen wir nun wieder auf die Gleichungen (11bis) des §1 zuriick; man kann
X1, Y1, Z; im selben Sinne wie in den Gleichungen (5) betrachten. Andererseits haben

wir / =1 und %/ = ku; diese Gleichungen werden also zu:

X[ =u'(Xi+erxig),
®)
Y =k tuty.

Wir berechnen Y X; € mit Hilfe der Gleichungen (5), wir finden:

YXi&=H M,
wodurch
X{=u"(Xi+en>M),

)
Y =k tuy.

Durch Vergleich der Gleichungen (5), (6), (7) und (9), findet man schlie8lich:

i dé
W ldt/_|_h/ glM/ZX]/,
(10
!
h/—lcji?/ Jrh/_3n/M,:Y1/

was zeigt, dass die Gleichungen fiir die quasistationdre Bewegung nicht durch die
Lorentz-Transformation verdndert werden; aber es beweist nicht, dass die Hypothese
von Lorentz die einzige ist, welche zu diesem Ergebnis fiihrt.
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Um diesen Punkt zur begriinden, werden wir uns - was auch von Lorentz getan
wurde - auf bestimmte besondere Fille beschrianken, was fiir uns natiirlich ausreicht
um eine negative Aussage zu beweisen.

Wie konnen wir zuerst die Hypothesen erweitern, welche der vorhergehenden Rech-
nung zugrundeliegen?

1° Anstatt [ = 1 wie in der Lorentz-Transformation anzunehmen, nehmen wir be-
liebige [/ an.

2° Anstatt anzunehmen, dass F proportional zum Volumen ist, und folglich dass
H proportional zu £ ist, nehmen wir an, dass F eine beliebige Funktion von 6 und
von r ist, sodass [nach Ersetzung von 6 und r durch die Werte der Funktionen von V,
abgeleitet von den beiden ersten Gleichungen (1)] H eine beliebige Funktion von V ist.

Ich bemerke zuerst, wenn man H = h annimmt, dass man / = 1 haben muss; und
tatsichlich bestehen die Gleichungen (6) und (7) weiter, au3er dass die zweiten Teile
mit % multipliziert werden; die Gleichungen (9) ebenso, auler dass die zweiten Teile
mit ]lz multipliziert werden; und schlieBlich die Gleichungen (10), auBler dass die zwei-

ten Teile mit % multipliziert werden. Wenn man sieht, dass die Bewegungsgleichungen
nicht durch die Lorentz-Transformation gedndert werden, das heilit dass die Gleichun-
gen (10) sich von den Gleichungen (5) nur durch die Akzentuierung der Buchstaben
unterscheiden, muss sich ergeben:

=1

Wir nehmen nun an, dass 1 = { = 0, wodurch § =V, % = %/; die Gleichungen

(5) nehmen die Form an:

ddH dDdé ddH Ddn

Sbis _ - X - = — =Y
5™ Y Tdtdn " var !

dr dé AV dt
Wir konnen auch setzen:
dD D

2;—f@3=f@% ;=¢Oﬁ=¢@»

Wenn die Bewegungsgleichungen nicht durch die Lorentz-Transformation geindert
werden, sollte man haben:

f(é)Z:XI,
(P(g)%:)’l,
FENE X 2 e Y XE) = 12 X (1 eE) = 172K,

dt’
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dn’

o) 7 =Y/ =1 w'n,
und folglich:
d§ _ e a8
&% =PrEN

Y

Aber wir haben:

ag' e 1 an'_an

i~ dt KBud  dr dr KPu?’

wodurch

3,3
&) =1 (155 ) =1

¢@W=¢<§;;)=¢@ﬁ&

wobei, durch Elimination von /2, wir die Funktionsgleichung finden:

ww¢<5§;)_f<5;;>

o&)  f&
oder durch Setzen von
96) _ __b
&) ~ A=
av

das ist:

E+e 1+¢2
Q(Hés) ~ 2O e

die Gleichung welche erfiillt wird fiir alle Werte von & und von €. Fiir { = 0 findet man:
Q(e) =Q(0) (1+¢€%),
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wodurch

()

wo A eine Konstante ist, und wo ich setze Q(0) = 1.

Wir finden also: "

A8 N e A fre
w04 (i) - (Gis)

Also @(&') = (p(é)lj—";, folglich hat man:

m 1
Etey(1-€2) 2 =—¢m 1 (1-¢2) 212

Da [ nur von € abhingt (weil, wenn mehrere Elektronen vorhanden sind, / den
selben Wert fiir alle Elektronen haben soll, selbst wenn ihre Geschwindigkeiten & un-
terschiedlich sind), kann diese Identitit nur existieren wenn:

Also ist die Hypothese von Lorentz die einzige, welche vertrédglich ist mit der Un-
moglichkeit, einer Nachweis der absoluten Bewegung zu erbringen; wenn man diese
Unmoglichkeit akzeptiert, muss anerkannt werden, dass die bewegten Elektronen auf
eine Weise kontrahieren, dass sie zu Rotationsellipsoiden werden, wobei ihre beiden
Achsen konstant bleiben; es muss auch die Existenz eines zusitzlichen Potentials, wel-
ches proportional zum Elektronenvolumen ist, anerkannt werden, wie im vorhergehen-
den § gezeigt wurde.

Die Analyse von Lorentz findet also eine klare Bestitigung, aber wir knnen besser
Rechenschaft iiber den wahren Grund der Sache ablegen, die uns beschiftigt; diesen
Grund miissen wir in den Betrachtungen von §4 suchen. Die Transformationen, welche
die Bewegungsgleichungen unverdndert lassen, miissen eine Gruppe bilden, und das
kann nur bei | = 1 sein. Da wir nicht erkennen diirfen, ob ein Elektron ruht oder in
Bewegung ist, muss es - wenn es in Bewegung ist - einer Verformung unterworfen sein,
welche genauso ausfillt, wie es von der entsprechenden Transformation der Gruppe
vorgegeben ist.

§ 8. Beliebige Bewegung
Die vorangegangenen Resultate sind nur auf die quasistationidre Bewegung anwend-

bar, aber es ist einfach, diese fiir den allgemeinen Fall zu erweitern; es reicht aus die
Prinzipien von §3 anzuwenden, das heifit besonders das Prinzip der kleinsten Wirkung.
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Der Ausdruck der Wirkung ist:

szdtdf(zzjd—):zaz),

er 1adt dazu ein, einen Ausdruck hinzuzufiigen, der das zusitzliche Potential ' von §6
darstellt; der Ausdruck erhilt natiirlich die Form:

Ji = [Y.(F)dt,

wo Y (F) die Summe des zusitzlichen Potentials fiir verschiedene Elektronen darstellt,
jedes von ihnen ist proportional zum Volumen es entsprechenden Elektrons.

Ich schreibe (F) zwischen Klammern, damit keine Verwechslung mit dem Vektor
F, G, H auftritt.

Die gesamte Wirkung ist dann J +J;. Wir haben im §3 gesehen, dass J nicht durch
die Lorentz-Transformation verdndert wird; es muss nun gezeigt werden, dass dies bei
J1 ebenso ist.

Wir haben fiir eines der Elektronen,

(F) = aot,

wo ay eine spezieller Koeffizient des Elektrons ist, und 7 sein Volumen ist; ich schreibe
also:

Y.(F) = [ apdr,

der Integral wird liber den gesamten Raum erweitert, jedoch so, damit der Koeffizient
o Null ist auBerhalb des Elektrons, und im Innern des einzelnen Elektrons gleich ist
mit dem speziellen Koeffizienten des Elektrons. Wir haben also:

Ji = [aydrt dt

und nach der Lorentz-Transformation:

Ji = [w)dt dr'.

Also haben wir wy = a)(’); denn wenn ein Punkt zu einem Elektron gehort, so gehort
der entsprechende Punkt nach der Lorentz-Transformation zum selben Elektron. Ande-
rerseits finden wir im §3:

dt' dt' = *dt dt
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und da wir jetzt annehmen [ = 1,

dt' dt' =dr dt.

‘Wir haben also

Ji=J.C.Q.ED.

Das Theorem ist nun allgemein, es gibt uns gleichzeitig eine Losung fiir die Frage,
welche wir uns am Schluss von §1 gestellt haben: das Finden von zusitzlichen Krif-
ten, welche nicht durch die Lorentz-Transformation verdndert werden. Das zusétzliche
Potential (F) erfiillt diese Bedingung.

Wir konnen also das am Schluss von §1 vorgestellte Resultat verallgemeinern und
schreiben:

Wenn die Trigheit der Elektronen ausschlieflich elektromagnetischen Ursprung ist,
und wenn sie nur den Krdften elektromagnetischen Ursprungs unterworfen sind, oder
den vom zusdtzlichen Potential (F) verursachten Krdften, dann kann kein Experiment
den Nachweis einer absoluten Bewegung erbringen.

Welche Kriifte werden also vom Potential (F') verursacht? Diese konnen offenbar
einem im Innern des Elektrons herrschenden Druck gleichgesetzt werden; es ist als ob
jedes Elektron ein hohler Raum wire, der einem konstanten internen Druck (unabhin-
gig vom Volumen) unterworfen ist; die Arbeit eines solchen Drucks wiirde natiirlich
proportional zu den Verdnderungen des Volumens sein.

Ich muss jedenfalls anmerken, dass der Druck negativ ist. Erinnern wir uns an Glei-
chung (10) des §6, welche aufgrund der Hypothese von Lorentz geschrieben wird:

F =Ar0?;

die Gleichungen (11) des §6 geben uns:

-4
3b*

Unser Druck ist gleich mit A, bis auf einen konstanten Koeffizienten, welcher au-
Berdem negativ ist.

Wir bestimmen nun die Masse des Elektrons, wobei ich von der ”Experimentalmas-
se” des Elektrons spreche, das heifit von der Masse bei geringen Geschwindigkeiten;
wir haben (s. §6):

wodurch
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Fiir sehr geringe V schreibe ich:

a V2
a

sodass die Masse, sowohl longitudinal als auch transversal, A ergibt.

Aber a ist eine numerische Konstante, welche anzeigt: der Druck, welcher von
unserem zusdtzlichen Potential verursacht wird, ist proportional zur vierten Potenz der
Experimentalmasse des Elektrons.

Da die newtonsche Anziehung proportional zur Experimentalmasse ist, ist es nahe-
liegend zur folgern, dass es einen Zusammenhang zwischen der Ursache der Gravitati-
on und der Ursache des zusétzlichen Potentials gibt.

§ 9. Hypothesen iiber die Gravitation

Die Theorie von Lorentz erklart also die vollstindige Unmdglichkeit, einen Nachweis
der absoluten Bewegung der Erde zu erbringen, wenn alle Krifte einen elektromagne-
tischen Ursprung haben.

Jedoch existieren andere Krifte, welche keine elektromagnetische Herkunft zuge-
schrieben werden kann, wie beispielsweise die Gravitation. Es kann sich tatsdchlich
ergeben, dass zwei Systeme von Korpern dquivalente elektromagnetische Felder pro-
duzieren, das heift sie iiben die selbe Wirkung auf die elektrischen Koérper und auf
die Strome aus, wihrend diese beiden Systeme nicht die selbe Gravitationswirkung auf
die newtonschen Massen ausiiben. Das Gravitationsfeld ist deshalb von dem elektro-
magnetischen Feld verschieden. Lorentz wurde deshalb dazu gefiihrt seine Hypothese
zu vervollstandigen, indem er annahm dass Krdfte jeglicher Herkunft, und besonders
die Gravitation, durch die Translation (oder wem es besser gefillt, durch die Lorentz-
Transformation) auf die selbe Weise beeinflusst werden wie die elektromagnetischen
Kridfte.

Es ist jetzt angemessen auf die Details einzugehen und diese Hypothese noch na-
her zu untersuchen. Wenn wir wollen, dass die newtonsche Kraft auf eine bestimmte
Weise durch die Lorentz-Transformation bestimmt wird, konnen wir nicht mehr an-
nehmen, dass diese Kraft nur von der relativen Position des anziehenden Korpers und
des angezogenen Korpers zum betreffenden Zeitpunkt abhéngt. Sie sollte auch von den
Geschwindigkeiten der beiden Korper abhidngen. Und das ist nicht alles: es ist natiir-
lich anzunehmen, dass die Kraft, welche zum Zeitpunkt ¢ auf den angezogenen Korper
wirkt, von der Position und der Geschwindigkeit des Korpers zum selben Zeitpunkt ¢
abhingt; aber sie wird dariiber hinaus auch von der Position und der Geschwindigkeit
des anziehenden Korpers abhingen, und zwar nicht beim Zeitpunkt ¢, sondern einen
Augenblick frither, als ob die Gravitation eine bestimmte Ausbreitungszeit benotigt
hitte.

Betrachten wir nun die Position des angezogenen Korpers zum Zeutpunkt fo; seine
Koordinaten zu diesem Zeitpunkt sind xo, yg, 2o, und seine Geschwindigkeitskompo-
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nenten sind &, 7, {; wir betrachten andererseits den anziehenden Koérpers zum ent-
sprechenden Zeitpunkt 7y 4 ¢; seine Koordinaten zu diesem Zeitpunkt sind xo +x, yo +
y, z0+z und &1, Ny, {; sind seine Geschwindigkeitskomponenten.

Wir sollten zuerst diese Beziehung erhalten:

(D (P(taxa)% Z;éﬂ%Cv fl,nlaCI)ZO

um die Zeit ¢ zu definieren. Diese Beziehung definiert das Ausbreitungsgesetz der Gra-
vitationswirkung (ich verpflichte mich keineswegs zu der Bedingung, dass die Aus-
breitung in alle Richtungen mit der selben Geschwindigkeit erfolgt).

Nun seien X1, Y7, Z; die 3 Komponenten der zum Zeitpunkt #y auf den angezoge-
nen Korper ausgeiibten Wirkung; wir wollen X;, Y7, Z; ausdriicken als Funktionen von

2 t, X, Y, Z7‘§7n7Cv élanhcl'
Welche Bedingungen miissen erfiillt sein?

1. Die Bedingung (1) soll nicht durch die Tranformationen der Lorentz-Gruppe
gedndert werden.

2. Die Komponenten Xi, Y1, Z; sollen durch die Lorentz-Transformation auf die
selbe Weise beeinflusst werden, wie die durch die selben Symbole bezeichneten
elektromagnetischen Kriifte, das heiBt in Ubereinstimmung mit den Gleichungen
(11 bis) des §1.

3. Wenn die beiden Korper in Ruhe sind, sollen die gewohnlichen Gesetze der An-
ziehung wiederhergestellt werden.
Es ist wichtig zu bemerken, dass im vorherigen Fall die Beziehung (1) ver-
schwindet, da die Zeit ¢ keine Rolle mehr spielt wenn die beiden Koérper in Ruhe
sind.
Das auf diese Weise dargestellte Problem ist selbstverstindlich unbestimmt. Wir
werden deshalb nach anderen zusitzlichen Bedingungen suchen, welche mog-
lichst zufriedenstellend sind.

4. Die astronomischen Beobachtungen scheinen keine merkliche Abweichung vom
Gesetz von Newton zu zeigen, deshalb werden wir die Losung wihlen, welche -
bei geringen Geschwindigkeiten der beiden Korper - am wenigsten von diesem
Gesetz abweicht.

5. Wir werden uns anstrengen es auf eine Weise zu gestalten, damit ¢ stets nega-
tiv ist; wenn wir uns auch vorstellen konnen, dass der Gravitationseffekt eine
bestimmte Zeit fiir die Ausbreitung benotigt, so wiirde es schwer zu verstehen
sein, wie dieser Effekt von der noch nicht erreichten Position des anziehenden
Korpers abhdngen kann.

Es gibt einen Fall, wo die Unbestimmtheit des Problems verschwindet; es ist derjenige
wo die beiden Korper in relativer Ruhe zueinander sind, das heifit wo:
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=&, n=m, {=0C;

das ist nun der Fall den wir zuerst untersuchen werden, indem wir annehmen dass ihre
Geschwindigkeiten konstant sind, und zwar auf eine Weise, bei der die beiden Korper
in einer gemeinsamen, geradlinigen, und gleichformigen Translationsbewegung begrif-
fen sind.

Wir kénnen annehmen, dass die x-Achse parallel zu dieser Translation ist, und zwar
derart, dass 1 = { =0, und wo wir € = —& setzen.

Wenn wir unter diesen Bedingungen die Lorentz-Transformation anwenden - wo-
bei nach der Transformation die beiden Korper in Ruhe sein werden - dann erhalten wir

g/:n/:é‘/zo

Dann sollten die Komponenten X/, ¥/, Z}in Ubereinstimmung mit dem Gesetz von
Newton sein - mit Ausnahme eines konstanten Faktors:

!
Y| =—F5 lefﬁ,

(©))

r/2 — x/2 — y/2 4 2/2.

Jedoch gemil §1 haben wir:

X =k(x+er), y=y, =z 1 =k(t+ex),

/

%:k(]+€g):k(1782):%, ZX]&Z*X]S,
X! = k% (X +eYXiE) =X, (1-€2) =X,

Y=Ly =,
p

Zi =kZ,.

Wir haben zusitzlich:

xtet=x—Et, 1=k (x—Et)?+y*+72

und

—k(x—&r)
73 ’

“ X =
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was so geschrieben werden kann:

av av dv 1

4bix X = — 7
(47%) 1= N

Es scheint zuerst, dass die Unbestimmtheit weiterbesteht, da wir keine Hypothese
iiber den Wert von ¢ gemacht haben, das heiBt iiber die Geschwindigkeit der Ubermitt-
lung; und abgesehen davon ist x eine Funktion von #; aber es ist leicht zu sehen, dass
x—E&t, y, z, welche in unseren Formeln auftauchen, nicht von ¢ abhéngig sind.

Wenn die beiden Korper in einer gemeinsamen Translation begriffen sind sehen
wir, dass die auf den angezogenen Korper wirkende Kraft senkrecht zu einer Ellipse
ist, in deren Zentrum der anziehende Korper liegt.

Um weiter zu gelangen ist es notwendig, die Invarianten der Lorentz-Gruppe auf-
zufinden.

Wir wissen, dass die Substitutionen dieser Gruppe (unter der Annahme [ = 1) die
linearen Substitutionen sind, welche die quadratische Form unveréindert lassen:

Py 21

Lasst uns andererseits setzen:

Ox Oy 0z
5_5’ 77—57 C—E,
O1x o1y _ iz,

§1:571t7 nlzﬁa CI_E’

wir sehen, dass die Lorentz-Transformation dafiir sorgt, dass dx, dy, 8z, 6t und d;x, 61y, 8z, Ot
den selben linearen Subsitutionen unterworfen sind wie x, y, z, ¢.
Wir betrachten

X, Y, 2y Iy 717
ox, oy, 0z, otv—1,

o1x, o1y, 012, otV —1,

als die Koordinaten der 3 Punkte P, P/, P’ in einem Raum von 4 Dimensionen. Wie
sehen dass die Lorentz-Transformation eine Rotation in diesem Raum um den als un-
verianderlich betrachteten Ursprung ist. Wir werden folglich keine anderen verschiede-
nen Invarianten haben als die 6 Abstinde der 3 Punkte P, P’, P”, getrennt voneinander
betrachtet und vom Ursprung, oder wem es besser gefillt, als die 2 Ausdriicke:

Py 212, x8x+ydy+z8z—1dt,
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oder die 4 Ausdriicke der selben Form, welche durch eine beliebige Vertauschung der
3 Punkte P, P/, P" abgeleitet werden.

Aber wir suchen die Funktionen der 10 Variablen (2), welche die Invarianten sind;
also miissen wir unter den Kombinationen unserer 6 Invarianten diejenigen suchen,
welche nicht von den 10 Variablen abhingig sind, das heil3t welche homogen vom
Grad 0 sind in Bezug sowohl zu dx, 8y, 8z, 8¢, als auch zu &;x, 01y, 01z, Oit. Es
bleiben uns dann 4 unterschiedliche Invarianten, welche sind:

r—Yx& t—Yx& t—¥é& '
VI—Xe iexg (Ju-xen(-xg)

Als néchstes sehen wir, wie die Kraftkomponenten transformiert werden; wir erin-
nern uns an die Gleichungen (11) von §1, welche sich nicht auf die derzeit betrachtete
Kraft Xy, Y1, Z; beziehen, sondern auf die Kraft X, Y, Z per Volumeneinheit. Wir set-
zen weiters:

65 L,

T=YX¢&;

wir sehen dass (11) so geschrieben werden kann (bei / = 1):

X' =k(X+€T), T =k(T+eX),
(6)
Y' =7, 7 =7,

also auf eine Weise, wodurch X, Y, Z, T der selben Transformation unterworfen sind
wie x, y, z, t. Folglich ergeben sich die Gruppeninvarianten mit
YX2 -T2 YXx—Tt, YX8x—T& YX&x—Toz.

Jedoch bendtigen wir nicht X, Y, Z, sondern Xi, Y7, Z; mit

T =Y X&.

Wir sehen dass

Xi W zZy T 1
X Y Z T »p

Die Lorentz-Transformation wird deswegen auf die selbe Weise auf X1, Yy, Z1, T
wirken wie auf X, Y, Z, T, auBer dass diese Ausdriicke zusitzlich multipliziert werden
mit
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p 1 ot

p' k(1+&e) &1

Ebenso wird die Lorentz-Transformation auf die selben Weise auf &, 17, £, 1 wir-
ken wie auf 8x, 8y, 8z, 6¢, auBer dass diese Ausdriicke zusitzlich durch den selben
Faktor multipliziert werden:

&1
St k(1+Eeg)

Als nichstes werden wir X, Y, Z, T+/—1 als die Koordinaten eines vierten Punktes
0 betrachten; die Invarianten werden dann Funktionen der gegenseitigen Abstinde der
fiinf Punkte sein:

o, P P, P, Q

und unter diesen Funktionen miissen wir nur diese behalten, welche einerseits homo-
gen vom Grad 0O sind in bezug zu

X, Y, Z T, ox, Oy, 0z, Ot
(die Variablen konnen ferner ersetzt werden durch Xi, Y1, Zy, Ti, €, n, £, 1), und
andererseits in bezug zu

oix, Oy, 6z, 1

(die Variablen kinnen ferner ersetzt werden durch &;, 1y, {, 1).
Jenseits der vier Invarianten (5), finden wir auf diese Weise vier neue verschiedene
Invarianten, welche lauten:

LXP T YXix—Tit X6 T LXié-T
-Y& iyx& iye)iye 18

Die letzte Invariante ist gemaf der Definition von 77 immer Null.

Wenn das alles gegeben ist, welche Bedingungen miissen nun erfiillt sein?

1° Der erste Ausdruck von (1), welcher die Ausbreitungsgeschwindigkeit definiert,
muss eine Funktion der 4 Invarianten (5) sein.

Es konnen offenbar eine Reihe von Hypothesen erstellt werden; wir werden davon
zwei untersuchen:

A) Wir kdnnen setzen:

N

Y2 —12=r2—-12=0,
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wodurch # = +r, und da ¢ negativ sein muss, ¢t = —r. Das heiflt, dass die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der des Lichtes gleicht. Es scheint, dass diese Hypothese gleich
verworfen werden miisste. Laplace zeigte namlich, dass die Ausbreitung entweder in-
stantan oder sehr viel schneller als die des Lichtes erfolgt. Jedoch untersuchte Laplace
die Hypothese der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit ceteris non mutatis; im Ge-
gensatz dazu sind hier dieser Hypothese viele andere beigefiigt, und es kann sein, dass
zwischen ihnen eine mehr oder weniger vollstindige Kompensation stattfindet. Die An-
wendung der Lorentz-Transformation hat uns bereits viele solcher Beispiele gezeigt.
B) Wir konnen setzen

=Y x&
=B g, =Y k&
1-y &

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist deshalb sehr viel schneller als die des Lichtes,
aber ¢ konnte in bestimmten Fillen negativ sein, was - wie wir schon erwihnten -
nur schwer akzeptiert werden kann. Wir werden deshalb an unserer Hypothese (A)
festhalten.

2° Die vier Invarianten (7) sollten Funktionen der Invarianten (5) sein.

3° Wenn die beiden Korper in absoluter Ruhe sind, sollten X, Y;, Z; die durch
Newtons Gesetz gegebenen Werte haben, und wenn sie in Ruhe sind, sollten sie die
Werte von (4) haben.

Fiir den Fall absoluter Ruhe sollten sich die beiden ersten Invarianten (8) reduzie-
ren auf:

YX?, LXix,

oder gemifl Newtons Gesetz auf

1

1
}’74’ _;a

zusitzlich erhalten gemal Hypothese (A) die zweite und dritte Invariante die Form:

R 3
N

also bei absoluter Ruhe,

-, —r

Wir werden deshalb beispielsweise anerkennen, dass die ersten beiden Invarianten
von (7) sich reduzieren auf
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(1-xxe2)®>  y/1-L&

(r+xx&)t’ r+yxgp

obwohl andere Kombinationen moglich sind.

Es muss eine Wahl zwischen diesen Kombination getroffen werden, und zusitzlich
brauchen wir eine dritte Gleichung um Xi, Y7, Z; zu definieren. Durch diese Wahl
sollten wir versuchen, uns so nahe wie moglich dem Gesetz von Newton anzunihern.
Lasst uns sehen was passiert, wenn wir die Quadrate der Geschwindigkeiten &, 7, etc.
vernachléssigen (wobei weiterhin r = —r gesetzt wird). Aus den 4 Invarianten (5) wird
dann:

07 _r_ngv _r_zxéla 1

und die 4 Invarianten (7) werden dann:

YX2, EXi(x+&r), LXi(&-&), O

Bevor wir einen Vergleich mit Newtons Gesetz anstellen konnen, wird eine andere
Transformation benoétigt. In dem betreffenden Fall stellen xo +x, yo +y, zo + z die
Koordinaten des anziehenden Korpers zum Zeitpunkt o + ¢ dar, und r = /Y x2. Bei
Newtons Gesetz haben wir die Koordinaten xo + x1, yo + y1, zo + z1 des anziehenden
Korpers zum Zeitpunkt #y und der Entfernung | = /Y x? zu beriicksichtigen.

Wir konnen das Quadrat der fiir die Ausbreitung benétigten Zeit ¢ vernachléssigen,
und folglich so fortfahren, als ob die Bewegung gleichformig wire; wir haben dann:

x=xi+&t, y=ymmt, z=zult, r(r—r)=xYx&;

oder,dat = —r,

x=x1=&r, y=yi—-mr, z=u-0r, r=r—-Yx&;

so dass unsere 4 Invarianten (4) die Form erhalten:

07 7r1+2x(617§)7 —ri, 1

und unsere 4 Invarianten (7) erhalten die Form:

YXP, LXim+(E-&)nl, EXi(&-¢&), o

Bei der zweiten dieser Ausdriicke schrieb ich r; anstatt r, weil r mit & — &; multi-
pliziert wird, und weil ich das Quadrat von £ vernachlissige.
Fiir diese 4 Invarianten (7) wiirde sich aus Newtons Gesetz ergeben:
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11 ¥Yxa@E-&) IxE-4&)
2 ) 3 )

49
ry ry r "

0.

Wenn wir deshalb die zweite und dritte der Invarianten (5) mit A und B bezeichnen,
und die ersten 3 Invarianten von (7) mit M, N, P, dann wird Newtons Gesetz fiir Aus-
driicke, deren GroBenordnung annihernd vom Quadrat der Geschwindigkeit abhingt,
erfiillt sein indem gesetzt wird:

1 +A A—B
g Vo P

®) M=

Die Losung ist nicht die einzige. Es sei C die vierte Invariante in (5); C — 1 ent-
spricht der vom Quadrat von & abhiingigen GroBenordung, und das selbe trifft auf
(A—B)? zu.

Wir konnen deshalb auf der rechten Seite aller Gleichungen (8) einen Ausdruck
hinzufiigen, der aus C-1 multipliziert mit einer beliebigen Funktion von A, B, C be-
steht; und einen Ausdruck bestehend aus (A-B)?, welcher ebenfalls mit einer beliebigen
Funktion von A, B, C multipliziert wird.

Die Losung (8) erscheint zuerst als die einfachste, trotzdem kann sie nicht verwen-
det werden. Tatséichlich, da M, N, P Funktionen von X1, Y1, Z; sind, und T} = Y X; €,
dann konnen die Werte von X, Y, Z; von diesen drei Gleichungen (8) abgeleitet wer-
den, jedoch in bestimmten Fillen wiirden diese Werte imagindr werden.

Um diese Schwierigkeit zu vermeiden, werden wir auf eine andere Weise fortfah-
ren. Es sei gegeben:

1 1
kozi k:

was gerechtfertigt ist durch die Analogie mit der Notation:

1
V1-—¢g?
welche in der Lorentz-Substitution dargestellt wird.

In diesem Fall, und in Anbetracht der Bedingung —r = ¢, werden die Invarianten
(5) zu:

k=

0, A:—ko(r+2x§), B:—kl(r+2x§1), CZkokl((l—Zégl).

Andererseits sehen wir, dass das folgende System mit den Werten:
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X, Vs <, —r=t
koXi koY1 koZ1 koTy
ko& kon koG ko

ki& ki kG ki

den selben linearen Substitutionen unterworfen ist, wie es der Fall ist, wenn die Trans-
formationen der Lorentz-Gruppe auf sie angewendet werden. Wir werden dazu ge-
bracht zu setzen:

o k]
X =x— —
! xk0+§B+§1k0y,
Yi=yet B+ ul
l—yko n nlko%

€)
o ki
Zy=z— all

1 Zk()+Cﬁ+Clk()Y7

o kl
h=-r—+p+7,
1 r ko B ko Y
Es ist klar, dass wenn @, B, ¥ die Invarianten sind, dann erfiillen X;, Yy, Z;, Tj
die fundamentalen Bedingungen, das heift sie sind durch die Wirkung der Lorentz-
Tranformation einer entsprechenden linearen Substitution unterworfen.
Jedoch damit die Gleichungen (9) kompatibel sind, ist es notwendig zu setzen:

Yxi§ -1 =0,

so dass sich - durch Ersetzen von Xi,Y;,Z;, T mit ihren Werten (9) und durch Multi-
plikation mit k% - ergibt:

(10)  —Aa—B—Cy=0.

Wir wollen - wenn im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit die Quadrate der Ge-
schwindigkeit £ etc. und die Produkte von Beschleunigung und Entfernung vernach-
lissigbar sind - dass die Werte von X1, Y, Z; in Ubereinstimmung mit Newtons Gesetz
bleiben.

Wir kénnen annehmen:
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Bei der angenommenen Niherung ergibt sich:

k=k=1, C=1, A=—V1—|—ZX(§1—€)7 B=—-r,
x:x1+§1t:x1—§1r.

Die erste Gleichung (9) ergibt dann:

X1 =a(x—Ag).
Aber wenn man das Quadrat von & vernachlissigt, kann man AE; mit —r&; oder
mit —r&; ersetzen, so dass sich ergibt:
Xi=oa(x+&r) = oax.

Newtons Gesetz wiirde ergeben:

Wir miissen deshalb fiir die Invariante ¢ jene wihlen, durch welche sie sich redu-

1 1
ziert auf —— bei der angenommenen Néherung, das heit —=. Die Gleichungen (9)

r B3
ergeben:

X ki A
X = 73_51*177

koB ko B°C

y k] A

Y= e — My
1= 0B Mk BC

(1T)

Z k1 A

Zi=— L
' kB 6 ko B3C’

r kl A

T=——
! koB3 ko B3C

Wir bemerken zuerst, dass die korrigierte Anziehung aus zwei Komponenten be-
steht: eine parallel zu dem Vektor, welcher die Positionen der beiden Korper verbindet,
und die andere parallel zu der Geschwindigkeit des anziehenden Korpers.

Man erinnere sich, dass wenn wir iiber die Position und die Geschwindigkeit des
anziehenden Korpers sprechen, dann bezieht sich das auf die Position und die Ge-
schwindigkeit zum Zeitpunkt der Entstehung der Gravitationswelle; im Gegensatz dazu
bezieht sich das fiir den angezogenen Korper auf die Position und die Geschwindigkeit
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zu dem Zeitpunkt der Ankunft der Welle, unter der Annahme, dass sich die Welle mit
Lichtgeschwindigkeit ausbreitet.

Ich glaube, dass es voreilig sein wiirde zu versuchen, die Diskussion dieser For-
meln weiter zu fithren; ich werde mich deshalb auf einige Bemerkungen beschrinken.

1° Die Losungen (11) sind nicht einzigartig; tatsédchlich, wir konnen den allgemei-

1
nen Faktor 5 ersetzen durch:

L (C-DAi(AB.C)+ (A~ B) (A.B.C)

wo fi und f; beliebige Funktion von A, B, C sind. Alternativ konnen wir weiterhin 3
gleich Null setzen, jedoch irgendwelche zusitzliche Ausdriicke zu o, 8, v hinzufiigen,
welche die Bedingung (10) erfiillen, und welche von zweiter Ordnung in Bezug zu &
fiir &, und von erster Ordnung fiir § und v sind.

2° Die erste Gleichung (11) kann geschrieben werden:

A1) X x(1-YE&) +& (r+XxE)]

und die GroBe in den eckigen Klammern kann geschrieben werden:

(12) (x+r&) +n (Ery—xm) + 8 (&iz—xG1),

und zwar auf auf eine Weise, wodurch die gesamte Kraft in drei Komponenten auf-
geteilt werden kann, und damit den drei eingeklammerten Werten von Ausdruck (12)
entsprechen; die erste Komponente ist ungefihr analog zu der mechanischen Kraft ver-
ursacht durch das elektrische Feld, die zwei anderen zu der mechanischen Kraft verur-
sacht durch das magnetische Feld; um die Analogie zu erweitern kann ich in Anbetracht
der ersten Anmerkung % in (11) durch % ersetzen, und zwar derart, dass X, Y;, Z;

lineare Funktionen der Geschwindigkeit &, 1, ¥ des angezogenen Korpers sind, da C
im Nenner von (11 bis) verschwunden ist.
Als néchstes setzen wir:

kl(x-i-r&):A, kl(y—l—rm):/.t k1(Z+VC1)=V,
(13)
ki(mz—=Cy)=24", ki(§ix=&z)=u', ki (&y—xm) =V

und da C vom Nenner von (11 bis) verschwunden ist, folgt daraus:
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A v =Cu
Y= B
C/l’ év
(14) R e
éu —ni’
Zl 33 B3 )

und wir werden weiters haben:

(15) B2=YA*—-Y A"?

A \%
Also A, u, v oder B %, B ist eine Art elektrisches Feld, wihrend A', p’, v/
!/ !/ /!
oder vielmehr —, —, eine Art magnetisches Feld ist.
B3 B3 B3

3° Das Relativitétspostulat wiirde uns dazu bringen, Losung (11), oder Lésung (14),
oder iiberhaupt irgendeine Losung unter all jenen anzunehmen, welche auf Basis der
ersten Anmerkung hergeleitet werden. Jedoch ist die erste zu stellende Frage, ob oder
ob diese Losungen nicht mit den astronomischen Beobachtungen vertréglich sind. Die
Abweichung von Newtons Gesetz ist von der Ordnung &2, das heiBt 10000 mal klei-
ner, als wenn sie von der Ordnung & wiire; das heit wenn die Ausbreitung mit Licht-
geschwindigkeit erfolgen wiirde, ceteris non mutatis; folglich ist es gerechtfertigt zu
hoffen, dass sie nicht zu grof sein wird. Um diese Frage zu kldren, wire jedoch eine
ausfiihrliche Diskussion notwendig.

Juli, 1905

Anmerkungen
Fiir weitere Informationen siehe:

http://de.wikipedia.org/wiki/Lorentzsche_Athertheorie.
http://de.wikipedia.org/wiki/Geschichte_der_speziellen_Relativit&dtstheorie
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